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Résumé
Sur une variété riemannienn@/, g) de dimensionz, nous démontrons que sur un compact
K C M, les solutions positives de I'équation de la courbure scalaire prescrite (et de I'équation sous-
critique correspondante) sont uniformément bornées sous certaines hypothéses.
Dans le cas positif, lorsque la variété est compacte, nous montrons gye:supnfy; u > ¢ > 0,
sin > 3 (respectivement sypu + infy u > ¢ sin = 2).
O 2002 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abstract

On a Riemannian manifold&V, g) of dimensionn, we prove on compact s& C M, that the
positive solutions of the equation of prescribed scalar curvature (and the equation of subcritical case)
are uniformely bounded.

In positive case, when the manifold is compact, we prove thafsug infy;u >c>0ifn >3
(respectively sugy u +infy;u > cisn =2).

0 2002 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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Introduction

Nous nous intéressons ici a différents problémes liés aux estimations du produit
supx inf pour les solutions de I'équation de la courbure scalaire prescrite.
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Le premier des problémes est le suivant :

Probléme 1. On considére sur une variété riemannie@f&(M, g) (pas nécéssairement
sans bord) I'équation de la courbure scalaire prescrite :

4=

n—

zAu + Ru=vult u>0 surM, (E1)

avecR courbure scalaire d® et2< g < N =2n/(n — 2).
D’autre part, on se donne trois réels non nulg, A avec 0¢ [a, b], on suppose que la
fonctionV vérifie :

a<Vx)<b VxeM,
V) = V()| < A[dx,»)]* Vx,yeM, aveca €10, 1].

Existe-t-il, pour chaque compadt C M, une constante > 0, ne dépendant que de
a,a,b, A, K, M, telle que pour toute fonction solution de(E1) relativement a une
fonction V vérifiant les hypothéses pécédentes, on ait :

supu x infu <¢? Q)
K M

On s'intéress ici essentielement au cas négatif 0). En ce qui concerne le cas positif
(a > 0), nous traitons dans cet article deux types de problémes : le premier concerne le cas
ou I'exposany < N et le second est lié a la minoration du supf.

Lorsqueg = N eta > 0 dans I'équatior{E1), quelques résultats sont connus :

Le probléme a été évoqué sur la sphére lorsgue cre, par T. Aubin [1]. Lié au
probléme de Yamabe, le supinf est alors fixe.

En effet, considérons sur la sphetg(1), n > 3, 'équation suivante :

~1
i SA¢ +n(n—Dp =n(n — g2/,
-

D’aprés Aubin [1], il existe8 > 1 etP € S, tel que :

,32— 1 :|("—2)/4

() =dpr(Q)= [[ﬂ —cogd(P, Q)12

Onaalors:

‘32 -1 (n—2)/4 ,B +1 (n—2)/4
[8 — codd(P, _sz} B <ﬁ - 1) ’

g 1\-2/4
=

rgz:tx¢ =¢(P)= [

ming = ¢ (—P) = (
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et donc,

maxe x n;incp =1 (*1)

n n

En dimension 2, le méme probléme se poseSsuon a :

max ming = 0.
2 ¢+ i o (*2)

Sur un ouvert born& c R?, I'équation est différente, il s’agit de I'équation :
Au=Ve'.

Les résultats concernant la bornitude de gnax- ming «, ou K est un compact de,
ont été démontrés par Brézis et al. [3].

Yanyan Li [5] a mis en évidence des conditions suffisantes de régularité sur la
fonction V (au moinsC”~2 et le gradient contrdle les dérivées successives) pour résoudre
le probléme sur la sphets,. Il utilise par ailleurs, les notions de blow-ups isolés et isolés
simples.

Quoiqu’il en soit, pourn > 3, des hypothéses supplémentaires doivent étre prises
comme le prouve le contre exemple de C.C. Chen et C.-S. Lin [4].

Les égalité(x1) et (x2) relatives au cas positif, nous poussent a nous intéresser au
probléme suivant :

Probléme 2. Sur une variété riemannienne compacte de dimension 2, on considére
I'équation suivante :

Au+R=Vé, (E2)

avecO<a < V(x)<bet|VV(x)| < A pourtoutx € M.
A-t-on, pour toute solution de (E?) :

supu +infu > c=c(a,b, A, M)?
M M

Sur une variété riemannienne compatt®(M, g) de dimensiom > 3 et de courbure
scalaireR partout positive, on considére I'équation suivante :

1
4% Au+ Ru=vuV1 (Es)

u > 0 etV vérifiant pour deux réels positifs donnégtb :

O<a<Vkx)<b VxeM(Vn'estpasnécessairement hélderienne).
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Existe-t-il une constante positive> 0, ne dépendant que deb, M, telle que toute
fonctionu solution de(E3) relativement a urV satisfaisant les hypotheses précédentes,
vérifie :

supu x infu > ¢? (xx)
M M

Sur la sphéreSz, on peut obtenir, grace a une inégalité d’Aubin (voir [1]), une
minoration du type : suf) u + infs, u > c(b).

Pour le cas ou > 3, on peut supposer qu#/, g) appartient au cas positif du probleme
de Yamabe, par une transformation conforme de la métrique on se ramRendgartout.

Mais cette hypothése est capitale. Dans leRas0, on peut donner le contre-exemple
qui suit :

On considére sur la boule unité, les fonctions suivantes :

. (x) B ( e )(11—2)/2
¢ 12+ |x|2 ’

elles vérifient :

Aue =n(n — 2)u T2/ =2

maxu, =u.(0) = ———
By(0) <O e (=212

et pour tout € 10, 1[,

" (n—2)/2
min ue = ue (k) = 76) .
g e =1 (u62+|k|2

On déduit de tout cela que

. 1 (n—2)/2
maxue X MNueg = ————= .
Bi(0) < Bi(0) ° <u52+|k|2)

Il suffit de prendrep. — 400 pour avoir max, o) ie X Ming, o) e — 0.

Le troisieme probléme qui se pose est I'estimation dussing pour les solutions d’un
autre type d'équations.

Probléme 3. Sur une variété riemannien@é€° (M, g) (non nécessairement compacte), on
considére I'équation suivante :

Au+R=Ve surM. (Es)
V vérifiant pour deux réels donaget b :

a<Vx)<b<0 VxeM (Vn'estpas nécessairement hélderionne
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existe-t-il pour chaque compa& C M, une constante > 0, ne dépendant que de
a,a,b, K, M telle que, pour toute fonctiom solution de(E4) relativement a une fonction
V vérifiant les hypothéses précédents, on ait :

supu +infu < c. (k)
K M

Pour ce qui concerne le cas négatif, remarquons que sur une variété riemannienne
compacteM de courbure scalair® positive ou nulle, ce probleme n’a pas lieu d'étre.
En effet, considérons, par exemple, $yr’équation suivante :

4=

n—

2Au+Ru= VuN—1, (2

avecR =n(n — 1) la courbure scalaire de la sphére.
L'équation (2) ne posséde pas de solutions positives. Pour le voir on écrit :

R/udvg=/vMN*1dVg<supvfuN*1dvg <0
Sn Sn S"

ce qui est contradictoire puisque> 0 etV < 0.

Dans le cas ou la courbure scalaire d’'une variété a bord est négative, I'existence de
solutions avec condition de Dirichlet est donnée par Noussair [9], Loewner et Nirenberg [7]
et Ni [8].

Dansle cas o =R" etV (x) < 0, Ni [8] montre que E1) ne posséde pas de solution
positive.

Loewner et Nirenberg [7] et Noussair [9] ont prouvé I'existence dans certains cas.

Noussair [9] nous assure I'existence de solutiongilg dans le cas d’un ouvert d&'.

Pour Loewner et Nirenberg [7], le probléme de Dirichlet suivant :

—Au=u""tdans2 CR" et u=¢suras2

a une unique solution dads, u € C* et 0< u < maxg.
En outre, ils montrent qu’il existe une unique solution du probléme suivant :

—Au=u""1dans2 avec u(x) — +ooSix — 982;
d’ou un intérét pour les estimations des fonctions a I'intérieur du domaine.
Pour Noussair, a I'extérieur de la boule unité B, avec condition de Dirichlet, il y a une
solution de :

—Au=Vu"ldans2 =R"—B et u=¢suros.

Grace a la transformation de Kelvin, on rameéne le probléme a la boule unité privée de
l'origine.
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Dans cet article les solutions sont régulié@$®) et on cherche a partir de I'équation,
sans avoir de conditions aux bords ni de condition de bornitude uniforme d’énergie,
a montrer des résultats de bornitude au sefjs. Les fonctionsV; sont supposeées étre
au plus hélderiennes.

Le but est d’estimer le maximum de la fonctiersur chaque compact par rapport a son
minimum surM.

Résultats principaux

Méme si les équations relatives aux probleni€s) et (E4) sont différentes, ces
deux problémes sont assez similaires. Les résultats principaux s'énoncent de la maniéere
suivante :

Théoreme 1. Considérons deux suitgs;}, {V;} de fonctions relatives a I'équatiofE1)
avec{V;} holderiennes ek <0ou,a > 0etg < N, alors:

Pour tout compactk de M il existe une constante > 0 ne dépendant que de
a,a,b, A, K, M telle que pour tout entier :

supu; <c.
K

Théoréme 2. Considérons deux suitgs; }, {V;} de fonctions relatives a I'équatiofEs),
Vi(x) < b <0, pour toutx € M et tout entier, alors:
Pour tout compack de M, il existe une constante> 0 telle que pour tout, on ait:

supu; < c.
K

Pour les équation&?) et (E3), on a le résultat suivant :

Théoreme 3. Considérons deux suitgg;} et {V;} de fonctions relatives aux équations
(E2) ou (E3), alors:
Sin =2, a > 0 et{V;} uniformément lipschitziennes

supy; +infu; > c=c(a,b, A, M).
M M

Sin > 3,a >0, R > O et les fonctiong; positives, on a
Il existe une constante> 0, ne dépendant que b, M, telle que pour tout entiar, on
ait :

supu; x infu; > c=c(a,b, M).
M M

On a le résultat suivant en dimension 2 :
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Proposition. Considérons sur la sphetg deux suites de fonctionis; } et{V;}, telles que
Au; +2=V;e".

Les fonctionsV; vérifient,0 < V;(x) < b pour toutx et touti, alors il existe une
constante: = c¢(b), telle que

SAl;IIpui + i?)”" >c.
Démonstration du Théoréme 1. Pour le cas o > 0 etg < N, la preuve est assez
semblable a celle du cas< 0. Nous commencerons par traiter ce dernier cas.

Etapel. On ramene le probléme a un probléme sur un ouveiRde

Les estimations données sont locales, on se place dans des ouverts de cartes.

Soityp € M et (£2, ¢) une carte normale géodésiquey@ns2 C M. On noteh = ¢*g.

Les suites de fonctions;} et {V;} vérifient :

Au; + Ru; = Viug 4™,
a<Viy))<b<0 VyeM,
Vi) = Vi@)| <A[d(y.2)]", Vy,zeM, a,A>0.
On pose :
wi(x)=ujop Hx), Wilx)=Viogp *(x) et T(x)=Ro¢  (x),
alorsw; (x) vérifie :
Apwi (¥) + Twi(x) = W, [wi(0)]" Y, xe2=¢(2)CR".

Les fonctionsx — h;;(x) sont continues, il existen, M > 0, tels que pour tout
(x, X) € ¢(2) x R" on ait,m | X||? < h i (x) X/ X* < M|| X ||2. On obtient, pour un ouvert
O relativement compact de :

JA'>0,Vx,x' €0, |Wi(x)—Wi(x)| <A [lx —x"||*

De plus nous avons :

a<Wix)<b<0 VxeO
etenxo=¢(yo) € O, hjk(x0) =& jik-

Etape2. On commence par prouver le résultat local suivant

Il existec(xo, @, a, b, A, g) > 0 etR > 0 tels que pour tout élémentde Bg(xo) et tout
entieri, on ait :

C
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En fait, le probléme consiste a mettre en évidence une sous-suite qui converge
uniformément dand.X . en faisant en sorte que les points blow-up restent a l'intérieur
du domaine. L'absence de conditions au bord est a I'origine de cette démarche.

Supposons le contraire :

pour toutc etR > 0, il existe j € N, (Bm(ax) wj>R2/(‘1’2) >c. (H)
R(X0

Soit alors, une suite de rayo®s — 0 telle que ((maxg, w;)R;%/ 42 — o0, B; est
noté pourBg, (xo).
Posons 5; (x) = w; (x)(R; — |x — x;[)%9~2, avecw; (x;) = Maxg, x,) Wi,

|x; — xol < R — 0.

Soita; tel que ;s;(a;) = maxg, ;) si, on a alors :

)92 = siap) = si() = wi () R P4 - oo,

wi(ai)(Ri — lai — x;

Posons alors i = (R; — |a; — xi|) et L; = (I /2)[wi(a;)]¥9?/? > 400 et comme
O0<l; <R — 0,a; — xg etw;(a;) > +00.

On voit bien que tout se concentre au poiptet le fait queL; — +o0o est nécessaire
pour appliquer la technique blow-up.

Posons :

Vi (2) = wi{z[wi (a;)(z_q)/z] +a;} pour|z| < L;.

1
w (a;)
Vérifions quev; existe bien, c’est-a-dire que il < L; alorsx = z[w; (a;) > /] +
a; € BR,- (x;).Ona:
Ri—|x —xi| = Ri — |a; — x; + [w;(a))]*9/?y|
> Ri — lai — xi| — |[wi(a)]@ /%],
grace a l'inégalité triangulaire, d’ou,

i
Ri—|X—xi|>li—§=§,
on en déduit quéx — x;| < R; —[;/2 < R; etainsiv; est bien définie.
D’autre part les dérivées partielles successives; deérifient :

wi (@)@ D2 Yy

o0jv; = ojw; = ,
: O wia) [w; (a;)]9/?

3.//{ wi

9y = — I
O (a1
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On pose :
Of,-jk(z) = hjk[a,' + z[w; (ai)](Z—q)/z]’
Si(2) = Tlai + z[wi(a)] 7],
Zi(2) = Wilai + z[wi (@] “""?].
v; vérifie :
Aayvi = —a* (2310 + [w,(aﬁ,é% v = _[w,'(cf#vi bzt

avec la condition; (0) = 1.

Les fonctionsﬂi’ s’expriment a l'aide des symboles de Christoffel et des composantes
de la métrique dans la carte locale considérée.

La suitev; est bornée dank,,. En effet,

Si (X) (Rl — |a,» —xi|)2/(q—2)
si(@i) (R — |x —x;p%@=2"

v;i(z) =

or pour|z| < (l;/2)[w; (ai)]9=?/2, R; — |x — x;| >1; /2. En conséquence :
0<vi(z) <242,
Etudions la suit§ Z;} :
|Zi(2) — Zi(@)| = |[Wilai + z[wi (ai)](zfq)/z] — Wilai + 2'[wi (ai)](27q)/2]|-
D'ou

lz —2|I*

Zi(z) — Zi(2)]| < A/W

— 0 lorsquel — +oo.

La suite(Z;) est équicontinue et bornég > 2), on peut grace au théoréme d’Ascolien
extraire une sous-suite qui converge vers une fonction constanteWwiot@e peut supposer
gue cette sous-suite est la suite elle-méme.

D’apres 'inégalité précédente :

(W) = W) < W) - Zi@)| +|Zi(2) = Zi(@)| +]Zi ) = W(H| = 0,

dou W= W(xo) e |imi‘)oo Zi (0) ES |imi*)oo Wi(a;).
La suite{cxl.’k} tend versS’]? : en utilisant le développement de Taylor a I'ordre 1xgn
pourk’k, on obtient :

h'* (2) = h/* (x0) + Dxoh’* (z — x0) + 0(|z — x0l),



52 S.S. Bahoura / J. Math. Pures Appl. 82 (2003) 43-66
d'ou d’aprés la définition de/* et dez :

|O{"jk(z) —h o) = [ [a; + x[w; (ai)](Z—q)/z] — Wi (xp)|
< Clai — xo+x[wi(an] "]
(2—9)/2
D/ ])

I

< C(lxo —ail + |x|[wi(a)]

avecC ne dépendant que dedh/* | .
Commez| < (/i /2)[wi(a)]4~?/?], on a:

. . l; . .
|(xl-]k(Z) _ h/k(x0)| < C(|x0 —ai|l + 5’) — 0 uniformément en.
I.
Quant auxg; :

1@ = [ [as 4+ x[wita] =P )T [ai + xwi(@)] ")

< O] o 1] ).

ourt}, = F]?k o¢~* avecl’};, symboles de Christoffel.
Dong, sig > 2 et|z| < (;/2)[w;(a;)19~2/2, pl/[w;(a;)]9~?/2, tend uniformément
vers 0 quand tend vers I'infini.
La suite(v;) est uniformément bornée;(0) = 1 pour tout; et de plus chaque élément

de la suite vérifie I'équation suivante :

B (2) Soi
: i i
R S

_ 7..,.q9-1
[w; (a)]9 27 =T

ik
—Oli] (2)0jkvi +

Comme les coefficients satisfont les hypothéses du théoréeme de Ladyzenskaya, par
le théoréme d’'Ascoli, il existe une sous-suite notée encanequi converge localement
uniformément vers une fonctian> 0 définie suiR” et qui vérifie :

—h/*(x0)d kv = W(xo)v? ™t surR" etv(0) = 1.

Comme enyp = ¢>0_1(x0), on a choisi des coordonnées géodésiques normales,
hjk(x0) = 8k, oud i sontles symboles de Kronecker.

Linégalité v < 22/(4=2 se conserve, grace a la convergehfg desv;, et d’aprés les
théorémes de régularité est au moing3«.

On a vu gu’en raisonnant par I'absurde on obtenait une foneti@réfinie surR” tout
entier) vérifant :

Av=W(xov? ! surR".
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Posons

-()—1/()(1—1/()0«
vr—|aBr| v(o, or = — . v(ro)do;
0B, Sn-1

il est clair que, par dérivation sous le signe sominest deux fois dérivable.

1 1 1
l_)/(r)zwn71 f 8VU(VU)dU= |3Br| f 3vvd6,=mf—Avdx.
Sn—1 0B, B,
Ainsi :
(1) = V0O [ g, ZW0) / f [v9~2(0y) doy | ds,
wp—1 Wp—1
B, [0,] 0B
donc:
(002" 15) 1) = ~Wexo) [ 09730 o
3B,
D’ou
-1 1
v (r) + (n )ﬁ’(r) = —W(xo) 9B,] f vq_l(a,) do,, pourr > 0.
Y

De cette derniére égalité, on déduit qu&p) = 0, puisque le terme de droite &t sont
bornés lorsque — 0.
Par l'inégalité de Holder :

a-2)/(g-1) Ve
f vdo, < (|8B,]) "7 ( f vq—l(ar)dor)
0B, 3B,

qui s’écrit encore,

q—2 qg—1
/vq_l(a,)do,> <|83-5’ |> (/ vdo,) .

3B, 9B,

On aainsi:

q—2
/ v17Y(0,) doy > (%) (" tw,-19))" >0

r*Twp-1
dB,
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et finalement, on obtient :

/ v Y(0,) doy > (r"fla)nfl)f)q*l.
0B,

D’o0 v satisfait I'inéquation suivante :

B (a)n_lrn—ll-)/)/

—AD > —W(xg)v? L.

wn—lrn_l

CommeW (xo) < 0, v’ > 0 puisquev’(0) = 0, d’'ou v est croissante SR .
Utilisant la formule de Stokeson a:

/_Al_):fa”ﬁdafzwn—lrn_ll_)/(r),
B, JdB,

puisquev est radiale.
En utilisant 'inéquation vérifiée par, on obtient :

/—de > —W(xo)/fﬂfldx=—a)n,lwoco)/r"*l[a(r)]"*ldr
B, B, 0

S —wy—1W(x0) o

= ’

n

carv est radiale, croissante &t0) = v(0) = 1. De la on déduit :

—Wi(xo0)
—VF.
n

v'(r) =

En integrant’ on déduit quei(r) — +oo lorsquer — +oo.

Or, 0< v <27=2/2 = 0 < 5 < 2"=2/2 d'ou la contradiction, I'hypothéseH) est
absurde.

Fin de la démonstration du cds< 0 du Théorema.

On a vu que pour toufg € M et toute carte localé&?, ¢) géodésique normale en, il
existe deux constantes positivess c(¢ (yo),a, b, A, M) > 0, R > 0 telles que :

Br(¢(x0)) C O € ¢(£2),

c

sup ujop t< RIGD ()

BRr(¢(x0))

Soit K un compact de ; pour chaquey € K, on considére une carte normale
geodésiques2y, ¢,). Pour chaquep,, on détermine un rayoR, > O et une constante
cy pour lesquelgsx) est vraie.
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A 1

L:_i reunlonUyeK by (B{ey.((,)y(y))) est un recouvrement compact dg pn peut er)
extaire un recouvrement fini. Comme sur chaque ouvert on a une estimation uniforme,
cette estimation se conserve palr 0O

Etude du casa > 0, ¢ < N du Théoréme 1. On se place sur une variété riemannienne
M non nécessairement compacte, et on considére deux suites de forjetiors{V;}
vérifiant :

Agui + Ru; = V,'u,‘q_l, u; >0 surM,

~ -2
R=-l"° R 0<a<Vix)<bVxeM
4(n —1)
et
Vi) = Vi) < A[d(y,2)]" Vy.zeM, a€]0,1;
A, S'écrit localement —g/*V;V, = — g/ ;1 + gf"F}kal.

. Le principe est le méme que celui du ¢as 0 du Théoreme 1. On prend un pointde
M, on choisit une carte normale géodésig®g, ¢o) ENxg POUr NOUS ramener a un ouvert
deR”",

On obtient, comme dans I'étape 1 du éas 0 du Théoreme 1 :
—h7*djpw; + M IT wi + Tow; = Wiw! - suro € ¢o(2) C R,
ol onanoté:

hit=gl* ot Ml =Tl ogst, To=Rogy™.

et
wi =uj oyt Wi =Viogpyt.
Par hypothésey; > 0 etW; vérifient :
O<a<<Wx)<b VxeO
et

|Wi(x) = Wi (x)| < A'lly —zI| Vx,x" €0, aveca €10, 1]

ou A’ ne dépend que dé& et deM.
Comme nos estimations sont locales, on commence par prouver I'inégalité suivante :

c

de, R >0, wi(x)gm,

V x € Br(xo).
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En supposant le contraire et en utilisant la technique blow-up, on arrive a exhiber,
comme dans la preuve du cas négatif, une suite de fonctighgjui converge sur tout
compact deR” vers une fonction vérifiant :

Agv=W(xov?t surR",
v =1 et v>0.

La technique blow-up, le phénomene de concentration en un point et le choix de
coordonnées géodésiques normales en ce point, expliquent la notstiomui fait
référence au laplacien euclidien.

Par le principe du maximunw,> O sur toutR”.

Or d'aprés un résultat de Gidas et Spruck [5], de telles fonctions n’existent pas pour
I'exposant critique, d’ou la contradiction.

Pour conclure, on considére un recouvrement du comfapar des boules définies
comme pour I'estimation locale précédente.

Démonstration du Théoréme 2. On considére deux suites de fonctidms} et {V;} sur
M vérifiant :

Au; + R=V;e" dansAofl,
a<Vi(y)<b<0 pourtouty e M.
Posong; =€, alorson a:
Vizi=Vjuizi et Az=-V/(Vjz)=Au;z — |Vui*zi.
ainsi, la fonctiory; vérifie I' équation suivante :
Azi + Rzi = Viz? — |Vu;l?z. (%)
Considérons un compagt de M, etn une fonction su/ telle que :
O0<nx)<1 VxeM et n=1 surk.

On multiplie (x) parn* et on intégre par parties :

fZiA(n4)dVg=fAZi774dVg=fVizi2774dVg—f|Vu;|2zin4dVg—fRZin4dVg,
M M M M M

ce qui peut s’ecrire :
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[ vuizntav+ [voztav,
M M

:12/zin2|Vn|2dVg —4/Zin3AndVg —/RZin4dV )
M M M

on en déduit, puisqug >0et—V; > —-b>0:

(b)f ndv, < fzmz(12|V'7I2+4'7IAnI+IRInz)dVg-

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de linégalité
précédente, on obtient :

JA2Vn2 + 4yl An| + [RIn?)2dV,
f24m/< :
—b
M
Commen =1 surK, on peut écrire :

lzill 2y < c(b, K, M).

Ainsi, les fonctions positiveg sontlocalement uniformémentbornées dafsD’autre
part, considérant dans une carte locél®, ¢), on peut se ramener a une équation sur
une ouvert d&R”, ol {z; o ¢ 1} est sur-harmonique et localement uniformément bornée
dansL?. On conclut, grace a l'inégalité de Harnack (voir [1]), dugo ¢ 1} est localement
uniformément bornée, par conséqugni est uniformément localement bornéen

Démonstration du Théoréme 3.
Etude du cas: = 2. Considérons sur une variété riemannienne comp@dteg) de
courbure scalair®, une suite de fonctions:; } solutions de :

Au; + R = Ve, (%)

O<a<Vi(P)<bet|VV;(P)| < ApourtoutP € M et touti.
Supposons par I'absurde que :

supu; + infu; — —oo, (H)
M M

on en déduit que :

suplu;| — +oo. (k)
M
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En intégrant I'équatiori=), on obtient pour tout :
/V,-e”" dVg=/RdVg.
M M

Posons; = u; — Iong V;e' dV,. La fonctionv; vérifie :

Av; =i (Vie" — W;) avec

R
A =/V,»e‘” dngfRdVg etw; = — e CA(M).
M M l

La suite {v;} vérifie les hypothéses du Théoréme 0.2 de Y.-Y. Li (voir [6]), celui-ci
entraine I'existence d’une suite de poifits} de M telle que :

_ _ 1
vi +vi(x;) =c=c(a,b,A, M) aVGCU,‘ZW/U,' dVg.
M

Soit G (x, y) la fonction de Green du laplacien, pour taut M :

- —fG(x,y)R(y)dvg(y)+/G(x,y>v,»(y>e‘”(”dvg.
M M

On peut choisirG vérifiant : G > 0 et [,, G(x, y)dV, = ¢ pour toutx € M. On en
déduit que :

infu; > —/G(x,y)R(y)dVg(yx
M

en intégrant cette derniére inégalité, on obtient :
iirl}fui >i;—¢, ¢=c¢(M,R)>0.
Ainsi :
ilr‘}fu,» + SAI;IIpu,- = ilr‘}f v + sﬂl;pv,- +2 20 +vi(x;))=c=c(a, b, A, M).

Ceci contredit 'hypothéseH ).
Etude du cag > 3. Soit M une variété riemannienne compacte de courbure scataire
partout positive.
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Nous considérons une suite de fonctions positiges vérifiant sur M I'équation
suivante :
n—
4

n—

ZAL{,' + Ru; = V,'M,'N_l.
Supposons, par I'absurde, gu'il existe une sous-suita geotée encoréu;) telle que :

lim (supu,» i;}fu,-) =0. (%)

i—oo\ uy

La fonction R est partout positive, 'opératedr = —A — (n — 2)R/(4(n — 1)) est
inversible. La fonction de Green associée a cet opérateur, ogtéeérifie les propriétés
suivantes :

(1)

c
O g G 9 < 7’
<m L(x,y) 4Gy 2

-2
w = 20— / Gl »)ViuiV () AV, ®)
M

ol m, ¢ sont deux constantes ne dépendant quéMigg) et R, g étant la métrique de la
variétéM. Nous avons :

[ =/uiNdVg < maxm/u,-NfldVg.
M
M M
CommeM est une variété compacte, la fonctienatteint son minimum en un point

notéy;. On peut écrire d'aprées (2) :

minu; = u; ( .)_L_Z/G i, VVi(y) .Nfl( ydv,
v ui =uilyi —4(n_1) LYi, Y)Vily)u; y g
M

PuisqueV;(y) > a pourtouty € M etgracea(l)ona:

f GOt ViV 1) dV, = am f VL) dV.
M M
Ainsi
4(n — 1)
am@m—2)

N .
””i”LN < mﬂ/;leu,' X mnu;.

On conclut, d'aprégx) que :

: N
im luilly =0. (%)
1 —+00
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Nous allons utiliser la technique d’itération de Moser pour montrer @& nous
permet d’avoir la convergence uniforme localement pour une sous-suiig)de

5 _  n—1 ~ -2 7 _ -2 R e ; .
] I:cpsonsR = hR, a= ah, b= bh etV = hv,. La fonction u;
vérifie :

Au; + Eu; = V;I/l,'N_l.
Multiplions les deux membres par—1, otk > 1 :
/uiZkfl(Aui +§u,’) =/‘7iu,'N+2k72.
M M
En intégrant par parties, on obtient :
(2k—1)fu,~2’<—2|vm|2+/ﬁu,~2’<=f\Zui“z’c—z.
M M M
D’autre part,
/|V(uf»‘)|2=k2/ui2"*z|wi|2.
M M

Ainsi on obtient

_ k2 ~ o -
/uiZk 2702 = Zk_lf(_Ruiszer_uiNJrzk 2
M

M

CommeR est partout positive et & a < ‘7,~(y) < b pour touty € M, on déduit que :

2 2
2 k ~ _ bk -
/|V(ufc)| < % 1]\/iuiNui2k 2« 1/mNui2k 2 3)

Le dernier membre de8) peut s’écrire :

/u;NuiZk_zzfuiN_zuiZk.

M M

CommeN > 2, on peut appliquer l'inégalité de Holder@" —2 etu; %, avec I'exposant

p=N/(N-2):
(1-2/N) 2/N
/ul_N—ZuiZk < (/u,-N> g</ul_kN) '

M M M
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Finalement, on a 'inégalité suivante :

e () (o)

M
ce quirevient a écrire :
N N=2y k2
IV @)z < gp—g eIy 15
D’autre part, d'apres 'inégalité de Sobolev (voir Aubin [1]) appliquééa
2 2
[k < €V Q)5+ Aluf 5

La constant& ne dépend que de On peut écrire alors :

bCk? -
15 (2= gt ) <l

Comme(u;) vérifie (xx), la quantit4(l — bCk?/(2k — 1) ||u; ||%_2) est positive a partir
d’un certain randp ne dépendant que @e C, k. Ce qui nous permet d’écrire :

bCk?
(1 - llut; ||%—2> >8>0 pouri > io.

2k—1

Finalement, on obtient I'inégalité suivante :
K2 oAy k2
i [y < 5 i 2.

En prenank = N /2, on voit que|ju; I, w22 = 0, avecN?/2 > N. En recommengant
aveck = (N/2)!, 1 =2,..., on voit de proche en proche, que, la suitg) converge
uniformément vers 0 dans tous les espdcésp > 1.

En utilisant la représentation intégrale par la formule de Green et I'inégalité de Hélder
de maniere adéquate, on prouve gueonverge uniformément vers 0.

L’hypothese(x) entraine donc :

supu; — 0. (k)
M

Maintenant, si on revient a I'écriture dg grace a la fonction de Green, on obtient :

supu; = u; (x;) = n—2 /G . Vi( .N—l( dv,(
Mpul =u;i(x;) = An—1) L, YIVi(y)u; y)dVe(y).
M
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De (1) on déduit :

0<m x Vol(M) g/GL(x,y)dngm/zm/(M,g).
M

On peut écrire alors :

wi(xi) <b (m£XM;)N71fGL(x;, V) dVy(y) =bm’ (mﬁm,‘)Nil
M

D’ou,
supu; > (bm') @/,
M
ceci contreditx*x). O
Démonstration dela Proposition. Soit{u;} et{V;} deux suites telles que :
Au; +2=V;e" et 0<Vi(x)<bh.

D’aprés une inégalité de Aubin (voir [1]), il existe une constante postiveelle que
pour tout; :

Iog/e“f < i/|w,»|2+i/u,»+|ogc. (1)
TT

En multipliant I'équation vérifiée par; et en intégrant suf,, on obtient ;
/|Vui|2+2/ui=/‘/ie"iui.
Sz Sz Sz
PuisquefS2 V;€'i = 8w, on peut écrire :
f|Vu,~|2—|—2/u,~ < 87 supuy;. (2)
S
Sz Sz
SoitG(x, y) la fonction de Green du laplacien :

1 )
u,-(x>=5/u,- —/G(x,y)my)dvg(y)+fG(x,y>v,»(y>e”1<”dVg.
S> Sy Sz
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La fonctionG peut étre choisie positive et son intégraleyesst constante indépendam-
ment dex, il existe une constanieindépendante ditelle que :

infui2i/u;—c. 3)
Ss 4

S
En combinantl), (2) et (3), on obtient :

s;zpui + |ng u; = 2[%]»;,» + %f |Vu,~|2— (c/2):| > Z[Iog/é‘f —(c/2) — IogC]
Sz 82

2

Oor,0< Vi(x) <b etfs2 V;e* = 8z et on en déduit quefs2 ei > 8n/b.
Finalementil ;

8
supu; +infu; > 2 log— — ¢ =—-2(logh — ¢). O
;zpu +|82u 9,0 ¢ (logb —¢)

Appendice

Ceci concerne le?"cas du Théoréme 1.

Sur certaines variétés riemanniennes compactes sans bord et dans le cas ou
p <n/(n—2), on peut utiliser un autre résultat que celui de Caffarelli-Gidas—Spruck,
pour obtenir notre estimatiohy..

Enoncons un théoréme di a Brézis [2] qui nous permettera de prouver notre résultat
dans certains cas :

Théoréme. Considérons une suite de fonctiofis}, {v;} définies sur un ouvert borne
deR" et telles que

n

n—2’

2
Avi=Viv;?, vi>0etl+—<p<
n

0<Vi(x) <A pourtoutx € £2 ettouti € N.

On suppose quiv; ||, < B pourtouti € N avecg =n(p —1)/2.
Alors, pour tout compack de £2, il existe une constante positivene dépendant que
dep, A, B, K telle que pour tout entier, on ait:

supv; < c.
K

Par exemple, pour le cas de la sphére uSjtési on considére I'équation suivante :

n—1 2 n
Au; + Ru; = Viu;? avecl+ — < p <
n—2 n n—2

4

(*)
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etO<a < V;(P)<bpourtoutP €S, (R=nn—1)).
Alors :

supu; <c=cla,b).

n

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothéses du Théoréme.

Considérons une suite de fonctiofs) solutions de(x). Commes,, est compacta;
atteint son maximum en un point nagg.

Soit¢; la projection stéréographique de p@e point diamétralement opposéra. Si
on notev; la fonctions; u; o ¢+ avecw; = (2/(1 + |y|2)"~2/2, alors cette fonction
vérifie :

Asv; = Vivi? surR”",
ol § est la métrique euclidienne donnée par la formule suivgnter;¥"=2s, ¢ la
métrique de la sphéres désigne le laplacien pour la métrighiet V; = V; o ¢l._1n,~N‘1’.

Par définition de la projection stéréographique(P;) = 0 et commeP; réalise le

maximum deu;, le point 0 est encore un maximum paur
En effet,v; () = m; (y)u; o ¢, *(y) et (y) < 20~2/2 entrainent :

vi (y) 27272y 0 ¢ (y) < 2072/, (Py) = v; (0).

Placons nous dans la boule unité et vérifions les hypothéses du théoreme. Nous
remarguons que seule la bornitude uniformg‘ggo) v‘B est nécessaire pour conclure

Pour borner unlformemerﬁB ) Vi P dy, il suffit de borner uniforméments u; dVg
Pour le voir, on utilise le fait que felement de volume sur la sphére est donne en fonction
de I'élement euclidien par la formule Vd = (2/(1+ 1y12)" dy.

Commer; > 1 pour|y| < lilvient:

B

v _
/udeg:/—’ﬁniZ"/(" 2)dy> / vf dy.
Sn e T B1(0)

Montrons maintenant que la suifg u;.s dV, est uniformément bornée.
Intégrons I'équatiorgx) vérifiée pan; :

n(n—l)/uizf\ﬁuip)a/uf.
S’l S’l

Sn

En utilisant I'inégalité de Holder :

1/p
[ui< |Sn|<P1>/P( u{’) ,

Sn Su
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d’ou
! a
S)l
ainsi
1/(p—-1)
nn-—1
WNMé@W%J——» .
a
Comme

n

np—n—2p pn—2)—n
p=7 =

2 2

r-1 = B-p= <0,

on peut utiliser I'inégalité de Holder :
1\ Y-
mwmgmﬂm*WmesmW%ﬂi—§ :
a

Les hypothéses du théoréme sont vérifiées. D’ou, peul0, 1 :

supv; = v; (0) = u; (P;) = maxu; < c(a, b). O
B,(0) Sn

Remarque. On peut améliorer une hypothése dans le théoreme de Brézis lorsque
Vza>0:
D’apres ce théoréme, il suffit de suppoger||., < C2 pour touti avec = 5(p — 1)
etp > 14 2/n. Ceci entraine que > 1. Mais pour nous, il suffit de supposdgr; |1 < C2
pour touti.
En effet, d’aprés la formule de Stokes, pour toute foncti@C?(B,) :

/—v,-An +nViv? = / v;0yn — Ny ;.
B, 9B,
Prenons; = |x|2. Comme

/8vvi:/_AUi:_/Vivips
B,

B,

r

[ w2 o =2 [ u.

BV 8Br Br
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on obtient, poupt < r :

(rz—uz)ilr;f\/,-/v;p<2n||v,'||L1(Br)
"
B,

et finalement,

1/p 1p
v; <|— v;
lvillLecs,) < [a(rz—uz)} [llvillz2s,)]
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