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This paper studies rearrangement invariant Banach spaces of 2#-periodic
functions with respect to norm convergence of Fourier series. The main
result is that norm convergence takes place if and only if the space is an
interpolation space of (L (T), L»(T)), 1| < p << 2, 1fp’+ 1/p =1, and
L?'(T) 1s dense in it (compare Satz 2.8). Since norm convergence and continuity
of the conjugation operator are closely connected (compare Satz 2.2), this is
achieved by a careful examination of this operator similar to that of D. W, Boyd
for the Hilbert transform on the whole real axis. Finally, there are applications
to Orlicz and Lorentz spaces.

1. EINLEITUNG

Bezeichnet T = R/2#Z den (eindimensionalen) Torus, LY{7T) den
Raum der beziiglich des zu 27 normalisierten Haarmalles auf T
absolut integrierbaren Funktionen, dann ist fir felY7), keZ
(Menge der ganzen Zahlen), der kte Fourierkoeffizient von f definiert
durch

70 = 5 |7 f@) it s

und die nte Teilsumme der Fourierreihe durch

S = 3 e
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In den Riumen L?(T), | < p < o0, ist die starke Konvergenz der
Fourierteilsummen S, verbunden mit der Stetigkeit des Konjugierten-
operators

Hf(s) = P.V. . [ fa—1 ”2??2/7 , (1.2)

denn bekanntlich sind in diesen Rdumen folgende Aussagen dquiva-
lent (vergl. Butzer—Nessel [6]): (1) lim, .|| S, f — fll, = O fiir alle
fel?»(T): (2) H ist ein stetiger Operator auf L¥(7T). Da starke
Konvergenz der Fourierteilsummen nur dann in den Riumen L?(T)
stattfindet, wenn | <p < o vorliegt, sind zu diesen beiden
Aussagen ferner dquivalent; (3) L»(T) ist reflexiv; (4) L?(T) ist
gleichmiBig konvex. Wir maochten nun solche Aussagen in allge-
meineren Funktionenrdumen auf 7, speziell rearrangement invarianten
Riumen untersuchen. In diesem Zusammenhang sei auf einen Satz
von Ryan [14] hingewiesen, wonach ein Orlicz Raum L, genau dann
reflexiv ist, wenn H ein stetiger Operator auf L, ist—ein Satz, der sich
auch durch Konkretisierung der vorliegenden Ergebnisse gewinnen
laBt (vergl. Section 3).

Zur Klirung der in Abschnitt 2 und 3 verwandten Begriffe seien
zunichst einige Erlduterungen vorausgeschickt.

Es sei # die Menge der nichtnegativen, mebaren Funktionen auf
T und A ein Funktional, A: # — [0, 0], das eine Auswahl der
folgenden Bedingungen erfiille:

(1) A(f) = 0 genau dann, wenn f(x) = 0, f.i.,,
NS+ 8) < Af) + Ng)
Mof) = oA(f) (x> 0);
(i) st f(¥) < g(®) £, so gilt \(f) < );
(i) | fl, < const. A(f);
(v) M) < oo

(v) A besitzt die Fatoueigenschaft, d.h. ist f, € # eine monoton
wachsende Folge mit lim,,_, f,(x) = f(x) f.i., dann folgt

lim A(f,) == A(f).

Ist A ein Funktional auf & mit (i), dann ist fir jede auf 7" meBbare
Funktion f die Norm || f|l, definiert durch || f]j, = A(] f|) und

LNT) = {f; f ist meBbar und || ], < oo}
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ist ein linearer, normierter Raum. Erfillt A auBerdem die Bedingung
(i1), so heiBt || - ||, (oder A) eine Funktionennorm, und LXT) ist voll-
stindig unter dieser Norm (vergl. Luxemburg [12]); erfillt A die
Bedingungen (1)-(iv), dann gelten die Inklusionen

L=(T)C LNT) C LYT),

wobei diese als stetige Einbettungen zu verstehen sind.
Der Funktionennorm A ist die assoziierte Funktionennorm X’
zugeordnet durch

V() = sup || 10 g0 drige 2, M(g) < 1],

und jede der Bedingungen (1)—(v) fir A impliziert die entsprechende
Bedingung fiir A" (vergl. Luxemburg [12]). LY(T) heiBit der zu LX(T)
assoziierte Raum. Sind A, p zwei Funktionennormen und gilt
L(T)C L«(T), so folgt unmittelbar L+ (T)C L¥(T). Erfillt A die
Bedingungen (i)—(v), so gilt LA(T) = LY (T) und || f|, = || f{\» fur alle
felXT).

Ein Funktionenraum LAT) heiflt rearrangement invariant (r.i.
Raum), falls A die Bedingungen (1)—(v) erfiillt und fiir je zwei meBbare
Funktionen f, g mit f* = g* folgt || fil, = || g, . Hierbei ist f * die
Rearrangementfunktion von f, definiert durch

JH(#) = inf{y; D) < 1},
wobei die Verteilungsfunktion D; von f durch

Di(y) = MaBl{xe T; | f(x)) >y} (¥ =0)

gegeben ist.

Als Beispiele fiir rearrangement invariante Funktionenriume
werden hier nur die Orlicz- und Lorentz-Riume betrachtet.

Ist @ eine auf [0, co) definierte monoton wachsende, von links
stetige Funktion mit ¢(0) = 0 und ist ¢ die von links stetige Umkehr-
funktion zu ¢, dann sind durch die Youngschen Funktionen

o) = [ @tyd, W) = [ p)dr
Y0 0
die Funktionennormen

Maaalf) = inf Je = 0; M, (£ f) = [[evwoa<af, 3

Aara(f) = inf 3c > 0; My (%f) = [_"” V() dt <1 (1.4)
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gegeben. Die diesen assoziierten Funktionennormen A}, = A, und
Xyo = Ay erzeugen die Orliczriume L?(T) und L¥(7T) mit ihren
Assoziierten LM¥(T) bzw. LM®(T). Fiir spitere Zwecke bemerken wir,
dafB3 die Rdume L¥?(T) und L®(7T') mengentheoretisch gleich sind und
fiir thre Normen die Abschitzung gilt (vergl. Luxemburg [13, p. 49])

1 flime < fllo < 201 f llpso - (1.5)

Gleiches gilt fir die Rdume LM¥(T") und L¥(T).
Ist ¢ eine auf (0, 27) definierte monoton fallende, nicht negative
Funktion mit

€T
f p(t)dt < oo (0 < x < 2m),
0

dann erzeugt das Funktional A, , , gegeben durch
27 1/p
dol )= ([ P@Pe ) " (1 <p<w), (19

den Lorentzraum A(g, p) = L*».»(T). Im folgenden werden insbeson-
dere die Rdume A(a) von Bedeutung sein, die durch das Funktional

D = [ ey e di

erklirt sind. Fur diese Rdume gelten folgende (stetige) Inklusionen
(vergl. Lorentz [11, p. 66])

La/a+(TYC A@) C LYHT) (e > 0). 1.7)

Ein linear Operator 4 von A(a) in den Raum der meBbaren
Funktionen heiit vom schwachen Typ (1/a, 1/8) wenn (A4f)*(t) <
ct=#|| f|, fir alle f € A(a). Ist A linearer stetiger Operator von L?(T)
in LYT), so heiBt 4 vom starken Typ ( p, q). SchlieBlich nennen wir
fiir ein T'ripel (X, Y, Z) von Banachriumen mit stetigen Einbettungen
X CYCZ den Raum Y einen Interpolationsraum von (X, Z), falls
die Restriktionen auf Y aller stetigen, linearen Operatoren von Z in Z,
deren Restriktionen auf X stetige Operatoren von X in X sind, den
Raum Y stetig in sich abbilden.

2. KONVERGENZKRITERIEN FUR FOURIERREIHEN IN LYT")

Um die Fourierreihe einer Funktion f berechnen zu kénnen, muf3
f e LY T) vorausgesetzt sein. Deshalb kénnen im folgenden nur solche
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Riume LY(T) betrachtet werden, die mengentheoretisch Unterriume
von LY(T) sind. Es gilt nun

LemMma 2.1. Sind| |, || - ||. Funktionennormen (d.h. erfiillen A und
@ die Bedingungen (i) und (ii)), und ist LN(T) eine Teilmenge von L T),
dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle f € LXT)

[l < el fila-

Beweis. Jede in LNT') gegen ein f konvergierende Folge f,, konver-
giert im Maf gegen f, und das gleiche gilt auch fiir jede gegen g in
L«(T) konvergierende Folge g, (vergl. Luxemburg [13, p. 5]). Die
Inklusion LA(T)G L¥(T) ist demnach ein abgeschlossener linearer
Operator und somit nach dem Satz von abgeschlossenen Graphen
stetig.

Daher bedeutet es fiir unsere Zwecke keine zusitzliche Einschrin-
kung fir A, wenn wir neben (i) und (ii) auch die Bedingung (i)
voraussetzen. Als Analogon des Ergebnisses fir L?(T)-Ridume erhilt
man dann Satz 2.2.

Satz 2.2. A erfiille die Bedingungen (1)—~(iv). Die Folge der Fourier-
tetlsummen S, , n € N, konvergiert genau dann auf LT stark gegen die
Identitit, wenn H ein stetiger Operator auf LNT) ist und die stetigen
Funktionen dicht ein LNT) liegen.

Beweis. Wenn die Fourierteilsummen S,f fir jedes fe LYT)
gegen f konvergieren, ist natirlich sogar C*(T) dicht in LA(T) und fir
alle fe C*(T) gilt mit D,, = (sin(2m - 1)t/2)/(2 sin ¢/2)

2m

Hy,f(x) = 3} i(— sign k) f(k) et

k=—2m
= % fﬂ f @) sinmt D, (x — t) dt cos mx

+ 7?'; J.W f(t) cos mt D, (x — t) dt sin mx (meN),
also wegen (1.1)

| Hymf lh < 21 S lI(1LF () sin(m )iy + 11 £(°) cos(em )l) << 41 S 11 il -
Fiir f e C°(T) konvergiert jedoch H,,, f gleichmiBig gegen Hf, so da

I Hf a < Vi inf | Hyfll, < 41 inf | S,, 11 £
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Aus der Dichtheit von C*(T') in L(T') folgt nun
I H|| < 4lim inf [ S,, |

und somit die Stetigkeit von H auf LA(7). Umgekehrt schlieft man
aus f € LA(T) und der Stetigkeit von H auf

S, f(x) = H(f(") cos(n -))(x) sin nx — H(f(") sin{n -))(x) cos nx
+ (;;fﬂ f(t) cos nt dt) cos nx -+ (il; J‘ﬂ f(t)sinnt dt) sin nx,

woraus mit den Bedingungen (1)—(iv) die Abschitzung
ISl < 21 Hl 4 eX(1))

folgt; hier ist ¢ die Konstante aus Bedingung (ii1). Da C(T) und deshalb
nach (iv) auch C*(7’) dicht in LA(T') ist, erhilt man mit dem Satz von
Banach-Steinhaus die Konvergenz von .S, gegen die Identitit.

Als nichstes wollen wir uns speziell den rearrangement invarianten
Banachrdumen zuwenden. Satz 2.2 zeigt, daB die Stetigkeit des
Konjugiertenoperators H auf diesen Ridumen eine notwendige
Voraussetzung fiir die starke Konvergenz der Fourierreihe ist. Die
r.i. Banachrdume mit stetigem Konjugiertenoperator werden charak-
terisiert durch Satz 2.3.

Satz 2.3. Der in (1.2) definierte Operator H ist genau dann auf dem
r.i. Banachraum LA(T) stetig, wenn es eine Zahl p mit 1 < p < 2 gibt,
so daf LA(T) ein Interpolationsraum von (L?"(T), LP(T)), 1/p + 1/p" = 1,
2st.

Man beachte, dal3 nach Lemma 2.1 Inklusionen fiir r.i. Banach-
raume gleichzeitig stetige Einbettungen sind. Die eine Richtung des
Satzes ist nach Definition eines Interpolationsraumes trivial. Hin-
reichende Kriterien fiir die Eigenschaft von L T'), Interpolationsraum
zu sein, findet man z.B. in den Arbeiten von Boyd [3, 4], Butzer—
Berens [5], Calderdn [7], Lorentz [11], Lorentz—Shimogaki [12], und
Zippin [15].

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir einige Hilfssitze.

Lemma 2.4. Ist H stetig auf LNT), dann gibt es ein € > 0, so daf
fiir 0 < < e die durch

e [[eeayrma 0 <x<m,
- 0
0 (r < x < 2),

Lj(x (1)
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bzw.

(2tg x/2) f (s ds (0 <x <), (2.2)
0 ’ (m <& < 2m),

L,f(x) =

definierten Operatoren L, und L, stetig auf L)(T) sind.

Beweis. Die Transformationsgruppe ¢, —1 <r <1, , von T
werde durch (vergl. Bennett [1 und 8])

b (s) = 2arctg(l +r)/(1 —r)tgs/2 (seT) (2.3)
definiert und die Operatoren ¥, , —1 < r << 1, auf LA(T) mittels

W,f(x) = (1 + cos @) Fl$(x). 24)

Bezeichnet p(r; LA T)) die Norm von ¥, in LY(T), dann folgt aus der
Stetigkeit von H die Existenz eines e € (0, 1) (vergl. [8]), so da3

A o g [ G oo

Andererseits liefern die Substitutionen s = ¢_(x) bzw. s = ¢ (x) fiir

felX(T)

! ‘IU—rf(v) dr o -
L,fx) = (f) Ty o O=xr<m
(m < x < 2m),
bzw.
bV f(x) dr
L,f(x) = ‘Jo (1 —r)ttn (1 4+ r)t-n 0 < x < m),
QO (m < x < 2m),

und damit die gewiinschten Abschitzungen

p(—r; LA(TY)) dr
1, < [ A
Lop(r; LN(TY) dr
o (1 _7)1+T) (1 +r)1—11 <

< oo,

'l <

Lemma 2.5, Sind die gemdf3 (2.1), (2.2) definierten Operatoren
L., L), 0 <% <¢ stetig auf dem r.i. Banachraum L\T), so gilt

LN(T) C Lya-o(T).
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Beweis. Da nach (1.7) A(1 — €) C L1/=<}(T), geniigt es,
LT)C AUl — «)

zu zeigen. Wir beachten nun, daB fiir 0 < x << #/2 und fe LA(T)

fom ST ds < q U:/Z (s7 — (2tg 5/2)7) f*(s) ds

]

t g f; (Qtg 5/2)~<f (s) ds

- m Lﬂ/z (2tg s/2)"1f *(s) ds].

Dies ergibt fiir 0 < x < #/2

[ 40 ds < L @) + L) + 111,

1]

wobel ¢, eine von € abhingige, positive Konstante ist. Andererseits gilt
jedoch mit einer weiteren (von e, n abhingigen) Konstante ¢,

27 /2
[T frds < [ o0 de+ gl flh < oo
0 0

Durch ein Dualititsargument erhilt man daraus Korollar 2.6.

KoroLLAR 2.6. Wenn die Operatoren L.und L', 0 < n < e < 1/2,
stetig auf LN(T) sind, gilt LM(T) C LA(T).

Beweis. Definiert man den assoziierten Operator A’ eines Operators

A auf LNT) durch
[[ @ e ds = [ @U@ & (LD ge XD,

so sieht man sofort, daB A genau dann stetig auf LX(T) ist, wenn A4’
es auf L¥(T) ist. Der assoziierte Operator zu L. ist jedoch offensichtlich
durch L./, der assoziierte zu L,” durch L, gegeben. Wie im voraus-
gehenden Lemma impliziert die Stetigkeit von L.” und L, auf L(T)
die Inklusion L¥(T) C LY/O=)(T). Beriicksichtigen wir, daB3

(LY/a=n(T)y = Li(T),

so ist Korollar 2.6 bewiesen.
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Lemma 2.7. SindL.,L./, und L, stetig auf LNT), dann bildet jeder
Operator A, der gleichzeitig vom schwachen Typ (1/(1 — €), 1/(1 — €))
und (1), 1/n) ist (0 < n <€), den r.i. Raum LNT) stetig in sich ab.

Beweis. Fir Operatoren obigen Typs und beliebiges fe A(l — ¢€)
gilt (siche Calderdn [7])

t 2m

ANH*e) < ¢ [t‘*l [ sTH(s) ds + t‘"f ST %(s) ds].
0 t

Wenn 0 << ¢ < =2, 1aBt sich dies abschitzen durch (vgl. Boyd [4]

und Bennett [1])

(Af)*(1) < e[ Lf*(@#) + LFA(e) + o7 f b

wenn 7/2 < t < 2w, durch
@0 <o [[ T ds +11L)

Nun ist L., L, auf LXT) stetig. Somit ergibt sich der Beweis, falls
gezeigt werden kann, dal die Funktion g, definiert durch g(f) = ¢t
fir 0 <t <2 und g(t) =0 fir »/2 <t < 2m, zu L¥T) gehort.
Nach Korollar 2.6 gilt jedoch

et < ([ rored) < oo

Der restliche Beweis von Satz 2.3 ergibt sich nun wie folgt: Ist H
stetig auf LA(T), dann gibt es nach Lemma 2.4 0 < % < ¢, so daB die
Operatoren L., L./, und L,’ dort stetig sind. Nach Lemma 2.7
bilden alle Operatoren, die gleichzeitig vom schwachen Typ
(1/(1 — ), 1/(1 — €)) und (1/y, 1/n) sind, also a fortiori alle Opera-
toren simultan vom starken Typ (1/(1 — ), 1/(1 — 7)) und (1/x, 1/9),
den Raum LA(T) stetig in sich ab.

Fir die Normkonvergenz von Fourierreihen erhalten wir nun

Satz 2.8.

Satz 2.8. Essei LN(T) ein r.i. Banachraum und S, f die nte Fourier-

teilsumme von f € LN(T) gemdf3(1.1). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Fir alle fe LNT) gilt lim,,_ || S,.f —f L =0.

(b) Esexistiert eine Zahlp (1 <p < 2),sodaf fur 1/p + 1/p' =1

LN T) Interpolationsraum von (L?'(T'), L?(T)) und L?'(T) dicht in LNT)

1st.
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(c) Der Konjugiertenoperator H (vergl. (1.2)) ist auf LNT) stetig,
und die Funktionennorm || - ||, ist absolut stetig.

Zur Erlduterung sei erinnert an die Definition.

DrriNiTION. Die Funktionennorm || - ||, heiBBst absolut stetzg, wenn
fiir jede Funktion f e LA T) und jede Folge E, von Teilmengen von T
mit MaB(E,) — 0 (n — oo) gilt, daB|| fx, [, — 0.

Luxemburg [13, Theorem 7] entnehmen wir folgenden Satz 2.9.

Satz 2.9. Wenn der ri. Raum LNT) separabel ist, dann ist die
Funktionennorm || - ||, absolut stetig. Wenn || - ||, absolut stetig ist, dann
sind die einfachen Funktionen dicht in LN(T).

Der Beweis ergibt sich durch den RingschluB3 (a) = (c) = (b) = (a):
Aus (a) folgt mit Satz 2.2 die Stetigkeit von H auf LXT) und mit
Satz 2.9 die absolute Stetigkeit von ||+ |, . Aus (¢) erhilt man mit
Satz 2.3 die Interpolationsaussage (b) wegen der Stetigkeit von H.
Die absolute Stetigkeit von || - ||, sichert, wiederum nach Satz 2.9, daf3
LP(T) dicht in LA(T) ist. Endlich schlieBt man aus (b) mit der
Definition des Interpolationsraumes, dal H stetig auf LNT) ist. Da
ferner L#'(T) dicht in LA(T) liegt, gilt das gleiche fiir C(T'), und (a)
folgt mit Satz 2.2.

3. KONVERGENZ VON FOURIERREIHEN IN SPEZIELLEN RAUMEN

Wir wollen nun die Resultate aus Abschnitt 2 und [§] benutzen,
um Charakterisierungen von speziellen Funktionenrdumen, in denen
die Fourierreihen konvergieren, zu erhalten.

Orricz RAuME. Eine Satz 3.5 entsprechende Aussage wurde von
Ryan [14] bewiesen, der allerdings zwei Abschatzungen von Lozinski
iber die Norm des Dirichletskerns in diesen Riumen benutzt.

Im folgenden werden die die Orlicz Riume definierenden Funktionen
@ und ¥ in Zusammenhang mit einer einschrinkenden Bedingung 4,
betrachtet.

DerintTioN 3.1.  Die Youngsche Funktion @ erfiillt die Bedingung
4,, wenn es ein ¢, und cine Konstante K > 0 gibt, so daf} fur alle
t =1, gilt

D(2t) < KD(2).



NORMKONVERGENZ VON FOURIERRETHEN 427

Aquivalent hierzu ist (vergl. Krasnosel’skii-Ruticki [10]), daB es zu
s > 1 eine Konstante K(s) > 0 und ein #, gibt mit

D(st) < K(s) D(1) (t = ty). 3.0

Sarz 3.2.  Die Youngsche Funktion @ erfiillt genau dann die Bedingung
4, , wenn es ein € > 0 gibt, so dafs

_p(r; LM®)
j Gy dr < (3.2)

p(r; LM?®) bezeichnet dabei die Norm des tn (2.4) definierten Operators
¥, auf LM®,

Dem Beweis dieses Satzes seien zwei Lemmata vorausgeschickt

(vergl. Boyd [4, p. 319]).
LemMa 3.3, Fiir die Funktion
g(s) = sup{@Y(t)/PNst);t = 1} (s> 1)

gilt die Abschitzung

Beweis. Ist fe L{(T) und —1 <<r < 1, so gilt fiir das Peetresche
K-Funktional (vergl. [8])

K(, s (D), WD) < 2452 K (106 L), LT, 63)

woraus sich unmittelbar (vergl. Butzer-Berens [5, p. 184])

[[epea<[ o (100 a

ergibt, und daraus (siche Lorentz—Shimogaki [12, p. 34])
L +7

1—7 I'M‘D.

19 f o < 2|

A

Es geniigt demnach zu zeigen, dal3

Mo [ 1 (e (7)) <

ist fiir alle r mit (57 — 2)/(57 + 2) <7 <1 und f mit My(f) < 1

580/13/4-8
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Aus der Definition der Funktion g ergibt sich fiir £ > ©-Y(1), daB3

|
o (5(3 t) < s(t).
Ist nun « = sup{t; f *(t) = P~Y(1)}, so folgt (vergl. Boyd [4])

Lol G lde =5«
=1 e lrof (;i“)]

<5%f0°@(f "o [00) fe( 24 1)] @

2 2
und das Lemma ist bewiesen.

Levma 3.4. Fiir allet € (0, 7) und r € (—1, 1) st

= (1 e )00 (1o (11201,

Beweis. Wird die Funktion f,, 0 <<t < 7, definiert durch

i (=l < t2),
f‘(")”go 2 < |zl <)

so gilt
fullwe = 127 (),

1Pl = (1 + cos5) [0 (g7 )

wobei ¢, die durch (2.3) gegebene Transformationsgruppe ist. Da
weiterhin

1 —(r}| t
-l—mtgzgs,(?) © <t <),

erhalten wir

s o0 > Lo o (1o 1) 00t () fom (1217 4)
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Beweis von Satz 3.2. Besitzt @ nicht die Eigenschaft 4, , dann gibt
es wegen (3.1) zu jedem K >0, s > 1, > 0 ein t (0, n), so da

1 1
°(s7) > K2 (3)
also
. 1
7> 9 (k2 (5))
Setzt man nun 1/t = @7)(1/u),! so ergibt sich hieraus
sO-1(1/u) > OYKju).

Die Wahl K = (1 + n)/(1 — 7}, s = 1 + cos(1/2P(1/n)) fihrt, wenn
7 klein genug ist, zu

(1 + cos uj2) & e) for (ij_t l)

l1—ru

= (1 + cos “26(11777)“) o ()for () > 1

d.h. nach Lemma 3.4 zu p(r; LM®) > 1.

Besitzt andererseits @ die Eigenschaft 4, , dann gibt es ein K > 1
und ein #,, so daB fir alle u > u, gilt ®(3%) << KP(u). Wihlt man
nun ¢ > @&(u,) und 7, so, da K < (2/57)(1 + r)/(1 — r) fiir alle
ry < r < 1, so ergibt sich

Ofo () <

1
3
Andererseits gilt fir 1 <t < P(uy)

iy 070/ (5127 1) = /o (& 75 =0

—r Sw 1l —r

Daher gibt es ein 7,, so daBB die obige Ungleichung auch fiir alle
1 <t < P(uy) und 7y, <7 < 1 erfiillt ist. Mit 7, = max(r; , 7,) erhilt
man fiir alle ry <<r < 1 also

2 147 2
o <20 2

! Dies ist moglich, da lim;,o, ®°¢) = .
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Wegen Lemma 2.8" in [8] gibt es deshalb ein € > 0, so daB3 das
Integral in (3.2) endlich ist.

Die @ zugeordnete Youngsche Funktion ¥ erfiillt die Bedingung
4, , wenn ¥(t) < oo fir 0 <t << oo (d.h. ¥ keinen Sprung besitzt)
und es eine Konstante K und ein £, € (0, o0) gibt, so daB8 ¥(2t) < K¥(¢t)
fir alle ¢ >> ¢, . Analog zu Satz 3.2 zeigt man Satz 3.2".

Satz 3.2". Die @ zugeordnete Youngsche Funktion V¥ erfiillt genau
dann die Bedingung 4, , wenn es ein ¢ > O gibt, so daff

' ol L)
(s dr < o0. (3.4

Der Beweis verlduft genau wie derjenige von Satz 3.2; nur ist darauf
zu achten, daB lim,, ., ¥7Y(f) = a << 20 gelten kann, falls ¥ die
Bedingung 4, nicht erfiillt. In diesem Falle folgt aus Lemma 3.4
jedoch

. . 1 - P B
p(r; L) = lim (1 + cos 7) ' l(z)/yf 1 (Ti7 t) — 2,

so daB das Integral in (3.4) ohnehin divergiert.

Zusammenfassend kénnen wir nun das folgende Konvergenz-
kriterium fiir Fourierreihen in Orlicz Rdumen aufstellen.

Satz 3.5. Fiir die Orlicz Raume LM*(T), L*(T), LM¥(T), L¥(T') sind
folgende Aussagen dquivalent.

(a) Die Fourierteilsummenoperatoren S, konvergieren stark gegen
die ldentitdt.
(b) Esgibt ein p(1 < p < 2), so daf8 der Raum ein Interpolations-
raum zu (L?'(T), L(T)) ist, 1/p + 1/p" = L.
(¢) Der Konjugiertenoperator H ist stetig.
(d) Der Raum ist reflexiv.
Beweis.  Der Schritt (a) = (c) ist eine Folgerung aus Satz 2.2. Zum

Nachweis von (c) = (d) beachten wir, daB die Stetigkeit von I/
beispielsweise auf LM®(T') die Endlichkeit der Integrale (3.2) und

(—7; LM9)
J By (3.5)

fiir gewisse € > 0 impliziert (siche [8]). Da jedoch p(—r; LM?) =
[(1 + /(1 — )] p(r; L¥)und p(r; L¥) << 2p(r; LM¥) < 4p(r; L¥), folgt
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aus (3.5) die Endlichkeit von (3.4). Wegen Satz 3.2 und Satz 3.2
erfillen deshalb @ und ¥ die Bedingung 4, . Dies ist jedoch (vergl.
Luxemburg [13, p. 58]) genau dann der Fall, wenn die Riume L2,
LM® bzw. L?, LMY absolut stetige Norm besitzen. Damit folgt (d) auf
Grund der Tatsache, da3 ein Banachscher Funktionenraum L*(T)
genau dann reflexiv ist, wenn L*(7T") und L*'(7') absolut stetige Normen
haben. Der Schritt (d) = (b) ergibt sich aus diesen Uberlegungen
zusammen mit Satz 3.2, Satz 3.2’, und Satz 2.3. Aus (b) erhilt man

(c) durch Interpolation, wihrend (a) aus der Kombination von (c) und
(d) folgt.

LoreNTz RAUME. Aus der Definition der Lorentz Riume
Ap,p) 1 <p <o,

folgt unmittelbar, daB sie eine absolut stetige Norm besitzen. Deshalb
sind nach Satz 2.8 und Satz 2.3 dquivalent:

(a) Fir alle fe A, p) gilt lim, o, || S,.f — 1| = 0.

(b) Es gibt eine Zahl g (1 << g < 2), so daB mit 1/g+ 1/¢’ =1
A(p, p) Interpolationsraum zu (L¥(T), L9(T)) ist.

(c) Der Konjugiertenoperator H ist stetig auf A(p, p).

Dariiber hinaus erhalten wir in speziellen Lorentz Rdumen eine der
Bedingung (d) in Satz 3.5 entsprechende Aussage tiber die Struktur
des Funktionenraumes.

Satz 3.6. Verschwindet die Funktion ¢ mnirgendwo im Intervall
(0, 27), dann ist fiir 1 <p << o jede der vorstehenden Aussagen
dquivalent zu

(d) Ao, p) ist gleichmdfig konvex.

Wir beweisen diesen Satz, indem wir dhnlich 2u Boyd [2] die
Aquivalenz der Aussagen (c) und (d) zeigen. Zunichst formulieren
wir eine Variation eines Satzes von Halperin [9], deren Beweis analog
zu diesem verlduft.

LemMa 2.7. Der Lorentz Raum N, p), mit 1 <p < o0 und
o(t) # 0, fiir t € (0, 27), ist genau dann nicht gleichmdfig konvex, wenn
es zu jedem O <r <1 eine Nullfolge {t,}5_, in (0, 27) gibt, so daf

1-r, tn
lim (| 7 " o(2) dt t)dt) = 1.
tim ([ 557 gt at /[ " ot0) )
Mit Hilfe dieses Ergebnisses zeigen wir

580/13/4-9
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Lemma 3.8. Verschwindet ¢ nirgends in (0, 27), dann ist der Raum
Ao, p), | < p < 0, genau dann gleichmafiig konvex, wenn es ein € > 0
gibt, so daf

t p(r; N, 7))

o (=)

dr < . (3.6)

Beweis. Fiir die im Beweis von Lemma 3.4 definierten Funktionen
f: gilt offensichtlich

flle = ([ o0y,

20_(t

12l = ([ 1+ cosd w2 o) du)

Mit der gleichen Argumentation wie dort erhalten wir demnach

o5 A 20 = (1 + cos ) ([ 35" ot d/ [ ) )"

Ist nun A(g, p) nicht gleichmiBig konvex, so folgt mit Lemma 3.7,
daB3 p(7; A(p, p)) = 2, und das Integral in (3.6) divergiert fiir jedes
e>0.

Andererseits erhalten wir fiir jedes fe A(p, p) wie im Beweis zu
Lemma 3.3.

1
1 f s < 2] (1) (3.7)
Nun gilt jedoch fiir 0 <7 < 1
1 +7
* . — N l/p’
IIfi:p,ﬁl ! (] —7r )w,p ”

wobei abkiirzend

_ et t
Ny = sup (5" ofu) duf | o) du)
gesetzt sei. Ist A(p,p) gleichmiBig konvex, so folgt mit Lemma 3.7,
daB N(r) < 1 fiir jedes 0 <7 < 1. Wir wihlen jetzt ein 0 <7 <1
und konstruieren induktiv die Folge ry =r, 7,y = 2r./(1 + 1.%),
k=0, 1,... Wie man unmittelbar sieht, gilt N(r; ;) < (N(r))? <
(N(r))?. Es gibt deshalb eine ganze Zahl &, so daB 2(N(7;.,))'/? < 1.
Damit folgt nach (3.7) aber auch, daB p(7;,; ; A(p, p)) <1 und daB das
Integral (3.6) fir ein gewisses € >0 endlich ist (vergl. Boyd [2] und [8]).
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Beweis zu Satz 3.6. DafirQ <r <1

= 0 oore () (1)

1—1—7 i/p
—r) ’

e
<M f s (77

folgt aus (3.7)

1 47 \1n
o(—r Ag ) < 2 (122
und damit in Falle 1 < p < oo fiir allee > 0 mite 4 (1/p) < 1

f ”(“; i\(;’; ) 4 < co. (3.8)

Deshalb ist (3.6) notwendig und hinreichend fiir die Stetigkeit von H,
und Satz 3.6 ist eine Folgerung aus Lemma 3.8.
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