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ABSTRACT 

We study the distribution of binomial and multinomial coefficients in the residue classes modulo 
a prime. It is well known that ‘most of the’ binomial coefficients are in the 0 residue class; we con- 
sider the distribution of the remaining values in the non-0 residue classes. Finally, we use similar 
methods to study Gaussian binomial coefficients modulo an irreducible polynomial over a finite 
field. 

1. INTRODUCTION 

Dans toute la suite, p dksignera un nombre premier. 11 est bien connu que la 
densit asymptotique des coefficients multinomiaux divisibles par p est 1 (voir 
[Si]). Dans cet article, nous ktudions la distribution des coefficients multi- 
nomiaux dont la classe rksiduelle est a modulo p. Dans la premibre partie nous 
Ctablissons que 
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oh Fp,, est une fonction continue, derivable presque partout et a = log,, 
( > 
“,‘r; ’ . 

Cette formule a BtC Ctablie pour r = 2 par Stein [St] ou se trouve aussi que 
maxx FP,z(x) = 1 et un algorithme pour calculer minx FP,2(x) numhiquement. 
Plus precisement, nous prouvons que, pour un E > 0 bien determine, 

(2) 
..,k,)IOIn<N,kl+...+k,=n, 

(,,,ay.,k,) ==modp} =~NaF,,,(log,N)+O(~a-C) 
pour a f 0 mod p_ En d’autres termes, les coefficients multinomiaux non con- 
grus A 0 sont equirepartis dans les classes residuelles. 

Dans la deuxieme partie nous obtenons un resultat analogue pour les coef- 
ficients binomiaux gaussiens (cf. def. 6 3) modulo un polynbme irreducible sur 
le corps fini Fp. Plus precisement, on a: 

(3) 
# (n,k)IOSn<N,kIn, 1 [I] %Omode(x)J 

x 

= N”G,,Q(log, IV) + o(I@), 

avec ,0 = log,, (p l ‘) et Gp, e une fonction continue et derivable presque partout. 
En plus nous etablissons pour un polynome a sur LFp 

(4) 
# 

avec une expression explicite pour C(u). 
Nous notons ici que Fray, dans [Fr], considtre des coefficients q-binomiaux 

mod p pour un q rationnel avec VP(q) = 0 (vP Ctant la valuation p-adique). 

2. LE CAS DES COEFFICIENTS MULTINOMIAUX 

Proposition 1. Soit n un entier naturel, n = Cf=, elp’; notonssi(n), pour chaque 

entier i entre 1 et p - 1, le nombre des ch@res i dans la dtkomposition p-adique de 

n. On a alors: 

(5) 

#{(hi,.-,h,)I (h,,.;.,h,) ==modP} 

oti la somme est Ctendue sur tous les caracteres x de Fi. Les formules (1) et (2) 
rtsultent aiskment de (4). 
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Remarqoe. Pour p = 2 ou 3 et r = 2 la Proposition 1 permet de retrouver les 
resultats 

#{ki (L) =lmod2}=2’1(“i (classique) 

= k 2°C”) (3@(“) + 1) 

= i 2sl(“) (3Q@) - 1). 

Notons que Wolfram, dans [wo], donne une formule fausse pour 

qui est en fait &gal a 2sl(“)3 ~b). 
En plus, mentionnons que Stein [St] donne la formule 

#{kl (2) $Omodp} =lG: (e+l)S’(“) 

et trouve (1) pour r = 2, en utilisant une methode differente. Dans [Hol], 
Howard montre 

et dans [HOG], il trouve une formule plus compliqute pour (5). 

Dhmonstration. Posons pour chaque i entre 1 et r, hi = X:=0 ~f’p~. On a, pour 
la valuation p-adique, 

&, .“. ,h,) = 0 a w : Ee(‘) + . . . + Ef) = El, 

cela Ctant une consequence immediate de la formule de Legendre v~(Tz!) = 
CT! 1 [n/pe]. Un calcul analogue a celui de Lucas [Di] montre que 

Ce dernier resultat et un calcul standard sur les caracteres (cf. [LN]) donnent 
alors la formule (5). 
D’autre part, le terme de la formule (5) correspondant au caractere trivial est: 

Considirons alors 
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L’application du rtsultat sur les formules sommatoires obtenu dans [Gr] 
donne (2) pourvu que l’on ait prouve que, pour x # ~0, l’intgalitt 

(6) 

Supposons maintenant que 

Alors, toutes les evaluations du caractere doivent etre &gales a 1 parce que 
x( 1) = 1 et que 1 est une des valeurs possibles du coefficient multinomial. Mais 
(k _ , Ike ,,,,o) = k, d’od necessairement x = ~0; l’inegalite (6) s’en dtduit. 

Le’daicul precedent permet aussi de deduire une expression pour le terme 
d’erreur dans (2). 11 rbulte de la formule sommatoire don&e dans [Gr] que 
chaque caractire x # ~0 contribue pour O(N“‘sp”x) dans la formule somma- 
toire avec 

Pour p = 3 un calcul direct donne 

{ 

4 pour r < 3 

h!i,= ‘r pour 4 I r I 5 

z(r-3) pourr>5 

et pour tous les nombres premiers p 2 5 on a 

M,I (pp+l~l)-r(p-I). 

Ces majorations conduisent a une valeur explicite pour E dans (2). •I 

3. LE CAS DES COEFFICIENTS BINOMIAUX GAUSSIENS 

Dans ce qui suit, [l], est dtfini par 

n [3 [nl,! PI, PI,. . . bl, 
k, = [k],![n - k],! = PI, PI, . . . PI, . PI, PI, . . . b - 4, ’ 

Proposition 2. Soit Q un polynBme de degrC s, irreductible sur ff,, et C une racine 
de Q dbrdre R dans Fjp”‘. Soient n’ et nN respectivement le quotient et le reste de la 
division euclidienne de n par R, oli n est un entier nature1 non nul. Alors, 
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4 
X(kql b” + 1 - dlc) 

oti la sommation est &endue SW tous les caracteres x de Fp’. 

Dbmonstration. Notons vQ la valuation dans l’anneau lF,,[x] associCe au poly- 
name Q. De manikre Cvidente 

vQ([lR + d],) = 0 pour 0 < d < R et 

VQ([!R],) = pVpte). 

Un calcul, analogue A celui qui permet d’obtenir la formule de Legendre don- 
nant vp(n!), donne: 

On hrit k = k’R + k” avec 0 5 k” < R et remarquons que [i ], $0 mod Q(X) 
si et seulement si n’ = [(n - k)/R] + [k/R] (qui est t5quivalent A k” 5 n”) et si 
l’addition [(n - k)/R] + [k/R] s’effectue sans retenue en base p. Dans ce cas, on 
utilise la formule 

[lR + d], E [d], mod Q(x) pour 0 < d < R et 
p9.w 

Q(x)P"p"' 

pour obtenir 

_ n [d]~"-d)/R]-[(k"-d)/R]-[(n"-k"-d)/R]-1 n' 

0 
k, mod QW 

Remarquons que [(n’ - d)/R] - [(k” - d)/R] - [(n” -k” - d)/R] - 1 ne 
prend que les valeurs - 1 , 0,l. Plus pr&cis&ment 

[n”;d] _ [k”;d] _ [n”-F-d] _1 

1 

-1 pour 1 2 d 5 min(k”,n” - k”) 

0 pour min(k”, n” - k”) < d 5 max(k”, n” - k”) ou 
= 

n”<d<R 

1 pour max(k”,n” - k”) < d 5 n”. 

Enfin un calcul de caractBres donne 1’6quation (7). 0 
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Pour dtduire le risultat (3), il suffit sommer la famille d’kquations (7) sur tous 
les IZ < N et tous les polyn6mes a # 0, ce qui donne # (n,k)(n<N 

{ 
[a] @modQ(x)} 

x 

P-l 
= nFN (n” + 1) $ (r + lp’), 

d’oti l’on dtduit avec une application de la formule sommatoire pour les fonc- 
tions q-multiplicatives de [Gr]: 

(8) 
# (n,k)ln<N 

{ 
[a] gomod Q(x)} 

= y+ 1) ($qlogp $1+0(l)). 

Nous remarquons que GP,e(t) = ((R(R + 1))/2RP)l’p,2(t - log,R). 

Enfin, nous Ctudions le cas oti la quantitk 

# = a(x) Q(x) 
x 

est d’ordre de grandeur IVfl, pour un polynhme a E ffp [xl. Nous remarquons que 
le terme principal d’ordre de grandeur No existe si et seulement si la somme, 

Ctendue sur tous les caractkres x de ffiS dont la restriction g IFi est le caracdre 
trivial, n’est pas nulle. 
En utilisant la formule classique 

$x(x) = 

{ 

;s - 1 
pour x E FiS\ Fi 

P-l 
pour x E IFi, 

nous obtenons: 

- a(x) Q(x) x 

I =# (m,e)lo<m<R-1, 

(9) 
{ 

min(!, m - e) 
O<C<m, & WI;‘@ + 1 - dlc E a(C>Fi > 
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NOTE ADDED IN PROOF 

An alternative approach to formula (5) in the binomial case is contained in 
R. Garfield and H.S. Wilf, The Distribution of the Binomial Coefficients 
Modulo p, J. Number Th. 41, l-5 (1992). Their approach uses generating 
functions instead of character sum computations. 

135 


