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RESUME

On caractérise un sous espace du dual des fonctions continues sur un anneau
local & valeurs dans le corps des fractions de cet anneau. L’intérét de cette étude
provient du lien étroit que existe entre ce sous espace ot les éléments analytiques
p-adiques au sens de Krasner sur le disque unité ouvert de Cj.

INTRODUCTION

Soit 4 un anneau local, et soit K son corps des fractions. Les mesures
sont les éléments du dual topologique €’(4, K) de l'espace (4, K) des
fonctions continues de A dans K muni de la norme de la convergence
uniforme sur 4. Soit @,n(y) € €(4, K) la fonction caractéristique de la
boule B(xz, k) de centre x € A et de rayon ¢g-#. Une mesure qui vérifie:
limp 100 (4|@z,n) ©Xiste pour tout x € 4, est une mesure & densité sur 4.
On étudie le sous espace D’'(4, K) des mesures & densité sur 4. On décrit
complétement D’(A, K) (théordme 2 et 3). Pour effectuer cette description
on donne une démonstration du théoréme d’Urysohn p-adique. On montre
aussi que le produit de convolution des mesures & densité n’est pas une
opération interne de D’'(4, K) et qu’il existe des mesures & densité qui
ne sont pas des limites uniformes de combinaisons linéaires finies de
mesures de Dirac (corollaire de la proposition 8). L’intérét des mesures
d densité provient des faits suivants, exposés dans [4]. A toute série de
Taylor F(X) e Qp[[X]] (Cp est le complété de la cloture algébrique de Q)),
convergeant dans le disque {|X]|<1}, on peut associer une mesure
ur € €'(Zp, Qp). Les éléments analytiques au sens de Krasner sur le disque
ouvert {|X|<1} sont caractérisés par des propriétés de densité de la
mesure associée. L’étude des mesures & densité a été commencée par
Yvette Amice [2].

NotarioNs. K est un corps local d’anneau des entiers 4, d’idéal
maximal m, de corps résiduel k=4/m. Le cardinal de k est ¢=p7 ou1 p
est un nombre premier. On note n une uniformisante locale de K, la
valeur absolue |-| sur K est normalisée par |n|=g! et la valuation v(:)
est normalisée par v(m)=1. Z est I'anneau des entiers relatifs, si neZ
on note vg(n) 'exposant de la plus haute puissance de ¢ qui divise n.
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Une suite trés bien répartie bien ordonnée de 4 (en abrégé T.B.R.B.O.)
est une suite U= (uz)nen d’éléments de 4 (N est Pensemble des entiers
positifs ou nuls) telle que v(an—am)=v4(n—m) pour tout couple
(n,m)eNxN [6]. Si M CK on note (M, K) l'espace des fonctions
continues de M dans K muni de la norme de la convergence uniforme
sur M. On pose |f|=Supzem |f(x)|]. On désigne par €'(M, K) le dual
topologique de € (M, K) muni de la norme habituelle, si ue € (M, K),
llell = Supseg ar.x-w0y [(ulf)I/|f] out Ton note (u|f) Paction de u sur f. La
boule de centre x et de rayon ¢* est notée B(x, &), sa fonction caractéris-
tique @zn(y) € €(4, K). Si U=(up)nen est une suite T.B.R.B.O. de 4
on note g,(x) la fonction caractéristique de B(uy, I(n)+1) ou

Log (n
Log ( 4)

(si @ est un nombre réel, [a] est la partie entiére de a, c’est & dire que
aeN et a—1<[al<a), et @p est 1'lément de ¥'(4, K) tel que
(¢n, Pm)=0n,m (symbole de Kronecker). On note vy, 1(y) la fonction carac-
téristique de la boule B(uy, A).

On montre facilement & I'aide de la proposition 1 de [8] que N x N,
8i U= (un)nen est une suite T.B.R.B.O. de 4, la suite (pn)nen forme une
base normale de (4, K) c’est & dire que, si fe %(4, K), il existe une
suite unique (a@n)neN d’éléments de K telle que limy o0 @7 =0,

= Du>0 An@n(x) et |f]= Sups>o |@n)|.

Si z,._g An@al ) est la représentation de f € (4, K) alors as =f(un) — f(un’)
ou 7' est défini par 0<n' <gi® et vy(n—n')= {(n) autrement dit si,
n=ng+n1q+... +Nm)q*™, n' =n—nimg"™. Dans la suite la notation n’
désignera lentier n—nyuyq!®.

1. DEFINITION

DiriniTion 1. Un élément u € €'(4, K) est une mesure & densité sur
4 si, pour tout x de A, il existe un élément d,(x) de K tel que:
limpioo (4l@z,n) =du(®).

On notera D’(4, K) P'espace des mesures & densité sur 4, d,(x) est la
fonction densité associée & u.

ExempLE. Notons d; la mesure de dirac au point z € Zyp, c’est & dire
que, si f € €(Zp, Qp), (0z|f)=f(x). Soit (o(n))nen une suite de points de
Zyp et (As)nen une suite d’éléments de Qp tendant vers 0. Il est clair que
#= Dn>0 Anda(n) est une mesure & densité sur Zp et que du(xr)=0 si
x ¢ (x(n))nen et 8i x=on(n) alors d,(x)=1,. Les mesures de ce type seront
appelées des mesures discrdtes.

Soit U = (un)nen une suite T.B.R.B.O. de 4, posons b, =(u|pa). On sait
que P'on peut écrire u= Dm>0 bmpm avec Supmso |bm|=|lu|. (La série du
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second membre convergeant simplement sur €(4, K)). Réciproquement
toute suite bornée d’éléments de K, (bn)a»o, définit une mesure u sur
%(A, K) en posant u= Jmuz0bmem ([8]).

Sife¥€(4, K) il existe une unique suite de scalaires, (az)zeN, telle que
limp 400 @ =0 et f(X)= Dazo anpa(x), alors on a (u|f)= Du=0 anbs. Rap-
pelons la définition du produit tensoriel de deux mesures ainsi que celle
du produit de convolution de deux mesures ([2]).

DeriNiTION 2 ([2]). Si 4 et » appartiennent & €'(4, K), leur produit
tensoriel 4 ® v est I'unique forme linéaire sur ¥(4, K) @ ¥(4, K) ~
~ €(4 x4, K) définic par (u ® vf-g) = (ulf)olg) (01 f-9(z, y) —f@)g(y)) ot
prolongée par continuité sur €(4 x4, K).

DErintTiON 3 ([2]). Si p et » appartiennent & €’(4, K), leur produit
de convolution g xv est I'élément de %’'(4, K) défini par (u *v|f)=
=(u @ 7If) ot fz, y)=f(x+y).

La valeur de u x » sur une fonction caractéristique de boule est donnée
par la proposition suivante.

ProrosITION 1. Soient u et v deux mesures de €'(4, K) et U = (un)nen
une suite T.B.R.B.O. de A4, alors: (u * v|gzn)= deam (49n1)®9mn), le
signe Yenm indique que la sommation porte sur les indices m et n tels
que: O0<m, n<gh et |up+um—2x|<qgn.

11 suffit de montrer que @z a(y+2)= Dram ¥nn(Y)Ym.n(2) done il suffit
de montrer que les deux membres sont nuls ou égaux & 1 simultanément.
Or gz n(y +2)=1 8i jx—y—2| <q». Soient h(y) et h(z) deux entiers tels que
0<h(y), h(z) <gh, |unw) —y| <g P et |une —2| <q*. On a, pour 0 <n, m<gh,
Yau(y)=0 si n#h(y), yvany)=1 si n=h(y), Ymn(z)=0 si m=*h(z) et
Ym,p(2)=1 81 m=h(z). Si [up+um—2z|<g? (0<n, m<gh) alors |x—y—z|<
<gq® est équivalent & |un+um—y—2|<g* et par conséquent

Senm Yun(y)9mn(z) =0

i [x—y—2|>qh. Si|lx—y—2|<q>P, |urg)+une —Y —2| <g? donc le terme
Va2, n(2) figure dans la somme Y n.m ¥n,5(Y)¥m,4(2) et pour tout autre
terme de la somme on a 7+ k(y) ou m+h(z) donc Jenm ¥ar(y)yma(z)=1.
La proposition est démontrée.

2. MESURES A DENSITE

Soit U= (us)nen une suite T.B.R.B.O. de A, rappelons [4] que la
meilleure suite extraite de U convergeant vers x € 4 est définie par:
h—une avee O<h(z)<gh et |upey—2x|<gB. La notation (upwm))aso
désignera la meilleure suite extraite de U convergeant vers x.

ProrosiTioN 2. Soit U= (us)sen une suite T.B.R.B.O. de 4. Soit
#= n>0baogn une mesure sur €(4, K), u est & densité au point x de 4
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si et seulement si la limite suivante existe:

du(xy=limy 100 (brz —th>qk>h(x) z{fli bn(z)+zq’°)

ol (¥n@)n=o est la meilleure suite extraite de U convergeant vers .
Sized on a

Pah=Yh@h 6 Yr@).h= P — Dgt>ak>h(z) 121 Pri@)+igt

En effet gzn= 203 GaPn aVeC dn =@z 1(Un) — @z,n(Un’) et par conséquent
(ul@z,n)= bn(x)—*zq">q’°>h<x> 2421 bu@y+igk, d’ot la proposition.

CoroLLAIRE. Soient U une suite T.B.R.B.O. de 4 et u une mesure
4 densité sur A. Si u= Sumobapn alors, pour tout entier k>0,
limpt00 (Bi+gh + brrogh + ... +brtg-1)¢?) =0

En effet d,(uz)=limp.i00 (blc_‘Zq">ql>k Z‘l;}) br+igt)-

ProrosiTioN 3. Si p est une mesure & densité sur A4, alors d, est
une limite simple sur A4 de fonctions continues sur A.

EvipeENT. Si M C K, on notera Bi(M, K)'espace des fonctions bornées

de M dans K qui sont limites simples sur M de suites de fonctions continues
de M dans K.

Lemme 1. Soit U une suite T.B.R.B.O. de 4 et soit u= >0 bapn
une mesure & densité sur 4. La fonction D, de U dans K, définie par
#n —> Dy(ug) =by, peut étre prolongée sur 4 en une fonction de By(4, K)
en posant Dy(x)=liMpsie0 DLt buynn(z). Si @ ¢ U, Du(x)=d,(x).

La fonction D, dépend donc de U. Il suffit de montrer que, pour tout
point  de 4, la limite suivante existe limpio0 bp(z)=limpoico Du(Uniz)).
En effet by =Du(unm) = Zg" L Dy(un)pn,n(x). Size U la suite b — up)
est stationnaire dés que h est assez grand. Si ¢ U la suite b — up()
n’est pas stationnaire, donc pour tout entier n il existe A>n tel que
Un@) #Um+1) ). Cecl entraine que ¢h< (h+1)(z)<ght! et par conséquent
(4l @z,41) = (1P @1 @).041) = (BlP @1 @) =D+ @. Comme ces égalités sont
vérifiées pour une infinité de valeurs de h, toutes celles telles que
(h+1)(x)#h(x), on a bien: Hmpico brs1)e)=liMprroo (U|@z,n+1)=du(x).
Comme d’autre part I’application 2 — zgh 1 byyn n(x) =bnz) € €(4, K), on
a démontré que D, e Bi(4, K) et que D,‘(a: du(x) si x¢ U.

PROPOSITION 4. Soit 4 une mesure & densité sur 4. La fonction densité
d, associée & u est nulle en tout point o elle est continue. L’ensemble
des points ot d, n’est pas nulle est contenu dans un ensemble maigre.

On sait [7] que l’ensemble des points de discontinuité de d, est un
ensemble maigre car d, € Bi(4, K). Soit U une suite T.B.R.B.O. de 4.
Montrons que la fonction D, associée & U et & u est nulle en tout point
ol elle est continue. Si Pon montre ceci, il est clair que d, est nulle sur



392

le complémentaire d’un ensemble maigre car D, e Bi(4, K) et U est
maigre. Par conséquent d, est nulle sur un ensemble partout dense dans
A et done nulle en tout point de continuité.

11 reste & montrer que D, est nulle en tout point de continuité. Nous
distinguerons deux cas suivant que le point de continuité appartient ou
n’appartient pas & U. Soit ux € U un point de continuité de D,. On a
limp 100 Dy(tisigh) = Du(uz) done limp.ico bgtigt =bg. Or le corollaire de la
proposition 2 montre que limp,ieo (3§21 brs1gh)=0 donec [(g—1)bi|<e,
pour tout &> 0, et par conséquent by =0. Soit ¢ U un point de continuité
de D,. Soit 5 un réel positif tel que |x—y|<n = |D.(x)—Duy) <e.
Choisissons 4z € U tel que |x—ug| <7, choisissons b de telle sorte que
[wprigh —ux| < et | 3171 brwgh| <& avee gh>k (corollaire de la proposition
deux). On a donc | 3= Dy(uruet)| <& et donc |(g—1)Du(x)| <&, pour tout
£>0, par conséquent D,(x)=0. La proposition est démontrée.

ProrposiTION 5. Soit D'(4, K) 'espace des mesures & densité sur A.
L’application d de D'(4, K) dans Bi(4, K), définie par u — d,, est
injective.

Remarquons que d est une application K-linéaire. Il suffit donc de
montrer que d,=0 = u=0 ou encore que, si U={(us)neN est une suite
T.B.R.B.O. de 4, d,=0 = (u|wn,z) =0 pour tout entier ~>0 et tout entier
n compris entre 0 et g»—1. Soit B une boule contenue dans 4. Pour tout
x € B, il existe une boule B(x) C B telle que |(u|B(x))| <& (on confond ici
la boule B(x) avec sa fonction caractéristique) puisque d,=0. On obtient
ainsi un recouvrement de B dont on extrait un sous-recouvrement fini
par n boules 2 & 2 disjointes B(x1), ..., B(xs). On a (u|B) =37, (u|B(x))
et par conséquent |(u|B)|<e, pour tout ¢>0, done (x|B)=0 pour toute
boule B de 4. Par conséquent p=0.

Nous allons préciser I’énoncé de la proposition 4. Pour cela nous allons
donner une démonstration du théoréme d’Urysohn p-adique. Cette dé-
monstration nous sera utile. (Une démonstration a été donnée par Ellis
[6] dans un cas plus général).

TuforEME D'URYSOHN 1. Soit F un ensemble fermé de 4. Toute
fonction f € €(F, K) peut s’étendre en une fonction f e (4, K). On peut
choisir f de telle sorte que:

1) Supzer |f(2)| =Supzea [f(z)].
2) L’application f — f est K-linéaire.

Construisons par récurrence une suite T.B.R.B.O. de 4, U =(ua)n«N,
telle que: si B(un, k) N F#0 (0<n<gh) alors u, € F. On choisit up arbi-
trairement dans F. Supposons la suite construite jusqu’ad I'indice gh—1
et construisons la jusqu’d l'indice ¢g*+i—1. On a

A— U B(us,h+1)= U Bw, h+1)
o<n<gh Pichtl



393

ou les v (gP<i<<gh*l) sont rangés de telle sorte que v(vy—vy)=vg(t—J)
(gh <3, § <gPl) et v(us—v;) =vg(i —j) (0<i<gP<j<gh*l). (On sait que c’est
toujours possible [1]). Si B(v, k+1) N F =@ on pose w;=v; si B(vy, h+1) N
N F+#@ on choisit arbitrairement w; dans B(v, A+1)NF. Soit alors
f e €(F, K). Nous construirons f sur U et nous montrerons que f peut
se prolonger en une fonction de €(4, K). On pose f(uo) =f(u0). Supposons
que Pon ait construit f(u,) pour n<m. Construisons f(ux) de la maniére
suivante. Si um € F on pose f(um)=f(um). Si um ¢ F, définissons un entier
m’, par 0<m’ <g'™ et vy(m—m')=I(m), et posons f(um)=f(um’). Remar-
quons que f est localement constante sur U N (4—F). En effet, si
upe A~F, il existe un entier kA tel que B(uy, h)C A—-F done, si
| — Um| <q, on & f(un)=f(um). On peut prolonger f en une fonction de
%(4, K), notée encore f, localement constante sur 4—F et telle que
flx)=f(x) si x e F. En effet si x€ A—F il existe un entier h tel que
B(x,h) CA~F et si u,€B(z, b) alors upe A—F, donc flun)=furwm)).
On peut donc poser f(z)=f(unw). La fonction f est localement constante
sur A—F et donc continue sur A—F. Posons, si z € F, f(x)=f(z) et
montrons que f est continue au point x. Soit ¢ un nombre réel positif
il existe par définition % tel que, pour tout y € F N B(z, &), |f(z)—f(y)
=|f(z)—f(y)| <e. Soit maintenant ze B(x, k) et 2 ¢ F, alors uh(z)—~u;.(x)
et comme wup) € B(x, ) N F on a |f(unm)—f(x)| <e. Comme, par con-
struction, f(z) =f(un'(z)) OU Un'(z) € F et ug-s1yz) ¢ F (done uy (5 € Bz, b)),
on a done |f(un' ) —f(x)| <e et done |f(z) —flz)| <e. Il est immédiat que
Supzer | f(x)| =Supzes |fz)|. Montrons que le prolongement f—f, ainsi

b

construit est K-lindaire si la suite U associée & F est fixée. Si x e F il
est clair que f+g(z)=f(x)+§(z) et que, si A € K, Af(x)=Af(x). Sizc A—F,
soit k le plus grand entier tel que ux() € F, par construction de f on a
fi) =f(une) et par conséquent (FFg)(x)= (f+9) (). Done fiz)+d(x)—
=(f+g¢)(x). On montre de méme que Af(z)=(if)(x) pour i€ K.

Soient F un sous ensemble fermé de 4 et U une suite T.B.R.B.O. de 4
associée & F par la construction précédente. On réservera la notation f

au prolongement & A de fe € (F, K) associé &4 U par la construction
précédente.

ProrosSITION 6. Soit u € €'(4, K), soit F un sous-ensemble fermé de
4, soit U =(us)pen une suite T.B.R.B.O. de 4 associée & F par la con-
struction précedente. La mesure 7 € €'(F, K) définie en posant (a|f) = (u| IR
ol f e €(F, K) et ot f est le prolongement de f & A associé & U par le
théoréme 1, est telle que ||a||=||ull.

Bien entendu, ji dépend de U. Cette proposition découle immédiatement
du théoréme 1.

Soit F' un sous-ensemble fermé de 4. Notons yz,» la fonction caractéris-
tique, dans €(F, K), de la boule B(x, k) N F (x € F). On dit que la mesure
ve (F, K) est & densité sur F si et seulement si la limite suivante exwiste:
hm;,_.m (vl Xz, ). (x)

26 Series A
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Soit U = (un)nen une suite T.B.R.B.O. de A4 associée & F par la con-
struction du théoréme 1. Soit (gn)nen la base normale de ¥(4, K), con-
stituée de fonctions caractéristiques de boules, associée & U. Il est facile
de voir que les restrictions & ¥ des fonctions gy, telles que B(ua, () +1) N
N F 0, forment une base normale de €(¥, K). On notera N(F) I’ensemble
des entiers n tels que B(ug, I(n)+1) N F#@. Les restrictions de ¢, & F
pour n € N(F) seront encore notées ¢,. On notera, pour n € N(F), ¢n les
éléments du dual €'(F, K) de €(F, K) tels que (pn|¢m)=0n,m 8i n et m
appartiennent & N(F). Toute mesure » € €'(F, K) peut se développer de
la maniére suivante: v=>nen ) bapn avec Supnen ) [bs| =|v]| 6t bn=(v|@n).
Il est immédiat de voir que, si f € €(F, K) et f= Snenr) anpn, on peut
prolonger f & A en posant, pour z € 4, f(z)= YnenF) Aapa(x) €t que ce
prolongement coincide avec le prolongement f de f associé & U par le
théoréme 1. On peut donc poser a,=0sin ¢ N(F), on fera cette convention
désormais. De méme si v € €'(F, K), v= Dnen() bagn, on peut convenir
que b, =0 si n ¢ N(F) et donc poser v= I uz0 bugn, avec cette convention,
que l'on fera désormais, » peut étre considéré comme un élément de
€'(4, K) et v=7 ol # a été défini & la proposition 6. On montre comme
& la proposition 2 que: (¥|xz,n) =bn@) — Dr>*>h@) Di-1 Da@ytgt- Si v est
4 densité sur F et si d,(x) est la fonction densité associée & » on a:
dy() =1limptoo 3’821 (Vlyan)pan(@) (x € F, et 3’ indique que n e N(F)),
donc dy € Bi(F, K) et dy(x)=limp 100 Dpiz) — Dgh>ek>n) ZY:} bh)+ige. On
peut associer & dy et & U la fonction D, définie par: D,(z)=limptc
3= bayan(x) ot x€F, wun est la restriction & F de la fonction
%,»e%(A K). On montre comme précedemment que D, € By(F, K) et
que d,(x)=D,(x) si x¢ U. Supposons maitenant que F soit parfait [7]
ou [3]. On montre alors en utilisant la proposition 4 que D, est nulle
en tout point de continuité et que d, est aussi nulle en tout point oui elle
est continue. Il suffit de remarquer que, compte tenu de la convention
précédente, on peut considérer v comme une mesure de D’'(4, K) et que
F est fermé sans points isolés.

LemMME 2. Soit F un sous-ensemble parfait de A, soit U une suite
T.B.R.B.O. de 4 associée & F par le théoréme 1, soit u € D'(4, K). La
mesure ji € €'(F, K) associée & U et F par la proposition 6 est & densité
sur F. La fonction densité d; associée & 7 est la restriction & F de la
fonetion densité d, associée & pu.

Ce lemme montre donc que, bien que i dépende de U, d; ne dépend
pas de U; d; ne dépend que de F et u.

On a par définition si z€F: (@|pzn)=(u|Pz.n); OF Pz p=@zn avec
K =8Supy (v(x—y)—1) o ye F et y ¢ B(x, h) N F. Comme F est parfait
limptoo B’ = + 00 et le lemme est démontré.

Lemme 3. Soit F un sous-ensemble parfait de 4 et soit u € D'(4, K).
La fonction densité d, est nulle en tout point de ¥ oui elle est continue
par rapport & F.
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Rappelons que l'on dit que d, est continue en un point de F par rapport
a F si la restriction de d, & F est continue en ce point.

Construisons une suite T.B.R.B.O. de 4 associée & F par le théoréme 1,
soit, U cette suite. Soit i € D'(F, K) associée & u et & U par la proposition 6.
On sait que d; € Bi(F, K), que d; est nulle en tout point de continuité
et que dz est la restriction & F de d,. Le lemme est démontré.

TuEorEME 2. Soit u € D'(4, K). La fonction densité d, associée & est
nulle sauf sur un sous-ensemble dénombrable de A.

Si f est une fonection bornée de 4 dans K et si F est un sous-ensemble
de A4, Poscillation de f au point € € F (adhérence de F) par rapport & F
est définié par o(f, z, F)=lims+e Sup |f(2) —f(y)| le Sup étant pris sur
les couples (y, z) € (B(z, b)) N F) x(B(x, h) N\ F) (cf. [3] ou [4]). Soit  un
entier, posons: Pyq)={x € 4; w(dy, , 4)>q'}. Appelons P le plus grand
ensemble parfait contenu dans Piq) (éventuellement Pf,=@) ([3] ou [7]).
Définissons, par récurrence sur les ordinaux dénombrables, Piu) (x est un
ordinal dénombrable). Si & est accessible, donc si a—1 existe,

Q. Q -
Py = {96' € Pija—1); (du, 2, Piia—1)) >q o,
Si o est inaccessible, donc si x—1 n’existe pas,

Pioy= () Pren= Pilar).

On désigne par P, le plus grand ensemble parfait contenu dans I'ensemble
fermé Py, (éventuellement Pi,, =) ([3] ou [7]). Comme d, € Bi(4, K),
on sait ([3], [4], ou [7]) qu’il existe un ordinal dénombrable accessible B(@)
tel que Pipw-1)#9 et Pyay=0 pour tout ordinal dénombrable > B(1).
Appelons R(i) ensemble R(i)={z € 4; |du()| >gt}. Comme d, est nulle
sur un ensemble partout dense de A (proposition 4) il est clair que
R(i) C Py Il n’est pas possible qu'il existe un élément y € R(3) tel que
y € Piiy pour tout a<p(i). En effet ou bien PZ2u_1;,=9 ou bien
yEP{()ﬁ(i)—l) or w(dy,y, Pﬁﬁ(i)-n).}qﬂ' car d, est nulle en tout point de
continuité par rapport & Pfss-1) (lemme 3) et les points de continuité
de d, par rapport & P{lss_1) en constituent un sous-ensemble dense. Par
conséquent Pipqy) ne serait pas vide. Donc R(3) C Us<pqy (Piw) — Pitw).
L’ensemble des points ou d, n’est pas nulle est | Jiez R(i) et est donc
contenu dans UJiez Uas<p) (Piwy — Pfly). Or on sait que Py — Pitay est
dénombrable ([5] ou [7]) et comme I’ensemble des ordinaux inférieurs &
Bé) est dénombrable on en déduit que Jiez Ua<pay (Pisy—Piin) est
dénombrable, et donc aussi | Jiez R(¢). Le théoréme est démontré.

Ce théoréme montre qu’a toute mesure u € D'(4, K) est associée une
suite de couples (xj, 4) € 4 xK indexée par les entiers avec Supien
|4] < 400, telle que dy(x;) =4 et du(x)=0 si x+# oy (¢ € N). Réciproquement
nous allons caractériser les suites de couples (x;, Ai)ieN avec (ag, 4) € 4 xK
et Supien |4 < + oo telles qu’il existe une mesure u € D'(4, K) vérifiant
du(og) =2 et du(x)=0 si x#ax; (¢ €N).
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LemumEe 4. Soit ueD'(4, K). Pour tout entier h>0 il existe N(h)
points de A (ca(1), ca(2), ..., ca(N(h))) et N(h) boules disjointes de rayon
g0 Lg P (1<i<N(h) et de centre cp(7) telles que:

1) U<tsvm Blea(?), h(2))=4.
2) |(u|B(ea(t), b(3)) —du(ca(d))| <g™® (1<i<N(h)) (ici B(ca(3), h(3)) désigne
la boule et sa fonction caractéristique).

Comme d, est & densité en tout point =z de A, il existe une boule
B(xz, r(x)) avec r(z)>h telle que |(u|B(z, r(x)))—du(x)| <g*. Les boules
B(z, r(x)) forment un recouvrement ouvert de A dont on peut extraire
un sous-recouvrement fini formé de N(h) boules disjointes.

LemMmE 5. Soit peD'(4, K). 1l existe une suite de points de A4,
C=(c(i)}en et une suite de nombres entiers N =(N(z))en telles que; si
B(z, k) C A4 et 8i (c(im))1<m<ss (éventuellement M = + oo) sont les éléments
de C contenus dans B(z, &), on ait (u|B(x, h)) =limytc0 D 1<t,<iey Fu(C(im)).

Tout d’abord remarquons que, si k>#%, on peut supposer que la suite
cx(1), ..., ck(N(k)) associée & k par le lemme 4 contient la suite
cn(1), ..., cn(V(h)) associée & kb par le lemme 4. En effet on peut imposer
au sous-recouvrement fini utilisé au lemme 4 de contenir les boules de
centre cx(1), ..., ca(N(h)). On peut donc construire une suite C=(c(i))en,
une suite d’entiers N =(N(i)}«n et une suite double d’entiers

(7a(8))neN, 1<t<N M)

telles que 7a(i)>h, |(u|B(c(i), ra(t))) —du(c(i))| <g™® pour 1<i<N(h) et
Urt<nm B(c(?), ra(f))=A pour tout entier A>0. Soit maintenant
B(z, h) C A. Choisissons un entier I > A, il existe alors N(I) boules disjointes
de centre (c({)i<i<cngy et de rayon (ri(i)h<i<ygy qui recouvrent 4
(ri(?) <q*). Soient B(c(tm), r1(im)) (1 <m < k) celles qui recouvrent B(z, k).
Ces boules forment une partition de B(z, k) et donc

Di<m<k (Ul B(c(im), 11(im))) = (u| B(=, b)),
or (u|B(x, h))= D1<m<k d(c(im))+nht ot t€ A. Le lemme est démontré.

ReMaRQUE. Il est clair que I'on peut imposer & la suite C=(c(7))eN
de contenir ’ensemble des points de 4 olt d, n’est pas nulle.

LemME 6. Soient C'=(c(i))}i«N une suite de points de 4, D= (d(i));eN
une suite bornée de nombres de K, N =(N({)ken une suite strictement
croissante d’entiers. Supposons que la condition (x) ci-aprés soit vérifiée:

(*) pour tout z € A et tout entier £ >0, la suite

1> D(z, 1, h)= Syd(i); (1<i<N(l) et c(i) € B(z, h))

converge.
Alors il existe une mesure x sur 4 telle que (u|@z,3) =1limi+0 D(z, 1, b).
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Le lemme est évident car il suffit de connaitre (u|@z,s) pour tout x € 4
et pour tout entier 2 pour pouvoir calculer (u|f) pour toute fe €(4, K).
On dira que u € €'(4, K) vérifie la condition (xx) par rapport a la suite
T.B.R.B.0. U de A st la fonction D,,v de U dans K définie par D, v(us) =

= (U|¥n, 1my+1) (Un € U) peut se prolonger en une fonction de Bi(4, K) en
posant, pour x € A,

D, v(x)=limp 10 21;01 Dy, v(uy)y p(x) =limp—i00 Dy, u(Un(z)).

THEOREME 3. Soit (x4, A)ren une suite d’éléments de 4 x K telle que
SupieN |4 < + oo, soit f I'application de A4 dans K définie par f(x) =4
et f(x)=0 si £ (¢ € N). Pour qu’il existe une mesure u € D'(4, K) telle
que dy,=f il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient
réalisées:

1) Il existe une permutation ¢ des entiers et une suite strictement
croissante d’entiers positifs N = (N (¢));en telles que les suites C'= (c(¢))ieN
ol ¢(i) =0y, N=(N(@))en, (d(@))eNn=(%w)ien=D vérifie la con-
dition (*).

2) La mesure p construite & ’aide des suites U, N, D vérifie la condition
(x%) pour toute suite T B.R.B.O. U de 4 et D, y=f sur 4-U.

La nécessité des deux conditions découle du lemme 5, de la remarque
qui le suit, du lemme 1, de la proposition 3.

La condition 1 permet de construire une mesure u (lemme 6). La con-
dition 2 entraine que u est & densité sur 4 et que du=f. En effet si z€ 4
on peut construire une suite T.B.R.B.0. U= (us)nen telle que, pour A0,
Un@) # Ua+1)z) (U dépend de x). Par conséquent limp+o00 Dy, v(unz)) existe
et comme Dy, u(un@)) = (ul@z,n) on & imp_ oo (|@z,n) =D, u(x), donc u est
a densité sur 4. Enfin comme 2 ¢ U on a D, y(z)=f(z). On peut donc
poser d,=f.

Les théorémes 2 et 3 permettent donc de décrire assez complétement
Pespace D'(4, K).

On a la proposition immédiate suivante:

ProposiTioN 7. D’(A, K) est un sous-espace fermé de ¥€'(4, K).

3. EXEMPLE ET APPLICATION

Nous allons construire une mesure & densité qui ne soit pas une mesure
discréte. Soit, dans Zj, les ensembles

M+t={x €Zp;x=p", n>0}, M-={x € Zp; x=—p" n>0}

et M =M+yU M-. Soit f la fonction valant 1 sur M+, —1 sur M~ et 0
sur Zp—M. Nous allons montrer qu’il existe une mesure & densité
u € D'(Zp, Qp) telle que d,=f.

Considérons la suite d’entiers N =(2i);en. Considérons les suites
C=(c(t)eN, c(2)=p' et ¢(2+1)=—p!, D=(d(#)eN, d(25)=1 et
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d(2¢+1)= —1. Soit D(x,1, h)= 3;d(#) ou 1<i<?2l et c(s) € B(x, h). Si
0 ¢ B(x, h), la suite | - D(z, , h) est stationnaire pour >l car il n’y a
qu'un nombre fini de points ¢(¢) dans B(z, h). En particulier, si z=p®
ou —p* (n<h) limp,i0o D(x,l,h)=+1 ou —1; si, pour tout =0,
vx+pr)<h et vx—pn)<h, alors lim;,i D(x, 1, 2)=0. Si 0€ B(z, h),
alors, pour tout ¢ tel que 2¢>h, tous les points c¢(¢) se trouvent dans
B(z, k) et par conséquent D(z, 1, ) =0. La condition 1 du théoréme 3 est
vérifiée, il existe donc une mesure u e €'(Zp, Qp) telle que (u)pe.n)=
=lim; .10 D(x, I, k). Montrons que u est & densité sur Z, et que d,=f.
Il suffit donc de montrer que limp o0 lim; 100 D(2, I, h)=f(x). Si x=pn"
ou z= —p® alors pour kb assez grand on a limp, e lim; o D(x, I, h)=1
ou —1 car limj 4o D(, ], h)=1 0ou —1. Si x ¢ M et si x50 alors, pour
h assez grand, v(x + p*) <h et v(x — p™) < h pour tout 7 > 0 et par conséquent
limp_s o0 limy oo D(x, 1, ) =0. Si 2 =0 alors limp—ic0 limyy0 D(x,1, h)=0.
On a donc montré que u e D'(Zp, Qp) et que d,=Ff.

ProrosiTioN 8. Il existe une mesure u € D'(Zyp, Qp) telle que d,u(x)=0
siz€Zp—M,du(x)=18i2xe M+, dx)=—1six € M-. En outre (u|pz,»)=0
si B(x,h) N\ M=0, (ulpsp)=1 si Bz, b) N M++#0, (ulpzp)=—1 si
B(x’ h) N M-+ ﬂ’ (lli%,h)=

On note A'(Z;,, Qp) le sous-espace des mesures discrétes sur Z,.

COROLLAIRE. A'(Zp, Qp) & D'(Zp, Qp).

En effet la. mesure u construite & la proposition 8 appartient & D’'(Zp, Qp)
mais pas & 4’(Zp, Qp). Sinon il existerait une suite d’éléments de Zp, (x:)ieN,
et une suite bornée d’éléments de Qp tendant vers 0, (4)eN, telles que

= YieN Mbs. Or dy(x)=0 si z#a; et du(x)=4, par conséquent il y
aurait une infinité d’indices ¢ tels que 4=1 ou —1, la suite 7 — A; ne
tendrait pas vers 0.

Nous noterons u la mesure construite & la proposition 8. Nous allons
montrer que v=py % u n'est pas une mesure & densité sur Z,. Plus
précisément nous allons montrer que » n’a pas de densité en 0. Choisissons
comme suite T.B.R.B.O. la suite des entiers naturels. On a (proposition 1):
(¥I9o.n) = (ilgo.n)(lpon) + Do<n<ph (4]@nn)(pl@ph-nn). Sinz=pk, k<h, alors
(ulpnn) = (ulpphna) =0, si n=gk, k<h, (ulppa)=+1 et si n=ph—pk,
k<h, (ulop-p*n)=(ulp-p#,n)= —1 et enfin (u|po,n)=0. Donc (v|po,n)=2k
et, comme 2k n’a pas de limite g-adique lorsque % tend vers plus l'infini,
» n’est pas & densité au point 0.

THEOREME 4. D'(Zp, Qp) n’est pas une sous-algébre de convolution de
€' (Zy, Qp)-

Ce théoréme répond & une question posée par Y. Amice dans [2]. Par
contre on montre facilement que, si ueA4’'(4,K) et uieD'(4, K),
u* i eD(4, K).

GENERALISATIONS. On peut étendre ces résultats au cas des mesures
sur €(4, L) ot L est une extension de K. En effet €(4, L)=L Q €(4, K)
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et (4, LY=L Q@ %'(4, K). Soit uc¥'(4, K) et soit i — n(i) une suite
strictement croissante d’entiers. On dit que u est & densité faible au point
x € A pour la suite ¢ () n(¢) si la limite suivante existe : lim; 100 (4|@z,n0)) =
=d,(x), du(x) est la densité faible de u pour la suite ¢ — n(7). Les résultats
précédents se généralisent sans peine pour les mesures a densité faible
sur 4 pour la suite ¢ — n(i). L’intérét des mesures & densité faible provient
du fait suivant. On peut associer, & un élément analytique au sens de
Krasner sur la boule unité ouverts de (p, une mesure de €'(Zp, Cp) &
densité faible sur Z pour la suite 2 — k! ((, est le complété de la cldture
algébrique de Q). Cette théorie est développée dans [4].
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