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RESUME 

On caracMrise un sous espace du dual des fonctions continues sur un anneau 
local a valeurB dans Ie corps des fractions de cet anneau. L'inMret de cette etude 
provient du lien etroit que existe entre ce sous espace et les elements analytiques 
p.adiques au senB de Krasner sur Ie disque uniM ouvert de Cpo 

INTRODUCTION 

Soit A un anneau local, et soit K son corps des fractions. Les mesures 
sont les elements du dual topologique ~'(A, K) de l'espace ~(A, K) des 
fonctions continues de A dans K muni de 180 norme de 180 convergence 
uniforme sur A. Soit 'PZ,lI(Y) E ~(A, K) 180 fonction caracMristique de 180 
boule B(x, h) de centre x E A et de rayon q-lI. Une mesure qui verifie: 
limll--.+oo (,ul'Pz.lI) existe pour tout x E A, est une mesure a densiM sur A. 
On etudie Ie sous espace D'(A, K) des mesures a densite sur A. On decrit 
completement D'(A, K) (tMoreme 2 et 3). Pour effectuer cette description 
on donne une demonstration du tMoreme d'Urysohn p-adique. On montre 
aussi que Ie produit de convolution des mesures a densite n'est pas une 
operation interne de D'(A, K) et qu'il existe des mesures a densite qui 
ne sont pas des limites uniformes de combinaisons lineaires finies de 
mesures de Dirac (corollaire de 180 proposition 8). L'interet des mesures 
a densite provient des faits suivants, exposes dans [4]. A toute serie de 
Taylor F(X) EOp[[X]] (Op est Ie complete de 180 cloture algebrique de Qp), 
convergeant dans Ie disque {IXI < I}, on peut associer une mesure 
f'F E CiIf'(Zp, Qp). Les elements analytiques au sens de Krasner sur Ie disque 
ouvert {IXI < I} sont caracterises par des proprietes de densite de 180 
mesure associee. L'etude des mesures a densite a ete commencee par 
Yvette Amice [2]. 

NOTATIONS. K est un corps local d'anneau des entiers A, d'ideal 
maximal w., de corps residuel If;=A/w.. Le cardinal de If; est q=pI ou p 
est un nombre premier. On note 1'£ une uniformisante locale de K, 180 
valeur absolue 1·1 sur K est normalisee par 11'£1 =q-l et 180 valuation v(·) 
est normalisee par v(n) = 1. Zest l'anneau des entiers relatifs, si n E Z 
on note vq(n) l'exposant de 180 plus haute puissance de q qui divise n. 
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Une suite tres bien rep artie bien ordonnee de A (en abrege T.B.R.B.O.) 
est une suite U = (UnhuN d'eIements de A (N est l'ensemble des entiers 
positifs ou nuls) teIle que v(an-am)=vq(n-m) pour tout couple 
(n, m) EN x N [6]. Si Me K on note ~(M, K) l'espace des fonctions 
continues de M dans K muni de la norme de la convergence uniforme 
sur M. On pose III =SUpx«M I/(x)l· On designe par ~'(M, K) Ie dual 
topologique de ~(M, K) muni de la norme habitue lIe , si !-l E ~/(M, K), 
II!-lll =SUp/«'if(M,K)-(O} I (!-ll/)l/i/l ou l'on note (!-llf) l'action de!-l sur f. La 
boule de centre x et de rayon q-h est notee B(x, h), sa fonction caracteris
tique rpx,h(Y) E ~(A, K). Si U = (Un)nEN est une suite T.B.R.B.O. de A 
on note rpn(x) la fonction caracteristique de B(un, len) + 1) ou 

len) = [Log (n)] 
Log (q) 

(si a est un nombre reel, [a] est la partie entiere de a, c'est a dire que 
aEN et a-1<[a].;;;;a), et rp~ est l'element de <6"(A,K) tel que 
(rp~, rpm) = (In,m (symbole de Kronecker). On note 1jIn,1I(Y) la fonction carac
teristique de la boule B(un, h). 

On montre facilement a l'aide de la proposition 1 de [8] que N x N, 
si U = (Un)nEN est une suite T .B.R.B.O. de A, la suite (rpn)n«N forme une 
base normale de ~(A, K) c'est a dire que, si I E ~(A, K), i1 existe une 
suite unique (an)nEN d'elements de K teIle que limn_+oo an = 0, 

I(x) = 2n~0 anrpn(X) et III = SUPn?;>o lanl. 

Si 2;t~ anrpn(X) est la representation de I E ~(A, K) alors an =1(Un) - I(un') 
ou n' est defini par O<n' <ql(n) et vq(n-n')= «(n) autrement dit si, 
n=no+nlq+ ... +nl(n)ql(n), n' =n-nl(n)ql(n). Dans la suite la notation n' 
designera I' entier n - n'(n)ql(n). 

1. DEFINITION 

DEFINITION 1. Un element !-l E <6" (A , K) est une mesure a densite sur 
A si, pour tout x de A, il existe un element d/l(x) de K tel que: 
limll->+oo (!-l I rpx,lI) = d/l(x), 

On notera D'(A, K) I'espace des mesures a densite sur A, d/l(x) est la 
fonction densite associee a !-l. 

EXEMPLE. Notons (lx 180 mesure de dirac au point x E Zp, c'est a. dire 
que, si IE ttf(Zp, Qp), «lxlf) = I(x}. Soit (lX{n)),uN une suite de points de 
ZP et (A.n)ncN une suite d'elements de Qp tend ant vel'S O. II est clair que 
!-l = 2n;;;.0 A.n(l",(n) est une mesure a densite sur Zp et que d/l(x) = 0 si 
x Ifo (lX(n))IIEN et si x=IX{n) alors d/l(x) =A.II' Les mesures de ce type seront 
appeIees des mesures discretes. 

Soit U=(UII )lI cN une suite T.B.R.B.O. de A, posons bn=(!-lI9'II)' On sait 
que l'on peut ecrire !-l = 2m;;;.o bmrp! avec SUPm:>o Ibml = II!-lli. (La serie du 
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second membre convergeant simplement sur ~(A, K)). Reciproquement 
toute suite bornee d'elements de K, (bn)n;;.o, definit une mesure p, sur 
~(A, K) en posant p, = ~m;;.o bm9'~ ([8]). 

Si f E ct'(A, K) il existe une unique suite de scalaires, (an)ncN, telle que 
limn~+oo an = 0 et f(x) = ~n;;.o an9'n(x), alors on a (p,lf) = ~n;;.o anbn. Rap
pelons la definition du produit tensoriel de deux mesures ainsi que celle 
du produit de convolution de deux mesures ([2]). 

DEFINITION 2 ([2]). Si p, et v appartiennent a ~'(A, K), leur produit 
tensoriel p, Q9 vest l'unique forme lineaire sur ~(A, K) ® ~(A, K) ~ 
~ ct'(A xA, K) definie par (p, Q9 vlf' g) = (p,lf)(vlg) (ouf· g(x, y) =f(x)g(y)) et 
prolongee par continuite sur ~(A xA, K). 

DEFINITION 3 ([2]). Si p, et v appartiennent a ~'(A, K), leur produit 
de convolution p, * vest l'element de ~'(A, K) defini par (p, * vi!) = 

=(p, ® v11) ou f(x, y)=f(x+y). 
La valeur de p, * v sur une fonction caracteristique de boule est donnee 

par la proposition suivante. 

PROPOSITION 1. Soient p, et v deux mesures de ~'(A, K) et U = (Un)nIN 
une suite T.B.R.B.O. de A, alors: (p, * vl9'x,h) = b.n.m (p,I1f'n,h)(vl1f'm,h), Ie 
signe ~~.n.m indique que la sommation porte sur lea indices m et n tels 
que: O.;;;;:m, n<qA et IUn+um-xl<q-A. 

11 auffit de montrer que 9'x,h(Y + z) = b,n,m 1f'n,h(Y)1f'm,h(Z) done il suffit 
de montrer que les deux membres sont nuls ou egaux a 1 simultanement. 
Or 9'x,h(Y + z) = 1 si Ix - y - zl .;;;;: q-A. Soient hey) et h(z) deux entiers tels que 
O<h(y), h(z) <qA, IUh(y) -yl <q-A et IUh(z) -zl <q-A. On a,pour O<n, m<qA, 
1f'n,h(Y) = 0 si n i= hey), 1f'n,h(Y) = 1 si n = hey), 1f'm,h(Z) = 0 si m i= h(z) et 
1f'm,h(Z) = 1 si m=h(z). Si Iun+um-xl <q-A (O<n, m<qA) alors Ix-y-zl < 
<q-A est equivalent a IUn+Um-y-zl<q-A et par consequent 

si Ix-y-zi >q-A. Si Ix-y-zi <q-It, IUh(u)+Uh(z)-y-zl .;;;;:q-A done Ie terme 
1f'A(1/),h(y)1f'h(z),h(Z) figure dansla somme b.n,m 1f'n,h(Y)1f'm,h(Z) etpourtout autre 
terme de la somme on a ni=h(y) ou mi=h(z) done ~~.".m 1f'n,h(Y)1f'm,h(Z) = 1. 
La proposition est demontree. 

2. MESURES A DENSITE 

Soit U = (Un)ncN une suite T.B.R.B.O. de A, rappelons [4] que la 
meilleure suite extraite de U convergeant vers x E A est definie par: 
h-+'Uh(X) avec O<h(x)<qA et IUh(x)-xl<q-A. La notation (Uh(x»)h;;'O 
dcsignera la meilleure suite extraite de U eonvergeant vers x. 

PROPOSITION 2. Soit U = (U1I)1IcN une suite T.B.R.B.O. de A. Soit 
p, = ~n;;.o b1l9': une mesure sur ~(A, K), p, est a densite au point x de A 
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si et seulement si la limite suivante existe: 

d",(x) = limh-++oo (bh(x) - ~qh>qk>h(X) ~1:~ bh(x)+tqk) 

nu (Uh(x»h ;<>O est la meilleure suite extraite de U convergeant vers x. 
Si x E A on a 

g;x,h = "Ph (x) ,h et "Ph (x) ,h = g;h(x) - ~qh>qk>h(x) .!1=: g;h(x)Hqk. 

En effet g;x,h= 2:1:_-01 ang;n avec an=g;x,h(Un)-g;x,h(Un') et par consequent 
(,u!g;x,h) =bh(x) - ~qh>qk>h(X) ~1:~ bh(x)+tqk, d'ou la proposition. 

COROLLAIRE. Soient U une suite T.B.R.B.O. de A et ,u une mesure 
it densit6 sur A. Si ,u = ~n;<>o bng;! alors, pour tout entier k;;.. 0, 
limh-++oo (bk+qh + bk+2qh + ... + bk+(q-l)qh) = O. 

En effet d",(Uk) = Iimh-++oo (bk - ~qh>ql>k ~t:5 bkH(i). 

PROPOSITION 3. Si,u est une mesure a densit6 sur A, alors d", est 
une limite simple sur A de fonctions continues sur A. 

EVIDENT. Si Me K, on notera B1(M, K) l'espace des fonctions bornees 
de M dans K qui sont limites simples sur M de suites de fonctions continues 
de M dans K. 

LEMME 1. Soit U une suite T.B.R.B.O. de A et soit ,u= ~n;<>O bng;! 
une mesure it densite sur A. La fonction D", de U dans K, definie par 
Un ~ D",(un) = bn, peut etre prolongee sur A en une fonction de B}(A, K) 
en posant D",(X)=limh-++oo 2:1:_-01 bn1J!n,h(X). Si x¢: U, D",(x)=d",(x). 

La fonction D", depend done de U. II suffit de montrer que, pour tout 
point x de A, la limite suivante existe limh-.+oo bh(x) = limh_+oo D",(Uh(x». 
En effet bh(x) = DI'(Uh(X» = 2:/:':-01 D",(Un)1J!n,h(X). Si x E U la suite h ~ Uh(x) 
est stationnaire des que h est assez grand. Si x¢: U la suite h ~ Uh(x) 
n'est pas stationnaire, done pour tout entier n il existe h>n tel que 
Uh(x) #U(h+l)(x), Ceci entraine que qA< (h+ 1)(x) <qIHl et par consequent 
(,u!g;x,h+l) = (,u !1J!(h+l) (x) ,h+l) = (,u Ig;(h+l) (x» = b(h+l)(X), Com me ces egalit6s sont 
verifiees pour une infinit6 de valeurs de h, to utes celles teIles que 
(h+l)(x)#h(x), on a bien: limh-++oob(h+l)(x)=limh-++oo (,uig;x,h+!)=d",(x). 
Comme d'autre part l'application x ~ 2:I.~-01 bn1J!n,h(X) =bh(x) E ~(A, K), on 
a demontre que D", E B1(A, K) et que D",(x)=d",(x) si x¢: U. 

PROPOSITION 4. Soit ,u une mesure a densit6 sur A. La fonction densit6 
d", associee a ,u est nulle en tout point ou elle est continue. L'ensemble 
des points ou d", n'est pas nulle est contenu dans un ensemble maigre. 

On sait [7] que l'ensemble des points de discontinuit6 de dl' est un 
ensemble maigre car d", E BI(A, K). Soit U une suite T.B.R.B.O. de A. 
Montrons que Is. fonction D", associee a U et a ,u est nulle en tout point 
ou elle est continue. Si l'on montre ceci, il est clair que dl' est nulle sur 
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Ie compiementaire d'un ensemble maigre car Dp E B1(A, K) et U est 
maigre. Par consequent dp est nulle sur un ensemble partout dense dans 
A et donc nulle en tout point de continuite. 

II reste it montrer que Dp est nulle en tout point de continuite. Nous 
distinguerons deux cas suivant que Ie point de eontinuite appartient ou 
n'appartient pas it U. Soit Uk E U un point de eontinuite de Dp. On a 
limh_+oo Dp(Uk+tr/') = Dp(Uk) donc limh_+oo bk+tr/'=bk. Or Ie eorollaire de 180 
proposition 2 montre que limh_+oo(~J:ibk+tr/')=O done I(q-I)bkl<e, 
pour tout e> 0, et par consequent bk = O. Soit x ¢ U un point de continuite 
de Dp. Soit rJ un reel positif tel que Ix-YI <rJ => IDp(x) -Dp(Y)1 <: e. 
Choisissons Uk E U tel que IX-Ukl <rJ, ehoisissons h de telle sorte que 
IUk+tr/'-Ukl <rJ et I~J=i bk+tr/' I <e avec qA>k (eorollaire de 180 proposition 
deux). On a done I~=i Dp(Uk+tr/')1 <;e et done l(q-I)Dp(x)1 <e, pour tout 
e > 0, par consequent Dp(x) = O. La proposition est demontree. 

PROPOSITION 5. Soit D'(A, K) l'espace des mesures it densite sur A. 
L'application d de D'(A, K) dans B 1(A, K), dMinie par /-t -+ dp, est 
injective. 

Remarquons que d est une application K -lineaire. II suffit donc de 
montrer que dp = 0 => /-t = 0 ou encore que, si U = (Un)n. Nest une suite 
T.B.R.B.O. de A, dp=O => (/-t11Jln,h)=0 pour tout entier h>O et tout entier 
n compris entre 0 et qA_1. Soit B une boule contenue dans A. Pour tout 
x E B, il existe une boule B(x) C B telle que I (/-tIB(x))1 <e (on confond ici 
180 boule B(x) avec sa fonction caracteristique) puisque dl'=O. On obtient 
ainsi un recouvrement de B dont on extrait un sous-recouvrement fini 
par n boules 2 it 2 disjointes B(Xl), ... , B(xn). On a (/-tIB) = r.-l (/-tIB(xt)) 
et par consequent J(/-tIB)1 < e, pour tout e> 0, done (/-tIB) = 0 pour toute 
boule B de A. Par consequent 1-'=0. 

Nous allons preciser l'enonce de 180 proposition 4. Pour cela nous allons 
donner une demonstration du theoreme d'Urysohn p-adique. Cette de
monstration nous sera utile. (Une demonstration a ete donnee par Ellis 
[5] dans un cas plus general). 

THEOREME D'URYSOHN 1. Soit F un ensemble ferme de A. Toute 
fonction / E rc(F, K) peut s'etendre en une fonction / E rc(A, K). On peut 
ehoisir / de teIle sorta que: 
I) SUP:UF 1/(x)1 =SUpZ.A 1/(x)l. 
2) L'application / -+ / est K-lineaire. 

Construisons par recurrence une suite T.B.R.B.O. de A, U = (UII)n.N, 
telle que: si B(un, h) () F#0 (O<n<qA) alors Un E F. On choisit Uo arbi
trairement dans F. Supposons 180 suite construite jusqu'it l'indice qA-I 
et construisons 180 jusqu'it l'indiee qA+l_ 1. On a 

A- U B(u",h+l)= U B(v"h+l) 
o~,,<r/' ~~'<rI'+1 
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ou les v, (qh<i<qlHl) sont ranges de telle sorte que v(Vt-vJ)=vq(i-j) 
(qh<.i,j<qh+1) et v(Ut-vJ)=vq(i-j) (O<.i<qh<j<qh+1). (On sait que c'est 
toujours possible [1]). Si B(vt, h+ 1) () F=0 on pose u,=v, si B(v" h+ 1) () 
() F ¥= 0 on choisit arbitrairement u, dans B( v" h + 1 )()F. Soit alors 
t E C(j'(F, K). Nous construirons ] sur U et nous montrerons que] peut 
se prolonger en une fonction de C(j'(A, K). On pose ](uo) =/(uo). Supposons 
que l'on ait construit ](un) pour n<m. Construisons ](Um) de 10. maniere 
suivante. Si Um E F on pose ](um) = t(um). Si Um rt F, detinissons un entier 
m', par O<m' <q/(m) et vq(m-m') =l(m), et posons ](um) =J(um,). Remar
quons que] est localement constante sur U () (A -F). En efIet, si 
Un E A -F, il existe un en tier h tel que B(un, h) C A -F donc, si 
Iun-uml <qh, on a ](un)=](Um). On peut prolonger] en une fonction de 
C(j'(A, K), notee encore ], localement constante sur A -F et telle que 
](x) =/(x) si x E F. En efl'et si x E A -F il existe un entier h tel que 
B(x,h)CA-F et si Un EB(x, h) alors UnEA-F, donc ](un)=](Uh(Z»). 
On peut donc poser ](x) = ](Uh(Z»)' La fonction ] est localement constante 
sur A-F et donc continue sur A-F. Posons, si xEF,](x)=/(x) et 
montrons que] est continue au point x. Soit 10 un nombre reel positif, 
il existe par definition h tel que, pour tout y E F () B(x, h), I](x) - ](y) I = 

=1/(x)-/(y)l<e. Soit maintenant zEB(x,h) et zrtF, alors Uh(z)=Uh(z) 
et comme Uh(z) E B(x, h) () F on a If(Uh(Z» -I(x) 1 <e. Comme, par con
struction, ](z) =/(Uh'(Z») ou Uh'(z) E F et U(h'+1)(z) rt F (donc Uh'(z) E B(x, h)), 
on a donc I/(Uh'(Z»)-/(x)l<e et donc 1](z)-](x)l<e. II est immediat que 
SUpz.F I/(x) 1 =SUpz.A 1](x)l· Montrons que Ie prolongement I ~], ainsi 
construit est K-lineaire si 10. suite U associee a Fest fixee. Si x E F il 
est clair que t+g(x) =](x) +g(x) et que, si A E K, Af(x) =A](X). Si x E A -F, 
soit h Ie plus grand entier tel que Uh(z) E F, par construction de ] on a 
J(x) =j(Uh(x» et par consequent U+g)(x) = (/+g)(Uh(Z»)' Donc ](x) +g(x)= 
= (f + g)(x). On montre de meme que AJ(X) = (Af)(X) pour A E K. 

Soient F un sous ensemble ferme de A et U une suite T.B.R.B.O. de A 
associee a F par 10. construction precedente. On reservera 10. notation] 
au prolongement a A de IE C(j'(F, K) associe a U par 10. construction 
precedente. 

PROPOSITION 6. Soit '" E C(j"(A, K), soit F un sous-ensemble ferme de 
A, soit U = (Un)n.N une suite T.B.R.B.O. de A associee a F par 10. con
struction precedente. La mesure il E flJ"(F, K) definie en posant (ill/) = (",I]), 
ou I E flJ'(F, K) et ou] est Ie prolongement de I a A associe a U par Ie 
tMoreme 1, est telle que IIilll = 11",11. 

Bien entendu, il depend de U. Cette proposition decoule immediatement 
du tMoreme 1. 

Soit F un sous-ensemble ferme de A. Notons Xx,h 10. fonction caracteris
tique, dans C(f(F, K), de 10. boule B(x, h) () F (x E F). On dit que la mesure 
" E (F, K) est a densite sur F si et seulement si la limite suivante existe: 
limh-+t-oo ("IXz,h) = d.(x). 

26 Series A 
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Soit U = (Un)nIN une suite T.B.R.B.O. de A associee a F par 180 con
struction du tMoreme 1. Soit (<Pn)nIN 180 base normale de I/f(A, K), con
stituee de fonctions caracMristiques de houles, associee a U. II est facile 
de voir que les restrictions a F des fonctions <pn, telles que B(un, l(n) + 1) n 
n F oF 0, forment une base normale de I/f(F, K). On notera N(F) I'ensemble 
des entiers n tels que B(un, l(n) + 1) n F oF 0. Les restrictions de <pn a F 
pour n E N(F) seront encore noMes <pn. On notera, pour n E N(F), <p: les 
elements du dual 1/f'(F, K) de I/f(F, K) tels que (<P:I<Pm)=t5n,m si n et m 
appartiennent a N(F). Toute mesure v E 1/f'(F, K) peut se developper de 
180 maniere suivante: v = !nIN(F) bn<p: avec SUPnCN(F) Ibnl = Ilvll et bn = (vl<pn). 
II est immediat de voir que, si / E t:t'(F, K) et / = !nCN(F) an<p1h on peut 
prolonger f a A en posant, pour x E A, /(x) = !nIN(F) an<pn(x) et que ce 
prolongement coincide avec Ie prolongement J de / associe a U par Ie 
tMoreme 1. On peut donc poser an = 0 si n f# N(F), on fera cette convention 
desormais. De meme si v E t:t"(F, K), V= !nCN(F) bn<p:, on peut convenir 
que bn = 0 si n f# N(F) et donc poser v = !n;;:.O bn<p:, avec cette convention, 
que l'on fera desormais, v peut etre considere com me un element de 
t:t"(A, K) et v=ii ou ii a ete de£ini a 180 proposition 6. On montre comme 
a 180 proposition 2 que: (vIXx,h) = bh(x) - !1I'>qk>h(X) !f:t bh(x)-Hqk. Si vest 
a densiM sur F et si d,,(x) est 180 fonction densiM associee a v on a: 
d,,(x) = Iimh-++OO !'f_o1 (vltpn,h)tpn,h(X) (x E F, et !' indique que n E N(F)), 
donc d" E B1(F, K) et d,,(x) = Iimh-++oo bh(x) - U>qk>h(X) !1:1 bh(x)-Hqk. On 
peut associer a d" et aUla fonction Dv de£inie par: Dv(x) = Iimh-++OO 
U_Ol bntpn,h(X) ou X E F, tpn,h est 180 restriction a F de 180 fonction 
tpn,h E t:t'(A, K). On montre comme precedemment que D. E Bl(F, K) et 
que d,,(x) =D.(x) si x f# U. Supposons maitenant que F soit parfait [7] 
ou [3]. On montre alors en utilisant 180 proposition 4 que Dv est nulle 
en tout point de continuite et que d" est aussi nulle en tout point ou elle 
est continue. II suffit de remarquer que, compte tenu de 180 convention 
precedente, on peut considerer v comme une mesure de D'(A, K) et que 
Fest ferme sans points isoIes. 

LEMME 2. Soit F un sous-ensemble parfait de A, soit U une suite 
T.B.R.B.O. de A associee a F par Ie tMoreme 1, soit ft E D'(A, K). La 
mesure il E rl'(F, K) associee a U et F par 180 proposition 6 est a densite 
sur F. La fonction densiM d,. associee a il est 180 restriction a F de 180 
fonction densit6 d,. associee a ft. 

Ce lemme montre donc que, bien que il depende de U, d; ne depend 
pas de U; d,. ne depend que de F et ft. 

On a par definition si x E F: (ill9'x,h) = (ftltpx,h), or tpx,h = <px,h' avec 
h'=Supv(v(x-y)-I) ou YEF et yf#B(x,h) nF. Comme F est parfait 
limh-++OO h' = + 00 et Ie lemme est demontre. 

LEMME 3. Soit F un sous-ensemble parfait de A et soit ft E D'(A, K). 
La fonction densiM d,. est nulle en tout point de F ou elle est continue 
par rapport a F. 
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Rappelons que 1'0n dit que d,.. est continue en un point de F par rapport 
it F si la restriction de d,.. it F est continue en ce point. 

Construisons une suite T.B.R.B.O. de A associee it F par Ie theoreme 1, 
soit U cette suite. Soit il E D'(F, K) associee it ft et a U par la proposition 6. 
On sait que d;; E Bl(F, K), que d;,. est nulle en tout point de contilluite 
et que d; est la restriction it F de d,... Le lemme est demontre. 

THEOREME 2. Soit ft E D'(A, K). La fonction densite d,.. associee it est 
nulle sauf sur un sous-ensemble denombrable de A. 

Si / est une fonction bornee de A dans K et si F est un sous-ensemble 
de A, l'oscillation de / au point E E F (adherence de F) par rapport it F 
est definie par w(j, x, F)=limh-++oo Sup 1/(z)-/(y)1 Ie Sup etant pris sur 
les couples (y, z) E (B(x, h) (') F) x (B(x, h) (') F) (cf. [3] ou [4]). Soit i un 
entier, posons: Pi(l) = {x E A; w(d,.., x, A) ;;;.q-t}. Appelons pel) Ie plus grand 
ensemble parfait contenu dans PHI) (eventuellement pell = 0) ([3] ou [7]). 
Definissons, par recurrence sur les ordinaux denombrables, Pt(lX) (lX est un 
ordinal denombrable). Si lX est accessible, donc si lX-I existe, 

Pj(IX) = {x E PRIX-I); w(d,.., x, PglX - ll );;;. q- i}. 

Si lX est inaccessible, donc si lX -1 n'existe pas, 

P HIX ) = n P HIX ') = n pRIX' I· 

On designe par pg"l Ie plus grand ensemble parfait contenu dans l'ensemble 
ferme PH,,) (eventuellement PR,,) =0) ([3] ou [7]). Comme d,.. E B1(A, K), 
on sait ([3], [4], ou [7]) qu'il existe un ordinal denombrable accessible (J(i) 
tel que PHP(t)-l) =/= 0 et Pj(C<) = 0 pour tout ordinal denombrable IX;;;' (J(i) . 
Appelons R(i) l'ensemble R(i) = {x E A; Id,..(x) I ;;;. q-i}. Comme d,.. est nulle 
sur un ensemble partout dense de A (proposition 4) il est clair que 
Rli) C Pt(l)' II n'est pas possible qu'il existe un element y E R(i) tel que 
y E PRIX) pour tout IX < (J(i). En effet ou bien pgP(i) -1) = 0 ou bien 
y E Pgp(il-ll or w(d,.., y, PgP(i) -ll).> q-i car d,.. est nulle en tout point de 
continuite par rapport a pep(i)-l) (lemme 3) et les points de continuite 
de d,.. par rapport a pep(i)-l) en constituent un sous-ensemble dense. Par 
consequent PHP(t)) ne serait pas vide. Donc R(i) C UIX<P(t) IPi(IX)-PftOl))' 
L'ensemble des points ou d,.. n'est pas nulle est UiEZ Rli) et est donc 
contenu dans UttZ U"'<P(t) (Pt(IX) -Pft",)). Or on sait que PtC<» - Pft"'l est 
denombrable ([5] ou [7]) et com me l'ensemble des ordinaux inferieurs e. 
(Jli) est denombrable on en deduit que UtEZ U"<P(t) (PH"') - Pft"'l) est 
denombrable, et donc aussi UtEZ R(i). Le theoreme est demontre. 

Ce theoreme montre qu'a toute mesure ft E D'(A, K) est associee une 
suite de couples (lXt, At) E A xK indexee par les entiers avec SUP'IN 
IA,I < + 00, tene que d,..(lXt} = Ai et d,..(x) = 0 si x =/= lXi (i EN). Reciproquement 
no us allons caracteriser les suites de couples (lXi, Ai)ilN avec (lXi, At) E A x K 
et Sup, E N I A, I < + 00 telles qu'il existe une mesure ft E D' (A, K) verifiant 
d,..(lX,)=Aj et d,..(x)=O si X=/=lXj (iEN). 
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LEMME 4. Soit p. E D'(A, K). Pour tout entier h> 0 il existe Nth) 
points de A (cll(l), cll(2), ... , cll(N(h))) et N(h) boules disjointes de rayon 
q-A(t)<q-A (1.;;:i<N(h)) et de centre clI(i) telles que: 
1) Ul",(",N(lI) B(CII(i), h(i)) =A. 
2) I (p.IB(CII(i), h(i)))-dl'(cll(i))1 <q-A (1 <i<N(h)) (ici B(CA(i), h(i)) designe 

la boule et sa fonction caracteristique). 
Comme dl' est a densite en tout point x de A, il existe une boule 

B(x, r(x)) avec r(x»h teIle que Hp./B(x, r(x)))-dl'(x)/ <q-A. Les boules 
B(x, r(x)) forment un recouvrement ouvert de A dont on peut extraire 
un sous-recouvrement fini forme de N(h) boules disjointes. 

LEMME 5. Soit P. E D'(A, K). II existe une suite de points de A, 
O=(C(i)}tcN et une suite de nombres entiers N=(N(i))UN telles que; si 
B(x, h) C A et si (c(im)h",m",M (eventuellement M = +00) sont les elements 
de 0 contenus dans B(x, h), on ait (p.IB(x, h)) =limr ..... +oo !l';;'m",N(r) dl'(c(im)). 

Tout d'abord remarquons que, si k>h, on peut supposer que la suite 
ck(l), ... , ck(N(k)) associee a k par Ie lemme 4 contient la suite 
cll(l), ... , cll(N(h)) associee a h par Ie lemme 4. En efi"et on peut imposer 
au sous-recouvrement fini utilise au lemme 4 de contenir les boules de 
centre cll(l), ... , cll(N(h)). On peut donc construire une suite O=(C(i))UN, 
une suite d'entiers N = (N(i))UN et une suite double d'entiers 

telles que rA(i»h, /(p.IB(c(i),rll(i)))-dl'(c(i))I<q-A pour l<i<N(h) et 
Ul';;;'';;;N(lI) B(c(i), rll(i)) =A pour tout entier h> o. Soit maintenant 
B(x, h) CA. Choisissons un entier l>h, il existe alors N(l) boules disjointes 
de centre (c(i)h"""'N(l) et de rayon (rz(i)h";;''';N(Z) qui recouvrent A 
(rz(i) <q-A). Soient B(c(im), rz(im)) (l<m<k) celles qui recouvrent B(x, h). 
Cas boules forment une partition de B(x, h) et donc 

!l.;;;m';;k (p.IB(c(im), rz(im))) = (p./B(x, h)), 

or (p./B(x, h))= !l..;;m";;k d(c(im)) + nAt oil tEA. Le lemme est demontre. 

REMARQUE. II est clair que l'on peut imposer a la. suite 0 = (C(i))CCN 
de contenir l'ensemble des points de A oil dl' n'est pas nulle. 

LEMME 6. Soient O=(c(i))'tN une suite de points de A, D=(d(i))UN 
une suite bornee de nombres de K, N = (N(i))UN une suite strictement 
croissante d'entiers. Supposons que la condition (*) ci-apres soit verifiee: 

( *) pour tout X E A et tout entier h> 0, la suite 

l-""D(x,l,h)= !,d(i); (l<i<N(l) et c(i) EB(x, h)) 

converge. 
Alora il existe une mesure p. sur A teIle que (P./<fix,h) = liml-+f<lO D(x, 1, h). 
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Le lemme est evident car il suffit de connaitre (,UlrpX,h) pour tout x E A 
et pour tout entier h pour pouvoir calculer (fllf) pour toute t E ~(A, K). 

On dira que fl E ~'(A, K) verijie la condition (**) par rapport a la suite 
T.B.R.B.O. U de A si la/onction Dp,u de U dans K dejinie par Dp,u(un) = 
= (fll1pn, l(n)+l) (un E U) peut se prolonger en une /onction de B 1(A, K) en 
posant, pour x E A, 

THEOREME 3. Soit (lXi, ilt)tEN une suite d'e16ments de A xK telle que 
SUPtEN lilt I < + <Xl, soit / l'application de A dans K definie par /(lXt)=~ 
et t(x) = 0 si x 0;6 lXt (i EN). Pour qu'il existe une me sure fl E D'(A, K) telle 
que dp = t il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient 
realisees: 
1) II existe une permutation e des entiers et une suite strictement 

croissante d'entiers positifs N = (N(i))tEN telles que les suites 0 = (c(i)}t'N 
ou c(i) = lXe (t) , N=(N(i))tEN, (d(i))tEN=(Ae(t)}tEN=D verifie la con
dition (*). 

2) La mesure fl construite a l'aide des suites 0, N, D vedfie la condition 
(**) pour toute suite T.B.R.B.O. U de A et Dp,u=j sur A - U. 

La necessite des deux conditions decoule du lemme 5, de la remarque 
qui Ie suit, du lemme 1, de la proposition 3. 

La condition 1 permet de construire une mesure fl (lemme 6). La con
dition 2 entraine que fl est a densite sur A et que dp = t. En effet si x E A 
on peut construire une suite T.B.R.B.O. U = (un)n4iN telle que, pour h> 0, 
uh(x)0;6U(h+1)(X) (U depend de x). Par consequent limh-.+oo Dp,U(Uh(X») existe 
et comme Dp,U(Uh(X») = (fllrpx,h) on a limh-++oo (fllrpx,h) =Dp,u(x), done fl est 
a densiM sur A. Enfin eomme x ¢ U on a Dp,u(x)=/(x). On peut done 
poser dp=t. 

Les tMoremes 2 et 3 permettent done de deerire assez eompletement 
l'espaee D'(A, K). 

On a la proposition immediate suivante: 

PROPOSITION 7. D'(A, K) est un sous-espaee ferme de ~'(A, K). 

3. EXEMPLE ET APPLICATION 

Nous allons construire une mesure a densiM qui ne soit pas une mesure 
discrete. Soit, dans Zp, les ensembles 

M+= {x E Zp; x=pn, n>O}, M-={x E ZP; X= _pn, n>O} 

et M =M+ u M-. Soit t la fonction valant 1 sur M+, -1 sur M- et 0 
sur Zp-M. Nous allons montrer qu'il existe une mesure a densite 
fl E D' (Zp, Qp) telle que d,. = f. 

Considerons la suite d'entiers N = (2i)UN. Considerons les suites 
0= (C(i)),.N, c(2i)=pt et c(2i+l)=-p', D=(d(i))UN, d(2i) = 1 et 
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d(2i + I} = -1. Soit D(x, l, h} = !t d(i} ou 1< i.;;; 2l et c(i} E B(x, h}. Si 
o ¢= B(x, h}, la suite 1 ~ D(x, l, h} est stationnaire pour l>lo car il n'y a 
qu'un nombre fini de points c(i} dans B(x, h}. En particulier, si x=pn 
ou - pn (n < h) liml~+oo D(x, 1, h} = + 1 ou - I; si, pour tout n> 0, 
v(x+pn}<h et v(x-pn}<h, alors liml~+ooD(x,l,h}=O. Si OEB(x,h}, 
alors, pour tout i tel que 2i > h, tous le8 points c(i} se trouvent dans 
B(x, h} et par consequent D(x, I, h} = O. La condition I du theoreme 3 est 
verifiee, il existe donc une me sure ft E ~'(Zp, Qp) telle que (ftlq;x,k) = 
=liml~+oo D(x, l, h}. Montrons que ft est a den site sur Zp et que dl'=l. 
II suffit donc de montrer que limk~+oo liml--++oo D(x, 1, h}=/(x). Si x=pn 
ou x = _pn alors pour h assez grand on a limk--++oo liml-->-+oo D(x, 1, h} = I 
ou -1 car liml~+OO D(x, l, h)= 1 ou -1. Si x ¢= M et si x*O alors, pour 
h assez grand, vex + pn) < h et vex - pn) < h pour tout n> 0 et par consequent 
limk--++oo liml~+oo D(x, l, h) = O. Si x = 0 alors limk~+oo liml~+oo D(x, l, h} = O. 
On a donc montre que ft E D'(Zp, Qp} et que dl'= I. 

PROPOSITION 8. II existe une mesure ft E D'(Zp, Qp) telle que dl'(x) = 0 
si x E Zp-M, dl'(x) = 1 si x E M+, dl'(x) = -1 si x E M-. En outre (ftlq;x,k) = 0 
si B(x,h}nM=0, (ftlq;x,k) = 1 si B(x,h}nM+*0, (ftlq;x,k)=-1 SI 

B(x, h) n M-* 0, (ftlq;O,k) = o. 
On note J'(Zp, Qp) Ie sous-espace des mesures discretes sur Zp. 

COROLLAIRE. J'(Zp, Qp) i D'(Zp, Qp). 
En effet la mesure ft construite a la proposition 8 appartient a D'(Zp, Qp) 

mais pas a J'(Zp, Qp). Sinon il existerait une suite d'eIements de Zp, (iXt)tlN, 
et une suite bornee d'elements de Qp tendant vers 0, (At}tlN, telles que 
ft = !teN Att5"". Or dl'(x) = 0 si x * iXt et dl'(iXt} = At, par consequent il y 
aurait une infinite d'indices i tels que At = 1 ou - 1, la suite i ~ At ne 
tendrait pas vers o. 

Nous noterons ft la mesure construite a la proposition 8. Nous allons 
montrer que v = ft * ft n'est pas une me sure a densite sur Zp. Plus 
precisement nous allons montrer que v n'a pas de den site en O. Choisissons 
com me suite T.B.R.B.O. la suite des entiers naturels. On a (proposition 1): 
(VIq;O,k) = (ft I q;o , k)(ft Iq;O,k) + !o.;;;n<ph (ftlq;n,k)(ftlq;ph-n,k). Si n * pk, k < h, alors 
(ftlq;n,k) = (ftlq;ph-n,k}=O, si n=q;k, k<h, (ftlq;pk,k) = +1 et si n=ph-pk, 
k < h, (ft I q;ph-pk,k) = (ftlq;_pk,k) = - 1 et en fin (ftlq;o,k) = O. Donc (VIq;O,k) = 2h 
et, comme 2h n'a pas de limite q;-adique lorsque h tend vers plus l'infini, 
v n'est pas a den site au point O. 

THEOREME 4. D'(Zp, Qp) n'est pas une sous-algebre de convolution de 
rc'(Zp, Qp}. 

Ce theoreme repond a une question posee par Y. Amice dans [2]. Par 
contre on montre facilement que, si ft E J'(A, K} et ftl E D'(A, K}, 
ft * ,.,.1 E D'(A, K}. 

GENERALISATIONS. On peut etendre ces resultats au cas des mesures 
sur rc(A, L} ou Lest une extension de K. En effet ~(A, L}=L ® ileA, K) 
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et ~'(A,L)=L0~'(A,K). Soit IlE~'(A,K) et soit i~n(i) une suite 
strictement croissante d'entiers. On dit que Il est it den site faible au point 
x E A pour la suite i n n(i) si la limite suivante existe: limt--++oo (Ill<pz,n(i») = 

=dl'(x), dl'(x) est la densite faible de Il pour la suite i ~ n(i). Les resultats 
precedents se generalisent sans peine pour les mesures it densite faible 
sur A pour la suite i ~ n(i). L'interet des mesures it densite faible provient 
du fait suivant. On peut associer, it un element analytique au sens de 
Krasner sur la boule unite ouverts de Qp, une me sure de ~'(Zp, Op) it 
densite faible sur Z pour la suite h ~ h! (Op est Ie complete de la cloture 
algebrique de Qp). Cette tMorie est develop pee dans [4]. 
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