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Tout mot injectif fini de rz llettres Cc& dans un alphabet tottiiement ordonnC (notamment 
_ toute permutation) a une “signzlure” caract&Me par les II - 1 croissances ( + ) ou 

dkroissances ( - ) successives. Le r&ultat principal est que le nom re de permutations de 
signature don&e dont on peut exaraire un mot don& w ne depend que de la s&ature de w; on 
indique pour ce nombre une methode de calcul g&&alisant I’algorithme de Viennot. 

Any finite injective word of n letters written with a totally ordered alphabet (in particular 
any permutation) has a specific “signature” characterized by the n - 1 successive increases ( + ) 
or decreases ( - ). The main result of the paper is that the number of permutations of given 
signature from which a given word w cam- be extracted depends only on the signature of w; a 
method generalizing Viennot’s algorithm is given for the calcu!ation of this number. 

Une signature (de niveau ra - 1, avec n entier positif) est une suite de n - I 
signes + ou - ; l’ensemble C,_, des signatures de niveau n - 1 a pour cardinal 

n-1 2 . ar definition une signature c (de C,_,) COWIV une signature c’ (de &-2) si 
c’ peut s’obtenir & partir de c par suppression de 1’~ quelc 
raccordement (concat6nation) de ce qui reste apri% cette s 
aussi, de faGon equivalente, que c est cons&pent de c’ ou que c’ est anthkkmt de 
c. 

es. la signature (- - + + -) couvre chacune des trois signatures (- + + -), 
(--+-), (--++1 et n’en couvre aucune autre. ; 

eture transitive de la relation ds couverture 
ble 

r a et 6 Bans 2, on 6crira a < 
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Etant don& un mot y, nous appelons mot extrait de y tout mot x obtenu par 
suppression de certaines des lettres de y (et raccordement de celle 
est ais de s’assurer que si a et b sont les signatures re 
alors a =S b au sens de la relation d’ordre dans C. 

y=421563, b=--++-, 

x=2 15 3, a = -+-. 

e Soit x un mot injectif de signature a, z un rationnel quelconque .ne 
j&rant pm dam x et b une signature couvrant a; alors il existe un mot y et un seul 
de signature b d’ou l’on peut extraire x par suppression de la lettre z. 

sons que b couvre a “par up! signe + ?’ (le cas 00 ce serait 
aiterait de man&e semblable). L’hypothese signifie que le 

passage de a h b se fait en allongeant dune unite une sequence de r signes Y et 
une seule; r peut &re nul, on se contente alors, pour passer de a 2~ b, d’inserer un 
signe + soit entre deux signes -, soit avant un - initial, soit apr&s un - final. 

Les termes de x s’intercalent par hypothese entre les termes de a. 
g&&al, la sequence de r signes + est encaA+e par un signe - B g 
signe - a droite, et l’on peut appeler xi le terme qui suit immediatement le signe 
- de gauche et xi+r le terme qui p&&de immediatement le signe - de droite. La 
suite XiXi+l . . l Xi+r est toujours croissante; elle ne comprend qu’un seul terme si 
r =O. 

n veut former un mot y ii partir de x en ins&ant une nouvelle lettre z donnee 
et cela de fawn que le mot form6 ,y ait pour signature b. Si z 4 xi, cela n’est 

qu’en ins&ant z immediatement avant xi; si z > xi+,, cela n’est 
s&ant z immddiatement apres xi+,; enfin si xi -C z < xi+r, il exist 

uei=Gj~j+l=Si+retquexi~r<x~+I, et il faut inserer 2 entre xi et Xj*l. Le 

ent demeure valable si la sequence de ‘gnes + a raiionger ou B creer 
r de a h b est initiale ou finale ; il su de prendre pour xi le terme 

s la premitre ypotbese ou par xi+r le terme final de x dans la 
e 1 est ainsi de ans tous les cas. III 

co, et une suite croissante 

res c,__~c~-~. . . co 
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t=2: x=4 1 5, 21=2, 22 = 3, 
co= -+, Cl = -++, C*= -+-+, 

415 3 4125 =$ 41325. 

Pami ks permutations de 
dont on pegi extraire un mot dorm? x, de 
de a ci b dam C (et ne dtf’pend par conskquent que de la signature de x). 

n suppose que 6 E Xn_1 et qu’il y ait t lettres de [I, F,] qui ne 
; soient zlz2. . . zf ces lettres 

lors, en vertu du Theo&me 2, 
~~mspond une permutation et une seule de signature b et reciproquement; il y a 
done autant de permutations de signature b qui repondent 5 la question que de 
chemins de Q B b dans X. II 

. (n = 5) I1 y a 4 chemins de - + 5 -+ -+, qui passent respectivement 
par -++, -+--, -- + 9 + - +. 4 1 5 et 5 3 4 sont deux exemples de mots de 
signature - + (I Sur les 16 permutations de signature - + - +, il y en a 4 d’oh I’on 
peut extraire 4 1 5 et 4 dont on peut extraire 5 3 4; Se \?Aeau ci-dessous les 
donne en regard des chemins correspondants: 

Chemins 415 534 

-++ 41325 51324 
-+- 41523 53412 
--+ 42315 52314 
+-+ 32415 21534 

ans ce qui suit on appellera f(a, b) le nombre de chemins de a & b dans C. 
b) n’est autre que le nombre total de permutations de signature b, no 

dont on sait qu’il 
rkapitulation de ces 

c&e &EErewts pro&Z 
pro&d& existe en [2]. 

de calcul (cf. [lt 3-71); une 
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P signes + suivis d’un signe - 5 2 commencera par m - r, m - r + I, . . . , m ; etc. 
E’xemple: 

a==++---+-- (_F?-7) 3 2=5 6 7 4 2 3 1. 

QIII app&ra f;;+z, Rb 14: nombre de pe utations x de signature b qui 
commences: par i (x1 = i) et d’ou I’on pedt ire ce z particulier . 

Les notations +/I et -c vont & soi; elles nent, si @ E ZV-l, des signatures 
appartenant B XV. On notera d’autre pa 
du premier signe de cu; cat LZ’~-~~, a* 
dgalement . 

Supposons i 6 cc. La seule valeur possible pour x1 est alors le premier terme 
p--pdez;onadonc 

Si i = j.4 - p, on s’assure aisement que 

fib +B) = C fib*, B) et fib -Blr = C &(a*, /Q (1) 
jZ=i jci 

ais i peut aussi Ctre 3 p + 1; dans ce cas on a les egalites encore plus simples 

fi = k5 +B) = c fib B) et fdw -lv = c I@5 lo 
j*i j-4 

On peut alors, pour calculer f(a, b), calculer de proche en proche les fi(ou, Ig) 
pour tous les couples de signatures (a, /3) tels que l’on ait les concatenations 
a = cy’a et 6 = /V/3, en commengant par le cas trivial oh /3 est form6 de signes 
identiques (tous + ou tous - ). 

a=+-+ 

b= ++-+--++-I=- 

( rre = 4), 

(n = IO). 

s colonnes du ableau 1 de droite B gauche; cases encadrees 
(1); la ligne en zigzag &pare les cas i =S cd et i > j..4 + 1. 

roite, on retrouve 
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