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INTRODUCTION

Le corps de base est R, le corps des nombres réels. Soient n, p, g des
entiers. On note O(2p, 2g) ou O(%) le groupe orthogonal relatif a une
forme de signature 2p, 2q sur un espace vectoriel, noté %, et Sp(2n) ou
Sp(Z) le groupe des automorphismes respectant une forme symplectique
sur un espace vectoriel de dimension 2n, noté &. Ce couple (Sp(¥, O(%¥))
est une paire réductive duale au sens de Howe (cf. [H,1) ie. Z Q% est
naturellement un espace vectoriel muni d’une forme symplectique dont on
note Sp(Z ® #) le groupe des automorphismes; Sp(%) et O(%) s’identifient
naturellement a des sous-groupes de Sp(Z ® #) et sont dans ce groupe leur
commutant mutuel. On fixe un caractére unitaire de R, noté y (par exemple
x(x)=e*™ pour xeR) et on note ¥’ l'unique (& isomorphisme prés)
représentation irréductible du groupe d’Heisenberg canoniquement associé
a Tespace symplectique ¥ ® %, qui a pour restriction au centre de ce
groupe d’Heisenberg le caractére y. Alors %’ devient naturellement une
représentation projective de Sp(Z ® %) et donc une représentation, notée
w, d’une extension (non scindée) de Sp(Z ® #) par C*, notée SP(T @ ¥).
Comme % est de dimension paire, Sp(Z) et O(%) se relévent dans
SpTRW ) (de fagon umique) et l'on peut donc restreindre w a
Sp(Z)x O(%). Notons % un compact maximal de Sp(X @ ¥) et # son
image réciproque dans Sp(Z ® ¥); Alors 4% est scindé, ie. isomorphe &
C*x %, w |« est Popération par homothétie évidente et 'on note & 'en-
semble des éléments de ¥’ qui sont finis sous I'action de %. On note
K~Un) et K'~O0(2p)x0(2q) des compacts maximaux de Sp(Z) et
O(%) respectivement, sp(2n) et o(2p, 2¢q) les algébres de Lie de Sp(%) et
O(%). La restriction de w a ., permet de définir un (sp(2n) x o(2p, 2¢) x
K x K’)-module, noté encore (<, w). On note Hchg, et Hch, 'ensemble des
classes d’isomorphismes de modules de Harish-Chandra pour Sp(%Z') et
O(%) (on fera l'abus consistant a identifier les €léments de Hchg, et Heh, a
des modules de Harish-Chandra). Howe a énoncé puis démontré {cf. {H,])
le résultat suivant: soit & I'ensemble des quotients irréductibles de (&, w)
(€ est formé d’¢léments du type ¥” ® #” ou ¥ € Hchs, et W e Hch,) et soit
"€ Hchg, (resp. W € Hch,) alors il existe au plus un élément, noté #”
(resp. ¥7) de Hch, (tesp. Hchg,) tel que ¥ ® # € &. En d’autres termes &
est le graphe d’une bijection, notée @, , . (ou plus simplement & si n, p, ¢
sont fixés) d’un sous-ensemble de Hchg, avec un sous-ensemble de Hch,,.
(Le résultat de Howe est plus général que celui que nous venons d’énoncer,
puisqu’il s’applique a n’importe quelle paire réductive).

Grice aux travaux de [K-V7], on a une description explicite de cette
bijection si pg =0 (i.e, O(%) est compact) et par des travaux antérieurs a
ceux de Howe dus 4 [R-S7, si n= 1. Dans le cas général, on ne dispose que
de résultats partiels comme ceux de [A]. Ce que jaurais voulu faire est de
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décrire cette bijection 4 I'aide des paramétres de Vogan-Langlands ce qui
aurait permis de vérifier quelles propriétés de fonctorialité posséde cette
bijection. {Récemment Cognet, [Co], a utilisé la représentation métaplecti-
que pour retrouver le changement de base pour GL(2, R) et GL(2, C)).
Récemment, Adams a énoncé une conjecture [A,] concernant les proprié-
tés de fonctorialité de la correspondance de Howe. On peut énoncer sa
conjecture en deux temps:

(1) la correspondance de Howe respecte les paquets d’Arthur,
(2) une description de la correspondance entre paquets d’Arthur.

Si n2p+g, le point (2) devrait étre conséquence de ce travail. Toutefois,
'objectif que je m’étais fixé, semble difficile 4 atteindre, entre autre pour des
raisons illustrées par I'exemple suivant:

Soit ze Z; K= U(n) admet comme caractere ’application y +— (det y)?, ce
caractére est donc un K-type, noté det®. On vérifie facilement que I'ensem-
ble des éléments de Hchg, pour lesquels det” est un K-type est en bijection
avec I'ensemble des caractéres infinitésimaux du groupe symplectique; mais
bien que det’ intervienne nécessairement avec multiplicité < 1, il n’a aucune
raison (si |z] > 1) d’étre, pour ces modules de Harish-Chandra, un K-type
minimal. Les paramétrisations de Vogan, de ces ¢léments de Hchs,, est
difficile (pour moi) & obtenir. Or si z=p —gq et si n est petit par rapport a
p + g, tout élément de ce type, noté ¥, est dans le domaine de définition de
@, ayant pour image une représentation sphérique. Ainsi @(7v") est déter-
miné par son caractére infinitésimal qui se déduit simplement de celui de
7. La correspondance de Howe est donc décrite, pour ces ¢léments en
termes simples mais la correspondance entre les paramétres de Langlands-
Vogan, elle, est compliquée: ¥° peut €tre aussi bien une série discréte
qu’une représentation de dimension finie.

Toutefois on peut décrire et c’est 'un des résultats de ce travail, un large
sous-ensemble de & qui décrit la totalité de &€ si n=p+q ou p+g—1.
Dans ce sous-ensemble la correspondance entre K-types minimaux et
K'-types minimaux ne dépend pas des paramétres continus et est trés
simple. Un résultat précis est décrit dans II1.13 et IV.3. Pour cela, on utilise
la notion de degré pour les représentations irréductibles de K et X’
introduite par Howe dans sa démonstration [H,] (dans un modéle de
Fock, c'est le plus petit degré (au sens des polynémes) dans lequel la
représentation intervient). Ainsi tout élément, noté ¥°, de Hchg, ou noté
W, de Hch, admet des K ou K'-types de degré minimal et pour prouver sa
conjecture, Howe a démontré que si ¥ @ # €&, les K-types de degré
minimal de ¥~ sont en bijection avec les K'-types de degré minimal de #
grice aux harmoniques et montré que I'action des commutants de K et X’
dans les algébres enveloppantes de Sp(2n) et O(2p, 2g9) respectivement sur
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les K et K'-types de degré minimal sont trés liées. D’ou I'intérét de savoir
quand lintersection de 'ensemble des K ou K'-types de degré minimal avec
Fensemble des K ou K’-types minimaux est non vide.

On démontre que cette intersection est non vide pour
¥ € Hchg, si ¥ appartient au domaine de définition de @
et si n= p+q (mais @¢(¥") n’a aucune raison, sans condi-
tions sur le paramétre continu de ¥", d’avoir la méme pro-
pricte. Et Pon a évidemment un résultat symétrique pour
les éléments de Hch, sin<p+gq. (1)

Une des conséquences de ce résultat est que la correspondance de Howe est
connue dés quelle connue, en termes de paramétrisation de Vogan-
Langlands, quand n et p+ ¢ sont trés différents 'un par rapport & lautre
(cf. TV.4, 5 et 6).

En fait on peut améliorer un peu (1); rappelons que la paramétrisation
de Vogan-Langlands d’'un module de Harisch-Chandra, noté Z, est essen-
tiellement déterminée par 2 parameétres, 'un discret (donnant en gros un
K-type minimal) l'autre continu (donnant en gros I'action du commutant
de K dans algébre enveloppante sur ce K-type minimal qui intervient avec
multiplicité 1). Dans ce travail, on montre que des conditions simples sur le
paramétre discret permettent d’assurer 4 priori qu'il existe un K-type mini-
mal qui est aussi de degré minimal; ce sont les conditions (1) (ou (})) et
(t) de IL.1. La condition (}) dépend du groupe orthogonal (ce qui est assez
naturel) et je n’en connais pas d'interprétation simple. Comme il n'y a
qu’un seul groupe symplectique, la condition (1) est plus simple: la pro-
priété importante est la suivante. Soit #” un module de Harisch-Chandra
irréductible pour O(2p, 2¢g). On suppose d’abord que #" est isomorphe a
W ®signe(det), alors #” vérifie ()’. Supposons, maintenant que #” ne soit
pas isomorphe & #  ® signe(det), alors soit #~ soit # @ signe{det) vérific
(1), éventuellement les deux, d’ailleurs. D’autre part la représentation tri-
viale vérifie (1)’ alors que la représentation signe(det) ne vérifie pas (1)".
On vérifie dans ce travail que si # € Hch,, est quotient de la représentation
métaplectique, alors si #” ne vérifie pas (1), # ® signe(det), qui vérifie
(), d’apreés ce qui précéde, est aussi quotient de la représentation méta-
plectique.

Soit ¥" € Hchg, et supposons que n < p + ¢; dans les parties 1I et 111, on
montre que si ¥ satisfait () alors ¥~ est dans le domaine de définition de
@ et @(¥") satisfait (1)’ plus une condition simple, notée (*) en IIL1, qui
porte sur le paramétre continu de @(¥"). On calcule &(¥") en IIL.13. De
plus tous les éiéments de Hch, qui vérifient (1)’ et (*)’ sont obtenus de
cette fagon. On a évidemment des résultats symétriques si n= p+gq. Au
début de la partie IV, par un calcul de R-groupes, on montre que si
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n=p+qoup+q—1etsi ¥ eHchg, est un quotient de la représentation
métaplectique alors ¥~ vérifie (1), ce qui avec les résultats précédents régle
complétement ces cas.

Dans la partie IV, on utilise (1) et les méthodes de la partie III qui con-
sistent en I'adjonction et la soustraction de plans hyperboliques (suivant en
cela [K]) pour obtenir le calcul de la correspondance de Howe dans d’au-
tres cas. On retrouve et généralise un peu les résultats de [A], i.e., le calcul
de &(¥") quand ¥ est une série discréte de Sp(2n) soumise a des condi-
tions telles que son K-type minimal soit aussi de degré minimal (cf. IV.7).
Puis en IV.8, on donne des résultats analogues pour calculer 'image (réci-
proque) par la correspondance de Howe des séries discrétes de O(2p, 2g)
qui ne vérifient pas (1), dans ce cas le K'-type minimal est aussi de degré
minimal. A la fin je propose quelques conjectures assez techniques essen-
tiellement dans le cas ol #> p + ¢, cas qui me parait plus simple parce que
Pon peut deviner quels devraient étre les K'-types de degré minimal pour
les éléments de Hch,, alors qu’il n’en est pas de méme pour les éléments de
Hchg,. Dans le cas ou n < p + g, il me semble que ce qui serait possible de
faire serait de déterminer quels éléments de Hch, sont dans Vimage (réci-
proque) de la correspondence de Howe, notée ¥, , , ou plus simplement
Y. 1Is vérifient tous (1), ayant donc un K’-type minimal qui est aussi de
degré minimal, et on peut faire des conjectures sur cet ensemble trop tech-
niques pour que je les écrive. Puis, soit # € Hch, un tel élément et W un
de ses K’-types minimaux qui soit de degré minimal, on pourrait détermi-
ner une induite pour Sp(2n) contenant, comme sous-quotient P(#7), et
admettant 'image réciproque de W dans la correspondance obtenue grice
aux harmoniques (cf. 1.4) comme K-type avec multiplicité 1; ¥(#") serait
alors 'unique sous-quotient de cette induite contenant ce K-type. Clest ce
qui se passe dans I’exemple donné au début de cette introduction. Dans
cette optique, comme me le signale Adams, il serait préférable d’utiliser
systématiquement les foncteurs A4 (4). En effet, identifier une représentation
comme étant un A (1) ne nécessite pas nécessairement de connaitre un
K-type minimal et le paramétre continu. On ne peut toutefois pas éviter les
difficultés majeures: il n’existe pas & ma connaissance, de conjectures sim-
ples permettant de décrire le domaine de définition de la correspondance de
Howe. Si deux modules de Harish-Chandra sont L-indistinguable au sens
de Langlands ou de Arthur et si 'un intervient comme quotient de la repré-
sentation métaplectique en général l'autre lui n’intervient pas comme
quotient.

Je tiens & remercier trés vivement A. Bouaziz et J. L. Waldspurger qui
m'ont tous deux donné des indications trés précieuses au cours de ce
travail.

Ce travail est trés technique et pour essayer de le rendre, quand méme,
lisible, je I'ai découpé en paragraphes et dans la mesure du possible, j'ai
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évité d’employer sans réferences (au reste du papier) des notations qui
n'avaient pas été définies dans un paragraphe ou le nom de la notation
intervient dans le titre du paragraphe.

I. HARMONIQUES ET CARACTERES INFINITESEMAUX

I.1. On garde les notations de l'introduction et on en introduit quelques
autres. On fixe un caractére de R, le caractére t— e~ 7?'. Dans [H,] et
[H,], un rdle important est joué¢ par l'espace des harmoniques dans un
modéle de Fock, noté 2, de &, la représentation métaplectique. Par défini-
tion H(K) (resp. H(K')) I'espace des harmoniques pour K(resp. K') est
I'ensemble des éléments de & annulés par les dérivations incluses dans le
commutant de K (resp. K’) dans l'algébre de Lie de Sp(Z ® #). On pose
H(K,K'):= H(K)n H(K’} et Howe a prouvé que H(K, K') est une repré-
sentation de K x K’ sans muliplicité avec les propriétés suivantes: (cf. [H,,
lemme 3.3])

HK K)~ @ V,QW,

(o,7)€ &

ou &° est un sous-ensemble de K~ x K"~ tel que pour ¢ K" il existe au
plus une classe de représentation irréductible, notée 1, de K’ telle que
(ox1)eé° et vice et versa. Ainsi £ est le graphe d’une bijection, noté
&;, ,, ou plus simplement &°, d’'un sous ensemble de K~ sur un sous-
ensemble de K’. On note ¥; , , ou plus simplement ¥, 'application reci-
proque de &°.

Donnons une réalisation concréte de 2, un modéle de Fock de &: soit X
une polarisation complexe négative pour & (i.e., X est un sous-espace de
& ®5 C sur lequel la forme hermitienne (x, y)+— 1// —1<{x, y) est définie
négative). Soit % = E@® F une décomposition orthogonale de # telle que la
restriction de la forme orthogonale a E (resp. F) soit définie positive (resp.
négative). On suppose que K est un sous-groupe de GL(X), ie,
K. ~GL{X) et que K’ coincide avec O{E)x O(F). Alors # se réalise dans
algébre des polyndmes sur X*®@ E@ X ® F; K agit sur # par le produit
tensoriel de l'action naturelle avec le caractére (det)” ~ 4 et X' agit naturelle-
ment sur 2. On vérifie aussi trés facilement que H(K') est e produit tenso-
riel de I'espace des harmoniques pour O(E) dans la paire Sp(Z') x O(E) par
I'espace des harmoniques pour O(F) dans la paire Sp(%Z) x O(F) et son
calcul a donc été fait dans [K-V, 11.6.6 et 11.6.13]. Quant a H(K’), il est
calculé dans [K-V, II1.6.37], ou il semble manquer le produit tensoriel
par (det)? ~¢ (mais il est peut-€tre inclus dans les définitions). Il n’est donc
pas difficile d’en déduire H(K, K') ou plutét & qui nous intéresse, mais
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auparavant fixons les notations permettant de paramétriser les représen-
tations de dimension finie des groupes unitaires et orthogonaux.

I2. Grice au résultat de Cartan-Weyl, reporté par exemple en
[V3, 4.5], on sait que pour tout groupe réductif compact, noté ¢, I'ensem-
ble de ses représentations irréductibles est classifié par I'ensemble des repré-
sentations irréductibles d’un de ses sous-groupes de Cartan, noté T (ie. T
est le normalisateur d’'une sous-algébre de Borel, notée b, de l'algébre de
Lie complexifiée de o¢") dont les différentielles sont des représentations de
Lie T somme de caractéres appartenant a la chambre de Weyl positive
définie par b. Ainsi les représentations irréductibles de dimension finie de
U(n) sont donc paramétrisées par les suites de » entiers relatifs (4, ..., 4,),
oulonai, = - =4,

Un sous-groupe de Cartan, noté¢ T, de O(2p) est (cf. [V;, 5.16]) isomor-
phe au produit semi-direct de sa composante neutre, un produit de p copies
de SO(2) par le groupe a 2 ¢léments (1, g) ou 1 est 'unité et ¢ agit triviale-
ment sur les (p— 1)-premiers SO(2) et par inversion sur le dernier. Les
représentations irréductibles de T sont donc de 2 natures:

(a) les représentations de dimension 2 somme directe de deux
représentations de 7° (la composante neutre) correspondant au caractére
(15 s 4p) OU 4> .- 24,>0 et au caractére (4,,..,—4,) (4,€N, pour
1<i<p).

(b} les représentations de dimension 1 dont la restriction a 7°° est le
caractére (4y, .., 4,) ou 4; > --- =>4, =0 sur lesquels o agit soit par 'homo-
thétie +1 soit par Yhomothétie — 1. Pour distinguer ces représentations, on
les note (4, .., 4,), et (4;,..,4,) .

Pour unifier les notations, les représentations du cas (a) sont notées
(415 s 4,) + ; rappelons quici 4, #0, ce qui les distinguent du cas (b).

1.3. Degré des K et K’ représentations irréductibles. Suivant Howe, on
définit le degré d’une représentation irréductible, notée ¥ de K ou K,
comme €tant le plus petit degré, au sens usuel du degré d’'un polynome,
dans lequel V apparait dans le modéle de Fock {cf. I.1) ou —co si V' n'y
apparait pas; cela a un sens puisque I'action de K et K’ est homogéne. On
note d°V ce degré. Soit V une représentation irréductible de K; alors Howe
a démontré que si V apparait dans le modéle de Fock, V apparait dans
H(K) et 1a composante isotypique de H(K) de type V est I'intersection de la
composante isotypique du modéle de Fock, 2, de type V avec I'espace
vectoriel formé des polynomes de degré inférieur ou égal & d°V (cf. [H,,
3.9(b) et 3.10(b)]). On a évidemment un résultat analogue pour H(K’). On
calcule ces degrés a I'aide de [K-V] et les références de 1.1.
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LEMME. (i) soit Ve (4, .., A,) (¢f. 1.2) une représentation irréductible
de K=U(n). On pose k=sup{i| i, +q—p>0} et v=sup{i|A,_, o+
g—p<0}. Alors, on a:

» V apparait dans le modéle de Fock si et seulement si k<2p et
v<2q.

» si V apparait dans le modéle de Fock, on a:

V=Y |i+q—pl

(ii) Soit We ((Ay, o Ap)es (B15 s 1g),) 01 & = 1, une représenta-
tion irréductible de O(2p) x 0(2g) =K’ (cf. 1.2). On pose k =sup{1<i<p|
4;>0} et v=sup{1<i<q|u;>0}. Alors on a:

o W apparait dans le modéle de Fock si et seulement si
(1-¢e)p—k)+k<net (1—n)g—v)+v<n
» si W apparait dans le modeéle de Fock, on a:

dWw=Y L+(—ep-k+ Y m+({l-nlg—0)

Igigp I<j<gq

L4. Correspondance entre K et K'-types déterminée par les harmoniques.

CoRrOLAIRE (Notations de 1.3). La représentation V.« (A, .., 4,) de K
apparait dans H(K, K') si et seulement si I'on a:

k<pouk>pmais Ay, ,,,= - =A,=1+p—q 0

v<qouv>q mais A, ,,,,= =4, ,,.1=—-1+p—gq.

Si V apparait dans H(K, K') la représentation &°(V) de K' qui lui corres-
pond a pour paramétrisation:

(Ai+q—p, s A +4~p,0,., 0);
(—(4,+q-p) ... —(4,_y s +q—p)0, .., 0),,
oul'on a:
k'=k e=+1sik<pouk'=2p—k,e=—-1sik>p
et

vV=o,9=+1lsivSqouv'=2g—v,n'=—1siv>q.
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En inversant les réles, la représentation W <> (4, .., 4,).; (i1, ..., #y), de K’
apparait dans H(K; K') si et seulement si l'on a:

k+(1—¢e)(p—k)+v+(1—n)g—r)<n

Si W apparait dans H(K, K') la représentation, W*(W), de K qui lui corre-
spond est paramétrisée par:

('11’ wees A'In 17 viry 1’ 09 eeey 09 _17 eery —19 —Hys s _ﬂ1)+p—q

(L—e)p—k) (1-n)g—v)

(ot +p—q est det? ~9). (2)

Remarquons que le modéle de Fock précisé en 1.1 pour la paire Sp(2n),
O(2p, 2q) est aussi un modéle de Fock pour la paire non irréductible
(Sp(2n), O(2p))x (Sp(2n), O(2q)) et pour la paire (U(n), U(2p, 2g)). Sup-
posons que (1) soit satisfait. Alors [K-V, IL6.11] donne un vecteur de plus
haut poids d’'une représentation isomorphe a V et se trouvant dans H(K) et
en [K-V, I16.1] ils ent montré que ce vecteur de plus haut poids se trouve
aussi dans H(K'). D’ou la suffisance de (1) et le calcul de @°(V) est immé-
diat. On vérifie de méme que (2) est suffisant et on calcule aisement ¥*(W).
Il reste 4 démontrer soit que (1) soit que (2) est nécessaire. On va le
prouver pour (2), les notations étant plus simples. Supposons donc que
I'on a:

s k+tv+(I—e)p—k)+(1—n)g—0v)>n,
« W apparait dans H(K, K;)’

et obtenons une contradiction.

Comme W apparait dans H(K, K'), cette représentation apparait dans
H(K') et d’aprés [K-V, 11.6.13] on sait que la composante isotypique de
type W dans H(K') est isomorphe & (V,x V,)® W, ou ¥ et ¥, sont les
représentations irréductibles de X parameétrisées respectivement par:

Voo (s Ao 1y s 1,0, 0y 0) 4 p
(I—e)p—k)
V2 «> (0) ey 0, —'1, veey _19 “Hys s _#1) —4q.

(1 —n)g—v)

Pour obtenir une contradiction il suffit de prouver que toute sous
K-représentation irréductible de ¥, x V', a un degré strictement inférieur a
celui de W. Puisque det” 7 sort naturellement, il suffit de vérifier Fassertion
suivante:

soient V|« (A}, .., A,) et V5o (M|, .., M) des représentations irréduc-
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tibles de X et V'« (A4, .., 4,) une sous-K-représentation irréductible de
Vi® V,;. Alors on a:

Yol Y 4]+ M.

I<ign 1<ign
Car si 'on fait A/=2;, 1<i<k, A]=1, k<i<k+(1—¢)(p—k), A]=0,
i>k+(l—elp—kletM,_ . = —u,1<i<o, M) _,, = -1, v<i<v+

(I—npWg—v)et M,_,.,=0, i>v+(l—n)g—0v), on a, avec les hypo-
théses:

Y MiEMi< ¥ AL+ Y mt(—e)p—k)

lsisn 1gigk I1<igv

+(L=n)g—v)=d°W.

Prouvons I'assertion: on sait qu’il existe un poids, noté (v,, .., v,) de ¥} tel
que 'on ait (cf. par exemple, [V,, 3.2.12]):

(A], vy A”)::(Ai'f‘vl, ey A,"+Vn).

Draprés le théoréme de Kostant reporté en [B, exercise 1 du § 7], on sait
que (v,, .., v,) appartient a 'enveloppe convexe définie par les conjugués de
(M7, ..., M,) sous laction du groupe de Weyl & de K, ici le groupe des
permutations a n lettres. Ainsi il existe un ensemble (a,), indexé par les
éléments de &, formé de nombres réels compris entre 0 et 1 (au sens large)
tels que 'on ait: 3, g a,=1 et pour tout 1<i<n, v,=3,a,M,,;. Dou
évidemment:

= X

Y A=Y |4i+ ¥ a M,

Z a.(A4; + M;(i))‘

Igign 1<ign cedS 1<igsn loe@
< z Z a, |A;+ M, = Z ao’( z [A£+M:x(i)l)‘
I<i<snoced ce® 1<ign

Vérifons que I'on a, pour tout g€ S:

Y A+ Ml< Y 4+ M),

1gign Igign

ce qui suffit bien évidemment. Or on a:

Y Ai+My,— Y A+ M,

ilA;+ My, >0 QA+ My <0

= Y Al+My,-2 S A+ Mo,

I<i<a iAj+ My, <0



CORRESPONDANCE DE HOWE 11

]

YOoAAM-2 Y A+ My,

l<isn ilA]+ My <0
= Y +M]
1<i<n
+2< Z (A;+M/[)— Z (A,f+M,',(,-))>.
ilA]+ M <0 QA+ M, ;<0

Soit ¢ =inf{i| 4]+ M/ <0} et J I'ensemble des i tels que A;+ M, <O0.
On note s le cardinal de J. En utilisant le fait que A"+ M’, 4’, M’ sont
dominants, on a:

Y A+Mi= ¥ A+M,
iza ilAj+M[<0

oAz Y A

ie i>n—s

Y M= Y M.

iely i>n—s
D’ou:

Y A+ M — Y (A7 + M)
HAT+ M <0 A7+ My <0

<Y Aj+Mi—- Y A+ M|

iza i>n—s

= )y Aj+M siag<n—s,

agigsn—ys
=0 stao=n—s+1,

= - Z A+ M| sta>n—s+1.

n—s<i<a

Par définition de a, c’est toujours <0. D’ou évidemment le résultat cherche
qui termine la démonstration du coroilaire.

1.5. L’assertion sur le degré d’une sous représentation irréducible de
K =U(n) incluse dans un produit tensoriel démontrée dans la preuve de
1.4, nous reservira dans la suite et on utilisera aussi la remarque suivante
du méme type:

Remarque. Soient A2 --- 2 1,, une suite d'entiers relatifs et
(A1, s A3p) <> W' la représentation irréductible de U(2p) lui correspondant.
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Soit W une sous-O(2p)-représentation incluse dans W' paramétrée par
(A1, 4},), alors on a, pour tout 1 < j<p:

Y A< Y (=g i)

I<i<y 1<i<y

On utilise simplement le fait que (4}, ..., A,) paramétrise un caractére de 7°
(la composante neutre d’un sous-groupe de Cartan de O(2p)) qui est la
restriction d’un caractére d’un sous-groupe de Cartan de O(2p) contenant
T° et intervenant comme “poids” dans W".

1.6. On utilisera plusieurs fois la remarque technique suivante:

Remarque. Soient ¥" € Hchg, et W e Hchy,. On suppose que ¥" ® W~ est
un quotient de la représentation métaplectique. Soient V(A [, .., A,) un
K-type de V" et W (1y, .., ,)55 (fy, s By); un K'-type de W' Alors W
contient un K'-type, noté W' (Ay, .., A,).; (i}, - ly), ou les A' (resp.
les u') vérifient les inégalités de 1.5 quand on fait, pour 1<j<2p (resp.
1<j<2q), A,=sup(4;+q—p,0), on a nécessairement sup{j| 4;+q—
p>0}<2p, (resp. 4= —sup(4, ,;,,+q—p,0), on a nécessairement
sup{j| A,_;,1+g—p<0}<2q). De méme ¥ contient un K-type, noté
Ve (A, ., A)+p—q, qui vérifie les inégalités suivantes, pour tout
1<j<n: 17 <4< o l'on a posé:

k=sup{j|4,>0}, L=1 sij<k
-1 sik<j<k+(1=8){p—k)
=0 sij>k+(1+&)(p—k),
v=sup{j|u,>0}, [@=0 sij<n—(v+(1-7)(g—v)),
- —1 sin—(v+(1-7)(g—v))

<jg<n—v+l1,
=—ﬂn—v+l sij>n—v+1.

On remarque que lon a nécessairement: k+ (1 —E)p—k)<n et
v+ (1—9)(g—-v)<n

[H,, 4.1(b)] montre que #  contient une sous-représentation irréductible
pour X' incluse dans la composante isotypique de type ¥, pour K, des har-
moniques H(K), notée H(K),. On sait, grice 4 [K-V] que H(K), sous
Paction de U(2p)x U(2q) est irréductible et connue (cf. I.1). On applique
alors .5 pour trouver W’. On vérifie de méme que ¥~ contient un K-type,
noté V', inclus dans un certain produit tensoriel déja utilisé dans la preuve
de L4. On obtient les inégalités < comme dans la preuve de 14 et les
inégalités > en échangeant les réles de V| et V, (cf. 1.4).
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L.7. Caractéres infinitésimaux. On note ici Z(g)® et Z(g')¢ le com-
mutant de Sp(%') et O(%) dans leur algébre enveloppante (Z(g)€ est le cen-
tre de l'algébre enveloppante et Z(g')® est une algébre de polynomes de
codimension finie dans le centre de I'algébre enveloppante de O(%)). On
(ie. les physiciens) connait des générateurs simples de ces algébres et on
vérifie sur les formules dans un modéle de Schrddinger que les images de
Z(g)° et Z(g')¢ par la représentation métaplectique coincident. Une telle
¢galité est signalée a la fin de [H;]. On a besoin d’'un résultat plus
explicite. Rappelons que Z(g)® (resp. Z(g)°) s’identific par un
homorphisme du a Harisch-Chandra, noté ¢, (resp. ¢,) aux fonctions
polynomiales sur C” (resp. C**9) invariantes par permutations et
changement de signes. On a alors le lemme suivant:

LEMME. Si n<p+gq, Z(g)° agit injectivement dans la représentation
métaplectique et I’homorphisme surjectif, noté w, de Z(g')¢ sur Z(g)°, coin-
cidant avec la restriction de la représentation métaplectique & Z(g'), vérifie:

VZ' € Z(g) , V(v s s v} €C",  {@o(2'), (Vi e Vs P+ q—1—1, .., 1,0)D
=@ sp(3(2')), (Vi ey V). (1)

On a un résultat symétrique sin<p+gq, ie. w: Z(g)¢ - Z(g')¢ vérifiant:

Vze Z(g)%, Y(vy, ..., Vor g ECPTY, Lpgy(2), (Vi s Vs s n— (p+ ), s 1))
= <(00(CL)(Z)), (vl’ Rt vp+q)>' (2)

Il y a de nombreuses fagons de vérifier ce lemme: en tenant compte de ce
qui le précéde, il suffit par exemple de construire a priori {(comme cela est
fait en I11.8 en prenant X = Y =0 et pour =, et n, des caractéres) suffisam-
ment de quotient irréductibles de la représentation métaplectique, dont on
connait les caractéres infinitésimaux. Une autre fagon, consiste i se
ramener formellement au cas ou O(%) est compact (en faisant quelques
changement de variables dans les formules de la représentation dans un
modéle de Schrédinger).

1.8. Quotient de la représentation métaplectique restreinte G un membre
de la paire réductive duale.

COROLLAIRE. Soit ¥ € Hchg, (resp. W € Hchp). On suppose que ¥~
(resp. W) est un quotient de la représentation métaplectique restreinte a
Sp(Z') (resp. O(%)). Alors ¥ (resp. W) appartient au domaine de définition
de la correspondance de Howe (resp. a son image).

La démonstration copie [W]. On pose Z =Hom(%, ¥"), homorphismes
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“Sp(Z')” équivariants (ou & est la représentation métaplectique). On note
Z' le dual algebrique de Z. Il est clair que Z et donc Z’ a une action de
Lie O(#)x K’ et on note Z* le sous-ensemble de Z’ formé des éléments
K'-finis. Vérifions que Z* est un module de Harish-Chandra (de longueur
finie) pour O(%). Soit © un élément de K’ ~. On note Z, (resp. Z*) la com-
posante isotypique de Z (resp. Z*) de type t; montrons que Z, est de
dimension finie ce qui entrainera qu’il en est de méme de Z*. On note £ la
composante isotypique de # (le modéle de Fock) de type 7. On a (cf. [H,,
3.10(b)]): 2 =U(sp(2n)) H(K'), (ou sp(2n)=Lie Sp(Z) et U() est
'algébre enveloppante). Rappelons que t est isomorphe 4 sa contra-
grédiente. On a des inclusions immédiates:

Z‘t‘ S Homsp(2n)x K(Qz’ V) S HomK(H(K,)r& A’/)'

D’aprés [H,, 3.9(d)], H(K'), est un espace vectoriel de dimension finie
donc ne faisant intervenir qu’un nombre fini de représentation de K.
Comme 7~ est admissible, Hom (H(KX"),, ¥") est de dimension finie. D’ou
l'assertion cherchée: dim Z_ < oo et dim Z* < oo. Grice a 1.7, on sait, en
outre, que le centre de I'algébre enveloppante associée 3 O(%) agit dans Z
{donc dans Z*) avec un noyau de codimension finie. 1! résulte de ces deux
propriétés que Z* est admissible de longueur finie.

11 reste a vérifier que application naturelle de Zx% sur ¥~ donne lieu a
un morphisme non nul de la représentation métaplectique (&% ou #) dans
¥ ® Z* entrelagant toutes les actions. Or on a un morphisme non nul:

x: P - Homc(Z, v7),
et avec T comme plus haut:
W(P)cZ¥XRY .

D’ot « se factorise par 'inclusion de Z* ® ¥~ dans Hom(Z, ¥7) ce qui est
le résultat cherché.

1.9. Adjonction de plans hyperboliques.

LEMME. Soient zeN, ¥ eHchs,, # €Hch,. On suppose que
¥ (resp. W) appartient au domaine de définition (resp. a [image) de la
correspondance de Howe, notée comme dans lintroduction, @ alors il en
est de méme pour @, ., ., (resp. P, , ).

n.p.q>

Ce lemme est “bien connu”. Vérifions I'assertion concernant ¥". Soit Z*
et Z~ des espaces vectoriels de dimension z munis d’une forme quadratique
symétrique définie positive et négative respectivement. La représentation
métaplectique pour la paire (Sp(Z), O(¥ @ Z+ ® Z 7)) restreinte & Sp(%)
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est le produit tensoriel des représentations métaplectiques pour les paires
(Sp(Z), O(¥)) et (Sp(X),0(Z* +Z7)) restreint & la diagonale de
Sp(X) x Sp(¥). Grace a L8, il suffit de vérifier que la représentation triviale
de Sp(¥) intervient comme quotient de la représentation métaplectique
pour la paire (Sp(%Z), O(Z* @ Z7)) i.e., une paire ou le groupe orthogonal
est déployé. C’est immeédiat puisque cette représentation a un modéle dans
I'espace de Schwartz des fonctions sur  ® 2 (ou Z est un lagrangien de
Z* @®Z7), le groupe symplectique opérant par la représentation naturelle;
’évaluation au point O forunit donc un tel quotient.

II. LIEN ENTRE K-TYPE MINIMAL ET K-TYPE DE DEGRE MINIMAL

IL1. Degré dun module de Harish-Chandra et K-type de degré
minimal. Soient ¥" € Hchg, et # € Hchy; tenant compte de 1.3, on définit,
toujours en suivant Howe, le degré de ¥, #” en posant:

. dOIV=inf(Al ,..,A,,)HV|H0mK(VV)#0{ZI<]<" IA +q~pl}

 d°W = i, 1o o Apkes (21 ...,uq),,eW|HomK(Wwf)¢0{Z1<jsp}v +
Zicjcgit(I=e)p— k)+(1—n)(q—v)} ou k=sup{j|4,>0} et
v=sup{j|p,>0}.

Soit ¥ un K-type de ¥7; on dit que ¥ est un K-type de degré minimal si 'on
a: d°V=d°7 (cf. 1.3). On définit de méme la notion de K'-type de degré
minimal de #".

La démonstration donnée par Howe de sa conjecture dans le cas
archimédien repose essentiellement sur le fait que si ¥ est un K-type de
degré minimal de ¥~ alors V intervient dans H(K, K') et #~ contient ®“(V)
(cf. 1.4) comme K'-type en degré minimal (cf. [H,, § 4]). En outre Paction
du commutant de K’ dans I'algébre enveloppante de Lie O(%) sur @°(V)
est en grande partiec déterminée par l'action du commutant de K dans
I'algebre enveloppante de I'algébre de Lie de Sp(Z') sur V. 1l est alors bien
clair quil est important d’éclaircir les rapports entre K-type de degré
minimal et K-type minimal. Introduisons quelques conditions liées a ce
probléme:

soit ¥" e Hchg,; on dit que v vériﬁe (1) si ¥~ contient un K-type minimal,
noté V et paramétrisé par (Ay, ..., 4,) (¢f 1.2), avec la propriété suivante: on
note (A,, .., 4,) le pozds associé par Vogan a V (il est calculé en 11.4) et on
pose p. ., —sup{J | 4;,>0} et q,, =sup{j| A,_ ;+1<0}. On demande que
lon ait:

(@) p—q+qri1—p1=1,00u —1.
B) sin>p, +qr. VP, <j<n—gq, ., |4;+q9+p|<1

580/85/1-2
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) p2pii, 42401 et #F{p, . <jSn—q, ,4;+9—p)0
(resp. <0)}<2(p—pry) (resp. 2(9—q; 4 1))

On notera (F) la condition () quand on oublie (7). (Remarquons que (t)
et () coincident dés que n< p + g et que si n=p + g, (T) entraine déja que
PPt g2q, )

On démontrera dans cette partie, que si ¥~ a un K-type minimal, noté V,
vérifiant (}) alors ce K-type est de degré minimal et que si Pon a en plus les
hypothéses suivantes: V vérifie (), n<p+gq, 7 est dans le domaine de
définition de la correspondance de Howe avec son image notée #°, alors
W := @“(V) est un K'-type minimal (et de degré minimal) de #". De plus
W~ vérifie la condition définie ci-aprés et notée (1)’ grice au K'-type W. On
dit que W € Hchg, vérifie (1) si l'on a:

W contient un K'-type minimal, noté W et paramétrisé par (4, .., 4,),;
(1, s Hg), tel que lon ait, en posant k=sup{j|A,>0} et
v=sup{j| 4> 0}:

e(p—k)+n(g—v)=0.

On démontrera aussi que si #°, W vérifient (1)’, alors W est un K'-type
de degré minimal de #~ et que si #~ est dans la correspondance de Howe
avec I'hypothese supplémentaire n> p + ¢, alors V:= (W) est un K-type
minimal de I'image réciproque de #/, notée ¥~ et ¥, V vérifient (}).

La condition (f)" s’explique assez facilement: soit & un module de
Harish-Chandra pour SO(2p,2q). On choisit comme cela est possible
W € Hch, tel que sa restriction, not¢ #;, en un module de Harish-
Chandra pour SO(2p, 2q) contient 2 comme sous-quotient (en fait comme
sous-module). On note det le caractére non trivial de O(2p, 2¢) et on a:

W Rdet~ W & F % a¥

(ou a est un automorphisme extérieur de SO(2p, 2q) induit par un élément
de K’ non dans SO(2p, 29)).

Tout élément de Hch, dont la “restriction” 4 SO(2p, 2q) contient Z est
isomorphe soit 3 ¥ soit 4 ¥ @ det. La condition (T)’ est toujours vérifiée
soit par %  soit par #” ® det, éventuellement par les deux—éventualité peu
fréquente quand ¥~ 2 # ® det mais se produisant—et ainsi ()’ ne permet
pas de choisir entre #” et # ®det quand ces représentations sont non
isomorphes mais presque.

Cette partie est trés pénible; on y utilise intensivement les résultats de
Vogan et on est obligé de calculer explicitement les données O-stables
associées par Vogan a un K'-type (cf. [1.2) et 4 un K-type (cf. IL4) ce qui
n’est pas non plus trés amusant.
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11.2. Données O-stables (discrétes) associées par Vogan & un K'-type.
Soit Wes (4, ., 4,);5 (i, - i), UnE représentation irréductible de K'.
On pose: (A, 1=, =0¢etd,=p,= +0si u<0)

(1) x=sup{jl4,_js1+p,—;+1<1}
p=x sid, . #0,
=x+1 sinon.
qg=x st gy #0,
=x+1 sinon.
On vérifie gue x=inf(p’, ¢') et |p'—¢'| < L.
{2) On définit inductivement sur i les entiers, notés p,, g, suivants:
si i=9, Po=¢o=0,
sii>0, pi= X Prai= XY 4 m;= (4, 1+2(p—pi))

Igj<i Igj<i
— (g 1 +2q—90),
pi=0  saufsim,>—letp/<p-—p,
g,=0  saufsim<letg<p—q.
(on laisse au lecteur le soin de vérifier que si [m,| <1 alors p, < p—p’ est
équivalent 4 ¢} <q—g')
sim;>1letp/<p-—p,onap,=1etq=0,
sim;< —letgi<g—q,onagqg,=letp,=0
si fmi{<letp;<p—p,qi<q—4q,
on pose x;=sup{j=1|4, = =ha ety = =pg )
et 'on définit alors:

sim;=0, p,=q,=x,,

sim;=—1,p;=x; et q4;=X; si Nq;+x;¢uq,’+x;+l’
=x,+1 sinon,

sim;=1, q,=x; et pi=x; si Ap;”i;élpéwiﬂ,
=x;+1 sinon

(on laisse encore au lecteur le soin de vérifier que 'on a p, , <p—p’ et
gi+1<q—q et que la double suite finit par atteindre (p—p’, g —q')).
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(3) On pose r=inf{i|p,,,=p—p'etq, ,=q—q}
(4) Pour 1<i<r, on pose

g;=0 sim, 21,
—1 3 —_
=3 sim; =0,
=1 sim; < —1.

A W, Vogan associe d’abord un poids, noté ici (4; #) (i.e., un caractére de
Falgebre de Lie d’un tore maximal (cf. [V,, 5.3.3]), puis une sous-algébre
parabolique complexe, notée ici q (cf. [V,, 5.3.22]) (c’est la sous-algébre
parabolique “positive” associée naturellement a (A; M) vu comme carac-
tére de lalgebre de Lie d’'un tore compact de O(2p, 2q)) et il considére
L := Norm,,, ,) 0. On identifie (4; #) a (X,, .. 1,); (4, ..., ,) le produit
tensoriel de deux caractéres pour des tores maximaux de SO(2p) et SO(2q).
(Ces objets ne dépendent que d’une sous-représentation irréductible de
SO(2p) x SO(2q) incluse dans W, n'importe laquelle et donc pas de ¢ et #).

LeMME. (i)
Soit 1< j<p, sij>p, (= p—p), onal,=0,
Sij<p,,y, onpose i=sup{v|p,<j<p,, } et l'ona:

L=kt (p—@)—(pi—q)—1+0i>4

Soit 1< j<q, sij>q,.,(=q9—4q'), ona ;=0

Sij<q,,,, on pose i=sup{v|q,<j<q,,,}etl'ona:
B=w+(@—-p)—(gi—p)—0i=4

(il) On choisit des bases orthonormées de E et F (cf. 1.1), notées
ey, sy, et fi, .., fo, (la norme des f; vaut —1) de telle sorte que les sous-
algébres de borel déterminant les paramétrisations en 1.2, soient les stabilisa-
teurs des drapeaux isotropes complets définis par les éléments rangés par
ordre des indices croissant, ey;,_,+ ./ —ley (1< j< p) et méme chose avec
les f,. Alors q est lalgébre de Lie du stabilisateur, noté Q, dans
O(E®zxC+ F®gC) du drapeau isotrope suivant: 2,=05 2, & --- € 9,
ou 9; est engendré sur C par 'ensemble des éléments (e, + ./ —ley;) pour
I<j<piviet (fomi+~/—1fy) pour 1 <j<qi,,.

(ili) Ona L=QnNO(%) et L est isomorphe a:

U(pi,q1)x - xU(p,, q,)x O(2p’, 2q").
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11 faut faire un certain nombre de choix de systéme de racines; on adopte
les notations e; et f; de I'énoncé de (ii). On note avec des minuscules les
algébres de Lie. Dans so(2p, C), on note b la sous-algébre de Borel stabili-
sant le drapeau isotrope E,=0 g E, --- & E, ou E; est engendré sur C par
E;, ,etey ,+./—ley et on note t, le tore stabilisant les droites engen-
drées par les differents e,; |, + .,/ —1le,; pour 1< j< p. On définit de méme
dans so(2q, C), by et t,. L’algébre de Lie t; + 1 est celle d’'un tore maximal
de O(2p, 2q). Grice 4 b et b, on a des chambres de Weyl positives pour t
et t (C’est celles dont il est question dans I'énoncé de (ii}). On a donc un
systéme de racines compactes positives dont on note p, la demi-somme des
éléments. I1 est clair que 4 := (4,, .., 4,); (1, ..., #,) est dominant. Il faut
encore choisir un systéme de racines positives, noté 4%, contenant les
racines compactes positives pour lequel A+ 2p. soit dominant. Pour
préciser ce choix qui n’est pas unique remarquons que l'on a:

A+2p. =4 +2(p—1), s 4+ 2(p =)y s 4,);
(l‘l'l + 2(q_ 1)’ ooy /1'/+ 2(q_J)’ ooy H’q)

On note &' le drapeau isotrope, 9,=0< 2| & --- £ 9,,, ayant la
propri€té suivante: soit 1<j<p+gq; si ) contient e,, | +./—ley, ou
I<v<p alors %; contient f,, 4+ \/—_1 f>, pour tout w tel que
A+2(p—v)<u,+2(g—w). Bt si @/ contient f,_,++/—1f,, ol
l<w<gq, alors 2; contient ezl,kl+\/je2,, pour tout v tel que u, +
2(q—w)<1,+2(p—v). Cela fixe complétement 4™ et une chambre de
Weyl, notée €*. On note p, la demi-somme des racines non compactes de
47*. On pose:

Ai=A+p.—p,=:(A1, s 4,); (A4, s )

(jusqu’ici on a suivi a la lettre les définitions de Vogan). Grace a [C], on
sait que (A; M) est la projection orthogonale de 4 sur €+ (la fermeture de
%™ pour la topologie usuelle). On calcule 4: pour 1 <j<pet 1< <gq,0n
pose:

Q;=#{v|+2p—Jj)=>u,+2q—v)}
Pr=#{v|pu+2g—J)>4+2p—0)}
Et 'on a: (presque par définition)
L=A+p—j-0,, 1<j<p,
Bi=u+q—j—P;, 1<j<gq

On a besoin des inégalités suivantes qu’on laisse au lecteur:
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(5) soit 1<i<r; on a: (avec les conventions précédant (1))
Ay +2p—pi) = (kg4 +2(9— i) 20,
Bg+2q—q)— (Ay . +2(p—pi)) 20

On va prouver que l'on a:
(6) soient 1<i<retp;<j<p;,, alors:

L=A+(p—q)+(gi—p))—06; olag,=1sim>=0et0sinm=—1,
ie.,
Qi=0,+(Pi—qi)+q—J.
Supposons d’abord que ¢, #0; alors on a pour tout 1</ <x;:
hyar 4 2p=pi= )~ (s y+2@—~gi~ /N =m;=~1,0 0u 1.
On en déduit facilement que 'on a:
Qpiy=q9—qi+j)+o,
et donc si j=p/+j, ona Q;=q—q;+p;—j+0, ce que 'on voulait. Il

reste a voir le cas de j= p;,, quand p,> ¢,. Utilisant le calcul précédent et
legalite 1, =4 on a:

pi+ai°
Ay F2p—pis)— (g, —2g—gir1))=m—2= -1,
ie.

Q. =494+ 1=q—qitpi—Jjt1],

ce que I'on voulait. Supposons maintenant que ¢,=0; i.e. m;>1 et p,=1.
La premiére égalité de (5) ou I'on fait i=i+ 1 donne (si ¢/ <gq):

/1,,;“+2(P~PI-+1)—(#‘,;H+1+2(q-qi-+1—1))22,

et la deuxiéme inégalité de (5) donne (en tenant compte de ce que
P;+ 1= p: + 1)

Ay A 2Up—pivt) —uy+2g~gi)) < ~2.
On en déduit que I'on a:

Q,,,=@=9—9i=9—qi+pi—Jj+1
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ce que 'on voulait. Cela termine la preuve de (6). Supposons maintenant
que l'on a p;,, <j< p, en particulier 4,=1 ou 0, et montrons que I'on a:

(7) L=0si =1,
(8) L=-1si4=0,p—j<q(=qg—q. 1)etp,_,,;=0,
(9) ;=0 dans les cas restants.

Prouvons (7), i.e., supposons 4,=1alors ¢'2p'>2p—jet p, ,,,=0.On
a:

Li+2p—=jy—(pg_p;+2€q—(g—p+j)=1
Dou Q;=g—~(¢g—p+j)+1=p—j+1, et ,=1+p—j—Q;=0. Dou
(7). On prouve par le méme calcul (8) et (9) sauf le cas ou j=p,,,+1 et
p'=4q'+1. Supposons donc que j=p,,,+1 et p=¢g'+1. On a si
9r41<4,

B+ 2p— )=ty 1+ 2= dir—1)= —py ,,+2=20u L

En outre, on a ici Bo, > My 41 (cf. (1)), d’ou:

Qi=4—4,4. et A;=0+p —1—¢' =0.
Cela termine la preuve de (9). On démontre de fagon analogue que I'on a:

(10) soit 1<i<r et soit g; <j<g;,,, alors on a:

g=m+(q—p)+(pi—qi)—a; oug,=1sim<0et0sim=0o0ul.

(11) Sigj, <j<4, f=0.
(La situation n’est pas complétement symétrique a cause du choix de 47.)
Soit 1<igr:
* on suppose que p;q;# 0, alors il résulte de (6) et (10) que l'on a
pour 1 <j<p,oul<j<yg, Zp;+j=zp,f+11 fy o =Hg s et

Ip;+l—lq;+l=mi—a,-+&,~=0 sim=—1oul

= —1 si m;=0.
* on suppose que p;,<p,, et p;#0; alorsona : (que p;,,,;#0 ou
non)
Ip;+l_ip;+l+l>)“p;+]_lp;+l+l+(pi_qi)_ai+ai+l =X

Montrons que x; est >0 avec égalit¢ seulement si m;=0: Supposons
d’abord que p;=g; et Ay = Ay oot alorsm=0 (cf., (g)) ety Shy i1
Cela entraine que m,_ ,;>1 et donc o,,,=1. Dou x,=0. Supposons
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maintenant que p,>gq, (dou m,;=1). Si p+1>}'l’ +p ona x>0 8i
i Ap‘ ,+1ona mzletm, ,=m—2stm>1 et m,+1/0 sim;=1.
Dans tous les cas 0,,,=1, d’oil x;,>0. On regle les cas restants de faqon
similaire.

Vérifions maintenant que pour tout 1 <i<r tel que p,#0 et pour tout

pl <.]<pl+l on a:
(12) 1,20 avec égalité seulement si m,=0.

Supposons d’abord (p — q)+ (g; — p;) > 0; I'assertion ne peut alors étre
fausse que si 4,=0, m;>0 et (p—q)+ (g;— p;) = 1. On aurait dans ce cas,
gi<qiy et 0<p, = —m;+2 Or dapres (1), u,, =1 ou 0 est excly,
d’ot une contradiction.

Supposons maintenant que (p—q)+ (q; — p;) =0. Cela entraine que I'on

ar Ay =y tm et Zp +1 =4, ,—0; Il est exclu par (1) que Ton ait
/lp +1—0 et f, . =1ou0 (cela exclut ﬂ.p +1=0car m;> —1) ou que 'on
ait 4, =1let By, = =0 (cela exclut 4, = =1 avec m; = 1). On conclut alors

alsement Il reste & voir le cas ou p—qg+q;i—p;<0; on a:
Ai=—(p—q+q;—p))+m+u+1—0; et m>~1. 1l suffit de s’assurer
que m;= —1 entraine o,=0.

Faisant des calculs similaires en remplagant les A par les u, on voit que la
projection orthogonale de A sur €* coincide avec ce qui est annoncé dans
le lemme. On a aussi l'inégalité >1, grace a (12). Il est alors trés facile de
calculer q et L.

I1.3. Lien entre K'-type minimal et de degré minimal.

LEMME. Soit W € Hch,, et soit W un K'-type minimal de W . On adopte
les notations de I1.2. Soit W'« (A}, .., A)e; (U1, -y Hg), un autre K'-type de
W, alors on a:

(@) Xici<p A+2icica W22y L+ Yicicq Wy

By VI<i<m, lejsp,f+l }“; + Z1sJ<q,i+1 Il} = lejSp,’-H )'j +
le/sq;H K-

(y) On pose k (resp. k')=sup{j| 4, (resp. 4;)>0}, v (resp. v')=
sup{j| u; (resp. uj)>0} et on suppose que W vérifie (). Alors on a:

Y o A+A-e)Np—k)+ Y w+-n)g—v)=dW

1<j<p I<j<yq

Y L+(-e)p—Kk)+ Y w+(l-nlg—v)=d°W.

I<j<p 1<j<gq

En particular, W est de degré minimal dans W .
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On note ici, u le radical nilpotent de g (cf. 11.2), f,=Lie X', g,=Lie
0(2p,29), 1=, ®xC, =90 ®xC, g=FDp. la décomposition de Cartan
de g (pour I'involution de points fixes K'). D’'une maniére générale, soit &
un C-espace vectoriel de dimension finie, on note S*(&), A4*&, I'algebre
symétrique et I'algébre extérieure de &; si & est muni d’'une base, notée
(&, - &,), on appelle bases standards de S*(&), A*&, les bases formees par
les élements ef"---e7 (ou (m,,..,m,) parcourt N°), g A --- Ag, ou
1<j<e, (i;<--- <ij) est un sous-ensemble de {1,..,e}. On note x le
caractére de LN K’ dans A™unp et C, la représentation de LNK’
associée,

On note aussi W la représentation de L N K’ telle que W, ® C, admet
(A15 s Ap)es (Hh1, - fy), comme I'un de ses plus haut poids (cf. [V, 6.5.5]).

Suivant [V,, 54.87], on choisit un ensemble de données 6O-stables
(9, H, 8, v) pour ¥ a l'aide de W; ie., q a déja été défini, H est un sous-
groupe de Cartan maximalement déployé de L (rappelons que L est quasi-
déployé), en posant T:= Hn K',  est un caractére de T intervenant dans
la restriction de W, a T et v est le paramétre continu qui ici ne jouera
aucun role mais qui est une forme linéaire sur Lie H ~p donnant l'action
dv commutant de K' dans P'algébre enveloppante, sur W (qui intervient
avec multiplicité 1 dans #7). Précisons un peu plus H et § ® y:

H contient le centre de chacun des groupes U(p;, ¢;) pour 1 <i<r, noté
¢;. On identifie ¢, & U(1) de la fagon suivante:

soit ¢ € U(1); on note y, I'élément de O(%) défini par (notations de 11.2):

V.€;=¢€; sijé[2pi+1, 2pi, ],

1

c+c? c—c”
y062j~1=(—i_> ey 1t —1 (T) €y
c—c! c+c!
Vely= —+/ —1 (T) €31 +(T) ey

sijelpi+1, pisil,

et des formules analogues en remplagant e; par f;. Alors on a:
Vi<i<r,Vcec, 6®y(c)=c"
ou
n= Z /1"+, Z W (N
Pi<JSPiy, 4 <<y

{Pour nous, seul nous intéresse é ® y, mais on a gardé cette notation com-
pliquée pour suivre Vogan; é est un K’ n L type gentil alors que 6 ® x ne
lest pas.) Posons HnO(2p', 2¢’) =: H' et avec les notations de 1.2 on
définit H’ comme étant le sous-groupe de O(2p’, 2¢') qui laisse stable les
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droites engendrées par les éléments e2p +it g, 4 00 1)<
2(inf(p’. ¢’)). Dans ces conditions H' N K = LT est engenére par une copie
de O(2) si inf(p’, ¢')<sup(p’,q’) et par l'ensemble des éléments qui
envoient ezp by SUr ey fog s SUr o fon o0 1K)
2(inf(p’, q')), a = +let aglssent trivialement ailleurs. On notera y; I'élément
de T’ du type precedent pour lequel o;= —1 et a; =1 si j/ # ).

On pose aussi:

w=sup{jl4, ,,=loup, .,=1}

(Remarquons que w < inf(p’, ¢')). On choisit pour la restrictionde 6 a 7" le
caractére suivant:

¥ ® o est sur la copie de 0(2), si elle existe, un caractére qui ne nous
intéresse pas vraiment (il est trivialsic=1¢et p’>qg' ousig=1let ¢ > p’ et
non trivial dans les autres cas),

X®0(y;)= —1 sien= +1, jest impair et j<2w—1 ou si en= —1,
J n’est pas impair et inférieur ou égal 4 2w — 1,

=1 dans les cas restant. (2)

Suivant les notations de Vogan, on note #”' := X, (6 ® v) la représentation
standard de (I=Lie L ®,C, LnK’) qui ici est une série principale de
parameétre discret d et de paramétre continu v. D’aprés [V,, 6.5.10 et 6.3.20
et suivants], on sait qu’il existe un L n K’'-type, noté ici Z, de #” tel que
Pon ait:

Hom, , o(H(unt, W), Sunp)®Z®C,) #0 (3)

et la restriction de Z a T contient le caractére . Remarquons que Z®C,
est le produit tensoriel de représentations irréductibles, notés Z‘, pour
1<i<r, de U(p;)x Ulg;) et d’'une représentation, notée Z' de O(2p’) x
0(2q'). On paramétrise Z® C, par (Zy, .., Z,);; (Z}, .., Z;); dou Z’ est

paramétrisé par (zy, .., z,); (2}, .. 2;); quand on pose z; i =Zp ., o
zj=Z,, .. pour 1<J<p ou 1<j<q’. Avec ce qui precede et (I)on a

pour i<i<r:

’ Z Z;+ Z Zj= Z ij*‘, Z -
Pi<is<Piyy 9 <J<4q;, Pi<J<Pisy 9 <J<4;;
Soit x un vecteur de plus haut poids dans W', x est un élément de
He(unt, W’) et soit ¢ un ¢lément non nul en (3), alors, copiant
[V,,63.12], on voit que TIimage de ¢(x) dans Sunp)®
(Z®C)/M(Z®C,) (ou n’ est la sous-algébre nilpotente maximale “de”
L n K’ définissant la chambre de Weyl positive) est non nul. Ainsi il existe
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un ensemble, noté 4, de racines intervenant dans unp (ensemble avec
multiplicités) tel que, notant de fagon évidente ¥, , a=(ay, .., a,);
(by, ., b,}, On ait:

Vi<j<p A=Z;+a;,tA,=Z,+a,

et
VISj<gq, uj=Z;+b;, tu,=Z,+b,. (4)

On a donc pour tout 1 <i<r:

Lot Yo

l$j$p;+| 1Sj$q;-+l
l$j$p;+l lsjs‘h{*l‘
X oA+ Y
I<j<p 1<j<q
> Y g+ Y b+ ¥ AL+ XY
1<j<p 1<j<gq 1<j<p,, 1<j<q,,,
+ Z z;+ 2 z; (6)
1<j<p 1<j<q

(z; et z; notations introduites plus haut). Rappelons que I'on a
Yo L+ Y w=w (M
P <i<p 4e1<i<q
En outre les racines intervenant dans u N p et donc les éléments de 4 sont
de I'une des formes suivantes:

g+e;:=(0,.,0,1,0.,0)0,.,0, +1,0,..,0)

7

J i
ou I<isrtel que pi<j<pi, etj>qi,,
/. . (8)
te+e = (0,..,0, +1,..,0,.,0);(0,..,0,1,0,..,0)
J J

oul<i<rtel que g/<j<q;, et j>pi ..

D'ou pour tout 1<i<r, 3¢ cp, 4+ Zicjcq,, b=0 et les inégalités
(B) de '’énoncé du lemme resultent donc de (6).
En outre, tenant compte de (7) et (8), (o) résultera de l'assertion (9):

Y z+ Y zi=w 9)

1<ji<p 1<j<q
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Remarquons que y,;-y,,_; ol 1 <j<w est un élément du produit des tores
de O(2p’) et O(2q’) laissant stables les droites engendrées par les éléments

er—1t+/—ley pourp,  <x<spet fo, +y/—1fy pourg,, , <x<gq,
respectivement. Ainsi Z’ contient un vecteur propre pour ces tores de poids
noté (yy, ., ¥); (¥1, ..., yy) et vérifiant:

y;+ y; est impair si 1 <j<w est pair si w<j<inf(p’, q').

Utilisant le fait que ce poids est dans l'enveloppe convexe des poids
extrémaux [B, ex 1 du § 7], on tire trés facilement:

w< Y oyt Y y< Y 5+ Y oz

1<j<p 1<j<q 1<j<p 1<j<q
D’ou (9).

Pour démontrer (y), il faut revenir a (3) et non a sa version simplifiée
(4). Remarquons d’abord que (t)’ entraine que soit ¢, soit n= +1. Si
e=n= +1, (y) est conséquence de (a) et donc déja prouvé. On suppose
donc que en= —1 et par symétrie que ¢= +1. Mais ()’ entraine encore
que l'on a:

W=SUP{j|li,,;+l+,=1} {(ouw=0)etO0<qg'<p'.
D’ou:
w+(l—e)p—k)+(1—n)g—v)=2¢"—w.

On pose:
k=sup{jlz;>0}, o=sup{j|z;>0}

On sait que Z’ contient § dans sa restriction & T (y est trivial sur O(2p’) x
0O(24')), et on va en déduire que 'on a:

Z z;+ Z Zj+(1=&)p' —k)+(1—=7)g' —0)=29'—w. (10)

1<j<p 1<j<q

Comme il n’est pas trés facile de calculer la restriction de Z' 2 T', on note
E’ (resp. F') le sous-espace vectoriel de E (resp. F) engendré par les
elements ey, ;... €5, (resp. Sag . +1> = J2g) €t On plonge Z' dans le
produit tensoriel Z, ® Z, ou Z, et Z, sont les représentations de O(2p’) et
O(2q’) suivantes: (cf. notations du début de la démonstration)
k+(1—&)p' —k)

2 k
Z1 :=S21722(E1)®SZZ*23 </\ El>® ®Szl_(l</\ E’)@ /\ El’

5+ (1—7)q" — D)

2 [
-siiresis(AF)e - esit(Ar)e A
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Soient y, et y, des €léments appartenant aux bases standards de Z, et Z,.
Pour tout 1 <j<2¢', on a: y(y;®y,)= £(y; ®y,) et:

#{1<j<2q’|Vj(YI®y2)=—(}’1®Y2)}
S(zi=2)+2z2—23)+ - +k(zg— 1) +k
+(1=8)(p' —k)+ (Z1—2) + - +i(zs— D)+ 7+ (1 —7)(g — )
= Y z+ Yy zZj+(1—elp'—k)+(1—7)g —7) (11)

1€j<k 1<j<o

Evidemment Z, ® Z, contient un élément, noté z, tel que I'on ait: (cf. (2))
#{1<j<2q |y;-z2=—z}=29'—w,

et en écrivant z a I'aide des bases standards de Z, et Z, on voit que pour y,
et y, bien choisis le membre de gauche de (11) est superieur ou égal a
2q' —w. On obtient alors (10).

Prouvons maintenant (y). Comme ici inf(p’, ¢') >0, avec les notations
qui précédent (4), on a: dimZ=1. Ainsi ¢(x) a pour image dans
Sunp)®Z un élément du type s®Z ou z est de poids (vy,..,V,);
(v1, .., v;) pour I'action de H' et s de poids 3, . , a pour I'action de H'. On
note A’ (resp. A”) le sous ensemble de 4 (compté avec multiplicité formé
des élements (cf. (8), pour les notations):

gte, oulonav<j<gq (resp. q, ., <j <),
te+e  oulonak<j<p (resp. p, ., <j<k).
Avec les notations de I’énoncé, on pose:

K =sup(k', p,1)=Pryrs 0 =sup(t' g, i) —qryr.
Admettons que I'on ait prouveé:
S o4+ T m-e)p -k
Pa<isp G <i<q

+{(1=n') g =)+ #(4) + #(4")
> Y z+ Y Z+(-a)p-k+1—-A)g—5). (12)

1<jsp I1<sjsq

Ajoutons a (12) I'égalité (5) pour i=r en enlevant le cardinal de 4" U A"
aux deux membres. Le membre de gauche devient alors inférieur ou égal au
degré de W' (on a égalité si k' = p;,, et v'=q, . ,); le membre de droite,
grice a (10) et 4 la forme des éléments de 4 qui y restent aprés avoir enlevé
ceux de 4" U A", est lui supérieur ou égal au degré de W. D’ou le résultat. 11
reste donc a prouver (12).
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Pour cela, on remarque que
‘I;+1 Pr,«l ,
Sunp) ioa,,f)xo(zq,)zS(@ E')@S%(@ F )@f (13)

ou & est un espace vectoriel sur lequel O(2p') x O{2g") agit trivialement.
Soit k£ < j < p; tenant compte de (4), on a:

o sij<k'+p,, alorsonalj>1et A contient un éément dn type
g;+¢p avec j < q, .

o sl j>k'+p, . et sig’ #E alors on note py;_, Pélément de O(2p’)
qui a pour seul effet d'envoyer e,, , sur —e,; , (notation y;; analoguc) On
doit avoir yy;_,s= —s =75 Uktilisant (13), on voit que A" contient deux
éléments du type te;+¢; (j° peut ne pas étre le méme pour les deux
éléments mais j' <gq, )

On raisonne de la méme fagom pour 7 < j < g et avec {14) on obtient (12),
ce qui termine la démonstration.

4. Le cas du groupe symplectigue. Soit Ve A:={A,,..,A4,) un
K-type; on va déterminer les données 0-stables discrétes associées & ¥ par
Vogan comme on {"a fait en I1.2 pour le groupe orthogonal

Définissons d’aberd Iensemble suivant:

E={1<j<sn|N<wsn 4,—4,=1,00u —let|4,+n—(w+j)+1|<1
et jAd,+n—(w+j)+1]<1}.

Supposons d’abord que & # J; on note j_ (resp. j,) I'élément minimal
(resp. maximal) de &. 1l est facile de vérifier que I'on a:

A, —A;, =1ou, A4, +n—(j_+j.)+1<1
et
4, +n—(j_+j)+1<L
On en deéduit alors que & est le segment [j_, j, 1. Si & est vide on pose

j_=+x et j, = —o (le segment [+ 00, —oo] est vide). On pose:
(1) s=#86.

On définit inductivement sur i les entiers p; et ¢, suivants aprés avoir posé
pour tout &, p; =3, p; i =2, 4 Mi=A,  + A, +2qi— pi).
(2) Sip;>j_ —1letgizn—j,,ona:p=g;=0,
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(3) sipi<j_—lousig;<n—j,,ona:

sim;>1, 4;=0,p;=1,
sim;< —1, q;=1,p;=0,
sim;=—1,0,1, onpose x;=sup{v=1|4,, = =4,,,
etd, g=-=Ad, o .1}
si m;=0, Pi=q;=X;
sim,=1, g;=X;, p;=x; sl Ap;+x,.9éAp,’-+x,»+l’
= x;+ 1 sinon,
sim;= —1, pi=x;¢et g, =x;sl An—q,f—xﬁ-l#A"_q;“‘l
= X;, sinon.

(4) On pose r=sup{i| p,+q,#0}.
On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes:

(5) Prrtqrts=n

(6) sis;éO,p;+1=j_—1etn—q’,+,=j+,

(7) sip 0 Ay, +qi—pi>1sim>]1
>0sim=—1o0ub,

(8) sig,#0, 4, ,+qgi—pi<—1sim< -1,

4
<0sim;=0o0ul,
(9) sis#Oet po <jSn—q, 1, 4;+q1—pre1=1,00u —1, les
valeurs 1 et —1 étant exclusives 'une de Pautre.

LEMME. Soit Ve (A,, .., A,) un K-type; on note (A, .., A,) le poids
associé par Vogan & V, q la sous-algébre parabolique déterminée par V et
L:= Normg,,,, q (¢f. [V,, 5,§3]). Alors on a (avec les notations précédant
le lemme):

soit 1 <i<r, on pose 6,=0 sim; =1,

=1 sim;=0,
=1 sim; < —1.
Pour p;<j<piyiona: A;=A,+q;—pi—1+0,24 (10)

pour ¢; < j<qi,, ona: /.1'",,+1=A,,-j+1+q,f—p{+a,-< _%9 (11)

Pourpﬁ+1<f<n—q£+1anaZJ:O_ (12)
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On a les relations supplémentaires: A i+ A, i +1=0 (resp. <0, resp. >0) si
et seulement si il existe i compris entre 1 et r (au sens large) tel que I'on ait
Pi<jSpiv1 (resp. j>pi,y, resp. j<piy) et q;<j <qi,, (resp.
J ' £qiiy, resp. j'>qi ). Et cela détermine q (de fagon analogue a 11.2). On
a: L>~U(py, q,)x -+ xU(p,, q,) x Sp(2s).

On ne démontre pas ce lemme qui est en tout point analogue a 11.2. On
peut méme s’y ramener (cf. le lemme suivant).

IL5. LEMME. ®° (cf. L4) induit par restriction une bijection de I'ensemble
des K-types vérifiant (1) sur l'ensemble des K'-types, notés W, vérifiant (1)
et appartenant a l'image de ®°, telle que les entiers r, p;, q; définis en 11.2
pour W et 11.4 pour V coincident, (d'ou aussi s=(n—(p+q))+(p' +4q)).
Et I'on a, avec les notations de 11.2 et 11.4:

~

VISj<pn A=K VIS = =4,
En outre si W est un K'-type vérifiant (T)' et si n=p +gq, alors W est dans
l'image de ®°. '

On paramétrise V par (A4, .., 4,); pour la preuve on note R, P;, Q; les
entiers associés a W en IL2 gardant les notations r, p;, ¢;, s pour V. On
suppose que V vérifie (1) et on pose:

t=p—q+4q,.,—p,41=100u —1  (par hypothese).

Vérifions que:

A;+q—p20  sij<py, (1)
<0 sij>n—ql., (2)
On pose i°=inf{i| pi, (=p,.1} (i€, piyy=-=p,=0¢et gy, ==

g,=1) D’aprés I1.4, on a:

po = Ayt = pe—1+0,
=Ap;+l+q;+1—p:+1“1+0','°+pl.o_qio_(r__i0)
=4, +q—pri=ltoptpi—ge=(r=7) ()

On remarque (cf. I1.4) que o+ p;- — g, < 1. D’ou:
0<Zp;+I<Ap;+l+q~p+ 1’

qui entraine (1). On démontre (2) de la méme fagon.
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On pose k=sup{j|A4;+q—p>0} et v =inf{j|4;+g—p<0}.
D’aprés (1) et (2), on a: (en posant v=n—1v'+1)

k<n—q,,,, v<n—p,,. (4)
Et avec 11.4(9), on a:
soit k< pl soit v<q,, . (5)
Si n<p+q (4) se réecrit:
k<p+(@—q,+)=p+(P—pri1)—7
v<g+(p—prs)=q+t(@—¢q )+

En particulier
k<2p—p,,1 e v<29—q,,,. (6)

Comme on a prouvé (1) et en utilisant (1), on montre que I'on a:
sup{j|4;+q—p>1}<p,. <p
Sup{jl An—j+1+q'—p< ‘1}<4'r+1<q;

(6) étant assuré par (1) quand n > p + ¢, on déduit de .4 que V est dans le
domaine de définition de &°. On pose W:= @°(V). On connait la
paramétrisation de W (4, .., 4,).; (i1, . Hy), OU 'ON a:

sipzk, 1<j<k, A=A;+q—p, k<j<p, A=0et = +1,
sip<k, 1<j<2p—k, L=4,+q—p, p—k<j<p, 4=0¢t g=—1,
Siq?v» 1<_]<U, Bi= _(An~j+1+q“p)’ U<j<q9 uj=Oet'l=+1a

sig<v, 1<j<2q—v, = —(4,_; 1 +q9—p), 29—v<j<q, y=0etn=-1

(7)

On va montrer que W vérifie (1). Tenant compte de (5) et (1), (y), on sait
déja que I'on n’a pas e=n= —1. Ainsi si en= +1, W vérifie (t)". Sup-
posons donc que 'on ait en = —1; alors par symétrie on peut supposer que
e= +1ie k<petv>gq. Alors () sexprime par:

(p—k)—(v—q)=0, ie. (p+q)—(k+v)=0. (8)
Sin< p+q, (8) est évident. Supposons donc que #> p+ 4. On a avec (5),
k<p.. et avec (), (v), <2 —q,,, et avec (1) (B): 4, , +q—p=

—1.Or on a:

Ay g + 1= Prer=—1,00ul  (cf. IL9),

580/85/1-3
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d’ou avec (t), t=0. On obtient:

vHk<pi 29 —q i =p++g—a ) (p—pP )

=p+q—1<p+gq.
D’ou (8).

On va démontrer la fin du lemme pour V et W; le point important a
vérifier est 'égalité p,, =P, et q,,.,=Q..,; le reste en découle en com-
parant les m; et les définitions. On garde les notations k, v introduites plus
haut et on note k' =inf(k, 2p — k), v" =1inf(v, 2q — v) (cf. (7)).

On pose ici i’ =inf1<i<r q,, =g}, et comme dans (3), on a:

A Ap_g w1+ 4—P+T1+02+pa—qat+r—i<0. (3)

n—gq g +17

En comparant (3) et (3), on voit que quelque soit 7, on a soit k= p, |,
soit v =g, , ;. Distinguons suivant les valeurs de 1:

1°cas ©=0: alors (3) et (3) entrainent que k>p.,, et v=q,,,.
Tenant compte de (5), on a au moins une égalité et avec (1) on a:

Vo, <jsn—q,., A;+q—p<l.

Utilisant encore 7=0 (7) (qui définit W) et IL2(3) et (1), on voit que I'on
arp, =P etq ., =041

2° cas t©=1:alors (3) entraine que v>gq,, ,. Mais (3)’ entraine en plus
que 4, _, . +g—p<-L D’ou avec les notations de I1.2(1) on a:
x<g—gq,,,. Utilisant (8), on vérifie facilement que I'on a en fait égalité.
En outre (8) donne aussi: 4, ,;=4, .,=0 et comme r= +1, on a:
p—x=p,.+2 Dou, avec I1.2(3) et (1), on a encore les égalités
cherchées: p; ., =P, et q;, =0},

3°cas t= —1 est symétrique de 7=1.

On laisse au lecteur la fin de la démonstration.
11.6. Lien entre K-type minimal et K-type de degré minimal.

LEMME. Soit ¥ € Hchg, admettant V< (A,, ..., A,) comme l'un de ses
K-types minimaux. Soit V' un K-type intervenant dans ¥~ et paramétrisé par
(A}, ..., 4,,). On adopte les notations de 11.4 et l'on a:

(¢) VI<i<r, le;'Sp,fH(Aj_Af)"zlsjsq,fH(An—H1“A;.—j+1)
<0.
(B) On suppose que (v, V) vérifient (1) alors on a:
Y ;+q—pl< Y |4;+q-pl

1<j<n 1<j<n
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En particulier V est de degré minimal (notion qui dépend de l'indice de Witt
2(p—q))-

Ce lemme se démontre avec les mémes méthodes que celles qui ont servi en
I1.3 mais de fagon nettement plus simple parce que K est connexe.

IL.7. Correspondence entre K et K'-types minimaux, sous (t) et avec
nzp+gq.

LEMME. Soient W € Hchy et W (4, .., 4,)e; (W15 s 1), un K'-type
minimal pour W . On suppose que (W', W) vérifient (1), que n= p + q et que
W intervient comme quotient de la représentation métaplectique. Alors on
note ¥V~ 'élément de Hchg, qui lui correspond par la correspondance de Howe
et l'on a:

V.= ¥(W)
(cf. IL5) est un K-type minimal de ¥~ (vérifiant (1)).

On adopte les notations de II.2 relatives a W, ie. r, p;, q;, P, ¢,
(g vos Ap)es (lyy s fg), <> Wet (¢ Zp); (@, . fi,). On rappelle que ces
entiers correspondent & ceux associés a V (cf. IL5) a s prés que I'on intro-
duit aussi. En outre on utilise la notation q et L de I1.4 relative a ¥ et on
note u le radical nilpotent de q. Puisque W, grice a (1) et IL3(y), est de
degré minimal, on sait (cf. [H,, 4.1(c)]) que V est un K-type de ¥". Pour
démontrer qu’il est minimal, on va démontrer qu’il est fortement u-minimal
au sens de Vogan (cf. [V,; 3.13]). Mais indiquons d’abord pourquoi, grice
aux travaux de Vogan cela suffit: on note R=dimunp (ou p est défini
par la décomposition de Cartan liée a K). Alors dire que V est fortement
u-minimal entraine (cf. [V,, 3.14]) que H*(u, ¥") contient un L n K-type,
noté Z, de méme plus haut poids que V®C,-1 (ot y est le caractére de
Paction de K L dans A® un p); en particulier Z est un K~ L-type gentil
(au sens de Vogan “fine”, i.e. la sous-algébre parabolique qui lui corres-
pond est I'algébre de Lie de L). On pose Y:= H%*(u, ¥") vu comme module
module de Harish-Chandra pour L. On sait que Y contient un sous-
quotient irréductible, noté Y’, contenant Z comme L n K-type. Comme Z
est gentil, Z est un L n K-type minimal de Y’ et on peut plonger ¥’ dans
une série principale, notée X(6 ® v) pour L ou 8 correspond 4 Z et v est un
paramétre continu. Grice a [V,, 6.4.13 ou (c) est vérifié] on en tire que
(I:=Lie L®&®zC)'on a: Hom, ; (Y, X(6 ®v)) #0. Avec [V,, 6.59(g)],
on en déduit que Hom,,, (¥, X(q,6®v))#0 (notation de Vogan
X(q, d ® v) est Finduite parabolique). On sait que V est un K-type minimal
de X(q,6®v) (cf. [V,, 6.5.5]) donc a fortiori de ¥".
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Montrons donc que V est fortement u-minimal. La preuve est trés tech-
nique, il faut démontrer que certains K-types n’interviennent pas dans ¥,
ces K-types sont précisés par leur plus haut poids dans la preuve de [V,
5.2, 8 lignes avant 5.3] et pour les décrire, dans notre situation, on com-
mence par introduire quelques notations supplémentaires.

On note p.:= ((n—1)/2, .., (n—=2i+1)/2, .., —(n—1)/2) la demi-somme
des racines compactes positives (pour le choix le plus habituel, ensemble
noté 47 ). Le groupe de Weyl de X est identifié au groupe des permutations
sur n éléments et est nott S. On note les racines suivant Bourbaki:
texe=(0,.,11,0, s 21, 0,..,0) (les deux + n’étant pas liés et en

J J

acceptant j= j’ si les deux t+ coincident en remplagant 1 par 2). Soit ¢ un

élément du groupe S; on pose:

B,={aedr |o ' (@)¢dr}.

Il faut démontrer que si 4 est un ensemble, sans multiplicité, de racines
intervenant dans unp, si ¢ est un élément du groupe S tel que les
éléments de B, soient des racines de unf et si 4 est un K-type identifié a
son plus haut poids 4 = (44, ..., 4,)) tel que l'on ait:

A+2pc=a‘l<A+2pc— Y oa— ) a)

ae By axec A

(A:= (A4, .., 4,) est le plus haut poids de V), (1)

alors 4 n’intervient dans ¥~ que si o est I'identité et A4 est vide.

On fixe o, A, 4 vérifiant (1) avec 'hypothése sur ¢ faite avant (1) et on
calcule 4 en posant: Y, , a:= (a,,.. a,), Seen 0= (by, ., b,). Pour
tout 1 <j<n, on a:

b=#{j'">jla"'())>a7'(j")}
—#{J'<jle '(j)<e (")}
=#{/' o7\ (N>c7 ()}~ #{Jj' <j}=0""())—]J
D’ou évidemment, pour 1 <j<n:
4;= Aoy +J = 0()) = o)
On va obtenir le résultat cherché uniquement griace aux lemmes I1.8 et 119

ci dessous qui peuvent étre vérifies avec des hypothéses plus générales que
celles de I1.7 (la preuve de I1.7 est reportée aprés I1.9).
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11.8 LEMME. On suppose que n>p+q. Soient ¥" € Hchg, et W € Hch,
tels que V" et W se correspondent dans la correspondance de Howe. Soit
W (Ayy o dp)es (1, ity), un  K'-type minimal de W. Soit
V'es (A4, ..., A)) un K-type de ¥"; alors on a:

(a)
Y oA+t Y oW
1<j<gp 1<j<gq
< Y Aj+q-p— Y An_jtq—p— Y |4j+q—pl
1<j<p Il<j<p p<jsn—gq

(b) On suppose que W intervient dans les harmoniques H(K, K') (cf.
1.4). On pose V:= ¥ (W) et (a) est une égalité pour V' =V (méme sans
savoir que Ve v).

On pose k:=sup{j| 4;+q—p>0} et v:=sup{j|4,_;,,+q9—p}<0.

On applique 1.6 et on sait donc que # contient un K'-type noté
W' (Als s Ap)ers (W15 s i), Qui vérifie inégalité suivante: (cf. 1.6)

Y A+ Y owms Y Aj+q-p— Y Aj+q-p

1<j<p 1<j<yq 1< j<ginf(p,k) inf(p.k)< j<k

- Y A, +q-p

1 < j<inf(q,v)

+ Y Ay +q-p (1)

inf(g,v)<j<v

De hypothése n = p + ¢, on tire inf(p, k) <n—inf(q, v) et on vérifie alors
que le deuxiéme membre de (1) coincide avec le deuxiéme membre de
I'énoncé de (a). On obtient (a) avec I1.3(«).

(b) est une conséquence immédiate du calcul de V fait en 1.4.

11.9 LeMME (Hypothéses et notations de I1.8). On adopte les notations
pi» q; de 112 pour W. On pose k'=sup{j|A;+q—p>0} et
v'=sup{j| 4, _;,,+q—p<0}. On suppose que p, ., <n—v'. Alors on a,
pour tout 1 <i<r:

(a) Sil)'?(];_*,l,
L oAt X o
1<j<p,, I<j<ql,,

< Y Aj+qg—p— Y (A, ;. +q-p)

1</<piy 1<j<qy,

(b) si v'<qi,y, on a la méme inégalité qu'en (a) mais la derniére
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somme ne porte que sur les indices vérifiant 1<j<inf(q},,,
(n—2p+p;. 1))

La démonstration est analogue a celle de I1.8.

I1.10.  Preuve de 11.7, 1°partie. On suppose que pour ¢ et 4 bien choisi,
4 défini par I1.7(1) appartient 2 ¥". On définit I'entier F de la fagon
suivante:
F=p+(n—p—q)2 si n—(p+q) est pair,
=p+n—p—q—1)/2 si n— (p+q) est impair et
sio”(p+(n—p—q+1)22p+(n—p—9q)2,
=p+(n—p—q+1)/2 sinon.

On va d’abord démontrer les assertions suivantes:

(1) o est une permutation de [1,n] qui laisse stable les intervalles
(1, Flet [F+1,n].

(2) A ne contient que des éléments de la forme:

&te,_ i1 oudl<igrtel que p;<j<pi,, etqi,,<j <n—F,

—&i—E,_ 41 oudl<igrtelqueg;<j' <qi,,etpi,,<j<F

Pour simplifier les notations, on pose é;=4,+q—p et v;=A;+g—p. Et
on pose aussi:

zi= Z (Aj—Aj)- Z (Aj—Aj)
1<j<F F<jgn

= Y (=8)— Y (=9 (3)
1<j<F F<js<n

Vérifions d’abord que I'on doit avoir z<0:
si n=p+ g, cela résulte immédiatement de I1.8(a) et (b). Supposons donc
que n>p+gq. On pose k' =sup{j| ,>0} et v’ =inf{j| 6,<0}.

1°cas: k'SF<vici X, 0;— 2.  0; est le degré de 4; il doit donc
étre supérieur ou égal au degré de V et P'assertion est claire.

2¢ cas: F<k’; réécrivons I1.8(a) et (b):

7' == Z (Vj—(sj)— 2 Vo jr1=0n_j41)

1<j<p 1<j<gq

- T i+ 3T <o

p<jsn—gq p<j€n—gq
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Or on a: (si k' >n— g, la deuxiéme somme ci-dessous est nulle par conven-
tion)

z’—2=2< Y 6+ Y |5j|)

p<j<k’ k<jgn—q
- X =X vt X v
p<jsn—gq p<j<F F<j<n—gq

On connait v, pour p < j<n—gq (cf. 1.4) et on verifie que I'on a:

- Y =Y v+ Y v=-2F-p) sin=+1,

p<js€n—gq p<jsF F<jg<n—gq

= ~-2(n—q—F) sie= +1.

(On a nécessairement soit = +1, soit = +1 grice a (t).) Dou z’' —z>
2(F—p+1—sup((F—p), (n—q— F)) >0, par choix de F. D’ou I'assertion.
Le 3° cas est symétrique de 2° et on a donc prouvé (3).
Il reste a vérifier que 'on a z>0 si (1) et (2) ne sont pas vérifiés. Pour
1<i<r, on pose:

Pi= {pi<j<pir|07'(j)>F}, pi=#2,
3= {gi<j<qilo (n—j+)<F} G=#3,
P .= {P/r+1<j<F|6“l(j)>F}, i=#2,
F:={q., <j<n—Flo\n—j+1)<F}, j=#3

Les hypothéses sur o (en fait sur B,) assurent que &, 3, 2, 3 sont des
segments vides ou se terminant respectivement par p;,, g;,,, F, n—F. Et
I'on a aussi:

=0 (4)

On pos.ep = icicr P = Licicr Gis Piv 1= stiﬁia Givr:= sti g
(ou 0 si i=0) avec ces définitions, on a:

p+X=4+y. ’ (5)
Remplagant dans z, 4 par son expression II.7(1), on trouve:

z= Yy v— Y v,—= ¥  (vt+e'(y)—-j—a)

I<j<F F<j<n jle )< F

+ Y (v+oi()—j—a)

jle Wi >F
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On calcule:

Yo (e'W)-H- Y (eT')-j=:2z*

jle \j)>F jle {)H<F

=2( DI S j)

j>Fo ()< F  j<Fo~Y(j)>F

=2( S Gl )+ 3G+ V2= Bip s + 5B~ 1))

I<igr

+2((F—X%)F+ p(F+ 1)2+ %X —1)/2). (6)

Pour minorer z, on commence par oublier les €léments de 4 de la forme
g;+¢; tels que o7 '(j), o7 '(j') < F et de la forme opposée quand o ~'(j),
o~ '(j')> F; ces éléments contribuent par +2 dans z. Remarquons que
quand aura prouvé, que malgré cet oubli, z>0, (2) résultera de (1). On
remarque maintenant que les €¢léments de 4 du type ci-aprés contribuent
par 0 dans z:

+(g;+¢;) avec soit ¢ ()< F<a™'(j’), soit 6~ '(j) S F<a~'()).

Tous les autres éléments de 4 ont une contribution négative dans z que
I'on note —2z~ et que 'on minore par:

z” < Z pn—F—qi = F—§4+Gi +X+p— Py +(Bi+1)/2)

1gigr

+ Y GAF—pi —F—Pp+ P+ F+T— G+ (i1 1)2)
1<i<gr

= Y pn—F—gi +Gi1—Pi+(Pi+1)2)

I<igr

+§(F—=pis1+Pivi—Giv1+(G:+1)/2)

On obtient alors:

®z> T (L 4+ 3 n)

<igr \je® jed
+ Y V=Y Va2t =z (7)
jed je3

{on a utilisé¢ le calcul de ¥V fait en 1.4).
Pour améliorer le calcul, on fait intervenir les quantités suivantes pour
ISi<ret jePou jed;:

dit=h+p—q+gi—piai—3 e A=+ q—p+pii—qio— 5
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On a:
=y Y =R+ Y w-A)
1gisr jed, jeg;
=(p-G-p+ Y (Bi—a@)pici—qi1)+P2+§/2
1<igr

On calcule z” +z* —z~ en utilisant 1’égalité suivante:
Y (Bi— G P =)= X (Bi—G)2+(F—3)/2
Igigr 1<igr

On obtient:
2'+zt =z 2T+ 12+ R(X-1)2
+ Y (Bi—a) 2+ (P—92—p2+d/2

1<i<r

+(X—=P)N—2F+n+p—q)

A Taide de la définition de F, on s’assure que (x —y)}(—2F+n+p—q)=0
(remarquons que —2F+n+p—qg=n—(g+p)+2(p—F)=1,00u —1;si
cela vaut 1 alors 7=0,..). En outre pour je? ou n— j+1€3, on a
|v;l < 1. On peut donc réecrire (cf. aussi (4) et (5)):

L2+ DR+FE-1D2+ 2R+ P R+F2—-F2~%—7
+ ¥ Y A+ Y E+(5i—3)2)

I1<isr jed jed;

=G +EE-1)+ ¥ (z L+ ﬁ,-+(ﬁ,~—q,-)2/2>. (8)

1<isr \jed jed;

Evidemment (1) est équivalent a §,=§,=0 pour 1 <i<r, cf. (4) et (5). Soit
1 <i<rtel que p;+ §;#0. Avec les notations de I1.2, on écrit:

zii= Y L+ )

jed je?;

= z Zj+ Z B+ (Pi—3)q—pi—oi+3).
ie® jed;

On vérifie alors a P'aide des définitions de 11.2 que I'on a:
312¢,—p;—0;+3> 3 et ;2 P2+ 42—, —g)/2.  (9)

Avec (8), on obtient donc 1z2> H(§— 1)+ XX — 1)+ (F + §)/2 =0, I'égalite
forgant p=g§=0 c’est-a-dire (1) et (2) (cf. (6)).
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11.11. Preuve de 11.7—deuxiéme partie. On démontre progressivement
en faisant décroitre i de r 4 1 que l'on a:

» o est I'identité de p;,,+1 a n—gq;,, et laisse stable les segments
(L pisdet Jn—gi,y,n).

* A ne contient pas délément de la forme (g;+¢;) avec
1<j<pi1<j'<n—g;,; m de la forme opposée si p;,,<j<
n_q;+1<j1<n~

On pose: k'=sup{j|J;>0}, on a gardé la notation J; de IL10,
v'={j| d;<0}. Evidemment on veut démontrer que 4=4 et donc que
k'<n—q,,, et v'>p.,,,. Remarquons toutefois que k'<v’ et
Dro1€n—q,,, (cf ILS ou n>p+gq), donc au moins une des inégalités
précédentes est satisfaite; par symétrie on suppose que v' > p._ ;.

La démonstration procéde comme en I1.10, tant que 'on peut utiliser
I1.9(a), pour V'=4. On ne fera pas cette démonstration mais on va
regarder le cas ou on ne peut plus utiliser 11.9(a), i.e. il existe 1 <i<r pour
lequel on a:

n—v+1<qi,,, (1)
n—2p—pii1)<qiiq pour que I1.9(b) ne soit pas I1.9(a). (2)

Supposons que cette situation se produise et notons i ° le plus grand indice
pour lequel elle se produit. Et c’est (2) qui impose alors des conditions

n—(2p—Ppi+ 1) <qi-s: (3)
n—(2p—pi-12) =2 qicn, OUi°=r. (4)

Si i®=r, (3) donne (p—p;,1)—(9—q,+1)>n—(p+q). Or p—gq+
qri1—Prr1=1,00u —1, (cf. II.2 ou ILS) et (3) force:

n=p+yq, n—(2p—pri)=¢q L P—q+q, .1 —pr=1 (5)

Sii°<r, de (4) et (3) on obtient par soustraction: p,- ., —¢;-,;=T+717 ol
7 et v’ sont les différences positives en (3) et (4). Avec 1.2, cela force ' =0
ett=1, ie:

n—(zp_p;'°+l)=q;‘°+l_1 et P;°+1"q;°+1=1- (6)

Et il faut démontrer que cette situation est contradictoire avec le fait que 4
intervienne dans ¥~ (avec hypothése de récurrence si i° <r). On va faire
cette démonstration en supposant que i° =r, les autres cas étant -compléte-
ment analogues étant donné ce que I'on vient de vérifier.
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On pose j°=gq,,,—1. Et on définit un entier 1<i <r par:
q;, <J°<qi ... On adopte les notations é;, v;, F de IL10 et on pose:

zi= Y At X

1<j<py, 1<j<qy,
- z éj+ Z 5n—j+1'
1<j<p 1<j<j°

On va démontrer que z >0 ce qui contredira IL9(b).
On pose encore:

pour 1 <i<r,

= {pi<j<pis o ()>Prir}s pi=#2,
P:={p,s1<J<Flo'(N<pi) p=#2,
pour 1 <i<i,
={q/<j<qis. o7 (n—j+1)<n—j°}, §;=#3,
pour i=1,,
3,:=A{g,<i<j’ o~ (n—j+1)sn—j°}, Gi=#3,,
5,:= (jo<j<dilo (= j+ 1)>n—j°}, G,=#3,

pour i, <i<r,

={q,f<j<q§+,la_l(n-—j+l)>n——j°}, 5,—=#,@i,

"@r+1 = {q;+1<.]<n_F| G—l(n_j+1)>n_jo}’ 5r+1= #gr+l'

On note §:=3 ;¢ i et lon a: p=3" ., P §=2; <i<ri1 4 En
outre il existe au plus une valeur de i, notée x, telle que I'on ait:

ii<x<ret§,#0etdanscgcas,ona g, =letd ={q .}

Par des méthodes analogues a celles de I1.10, on vérifie que I'on a: (4,
#;, ... sont les notations de I1.10),

zz Y Z AL+ Yy ﬁj"’(ﬁi_qi)z/z

Igisr jed jed

+“‘7;+1—5*"(‘aq;+1+p:'+1—plx+1_%+q)'

On sait que p—q+gq,.,—p,, =1 {(cf. le début de la preuve) et par

deﬁmtlon de p; ., et g, (cf. IL2(3) et (1)) cela entraine que By, >0.

A1ns1 si §.=0, on a z>0, la contradiction cherchée. Supposons donc que
d.=1 (lautre possibilit¢). On a alors g;,,=¢%,, €t on exprime By, @
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laide de By, - Mais il faut étre plus précis quen I1.10(9) et vérifier que I'on
a pour tout 1<i<r, jeP et je I, 4, ;=4 ce qui se fait avec IL2, en
remarquant que A, =1 nécessite m,=0 (seule valeur de m, donnant des i
entiers) et qu'alors ¢,—p;—o;+5=0 (méme remarque pour j,). On
obtient alors: 22 (p—q)+ g, 1 —Pri 1+ i cicr Pi— )2+ (p—§)2=
1+Y, cic, (B:—§.)*/2— (P;— §:)/2 = 1, ce qui est la contradiction cherchée.

IL12.  Correspondance entre K-type minimaux sous la condition (1) et
nsp+q.

LEMME. On suppose n<p+gq. Soit ¥" € Hchg, et Ve (A,,..,A,) un
K-type minimal de ¥". On suppose que (V", V) vérifient (1) (cf. 1L1) et que
¥~ est un quotient de la représentation métaplectique. Alors V intervient dans
les harmoniques (cf. 11.5) et W:= ®<(V) est un K'-type minimal (vérifiant
(t)') de l'unique élément de Hchy, noté W', tel que ¥~ @ W soit un quotient
de la représentation métaplectique.

La démonstration de ce lemme suit la méme méthode que celle de I1.7
bien que O(2p, 2g) ne soit pas un groupe connexe; la notion de K'-type
minimal ne dépend que de P'action de I'algébre de Lie de K’ ainsi que la
notion de fortement “n”-minimal. On adopte les notations W et # de
I’énonce et grice a II; 5, on sait que les entiers p,, g,, r définis pour Vet W
coincident. On note q la sous-algébre parabolique 6-stable associée a W (cf.
IL2) et u son radical nilpotent. On note € le groupe de Weyl de SO(2p) x
SO(2g); les éléments de S s’identifient au produit d’une permutation de
[1, p] par une permutation de [1, ¢] plus une fonction signe, ie., une
application de [1, pJuU (1, ¢] dans +1. Si 6 € &, on écrit ¢ = (|a|, signe o)
suivant la décomposition précédente. Soit 4 un sous-ensemble de racines
intervenant dans unyp (o0 p est définie par la décomposition de Cartan
relative & K') et € &. On pose:

Yi= Y a=i(ag, . a,); (@), . a))

ae A

B,:={aed} o~ (a)¢4}},

ou 4} est le systéme de racines compactes positives le plus habituel.

On pose (A5 M')=((A1, . 4p); (W1, o ) i= 07 ((A; M)+ 2p, —
2acn, 8= 2a) OU (A; M) := (A1, ., 4,); (U1 s ) AVEC W (4, .y 4,),5
(k15 s fy)y- On laisse au lecteur le soin de vérifier que 'on a:

VI<j<p, A=A, +i—06(j)—ay si signe a(j)= +1,
= —(Asp+ 20— Jj~0(j)—a,) si signe o(j)= —1.

Et des résultats pour u; si 1 <;j<g, analogues.
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On suppose que ¢ vérifie:
(1) B, est formé d’éléments intervenant dans un ¥,
et que 'on a:

(2) (A’; M’) intervient dans la restriction a la composante neutre de K’
d’un K'-type de #7, ici on voit (A’; M’') comme une représentation de
SO(2p) x SO(2q) (cf. 1.2)

(3) Etil suffit (comme dans I1.7) de montrer que ¢ est I'identité et 4 est
vide

Sans perdre les hypothéses (1) et (2), mais en changeant éventuellement o
en un élément du groupe de Weyl de K’, noté ¢’, on peut supposer, comme
nous le ferons que 4, et u;, sont positifs ou nuls. Le passage de ¢ a ¢’ se fait
en changeant éventuellement le signe de o(p) et celui de a(gq), mais comme
o est un élément du groupe de Weyl de SO(2p) x SO(2q), de (3) pour ¢’ on
déduit aussi (3) pour o.

Ainsi il existe &', n'= %1 tels que (4}, .., 4,).; (4}, .., #,), paramétrise
un K'-type de # .

Tout ce que I'on va faire, c’est établir un analogue aux lemmes I1.8 et I1.9
et laisser le reste de la démonstration au lecteur. (Le lemme qui suit est
essenticllement trivial si n <2 inf(p, g), seul cas ou nous avons vraiment
besoin de 11.12.)

I1.13. LemME (Notation et hypothéses de I1.12, ¥, #°, V, W). On
adopte les notations p,, q,;, r de 112 pour W (cf. aussi 11.5) et on pose
Pri2=D, 4r42=q. Soit W' un K'-type de W', paramétrisé par (A}, .., 4,).;
(415 ooy fiy) - Pour 1<i<r+1, on pose:

zi= Y, A=A+ ¥ w—u

1<j<piy, 1</<qiyy

(a) Onaz <0
(b) Soit 1<i<r; on suppose que I'on n'est pas dans l'une des situa-
tions suivantes: (k' :=sup{j| A;>0} et v':= {j| y;>0})
(1) &= =1L k'{piciet p—pir1<q—qisy,
(2) n'=—-Lv<gi,1 el q—qi 1 <P—Pis1;
alors on a z;<0.

(c) On suppose que (1) en (b) est vérifié et on note i° le plus grand
entier tel que 'on ait:

I°<r; k'<pi-oy et p—pi <q—qiig.
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On pose:
S .o _
i = inf{l<i<i® | piy 1 =Piosa )
re ’ ’
= Y A4+ X w—wu,
1€j<ppy, 1Sy,
et 'on a:

¢ p—Piri1=q—qicy1— 1 et sii°<r, g1 =piest+1,
o <2, —i").

On applique L6: on sait que ¥~ contient un K-type noté X ® det” ~7 tel que
en paramétrisant X par (v, .., v,) on ait pour tout 1 <j, <p:

Yo ov< Y A +sup(0, (1—¢)2)(j, — k)

1<j<si 1< j<inf(j,k")

—sup(0, ji —(n—(v' + (1 —n')g—1'))). (1)
On a aussi pour tout 1 < j,<q:

Yo v S Y pj+sup(0, ((1—n)/2)(j2—v")

1<j<h 1< j<inf(j2,v')

—sup(0, j,— (n— k' + (1 -¢')}p—k'))). (2)
En outre, on sait (cf. 1.4 et 1.5) que 'on a:

d°(X®det” )< Y A+ Y w+(A-=&Np-k)+(1-n)g-v")

I<j<p 1<j<g¢q
—2sup(0,k'+(1—=&YWp—K)—n+v'+(1—=9")g—7').
(3)
A Tl'aide de I1.6, on vérifie que I’on a, pour tout 1 <i<r:
Y v+ Y (A va_ ;00 <O (4)

L<j<piy,y 1<j<q)y,
En posant k:=sup{j| A; >0} et v=sup{j| u;>0}, on a:

Y o4+ Y m+(l—elp—k)+(1—n)g—v)

1<j<p 1<j<q

=d°V<d°(X®det”9). (5)
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Si ¢'=n"= +1, il est clair que (a) et (b) sont vérifiés. Supposons mainte-
nant que ¢ =n' = —1; de (3) et (5), on tire:

2, S2Ap—k)+2g—v)+2n—p—q)-2p—k)—-2(q—0")

=2(n—p—q)<0.
D’ou aussi (a) dans ce cas. Supposons maintenant que &'n’= —1; par
symétrie, on peut supposer que ¢ = —1 et "= +1. Il faut commencer par

améliorer I'inégalité (3): soit k =sup{j|v,>0}. Utilisant 1.6, on voit que
Pon a k<2p—k' et I'on a donc:

d°(X@det” )= Y v,— Y v

1<j<k k<jgn

< ) A+ Y p}+2(p—k’)—2(2p—ic'—i€)
1<j<k 1<j<y

= ) A+ Y w+2k-p).
1<j<k 1€j<ve

Ainsi {a) est prouvé si k < p, mais dans le cas contraire, il suffit de démon-
trer (cf. (4)) que 'on a:

d°(X®det”" ) —d°V=2(k—p)— ((1—e)(p—k)+ (1 —n)(g—v))

On retrouve ici la difficulté qu'il y avait eu a prouver I1.3(y) et que I'on
n’avait pas eu en IL6. Et la démonstration se fait exactement comme pour
I1.3(y) et nous ne la ferons pas.

Pour prouver (b) et (c), on va supposer que & =n'= —1, le cas ou
¢'n’ = —1 est analogue, plut6t plus simple.

De (1), (2) et IL6, on voit que si i est tel que p;, , <k'etq;, , <v,ona
2,<0 (cf. aussi (4)). Supposons maintenant que i est tel que p;,, >k’ et
gi.1=v. De (1), (2) et (4), on tire:

2; <Pl —K)+n—piy =29+ +(qip,—V)+n—qi, —2p+k
=2(n—p—q)<0. (6)

Supposons maintenant que p;, ; 2k’ et g;, ; <v'. De (1), (2) et (4), on tire

a fortiori:

i< (P —K)+n—qi —2p+ k' =(n—p—q)+(9—qi1) = (P = Pis1)-
(7)

Cela prouve (b) sig—q;.,<p—Pi.y-
Prouvons maintenant (c), en supposant toujours &' =n"= —1 (le cas
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¢'n’= —1 étant analogue). On adopte les notations i°, i; de Yénoncé.
Remarquons d’abord qu’il résulte de I1.2 que I'on a:
Giov1 =Gy =1"— 1. (8)

Puisque i° a une propriété de maximalité, il y a deux cas possibles:

* i°=r, mais alors grice a (1), p—q+4¢,,,—p,,1 <O entraine que
P—q4+q, 1 —Pry=—L

* i°<r;puisque kK’ <pj-,;, 0N A p— Pl 22q—Gieys.

Or on a:
(P“P?uz)*(q—‘1§°+2)*(P—P?°+1)+(11~‘J?°+1)= _Pi°+1+qi"+l
=1,00u —1.
D’ou nécessairement
(P=Piev))=(q—qi-y—1) e qey=ppri+1 )
Gréce a (7) ou (6), on a:
;K1 (10)
De plus:
=z~ et pii1=Phsr (11)

Py
1l résulte de 11.2(2) que I'on a:
* soit iy =i°=r et comme p—p,,;=9g—¢, . 1—1, 4, 22 (cf
I1.2(3) et (1))
+ soit i, <r et avec (8) et (9), g, ., #0. Alors I1.2(2), montre que:

AP;H_K+2(p—p;1+1)-(ﬂq;\+l+2(q-q:]+l))>0'

Cest-a-dire:

Ay 22P—Phvi~q+q, . )=20°~1)+2

p;1+1
(cf. (8) et (9)). On obtient le résultat cherché: z’ < 2(i, —i°), grace a (10) et
(11).

IT1. CALCUL DE LA CORRESPONDANCE DE HOWE
SOUS LES CONDITIONS (1) ET (T)

IIL.1.  Introduction et conditions (*) et (*)'. Commengons par quelques

définitions supplémentaires que nous justifierons plus loin. Soit ¥" e Hchg,;
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remarquons que les entiers associés 4 un K-type minimal de ¥ par II. ne
dépendent pas du choix du K-type minimal choisi, (cf. [V,, 6.5.15]). On
pose:

g:=0 sip—q+q.,..—p,,1=0,
=1 Sip—q+4q, 1= P #0.

On dit que ¥~ vérifie (*) si 'on a:

(*) n=p+q et il existe un sous-groupe parabolique, noté P de Sp(2n),
ayant un Lévi isomorphe a GL(n—p—q+0)xSp(2(p+qg—0c)) et un
élément, noté V"', de Hchgyr,, 4 o)) tels que ¥~ soit un sous-quotient de
linduite (normalisée) de P a Sp(2n) de la représentation: |det|\"—?—9-9+1)/2)
(signe det)? ~9® ¥"', contenant un K-type minimal de cette induite.

Soit #" € Hch,, comme plus haut les entiers qui sont associés 4 'un de ses
K'-types minimaux en II.2 ne dépendent pas du choix du K’-type minimal,
et on note encore ¢:= 0 ou | suivant que p—q+gq,., —p, ., est nul ou
non. On dit que #” vérifie (*) si 'on a: (*) est vide sin=p+qetc=1.

(*)': n<p+gq et il existe un sous-groupe parabolique, noté P', de
O(2p,2q), ayant un Levi isomorphe & GL(p+q—n—o)x
O2p—(p+qgq—n—0), 29— (p+qg—n—o)) et un élément, noté W', de
Hechoiop (psg—n—o) 20— (p+q-n—oy €IS que W soit un sous-quotient de
Uinduite (normalisée) de P a OQ2p,2q) de la représentation
|det|(p+a—n+o—1V2@ 9" contenant un K'-type minimal de cette induite.

Remarquons que ces conditions portent essentiellement sur le paramétre
continu; on les réexprimera de cette fagon 2 la fin de ce §.
La condition générale derriére (*) et (*)" est la suivante:

a la suite de Kudla, on vérifie dans cette partie la propriété simple
suivante:

(1) on adopte les notations &, ,, et ¥, , . de lintroduction pour la
correspondance de Howe et son inverse. Soient ¥ € Hchg,,, et
W € Hcho,p, 5,; ON suppose que ¥” @ #  est un quotient de la représenta-
tion métaplectique. Alors #” est dans I'image de @,, , , pour tout n’ > n (cf.
19) et ¥, ,,(#°) est un sous-quotient de I'induite & partir d’'un sous-
groupe parabolique de Levi isomorphe & GL(n' — n) x Sp(2n) de la repré-
sentation [det| (" +n+1¥D - (r+a)signe det)?~Y® ¥". Alors qu'en général

. ng(#") ne contient pas un U(n')-type minimal de cette induite (on pré-
01sera cela dans IV)(*) le demande (quand on fait n’:=net n=p+4q ou
p+4q—1 suivant les valeurs de p—-g+4,.—p.. 1)

On voit que (*) fait intervenir des groupes orthogonaux du type

580/85/1-4
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O(2p+1, 29+ 1) que nous n’étudions pas dans ce travail alors quils ne
sont pas vraiment différents et que cela va nous obliger 4 quelques formula-
tions un peu lourdes.

Réexprimons (*) et (*) sous la forme complétement équivalente sui-
vante, qui utilise uniquement les paramétres de Langlands-Vogan:

(**). Soit ¥ € Hchg, (on garde la notation o de (*)) et on suppose que
n 2z p+q; soit Py un parabolique cuspidal attaché a ¥~ par Langlands (on n'a
pas besoin de condition de négativité), Py=MAN une décomposition de
Langlands de P,. On sait a priori que I'on a (avec les notations de 11.4 pour
un K-type minimal de v~ (cf. [V,, 6.5.15])):

MA~GL(1)x --- xGL(1)x GL(2) x --+ x GL(2) x Sp(25)

* Ti<igr inf(pi,qi)

ou

lp:—qil. (2)

i
Il
-1

I1<igr

En outre Langlands associe aussi a ¥~ une série discréte, noté 6, de M et un
caractére, noté v, de A. (on retrouve & a 'aide d’'un K-type minimal (cf. [V,
6.§5]). La condition (*) dit exactement que l'onaszn—(p+q)+o0 et que
la restriction de (0 ®v) (a conjugaison prés. permutation et inversion) a
n—(p+q)+ o facteurs en GL(1) est le caractére:

pta) _
h"'tn—(p+q)+oF*!tJ"'“n‘(p+q”n t» q)mgne(h"'tn—(p+q)+a)p ?
sic=1,1, ,_,, nintervient que par son signe).

On réexprime de méme (*)':

(**)': Soit W € Hchy; on suppose que n < p + q, (on garde la notation o
de (*)') et on note Py, un parabolique cuspidal attaché a W (analogue de P,)
avec comme décomposition de Langlands Py= M'A'N'. Ici, on utilise les
notations de 11.2, relatives a un K'-type minimal de W . Et on a:

M'A"~GL(1)x - x GL(1)x GL(2) x -++ x GL(2) x O(25, 2§)
e e e S —— e

2inf(p".4") T1giar inf(21,0)

oup:= 3 sup(0, p,—q;)+sup(0, p'—q’)

1<igr

Y. sup(0,q,—p,)+sup(0, g’ —p'). (3)

1<igr

q:

A W, Langlands attache aussi une série discréte &' et un caractére continu v’
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et la condition (**)' dit exactement que l'on a: 2inf(p’,¢'Y=p+q—n—oet
'@V’ restreint @ p+q—n—o facteurs en GL(1) (toujours & conjugaison
prés: permutation et inversion) est le caractére: t ---t —
[t - 1tps g nal?T9" "1 (on “oublie” t sig=0).

p+q—n—o
ptg—n

Dans cette partie III, on commence en II1.2 par “définir,” en supposant
nzp+q, une application, not¢ ¥,, de 'ensemble des éléments de Hch,
qui vérifient (1)’ sur 'ensemble des éléments de Hchg, qui vérifient (1) et
(*); cette definition dépend & priori du choix d’un K’-type minimal vérifiant
()" mais on démontrera plus loin qu’il n’en est rien. En IIL3, on suppose
n<p+q et on donne une définition symétrique d’une application @, , de
ensemble des éléments de Hchg, qui vérifient (1) sur ensemble des éié-
ments de Hch,, qui vérifient (1)’ et (*)'. Le résultat principal de ce chapitre
consiste a démontrer que ¥, (sin>p+g)et &, (si n< p+ q) calculent la
correspondance de Howe, ie., si # € Hch,, vérifie (1) alors Y, (#)@ W
est quotient de la représentation métaplectique si n> p + q et un résultat
symétrique si n< p+ ¢ (cf. 1I1.13).

IIL.2. Description de ¥, quand n>zp+q. Soient W e Hch, et W un
K’'-type minimal de #". On suppose que (#', W) vérifient (1), que
nzp+ q et tenant compte de IL.5 on pose V:= ¥(W). On commence par
décrire le cas ou #~ est une série discréte et ou 7= p + ¢. Sous ces hypothé-
ses, " a un unique K'-type minimal, W (4, .., 4,),; (4y, ..., ,), €t, avec
les notations de I1.2 relatives & W, on a pour tout 1<i<r, p,+¢,=1 et
p'+4q < 1. Cette série discréte #~ est complétement déterminée par son
K'-type minimal et pas par son paramétre de Harish-Chandra, le groupe
n’étant pas connexe, mais donnons quand méme ce paramétre de Harish-
Chandra, noté (7, ..., I,,); (&1, .y f1,) ou lon a (cela résulte de I1.2):

L=k+p—q—pi+q—1  ouiest défini par j=p/+1=pl,,,
L=u+q—p—qi+p;—1 ou i est défini par j=q;+1=¢q;}, .
Remarquons que I'on a:
p'=q'=0«1j. #0, pourtout I<j<pet1<,'<yq,
p’ =1 (resp.0), g'=0 (resp. 1)< 4, =0 (resp. ji,=0)

et tous les autres paramétres sont non nuls.
Alors si n=p+gq, V' =W (#') est la (limite de) série discréte (limite si
P’ +4q' #0) de paramétre de Harish-Chandra, noté A= (A,, ..., 1,) oi 'on a:

1,=4; sil<j<p,

f=—A,_,,. sil<j<q.
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Remarquons que A est régulier sauf si p'+4¢’ #0 auquel cas on a soit

=0, soit 4, _ gr1= 0. Cette (limite de) série discréte est précisée par son
K-type minimal qui vaut V:= (Y} W) (cf. [V,, 7.18]), mais aussi, si I'on
préfére par une chambre de Weyl positive; c’est celle pour laquelle A est
dominant et si p'+¢'=1 la racine 2¢, (cf. IL7 pour la notation 2¢,) est
positive quand p'=1 (ie, Zp=0) et la racine —2¢,_,,, est positive
quand ¢'=1 (ie. 4,_,,,=0).

(1) Remarque (hypothéses et notations précédentes) on suppose ici que
p'+q#0¢etonnote ¥,, 1("/I/ ) la série dlscrete de Sp(2n —2) de para-
metre de Harish-Chandra ((A4,, ... Aj L AJH, .y A,)ou j=psip'=1et

=p+1 si ¢=1. On note P un parabolique de Sp(2n) ayant ses Levi
isomorphes 4 GL(1)x Sp(2n—2). Alors ¥, (#°) est le sous-quotient de
linduite de P 4 Sp(2n) de la représentation (signe det)’ ‘@ ¥, ,_(¥#')
qui contient le K-type (minimal) V. On retrouve ainsi ¥,(#") dans sa clas-
sification de Langlands-Vogan.

On écrit la paramétrisation de Langlands de ¥ := ¥, (#") a l'aide de

[V,, 6.6.15]:

» le parabolique cuspidal a ses Levi, not¢ MA isomorphes a
GL(1)x Sp(2n—2) (cf. 114, ici p,+q,=1 pour tout 1 <i<ret s=1),

* la série discréte de M vaut sur Sp(2n —2) exactement ¥, , _(#")
(on compare les paramétres de Harish-Chandra) et vaut sur
(+1) (5 GL(1)) le caractére (signe det)? ~¢ (pour voir cela, il faut référer a
[V,, 6.6.2(c)] et se rappeler que V est paramétré par ((4,, .., 4,, —fg, .y
—u ) +p+q si We (A, s 4,)5 (g, s )y, car e=n=1 par (t) et
A, 4+, #0).

(2) Remarquons aussi que dans le cas oi nous nous sommes placés, #”
a un unique K’-type minimal vérifiant (1)’ et que ¥, ne dépend donc que
de #.

Passons au cas général (On garde les notations %", W vérifiant () et V'
du début). Soit Py un parabolique cuspidal, Po= M’'A’N’ une décomposi-
tion de Langlands de Pj, 4’ une série discréte de M’, v’ un caractére de 4’
et on suppose que ¥ est le sous-quotient de Langlands de I'induite de Pg a
O(2p, 2q) de la représentation 4’ @ v’ contenant W; puisque W est un
K’-type minimal de #°, M'A’ est décrit par III.1(3). On décompose natu-
rellement 4’ ®@ v’ =: (47®v))® (4@ v3)®@ A’ ol A’ est une série discréte
de O(2p, 2G), 47 ® v un caractére du produit de tous les facteurs de type
GL(1) et A5® v une représentation du produit de tous les facteurs de type
GI(2). W détermine A’, A4} et 45.

On note P; un sous-groupe parabolique de Sp(2n) avec une décomposi-
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tion de langlands M*A*N™*, ou l'on a (avec les notations p’,q’,.. de
IL.1(2)):

M*A* =~ GL()x - xGL(1)* GL@)X = X GLO2) x 5p(2(5 + 7)) (3)

2inf(p',q'Y+n—p—gq Zigigrinf(pi,qi)

On définit une représentation de M+ 4* en faisant le produit tensoriel

e du caractére: t,---t, (oIt |t pagl” 7T sign(ty .-
ln_(p+q))” % des n— p—q premiers facteurs en GI(1), 4)
» du caractére: 47 ® v signe det” 7 sur les autres facteurs GL(1), (5)
» de la représentation: 45® v, sur les facteurs GL(2), (6)
* de la représentation ¥, .(4') sur Sp(2(p +§)) (cf. (2)). (7

On note cette représentation A* @v* et on définit alors ¥ := Y (W)
comme étant 'unique sous-quotient de l'induite de Py*a Sp(2n) de A* @ v,
prolongée trivialement sur N*, qui contient le K-type V. (V est un K-type
minimal de Uinduite, cf. [V,, 7.17 et 7.18]) et y intervient avec multiplicité
un (mémes références).

On aura besoin de la remarque suivante:

(8) on obtient la méme définition de ¥”, en remplagant 45 en (6) par
son produit tensoriel par le caractére signe det” ¢ (on n’a pas changé la
représentation) et en remplagant en (5) et (6) les représentations par leurs
contragrédientes (un tel changement conserve le semi-simplifi¢ de l'induite).

Tenant compte de la remarque (1) et de (4), il est clair que W, (#)
vérifie (*), défini en IIL.1. Deplus les éléments de Hchg, qui contiennent V
comme K-type minimal et qui vérifient (*) sont tous sous-quotient d’'une
induite a partir de P, défini avant (3), et de la (limite de) série discréte
A*, seul le caractére continu peut varier mais astreint a vérifier (4). Tenant
compte de (5) et (6), il est alors clair que tous ces éléments s’écrivent sous
la forme WY, (#"') avec #” un élément de Hch, contenant W comme
K’'-type minimal. On a ainsi prouvé:

(9) W, définit une surjection de 'ensemble des éléments de Hchy muni
d'un choix de K'-type minimal vérifiant (1) sur I'ensemble des éléments de
Hchg, vérifiant (1) et (*).

En termes de paramétrisation de Vogan. ¥ := ¥, (#") a pour paramétre
#-stables (g, H, J, v) ou q, H, 6, v sont décrits grice & V (en I11.4) (H est un
sous-groupe de Cartan déployé maximal de L) et v=v*" si
P—q9+q,.1—P,+1=0; 81 p—q+q,,,—p,,1#0, on a une “inclusion”
(& conjugaison prés) de A* dans H et v|,+=v*, v étant trivial sur la
composante connexe de la partie déployée de H n Sp(2s); cela définit
complétement v.
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I1.3.  Description de @, ,(+") quand n< p + q. Soient ¥" € Hchg, et V un
K-type minimal de ¥"; on suppose que V vérifie (1) et que V est paramétré
par ((4,, .., 4,). On pose W:= ®(V) (cf. IL5). On adopte les notations
Pi» 4:» 5, r de 11.4 et on traite d’abord le cas ou: ¥~ est une série discréte et
p+q—n=0o0u l

La condition (f) dit ici seulement que p>p,,, et ¢=4.,,. Rappellons
que V est ici 'unique K-type minimal de 77, que s =0 et pour tout 1 <i<r
pi+q;=1. On définit alors W .= &, (V') comme étant l'unique série
discréte de O(2p, 2q) qui contienne W comme K’-type minimal; 'existence de
cette série discréte est prouvée par Vogan dans [V,, fin de p. 54 et début
p. 55, en tenant compte de ce que grice a IL5 AN, avec les notations de
locus cité, est trivial]. En termes plus élémentaires: on note (A4, .., 4,) le
paramétre de Harish-Chandra de ¥ (il est décrit en 11.4) et %, la série
discréte de la composante neutre de O(2p, 2¢g) de paramétre de Harish-
Chandra (4,, .., Ay, OGi p=p ) (- Ay n—A, i+ OG
g>qi.))yet # est l’umque représentation de O(2p, 2q) contenant ¥, dans
sa restriction et vérifiant (1)’

Cas général. On adopte les notations Py, J, v de 111.1(2) et on décom-
pose S®v sous la forme (5, ®v,)® (6, ®v,)® comme on Pa fait pour
A'®v en II1.2. Ici § est une série discréte de Sp(25) qui vérifie (1) si 'on
remplace p par p et ¢ par ¢; en outre on a (cf. ILS, IIL1{(2) et (3))
p+d—5=o0, ou o est défini en IIL1(*) et 2inf(p’, ¢’ )=p+qg—n—o+s.
On définit une représentation de M’A’ (notations de IILI(3)) en faisant Ie
produit tensoriel des représentations suivantes:

s le caractere (¢;, ..t g p_o)>[t] - |t,,+q~,,_,|”+""'_1 sur les
p +q—n— o premiers facteurs GL(1) (on “oublie” ¢,,,_, si 6 =0),
¢ le caractére (d, ® v,) signe(det)? ~ ¢ sur les autres facteurs GL(1),

* la représentation (6,® v,) sur les facteurs GL(2), (Rq:6,®@v, ~
8, ® v, sign det)? ~9),
* la représentation @; .(5) sur O(2p, 24).

On note &’ ® v’ cette représentation de M’'A’, ou ¢’ est une série discréte de
M’ et v’ un caractére de A'. On définit alors W := @, (V") comme étant
l'unique sous-quotient de linduite de Py a O(2p, 2q) de la représentation
O’ ® v’ (prolongée trivialement & N') qui contient le K'-type W.

Toute cette construction ne fait que préciser le paramétre continu de %~
seul manquant aprés la connaissance d’un K’-type minimal, en P'occurrence
W et ce paramétre continu vaut v'.

On vérifie ici, plus aisément qu'en 1112, que @, (V") vérifie (1) et (*) et
que tout élément de Hch,, vérifiant (1) et (*) s’écrit sous cette forme (avec
¥~ bien choisi).
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II1.4. Adjonction de plans hyperboliques.

LEMME. Soient ze N, meC.

(1) Soient ©:=0 ou 1 et ¥ € Hchg,; on suppose que ¥ admet un
K-type minimal, noté V et paramétrisé par (A,, ..., 4,). On note P un sous-
groupe parabolique de Sp(2n+2z) ayant ses Levi isomorphes a
GL(z)x Sp(2n) et w la ‘‘représentation” de P triviale sur son radical unipo-
tent et valant |det|™ (signe det)*® ¥~ sur 'un de ses Levi. La représentation
induite de P a Sp(2n+2z) de m admet la représentation irréductible de
U(n+ z), notée V' définie ci-aprés, comme U(n + z)-type minimal et V' inter-
vient avec multiplicite un.

Ve (Al o Ay s) ot I'on a: (avec les notations de 11.4 pour V)
Aj=4,; Sil1<j<p,,y,
Ao jir=Au_jo SII<j<q
Aj+q,1—pre1=1,0 0u —1(1 et —1 étant exclusifs)
sip. . <j<n+z—q.,etVYa=1,00u —1
#{p, o <jS<ntz—q |4+ =P =0}
—#{pi o <jsn—q 14+ 4 — P =af=0sia=1[2]

=0 ou z sinon.

Cela peut donner 2 possibilités pour V' (rappelons que A\ = --- 24, ,)
mais les deux conviennent. (Ces deux choix sont conjugués par Uaction d’un
R-groupe convenable).

En particulier si V vérifie () (cf. 11.1), intervient dans les harmoniques (cf.
1.4) et si t=p—q[mod 2], on pose W:= ®°(V) et on peut prendre pour V'

la représentation Y5, , , (W).

(ii) Avec les hypothéses et notations de (i), on note ¥"' l'unique sous-
quotient de l'induite de m qui contient V'. Alors il existe un homomorphisme
surjectif de (K x sp(2n))-modules de la “restriction” de ¥’ a Sp(2n) sur ¥
qui envoie “le”’ vecteur de plus haut poids de V' sur celui de V.

(iil) Soient W € Hchg, et W l'un de ses K'-types minimaux. On note P’
un sous-groupe parabolique de O(2p + 2z, 2q + 2z) ayant ses Levi isomorphes
a GL(2z)x O(2p, 2q) et ' la représentation de P' triviale sur le radical uni-
potent de P’ et valant |det\” @ W sur I'un des Levi de P'. On suppose que W
vérifie (t) (hypothése utile) et que W intervient dans les harmoniques
(hypothése simplificatrice). On pose W':= &5, . .. ¥ (W) Alors W’
est un O(2p + 22) x O(2q + 2z) x O(2q + 2z)-type minimal de !'induite de n’y
intervenant avec multiplicité un.
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(iv) Avec les hypothéses et notations de (iii), on note %~ ['unique sous-
quotient de l'induite de 1" qui contient W'. Alors il existe un homomorphisme
surjectif de (K’ x o(2p, 2q))-modules de %~ “restreint” a O(2p, 2q) sur W
qui envoie le vecteur de plus haut poids de W' sur celui de W.

(i) Dr’abord on vérifie que ¥ intervient dans I'induite; c’est un simple
calcul de réciprocité de Frobenius.

Ensuite on calcule les entiers p;, q;, r, s de 11.4 pour V”; on vérifie quasi-
ment sans calculs qu’ils coincident avec ceux définis pour ¥ sauf s qui (1)
devient s + z.

Maintenant les points clés sont [V, 8.1] et [V,, 7.16]: [V;, 8.1] dit
que les “K”-types minimaux d’une induite sont inclus dans induite des
“K”-types minimaux (évidemment le “K” change). On peut remplacer P par
un sous-groupe parabolique de Levi noté P de Levi GL(1)x --- x GL(1) x

MA (ou MA est défini en 111.1(2)) et = par une représentationﬁ i, valant le
caractére (f,, .., ;) |4|" 72 |m T e signe(t - 1,) @D
(8, v notations de ce qui suit II11.1(2)). Le calcul des U(n + z)-types mini-
maux de cette induite est fait en [V,, 7.16] mais explicitons: griace a (1),
on vérifie que le L de [V,, 7.16] coincide avec le L défini par I1.4 pour V"’
(cf. ce qui précéde [V, 7.7] en pensant que A a cet endroit est le 4 de 114
pour V'). De méme le n de [V, 7.16] est le radical nilpotent du paraboli-
que de IL4 et il est trés facile de vérifier la propriété de petitesse requise;
l'autre vérification a faire dans [V, 7.16] consiste a vérifier que V’
intervient effectivement dans P'induite, ce que nous avons dé¢ja fait. La
multiplicité un est dans [V, 7.17].

(it) se prouve comme (i) et 'hypothése (f) intervient pour avoir
I'analogue de (1).

(iii): on garde les notations P, 7 de la preuve de (i). En choisissant
correctement P, on peut supposer, comme nous le ferons, que ¥ est un
sous-module de P'induite de 7. Avec ce méme choix, mais en changeant
éventuellement P (en gardant la méme classe de conjugaison pour ses
Levi), on peut aussi supposer que l'induite de n est un sous-module de
I'induite précédente. Comme ¥’ intervient déja dans l'induite de 7 avec
multiplicité un (cf. la preuve de (i)), 7" est un sous-module de I'induite
de n. La réciprocité de Frobenius et le fait que Sp(2n+2z)=PU(n+ z),
donnent un homorphisme, ¢, nul sur aucun U(n + z)-types, K x sp(2n)-
équivariant de ¥" sur ¥". Puisque V' a multiplicit¢ un dans linduite, la
réciprocité de Frobenius montre encore que V' restreint a (U(n+z)n
GL(z))x K contient V prolongé par un caractére évident 4 U(n+z)n
GL(z), avec multiplicité un. Il reste & s’assurer que @(V’)c V. Clest peut-
étre évident avec la construction de ¢, mais cela résulte en tout cas du fait
que V, convenablement prolongé comme plus haut, est un (U(n+z)n
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GL(z)) x K type minimal de 7 (tout autre sous-K-module de V'’ stable par
U(n+ z) n GL(z) ne vérifie pas les inégalites de I1.6 (a)). Le lemme est alors
clair, (iv) se démontrant comme (ii).

III.5. Tout module de Harish-Chandra est dans la correspondance de
Howe aprés adjonction de plans hyperboliques.

Remarques (Notations @ etV de l'introduction).

np.q np.q

(1) Soit ¥" € Hchg,; on fixe n et p—q et on note (p(¥"), q(¥")) les
entiers (S'ils existent et I'infini sinon) tels que p(¥V')—q(¥ )=p—gq, ¥ est
dans le domaine de définition de @, .y ,v) €t P(¥')+q(¥") est minimal
avec ces propriétés. Alors on a: p(V' )+ q(¥") < + 0.

(ii) Soit W € Hchy, on fixe p et q et on note n(W") le plus petit entier
(s’il existe et l'infini sinon) tel que W~ soit dans I'image de @, , ,. Alors
n(w)< +oo.

Ces remarques sont “bien connues”; faute de références, on va esquisser
la preuve de (i) ((ii) est analogue): on commence par supposer que
p =g =n. On reprend les notation &, % de I, pour I'espace symplectique et
orthogonal et on note Y un sous-espace isotrope maximal de %. On note
& Tespace de Schwartz formé des fonctions de Schwartz sur Hom(Y, &);
& est Tespace d’'une réalisation de la représentation métaplectique pour
Sp(X ® %) du moins quand on se limite aux ¢léments finis sous I'action
d’un compact maximal fixé, noté 2#". On note 7, un €lément de Hom(Y, &)
qui est surjectif. On vérifie que 'orbite de 1, sous Sp(2n) est fermée; on la
note . D’ou un morphisme surjectif, équivariant pour Sp(2n), de & sur
F(£2), I'espace des fonctions de Schwartz sur Q. Le stabilisateur de 1, dans
Sp(2n) est trivial; ce qui permet d’identifier #(£2) et I'espace des fonctions a
décroissance rapide sur Sp(2n), noté¢ & (Sp(2n)). On a ainsi un homomor-
phisme surjectif, noté ¢, équivariant pour Sp(2n), de & sur £(Sp(2n)) (en
utilisant par exemple un plongement dans les fonctions L?), on voit qu’en
restreignant cet homomorphisme aux éléments # -finis de %, 'image, notée
&', est un sous-espace dense de ¥ (Sp(2n)) stable par les représentations
réguliéres gauche et droite de sp(2n) et formé d’éléments K-finis. Soit main-
tenant (7w, ¥") (une représentation de Sp(2n); soit ve ¥". L’application qui 4
fe@ &' associe js,,(z,,) f(y7") =(y)v dy, ne peut étre nul sans (par densité)
I’étre aussi sur les fonctions & support compact, ce qui est exclu.

D’oti un morphisme K x Lie Sp(2n)-équivariant de la repré-
sentation métaplectique dans I'ensemble des vecteurs K-finis
de V. (1)

Soit maintenant p—¢g quelconque et par symétrie, supposons que
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P—q=20. On va prouver, ce qui est légérement plus précis que I'’énoncé,
que I'on a:

D, (n+p_qn & Hchg, tout entier comme domaine de définition.

Pour (p',q')eN, on note ¥, , la représentation métaplectique pour la
paire (Sp(2n), O(2p', 2¢'))). Alors on a:

‘V;H»p—q,nISp(Zn) =~ (‘y;,n ®‘Zz~q,0) Isp(zn)'

Soit (=, ¥")e Hchg, et (n', ¥"') un élément de Hchg, quotient de ¥, — g0
D’aprés (1), il existe un morphisme non nul de ¥, , dans Hom(¥", ‘V ) (il
faut en fait remplacer ¥~ et ¥’ par des représentations de Sp(2n) et Sp(2n)
agit dans Hom (7", ¥") de la fagon habituelle). Il est alors clair qu’il existe
un morphisme équivariant de &,,, ,, dans ¥" non nul et on conclut
grice a L8.

111.6. Quelques homorphismes entre représentations métaplectiques (1°
partie). Soient n, p, geN; on note %, ,  la représentation métaplectique
pour la paire Sp(2n), O(2p, 2q).

np,

LEMME. (i) soit ze N alors il existe un homomorphisme injectif, équiva-
riant pour K et pour (K'xo0(2p,2q)), de ¥, ,,dans &, ,. ... qui envoie
lensemble des vecteurs de plus haut poids de lespace des harmoniques pour
Kx K’ (cf. 1.4) dans I'ensemble des vecteurs de plus haut poids de I'espace des
harmoniques pour K x O(2p +2z) x O(2q + 2z).

(ii) Soit ze N; alors il existe un homomorphisme injectif, équivariant
pour K’ et pour (Kxsp(2n)) de &, , , dans &, . , , , avec les mémes proprié-
tés qu'en (i).

(i) La représentation métaplectique %, ,, contient un vecteur K-fixe,
noté x,. En outre on a:

yn p+z,q+z iSp(Zn)xO(2p Zq)_y pq® nzz»

Paction de (K’ x o(2p, 2q)) se faisant sur %, , . uniquement.
Le produit tensoriel par x, réalise donc un homomorphisme injectif de
gdans &, .. ... qui a les propriétés d’équivariances de (i). Pour
av01r les autres propriétés, il suffit de regarder ce qui se passe avec des
modéles de Fock. On note Z*(resp. Z~ ) un espace vectoriel muni d’une
forme orthogonale définie positive (resp. négative) de dimension z.
Désignant par C[ ] 'espace des polyndmes sur l'espace vectoriel qui se
trouve entre crochets, on prend comme modéles de Fock (soient X, E, F
comme en 1.1):
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pour Znna: CLA*®E)D (X® F)],
pour &, 4.0+ CLLX*®(EBZY)D (X (FORZ7))],
pour Frez CHX*®ZT)D(XRZ7)],

et pour x4, on prend le polyndme constant sur (X*®@Z*)®D(X®Z™).
L’application décrite plus haut est alors le comorphisme de la projection
naturelle de (X*®(EQZ*)B(XR(FDZ7)) sur (X*QE)D(XRF).
L’assertion sur les harmoniques résulte alors des descriptions explicites
données dans [K-V] et de 1.4.

II1.7. Homomorphismes entre représentations métaplectiques (2° partie).
On fixe une décomposition lagrangienne & =X’ @ (X')* de I'espace sym-
plectique, un drapeau isotrope: 0c X & X7 & --- € X, de X’ (ouveN)
et un drapeau isotrope: 0c Yy, & Y| & --- & Y, de Pespace orthogonal
%. Pour tout 1<i<wv, on pose X,:=X;/X;_, et Y ;=YY |
x;:=dimX,, y,:=dimY, et pour tout 0<i<v, x:=dimX] et
yii=dim Y], x5=:x, Vo=:yo. On pose encore ¥ := X.*/X] et
% .= Y)*/Y,. Ce sont des espaces symplectique et orthogonal ou nuls.

On note &, pour 1 <i<v, la représentation métaplectique pour la paire
réductive duale GL(X,)xGL(Y;); on peut la réaliser dans l'espace de
Schwartz sur (X*® Y,) en faisant opérer GL(X;) (resp. GL(Y;)) par le
produit tensoriel de l'action naturelle par le caractére |det|”’? (resp.
|det| =*/?). On note & la représentation métaplectique pour la paire
réductive duale Sp(Z)x O(#), ou la représentation triviale si £ ou % est
nul.

LeEMME (Avec les hypothéses et notations précédentes). On note P et P’
les sous-groupes paraboliques de Sp(X') et O(%¥) stabilisateurs des drapeaux
décrits ci-dessus. 1l existe un homomorphisme surjectif P x P’-équivariant (au
sens des “q— K -modules) de & sur @ <<, S ®F, le deuxiéme espace
étant muni de 'action de P x P’ triviale sur les radicaux unipotents, produit
tensoriel sur les Levi des représentations décrites ci-dessus tordues par les
caractéres suivants:

())0, Pis e YU)E GL(X(I)) X e X GL(Xv)

v
> signe(det yo---7,)” 7 |det yo| 7+ 97%0 ] |dety,|P 921752
Jj=1

(o0 y5 = yo),
(76> V1 s ¥5) €GL(Yg) X -+ x GL(Y )

> |det yo "™ ] |dety)|"=%-1—% (o0 x)=xg).
j=1
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Ici on travaille évidemment avec des modéles de Schrodinger. On réalise
%, 5. dans l'espace de Schwartz #(X'* ® %), rappelons que O(%) y agit
naturellement et GL(X") (g Sp(Z')) y agit par le produit tensoriel de son
action naturelle par le caractére |det|”*¢ signe det” % L’homomorphisme
est I'intégrale sur I'espace décrit ci-dessous:

X*n X )QY,0X}!RY,_,® - ®XF®Y;

ol X ¥ est un supplémentaire de X/ dans X%, pris dans X'*.

La surjectivité de cette application au niveau des fonctions de Schwartz
est claire mais au niveau des représentations métaplectiques il faut utiliser
les descriptions explicites des éléments X -finis (pour 4  convenable)
comme produit de polyndmes par une exponentionelle que I'on peut écrire
explicitement.

I11.8. CorOLLAIRE (Notations et hypothéses de IIL7; I'induction est
normalisée et se fait 4 droite).

(i) Soient pour 1 <i<v, n;, 7] des modules de Harish-Chandra irré-
ductibles pour GL(X,) et GL(Y)) et e Hchg, g, ©' € Hchy ). On suppose
que (pour tout 1 <i<v) n,@n; est un quotient de &, et qu'il en est de méme
pour T® 7 avec . On note, pour 0<i<v, Y, et Y] les caractéres de
GL(X,) et GL(Y,) suivants:

;= |det|p e nYieimy2+ X+ xi2- 12 signe(det)”
=y ' signe(det)” ¢,

Yo := |det|F+9 "t 0 12=ro(signe det ) ~9;

'//6 c= |det|n—(p+q)+yo/2+1/2vxo'

Alors &, , , admet comme quotient le produit tensoriel d'un sous-quotient de
Vinduite de P & Sp(2n) de la représentation Yo ®, <<, ¥, 7, @7 avec un
sous-quotient de linduite de P a O(2p,2q) de la représentation
Vo®i<ic, Yini @

(ii) (Hypothéses et notations de 11L.5(1)). ¥~ est dans le domaine de
définition de @, s\, . .+, PoOUr tout zeN et notant P, un sous-groupe
parabolique de O2(p(¥")+z), 2(q(¥")+z)) ayant ses Levi isomorphes a
GL(2z)x O(2p, 2q), la représentation @, .\, . 4v)+(¥) est un sous-
quotient de l'induite de la représentation |det]” ® @, s (V") de P
(triviale sur le radical unipotent de P.) ou m:=n—p(¥)—q((¥")—z+4
On a une généralisation évidente en remplagant p(¥") et q(¥") par des entiers
p et q vérifiant p' —q'=p—q (¢f H1.5S) et p'2 p(¥"), ¢ = q(¥").

(iii) (Hypothéses et notations de 111.5(ii)). On a un résultat analogue a



CORRESPONDANCE DE HOWE 59

(ii) avec ici P, de Levi isomorphe a GL(z)x Sp(2n) et en induisant |det|™
signe det” " @Y iy (W) 0t mi=p+q—n(W)—(z+1)/2. On peut
aussi remplacer n(W") par un entier qui lui est supérieur.

(i) Est un calcul de fonctions modules.
(ii)) Se déduit de (i) en faisant v=0, X,=0, dim Y,=2z, 7= et
=@, eV ) PHg=p(V)+q(¥)+2z
(iii) Se déduit de (i) en faisant v=0, Xo=z, ¥(=0, =¥, , (¥#)
et T’ =% . (Le n de I'énoncé de (i) devient ici n(#") + z.)

IIL9. La correspondence de Howe pour les paires de type 11, i.e. (GL(n),
GL(m)). On note ici Hchgy,) €t Hchg, ) I'ensemble des classes d’isomor-
phismes de modules de Harish-Chandra irréductibles pour GL(n) et
GL(m). Le corollaire II1.8 indique que 1'on va utiliser la correspondance de
Howe pour les paires de type I (en fait uniquement dans des cas trés
particuliers n=m =1 ou 2). Mais comme cette correspondance est facile a
décrire et vraisemblablement déja connue, on va la donner rapidement. On
va admettre les résultats suivants: on suppose n < m:

. tout éléments de Hchg,,, apparait comme quotient de la
représentation métaplectique. (1)

» si n=m la correspondance de Howe est donnée par le pas-
sage a la contragrédiente. On note avec * la contragrédiente. (2)

Le premier résultat est dans [Vi]; on pourrait le redémontrer de fagon
beaucoup plus technique mais plus élémentaire par les méthodes de ce
travail. Le deuxiéme résultat est facile. On va donner une esquisse de
démonstration du résultat suivant:

PROPOSITION (n<m). Soit ¥" € Hchgy,,. On note V l'unique O(n)-type
minimal de ¥". On note P un sous-groupe parabolique de GI(m) dont les sous-
groupes de Levi sont isomorphes a Gl(m — n) x Gl(n). Alors 'induite de P a
GL(m) de la représentation (triviale ® ¥"*) a un unique O(m)-type minimal,
noté W, il y intervient avec multiplicité un et I'image par la correspondance

de Howe de V", notée W', est I'unique sous-quotient de cette induite contenant
w.

Remarque. Généralisant de fagon évidente la paramétrisation des repré-
sentations irréductibles des groupes orthogonaux compacts de dimension
paire (cf. 1.2) a tous les groupes orthogonaux compacts (cf. [V, § 5], dont
nous n’avons pas adopté les notations), on paramétrise V par
(A1 s Aga27)e @avec €= 1. Alors la paramétrisation de W est: (on note
k:=sup{j| 4,>0})



60 C. MOEGLIN

Ay dis 1,y 1,0, 0) 4 sik+(1—-¢&)(n/2—k)<[m/2],
(1—e)(n/2 — k)
(Ayy s Ags 1, 0y 1,0, ..., 0) _ sinon.

m-—n

On démontre comme en II1.8 que #  (notation de 'énoncé) doit étre un
sous quotient de I'induite décrite. On vérifie ensuite que V est un O(n)-type
de degré minimal dans ¥"(c’est infiniment plus simple que ce qui a été fait
en IL.3) et on en déduit que #~ doit contenir le O(m)-type W décrit dans la
remarque a l'aide de la correspondance entre les harmoniques (Comme en
1.4 on se raméne 4 [K-V). Il reste donc & vérifier que W est un O(m)-type
minimal de I'induite, unique avec cette propriété et intervenant avec multi-
plicité un, ou ce qui revient au méme, a prouver les mémes assertions en
remplagant I'induite par sa contragrédiente, ou encore I'induite par I'induite
de la représentation (triviale® ¥”). On note # cette derniére représen-
tation.

On procéde comme dans I11.4(i); utilisant [V,, 8.I] on commence par
remplacer # par une induite a partir d’un parabolique cuspidal ayant ses
sous-groupes de Levi isomorphes 4 GL(1)x - x GL(1)x MyAq, ot MyA,

est isomorphe 4 un sous-groupe de Levi (E’u;l) sous-groupe parabolique
cuspidal de GL(n) attaché & ¥". L'unicité des O(m)-types de # résulte alors
de ce que les R-groupes sont triviaux pour les groupes linéaires. Il reste
donc a vérifier que W est ce O(m)-type minimal; on a déja vérifie qu’il
intervient puis on utilise [V, 7.16].

II1.10. La correspondence pour les séries discrétes vérifiant (t) ou ().
On utilise les notations de IIL.2 et 3.

PROPOSITION. (i) Soit ¥ une série discréte de Sp(2n) vérifiant (t).
Alors sin<p+q, on a ¥V ®@P, (¥°) est un quotient de la représentation
métaplectique.

(ii) Soit W une série discréte pour O(2p, 2q) vérifiant (). Alors si
nzp+q, on a Y ,(W )W est un quotient de la représentation méta-
plectigue.

On suppose d’abord que p+ ¢ soit tel que ¥ soit un quotient de la
représentation métaplectique (par exemple p+ ¢ = p(¥") + q(¥"), cf. IILS).
Et on démontre (i) dans ce cas. On note # I'image de ¥~ par la correspon-
dance de Howe. Gréce a I1.12, on connait un K’-type minimal de #°, noté
W, dont on sait (cf. IL.5 et le fait que ¥~ est une série discréte) que les
entiers p,, ¢,, r, p’, ¢’ qui lui sont attachés vérifient p,+q,=1 pour
Iig<rp'=p—p,, . etqg=qg—gq,,, et West paramétrisé par un élément
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et 5.8] tout clementpde Hcho admettant W comme K'- -type minimal a son
paramétre continue déterminé par son caractére infinitésimal. Or le
caractére infinitésimal de #  est déterminé par 1.7. On a vite vérifié que
@, (¥} a Wcomme K'-type minimal et le bon caractére infinitésimal d’ou
W=D, (V)=0D, , (V).

On démontre de la méme fagon (ii), chaque fois que I'on sait que #~ est
un quotient de la représentation métaplectique.

Fixons ¥ comme dans (i), il reste & démontrer que ¥~ intervient comme
quotient de la représentation métaplectique. On pose # := @, (¥'), V' le
K-type minimal de ¥°, W:= @°(V) (cf. IL5) et on choisit ze N suffisam-
ment grand (cf. IIL.5) pour que #” soit dans I'image de la correspondance
de Howe @,,, . , ,. Le raisonnement fait pour démontrer (ii) quand #” est
une série discréte s’applique mots pour mots pour vérifier Pégalité:
Vi W)=Yz po(#). On pose v':=¥,, .(#) On remarque que
I'on est dans la situation de IIL4(i) en faisant t=p—gq [2],
m:=n— p g+ (z+1)/2, un U(n + z)-type minimal étant ¥, , (W)=
Vi pa®Prpg(V) (Cest un jeu sur les paramétrisations de Langlands-
Vogan). On note ¢ I'homomorphisme répondant aux conditions de
II1.4(ii). On note o I'homorphisme répondant & IIL.6(ii) et on regarde la
suite des morphismes suivants:

Forg=Lrrzna—= V' QW Ly QW (1)

de la forme (4, ..., 4, » 5 0) 45 (fys o by ,0,..,0),.Gracea [V,, 5.2

Le composé n’est plus que (sp(2n)x K) x K'-équivariant. Mais on vérifie
qu’il est non nul en regardant 'image d’'un vecteur de plus haut poids de
V® W dans les harmoniques pour KX et K’ (on utilise I11.4(ii) et IIL.6(ii)).
Cela permet bien évidemment de réaliser ¥~ comme quotient de &, ce
qui est le résultat cherché.

On termine la preuve de (ii) de la méme fagon.

P‘l’

HI.11. Continuité de la correspondance entre paramétres continus. Soient
V un K-type et W on K'-type tels que ¥'® W intervient dans les harmoni-
ques (cf. 1.4). On note Hchyyy (resp. Hchyy) Iensemble des éléments de
Hchg, (resp. Hch,) ayant les propriétés suivantes:

+ ¢étre quotient de la représentation métaplectique,
* admettre V (resp. W) comme K (resp. K’)-type de degré minimal

et avec multiplicité un.

Si ¥" e Hchgy (resp. W e Hchpy), on note I, (resp. I,.) le noyau dans
U(sp(2n))X (resp. U(o(2p, 29))¥, U( ) est I'algébre enveloppante) du carac-
tére par lequel cette algébre agit sur V (resp. W). Et on pose:

= N L.r''= (O 1I,.

¥ € Hehryy W € Hehw
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Alors on a le lemme suivant:

LeMME (i): Soit ¥ € Hchyyq; on sait que ¥~ est quotient de la représen-
tation métaplectique et on note W son image par la correspondance de Howe.
Alors W € Hch . Et vice et versa.

(ii) Il existe un isomorphisme de U(sp(2n))*/I sur U(o(2p, 2q)%/I',
noté o, tel que si ¥~ et W sont comme en (i), on ait:

oL, [Ty = (L [T').

Rappelons, a cause de l'usage que nous ferons de ce lemme, qu’un
module de Harish-Chandra pour un groupe connexe G de compact maxi-
mal K et d’algébre de Lie compléxifiée notée g, est déterminé par la con-
naissance d’un K-type et de I'action de U(g)* sur la composante isotypique
de ce K-type. Si G n’est plus supposé connexe, cela reste vrai si 'on suppose
en outre que le K-type intervient avec multiplicité un. Quand en plus ce
K-type est minimal, 'action de U(g)* donne le paramétre continu de la
classification de Vogan-Langlands (cf. [V,,§8]).

On pose ici g:= sp(2n), g':= o(2p, 2q). Suivant Howe, on note d le
degré commun de V et W et &, (resp. Z) le sous-U(g)® U(g') x K x K-
module de la représentation métaplectique, dans un modéle de Fock, noté
@, cf. 1.1, engendré par les polyndmes de degré strictement inférieur a d
(resp. par V®W considéré comme sous-espace des harmoniques
H(K, K')). On pose: Z := (Z + P,)/P, et

F = Homy, (AV@W, Z|%,).

Cest un U(g)*® U(g')¥-module, cyclique pour U(g)* et pour U(g' )X de
méme vecteur générateur, noté e, d’aprés [H,, 4.8]. Prouvons (i): soient #~
et W comme dans '’énoncé. D’aprés [H,, 4.1(c)], on sait que W intervient
dans # et en est un K'-type de degré minimal. Il faut donc montrer que la
multiplicité de W dans #” est un. On note ¢ I’(unique) homomorphisme de
P sur ¥V @ ¥'; il se factorise par #/%, (cf. [H,, fin du §4]) et est alors
noté ¢. On a:

$o f =Homy, ((VOW, ¥V @W#)#0  (cf. loc.cit.)
o, 7)=0.

On pose #'= ¢/, ¢; cest un U(g)*® U(g')* -module, non nul, cyclique
de générateur 'image de e pour U(g)* et U(g')*". 11 est clair que le noyau
de Taction de U(g)* sur _#’ contient I,- et n’est pas tout U(g)X. Il coincide
donc avec I, et comme U(g)*/I, ~ C, la dimension de ¢’ est un. En parti-
culier la dimension de Homg, ((V® W, ¥ @ #°) est aussi un ce qui
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prouve que W a multiplicit¢ un dans #'. D’ou # € Hchy4. Et aussi
Lfg=I,%.

(i) Pour prouver (ii), on peut évidemment supposer (avec (i) déja
prouvé) que Hchp, et Hchpyq sont non vides. On pose, ici (avec les nota-
tions qui précédent celles de I'énoncé):

F=F5.

Cest encore un U(g)¥® U(g’)¥-module cyclique non nul admettant
image de e, notée €, comme générateur pour U(g)* et pour U(g')¥. On
note I et I les noyaux de l'action de U(g)* et U(g’')*' dans #. Evidemment
I'> I mais la preuve de (i) prouve que l'on a égalité. Vérifions que I'on a:
I¢ =TI #. Grice a la preuve de (i), on a le diagramme commutatif suivant:

g ~Ffs [l Sl g

¥ € Heh(yy

Sfs. Il AL 5
W e Hchpwy
D’ou P'assertion annoncée.

On voit alors que I’ =I' comme 'on a vu que /= I. Utilisant le lemme
clé [H,, 4.2], on déduit que U(g)*/I et U(g')*/I' sont leur commutant
mutuel dans End¢ #. Or ces algébres sont commutatives et coincident
donc dans End. #; (ii) est alors immédiat.

I11.12. La correspondance de Howe pour certaines induites.

LEMME. (i) Soit ¥" € Hchs, admettant un K-type minimal, noté V. On
suppose que (¥, V) vérifie (1) et on suppose en plus que le paramétre continu
de ¥V, noté v, est générique, c’est-a-dire que ¥~ est une induite a partir d'un
parabolique cuspidal de Sp(2n). On suppose aussi que I'on a: n< p + q. Alors
V' P, (¥°) est un quotient de la représentation métaplectique.

(ii) Soit # € Hch, admettant un K'-type minimal, noté W. On
suppose que (W', W) vérifie (1) et comme dans (i) que W est une induite
irréductible a partir d’'un parabolique cuspidal, un de ceux qui lui est attaché
par Langlands. On suppose en outre que l'ona: n=p+ q. Alors ¥ (W )R W
est un quotient de la représentation métaplectique.

(i) Soient P un parabolique cuspidal associé¢ a ¥', X,=0 ¢ X| &
g X< X’ (cf. 1IL7) un drapeau isotrope dont P est le stabilisateur. On
adopte les notations de II1.7 et on note 7, pour 1 <i<v, % les représenta-
tions de GI(X,) et Sp(Z) (ou plutét les modules de Harish-Chandra) tels
que ¥~ soit l'induite du produit tensoriel de ces représentations. On a

580/85/1-5
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pour 1 <j<v, x;=1 ou 2; adoptons aussi les notations p,, g¢;, r, s de IL4
relativement & V et on a: (cf. TIL1(2))

#{UI1<j<o, x,=1} =5,

#{Jl l<}<vy xj=2}= Z inf(pia qi)a

1<igr

dim Q_"=2< Y |p,~~q,-|)‘

i<isr

La condition (f) assure, entre autre, que 'on peut définir W= @°(V) et
trouver un drapeau isotrope de %, l'espace orthogonal, noté¢ 0c Y, &
Yi g -+ g Y, tel que l'on ait:

+ dim Y, =dim X, pour 1<i<u,

¢ dimY,=p+g—n sip—q+q,,1—Pri1=0,
=p+qg—n—1 sinon,

o dm% =dim & sSip~—qg+¢q,,1—pr.1=0,
=dim & +2 sinon,

« la signature de la forme orthogonale de % est (avec les notations
de IL2 pour W, cf. aussi IL5, p'=p—p, . 1, ¢ =qg—q,,,):

2( Z sup(0, p;— gq;) + sup(0, p’—q’)) =:2p {comme signe + ),

1<igr

2 ( Y sup(0, g;— p;) + sup(0, ¢’ —p’)) =:2q (comme signe — ).

I<igr

Remarquons que dimZ <dim # et on a défini en II1.3, @, ;(m) que 'on
note ici 7. On note pour 1 <i<v, 7| la représentation contragrédiente de
#;. On peut appliquer IIL8, ot I'on fait n,:= ;7 !, =] la contragrédiente
de m, signe(det)” 7 (qui vaut aussi | '%]) et 7, @’ comme plus haut (cf.
I11.9 et 1IL10, pour vérifier les hypothéses de II1.8). On voit donc que la
représentation métaplectique admet comme quotient le produit tensoriel de
¥ par un sous-quotient noté, ici, #", de I'induite de P’ a O(2p, 24q) du produit
tensoriel Yo ® (@ <<, %) @ (Yo est défini en 118 et est le caractére de
GL(Y,): [det{n—P—a+»/2+12) Griace a 11.12, on sait que ¥ doit admettre
W comme K'-type minimal; on retrouve quasiment la construction de
@, (') faite en IIL3 sauf qu'a cet endroit GI/(Y,) est remplacé par
GL(1)x --- XxGL(1) et ¢y par le caractére -2, ,, , ,+—

prg—n—o .« oor . ,
[ty] -1ty s g_n1l? 97"~ ' 1l 0’y a aucune différence dés que 'on a remar-
qué que p+q—n—oc=dim Y, et que Yy ! est sous-quotient de I'induite
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du caractére qui vient d’&tre deécrit, 3 GL(Y,) (cf. alors aussi la remarque
111.2.(8) qui vaut aussi pour O(2p, 2g)).

(ii) se prouve de la méme fagon que (i).

111.13. La correspondance de Howe pour les représentations vérifiant ()

et (1)

TuikoreME (Notations de ITL2 et IIL3). (i) Soit ¥ un élément de
Hchg, vérifiant (1) et on suppose que l'on a: n<p+q. Alors V@@, (V")
est un quotient de la représentation métaplectique.

(11) Soit W un élément de Hch, vérifiant (1) et on suppose que 'on a:
nzp+gq. Alors ¥ (W )Q W est un quotient de la représentation métaplecti-
que. Rappelons que I'on a caractérisé les images de @, , et ¥, en 1112 et
IIL3.

(i) Admettons d’abord que 7~ est un quotient de la représentation
métaplectique (par exemple que p + ¢ est grand par rapport a n cf. IIL5) et
montrons que:

son image dans la correspondance de Howe, notée #7, est ¢, (¥"). (1)

On fixe un K-type minimal, noté ¥ de ¥~ tel que (¥, V) vérifie () et @, ,
est défini grace 4 V. On pose W:= &°(V) {(cf. ILS). Grice a I1.12, on sait
que W est un K'-type minimal de # . 1l reste donc 4 déterminer la para-
métre continu de #". Or @, (¥") admet aussi W comme K'-type minimal
et I'égalite de #” et &, (¥") résulterait donc de I'égalité des paramétres
continus. Or les formules donnant le paramétre continu de @, (#") (cf.
IIL3) et #~ (cf. II1.11(ii)) en fonction du paramétre continu de ¥~ (pour V
fixé) sont algébriques. Pour démontrer que ces formules coincident, il suffit
donc de montrer I'égalité de #” et &, (¥") quand le parameétre continu de
¥ est générique; cela a été fait en I11.12. D'ou (1).

On démontre la version symeétrique de (1), en se plagant dans la
situation de (ii) et en supposant que #~ est quotient de la représentation
meétaplectique, de la méme fagon que (1).

Puis on termine la démonstration de III.13 exactement comme I'on a
terminé celle de II1.10.

IV. CORRESPONDANCE DE HOWE, RESULTATS ET CONJECTURES

IV.1. Introduction. Le résultat essenticl de cette partie montre que
pour connaitre explicitement la correspondance de Howe, il suffit de la
connaitre (en terme de paramétrisation de Vogan-Langlands) quand » et
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P+ g sont trés différents; c’est ce que Howe appelle le cas de petit rang. Il a
donné des méthodes pour traiter ce cas, mais ces méthodes introduisent
plut6t des modéles de Whittaker et il y a un probléme pour revenir a la
classification de Vogan-Langlands; nous n’avons pas exploré cette direction
bien qu’elle donnerait stirement des résuitats. On montre que I11.13 calcule
la correspondance si n=p+¢q ou p+¢g—1. On donne ensuite des exem-
ples, ou on peut effectivement, en se ramenant a n et p + q trés différents,
calculer la correspondance de Howe; il s’agit des séries discrétes de
O(2p, 2q) ne vériant pas (1) et de certaines séries discrétes de Sp(2n) géné-
ralisant un peu les cas traités par Adams (cf. [A]). Signalons que dans tous
ces cas, les représentations considérées contiennent un “K’-type minimal de
degré minimal ce qui est extrémement particulier.

Pour terminer, on donne des conjectures exprimant la correspondance
de Howe dans le cas ou n>=p+gq.

On utilisera plusieurs fois la remarque suivante due a Rallis:

« soit ¥ € Hch,, on adopte la notation n(#") de II1.5 et I'on a:

n(W)y+n(# @det)=2(p+q). (1)

Je ne connais d’ailleurs pas d’exemples ou I'inégalité est stricte en (1).

IV.2. LEMME. (i) On suppose que n< p+q. Soit W € Hch,, on suppose
que W~ est quotient de la représentation métaplectique. Alors W™ vérifie (T)'.
En outre si n=p+ q— 1, alors W vérifie aussi (*)'.

(ii) On suppose que n= p+q. Soit V" € Hchg,; on suppose que ¥~ est
quotient de la représentation métaplectique. Alors ¥ vérifie () (¢f. 11.1) et
(t)sin=p+gq.

(i) Soit %" e Hch,; on choisit un K'-type minimal de #”, not¢ W’ et
on suppose que (#, W’) ne vérifie pas (1)’. On pose # := #"' @ det,
W .= W' ®det. Il est clair que W est un K’'-type minimal de #” qui vérifie
(t)’; remarquons que I'on peut quand méme avoir % ~ %"'. On utilise les
entiers p;, q;, r, p’s q' introduits en IL.2 qui sont identiques pour Wet W'
Distinguons plusieurs cas:

1° cas: p'#4q. Posons ai=p+q—1; # vérifie (1)’ et (*)' (pour (*)
c’est une trivialité étant donnée la définition dans ce cas, cf. IIL.1) et grace a
II1.13 (remarque finale de I'énoncé qui renvoit & ITL2) on sait que #~ est
alors quotient de la représentation métaplectique pour la paire Sp(27),
0O(2p, 2q). Cest-a-dire: (avec la notation n(¥%") de IIL5):

n(W)<p+q-—L.
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Et avec IV.1(1), on a:
(¥ )zp+q+1.

Cela démontre (i) dans ce cas.

2¢ cas: p'=¢q'. Clairement si % ~ %", alors #" vérifie () et avec
IV.1(1), on a n(# )=n(#") =z p+q, d’ou (i) dans ce cas aussi.

On suppose donc que #~ n’est pas isomorphe & #”' ce qui est équivalent
a dire que les restriction de # et #” a SO(2p, 24q) sont irréductibles et
coincident, la restriction de #° a SO(2p, 2¢q) étant stable par 'automor-
phisme extérieur induit par un élément de K’ non dans SO(2p, 2g). On fixe
un tel automorphisme laissant stable un sous-groupe parabolique cuspidal
fixé de O(2p, 2g) associé & # par Langlands. (Cest toujours possible.) On
peut alors facilement traduire cette condition mais fixons auparavant quel-
ques notations:

paramétrisons W par (4, .., 4 0,..,0); (41, By 0,..,0), avec
A, #0; comme W verifie (1), on suppose par symétriec que e= +1. En
outre les hypothéses p'=gq’ et (f) assurent (cf. IL.2) que l'on a:
p—k=q =2q—vsin= —1 et, par symétrie, si # = +1 on le suppose. On
pose:

wi=p—k—qg+uv. (1)

Etlona:pu,_ ,,.;= - =u,=1 (condition vide si w=0). Les paraboliques
cuspidaux attachés par Langlands 4 #” ont donc 2p’ facteurs en GL(1) (cf.
I11.1(2)), notés (R*)* =: M, A4,. Langlands attache aussi & #  un carac-

tere de M, A, (cf. IIL1), noté §, ®v,. Avec des notations évidentes, on
décompose encore plus:

0,®vi= @ v,

1€7<2p
et on pose:
HFoi={1<j<2p’ | 8] est trivial},
= {1</j<2p'| 8] est non trivial }.
On a, parce que # se calcule a I'aide de W
#A=w+(1-n)lg—v)
#H=2g—-v)+w—(1-n)g—v)

La condition sur la restriction de #” a SO(2p, 2q) s’exprime en disant que
I'ensemble des indices j, compris entre 1 et 2p’ tels que v, =0 est non vide.
Supposons d’abord que cet ensemble coupe £ ; alors (*) est satisfait pour

(2)
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n=p+q— 1. On obtient alors facilement (i} comme dans le cas ol p’ £ ¢’".
On suppose donc que I'on a:

v #0 pour tout je ¢ et il existe je # tel que | =0. (3)

Comme ¥~ vérifie (T)’, on sait (cf. II1.13) que n(#") < p+q. On suppose
que n=p+gqetonpose ¥ =¥, (#) (cf IIL2). Alors ¥ @ #" est un
quotient de la représentation métaplectique (cf. II1.13). En outre
V:=YW) (cf 11.7) est un K-type minimal de ¥". Rappelons (cf. 1.4) que

V est paramétrisé par:

(Als oo Ay 0y s O, =1, ey =1, —pty sy eoos =)+ p—q.

w+ (1 —n)g—v)

(on a utilisé aussi ce qui suit (1).
On note ¥ le K-type paramétrisé par:

(A s Aks Ly ooy L0, oy O, —iy_ s s —i1 )+ P — 4.

w+ (1 —n)g—v)

On va démontrer que l'on a:

V n’est pas un K-type de ¥". 4)

Grace a I1.4, on vérifie que les données §-stables (discrétes) associées a ¥ et
V coincident et avec [V,, 6.5.9(b)] que V et ¥ sont conjugués par l'action
du dual du R-groupe attaché a V, noté ici R,. On calcule R, en se rame-
nant & L (notation de I1.4) et 4 un L n K-type gentil (traduction de “fine”)
grice a [V,, 6.5.4(d)]. On voit d’ailleurs facilement que tout se passe dans
Sp(2s) (notation de I1.4) relativement aux U(s)-types:

e (0,..,0,—1,.,-1) AN (qui provient de V),

w+ (1—n)g—v)

© (1,.,1,0,.,0) <% 7 (qui provient de 7).

PSR
w+ (1l —n)g—v)

C’est donc en fait R, n Sp(2s), noté R,, qui nous intéresse et R, est le
R-groupe de 4. Utilisant les définitions de [V,, 4.3.13],ona R,= W /W
ou W, (resp. Wj) est le produit d’'un groupe de Weyl de type C,, (ou
m:=s—w—(1—n)(g—v))avec un groupe de Weyl de type C,,, ; _, ;.- »
(resp. D, (\ _pyig—v)- D'O0 Ry~ Z/2Z7. 11 faut maintenant calculer R (v)
(cf. [V,, 44.9]), i.e, les éléments de R, qui stabilisent le paramétre con-
tinu. Pour nous le paramétre continu est ici v, déja considéré, grice 4 la
définition de ¥~ (cf. I11.2). L’hypothése (3) assure alors que R, = R ,(v). 1l
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est maintenant immédiat que 4 et 4 ne peuvent étre conjugués par R,(v)*
puisque ce groupe est trivial. Grce a [V,, 6.5.12], on en deéduit (4).

Une conséquence immédiate de (4) est que %" ne contient pas @°(¥), car
W:= &(V) serait de degré minimal dans %, vérifiant (}), (car
(Ao Ais 1,y 1,0, ., 0),5 (Uys woos Ho—ws 0, .., 0) . > W) et étant nécessai-

w _—
rement minimal. Alors ¥~ contiendrait V. D’ou:
W n’intervient pas dans %" (3)
Montrons que I'on a:

W est un K'-type (minimal est alors automatique) de #"". (6)

Pour montrer (6), il faut encore faire un calcul de R-groupe. Mais ici il faut
faire attention car on ne peut appliquer les résultats les plus fins de [V,] a
0(2p, 2q) qui ne vérifie pas [V,, 0.1(b)] (i.e., n’est pas dans la classe de
Harish-Chandra) ni [V,, 0.1(f)] (ie., n’a pas ses sousgroupes de Cartan
commutatifs).

De méme SO(2p, 2q) ne vérifie pas [V,, 0.1(f)] mais cette restriction
n'intervient pas ici, car p’ étant égal a ¢’ le sous-groupe de Cartan qui nous
intéresse (un sous-groupe maximalement déployé de L ou plutét de
SO(2p’, 2¢'), cf. plus bas, avec les notations de I1.2) est commutatif. On
note encore W la restriction de W a K’ n SO(2p, 2q) (elle est irréducible
parce que 4,=y,=0) et on montre que l'on a:

W est un K’ n SO(2p, 2q)-type de #~ “restreint” & SO(2p, 2g9). (7)

On procéde comme dans le cas du groupe symplectique déja traité, en
remplagant:

4 par (0,..,0),; (1,..,1,0,..,.0), (restreint & K" n SO(2p’, 2¢")

4 par (1,..,1,0,..,0),; (0, .., 0), (restreint & K’ " SO(2p’, 2¢').

w

Mais ici R, # R(v) (cest R (v} qui est trivial 4 cause de (3)) ce qui fait la
différence et prouve que les deux K'nSO(2p’, 2¢’) sont conjugués par
'acion de R,(v)*. Cela démontre (7).

On déduit de (7) qu’il existe un K'-type, noté W’ de #  vérifiant:

W' et W ont méme restriction 3 K' n SO(2p, 2q).

Comme #  ne contient pas W (cf. (5), on a nécessairement W' = W ® det
et cela démontre immédiatement (6).
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Il résulte de (6) que #' vérifie (1), dou n(#”)<p+q (cf. IT113) et
comme n(¥%") vérifie aussi cette inégalité, on tire de IV.1(1) que l'on a:
n(#')=n(#")=p+q. Et cela prouve la totalité de (i).

(1) Soit ¥" € Hchg,; on suppose que ¥~ est un quotient de la représen-
tation métaplectique et que n>p+g. On choisit z minimum avec la
propriété que p+z+qg+z>n On a p+z+q+z=n ou n+1. Grice a
IIL8(ii), on sait que ¥~ est quotient de la représentation métaplectique pour
la paire (Sp(2n), O(2(p+z), (2(9+z)). On note #, Iélément de
Hehoop s 2y 20+ 2y) 1Mage de ¥~ par la correspondance de Howe. D’aprés
(1), on sait que #; vérifie ()" et (*). D’aprés IIL.13, ¥~ vérifie (1) (pour
(p+z), (g+2)) et donc, par définition (cf. IL1), vérifie (). La fin de (ii)
résulte de (i) et ITL.13.

IV.3.  La correspondance de Howe quand n=p+q ou p+q— 1.

THEOREME. On suppose que n=p+q ou p+q— 1. Soient ¥ € Hch Sp»
W € Hchy; alors ¥ ® W est quotient de la représentation métaplectique si
et seulement si ¥~ vérifie (1), W vérifie (1) et (avec les notations de
HLYL2,3), V" =y (W )et W =0, (V)

C’est un corollaire immédiat de IV.2(i) et II1.13.

IV.4.  Adjonction de plans hyperboliques et quelques liens entre “K’-types
minimaux et de degré minimal.

PROPOSITION.  Soient ¥ € Hchg, et W € Hch,,; on suppose que ¥V @ W
est un quotient de la représentation métaplectique.

(i) On suppose que n<p+gq, alors W vérifie (1) et en particulier
contient un K-type minimal, noté W, qui est aussi de degré minimal et qui
intervient dans les harmoniques. On pose V' := ¥* (W) et pour tout ze N,
W.i=®; .. ,+V'). Alors ¥ est dans le domaine de définition de la
correspondance de Howe pour la paire (Sp(2n), O(2p + 2z, 2q + 2z)) et son
image dans cette correspondance est le sous-quotient de l'induite précisée en

H1.8(ii) qui contient le O(2p + 2z) x O(2q + 2z)-type minimal W ,.

(ii) On suppose que n= p + q; on a un résultat symétrique de (i) i.e. ¥
a un K-type minimal et de degré minimal qui permet de calculer I'antécédent
de W dans la correspondance de Howe pour les paires (Sp(2n+2z),
0O(2p, 2q)) ot ze N,

On ne prouve que (i): on sait que ¥~ vérifie (T)’ par IV.2(i) et en particu-
lier contient donc un K'-type minimal de degré minimal (cf. I1.3). D’aprés
[H,, 41(c)] W, ce K'-type, intervient dans les harmoniques. Comme dans
I’énonce, on pose: V' := ¥(W), cest un K-type de degré minimal (méme
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référence que précédemment). On sait, grice a 1IL8(ii), que ¥~ est dans le
domaine de définition de la correspondance de Howe @, . . . .; d’autre
part, toujours avec la méme référence, on sait aussi que @, .., ., (V)
contient &; . . (V') comme O(2p+2z)x O(2q + 2z)-type (de{ degré
minimal). Ensuite, il ne reste plus qu’a appliquer IT1.8(ii) et II1.4(iii).

IV.5. CoroLLAIRE (Hypothéses de 1V.4(i)). (i) Les données de Lang-
lands de @ (77) s’obtiennent a partir de celles de @, , (V') (=: W)

np+z,q+z
en ajoutant 2z facteurs en GL(1) avec comme caractére:

N e L R | PV L

(Hypothéses de 1V.4(ii)). (ii) les données de Langlands de

(#") s'obtiennent a partir de celles de ¥, (#°) en ajoutant z

'Pn+z,p,q n, p,q

Sfacteurs en GL(1) avec comme caractére:
tla B} tzH |t1|n~piq+l e ltzln_p—q+z Signe(tl "'tz)piq'

C’est un corollaire immédiat de IV 4.

1IV.6. Soustraction de plans hyperboliques et “calcul” de n(#") et p(¥"),
q(¥") quand (%) ou (1) ne sont pas satisfaits.

COROLLAIRE. (i) Soit W € Hchy,; si W vérifie (T)' on a évidemment (cf.
I1.13(ii)) n(#") < p +q. Supposons que W ne vérifie pas (1) mais que W
est I'image, par la correspondance de Howe, d’'un élément noté ¥", de Hchg,.
Alors on a n(#W )y=n— j ou j est le plus grand entier tel que la condition sui-
vante soit satisfaite: (cela remplace (*) cf. I11.1). Les paraboliques (uniques a
association prés) attachés par Langlands a W~ contiennent des Levi avec au
moins j facteurs GL(1) et comme caractére associé:

Ly Lo g7 7P 7974 L= P =4 signe(s, - ;) 9

(on autorise évidemment aussi des inversions et conjugaison)

(i) Soit W € Hch,, on suppose que n > p + q et que W est I'image, par
la correspondance de Howe, d'un élément, noté v, de Hchg,. Soit V un
K-type minimal et de degré minimal de v~ (cf. IV.4). Pour tout z€ N, tel que
n—zzsup(n(#), p+q), &, ., (¥, V) est défini et est un U(n—z)-
type minimal de ¥, _,  (#"):= V", et les paramétres de Vogan-Langlands
de V"', sont alors uniquement determinés par le fait que 1V.5(ii) ou I'on fait
n+z=n et n=n—z, doit étre satisfait.

(iii)  On a un résultat symétrique de (i) et (ii) quand on fixe ¥" € Hchs,
échangeant I'inégalité n=p+q en n<p+q, pour l'analogue de (ii) et en
tenant compte de 1V.5(i) pour I'analogue de (i).



72 C. MOEGLIN

On ne fait que la preuve de (i) et (ii). Tenant compte de IV.2, on sait
déja que si #  ne vérifie pas (t)’ alors on a: n(#") > p + q. Tenant compte
cette fois de TV.5(ii) et IV.2 on sait que si n>sup(n(#°), p+ q) (= (ict)

n(#’)), alors, en posant ¥ := ¥, (#"), ¥ vérifie la condition suivante:

(1) les paraboliques cuspidaux attachés a ¥°, ont des Levi contenant un
facteur de type GL(1) avec le caractére: tr [t|” 7 signe ¢# 9.

On suppose maintenant que 'on a: n>p+q, n=2n(¥") et que ¥, qui est
bien défini, vérifie (1). Si 'on prouve que cela entraine que n > n(#"), que

W .= &; (V) (V est comme dans I'énonceé de (ii)) est dans I'image de la

correspondance @;_, , , et que ¥ _,  (W’) est un U(n—1)-type mini-
malde ¥,_, , (#") on obtiendra (i) et (ii) de proche en proche, en tenant

compte de IV.5(ii) pour la fin de (ii).

Prouvons ces trois assertions. On paramétrise V par (4, .., 1,)+p—gq.
On adopte les notations p,, g,, r, s de 114 relatives a V. L’hypothése (1)
assure que 'on a: s #0 et il existe j compris entre p,,,+ 1 etn—gq,, ., (au
sens large) tel que 4,=0. On pose V, (4, .., 1,-, e dy)+p—gq (ie. on
oublie 4;). On est dans la situation de I11.4(i) avec t=p—~¢, m=n—p—gq,
V' de I11.4 valant ici V et V de II1.4 valant ici V,. On note ¥] I’élément de
Hchg,(2n—2) admettant les mémes données de Langlands que ¥~ sauf un
facteur en GL(1) avec le caractére précisé en (1) et contenant le U(2n — 2)-
type minimal ¥, (on vérifie aisément que cela a un sens, c’est toujours le
passage du point de vue de Vogan a celui de Langlands expliqué dans [V,,
6, 6]). Alors en faisant ¥" =¥ dans 1114, le ¥"' de II1.4 est ici ¥". On peut
ensuite procéder comme dans la preuve de IIL10 (cf IIL.10(1)), pour
vérifier que ¥ est dans le domaine de définition de &, ,,,. On
pose #;:=®,_, (7). A laide de IV.A4(ii), on vérifie que l'on a
¥, . (#)=7". Puisque ¥ est injectif (C’est le résultat principal de

n, p.q n.p.q
[H.]), on a # =#] ce qui prouve toutes les assertions cherchées.

IV.7. Correspondance de Howe pour certaines séries discrétes de Sp(2n)
ne vérifiant pas (). Soit ¥" une série discréte pour Sp(2n); on note
(A,,..,A,) son paramétre de Harish-Chandra et Ve (4, .., 4,) son
K-type minimal. Le rapport entre les ;l'j et A4; est donné par IL4, plus
précisément avec les notations p,, q,, r, s de I1.4 relatives a V, on a:

+ 5=0, pour tout 1<i<r, p;+q;=1 (en particulier
Prvitdroi=n),

e soit 1 <j< p.,,, on définit i compris entre 1 et r par p; <j< pi,,
etona: A;=A,+q,—p/—1(= A4;+ G\ — Pis1):

o soit 1 <j<gq,,, on définit i compris entre 1 et r par ¢; <j<q;,,
et],ona:Zn—j+1=An~j+l+q1{_p1{+1(=An-—j+l+q;+l—p;+l)‘

Adams a étudié (cf. [A]) I'image de ¥~ par la correspondance de Howe en
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imposant des restrictions au paramétre de Harish-Chandra et en imposant
I'inégalité inf(p, g) > 2n. La premiére hypothese lui assure en fait que V est
un K-type de degré minimal (mais son hypothese est plus forte que cela) et
la deuxiéme lui assure, grace 4 un résultat de Howe, que ¥~ est dans le
domaine de définition de la correspondance de Howe. Dans ce paragraphe
nous allons améliorer la premiére hypothése d’Adams pour la rendre
essentiellement équivalent & ce que V soit un K-type de degré minimal et
nous allons complétement éliminer la deuxiéme hypothése d’Adams. Nos
méthodes sont assez différentes de celle de [A] et nous n’utiliserons donc
pas [A]. On fixe dans tout ce paragraphe: m:= p —q. Et on fera varier p
et ¢ astreint a cette condition. On pose aussi: 1:=p—q+q,,—Pri1=
m=p, 1 +q, 1.

(1) LemME. V est un K-type de degré minimal de ¥~ si l'on a:

(a) Ap;+l>f_(q;+1_q;°+1) ou i®:=inf{1<i<r|pi,,=pri1}
(0) Ay, o1 STH(Bow1~Piery) 00 i :i=inf{1<i<r| gy, =
qlr+1}'
On ne fera pas la preuve de ce lemme qui se démontre de fagon beaucoup

plus simple que IL6(f); ce qu’il faut essentiellement remarquer c’est que les
hypothéses (a) et (b) sont équivalentes aux hypothéses suivantes:

YI<j<piias A;+q—p=0,
Vi<j<q¢,.,, A, j.1+9—p<0.

Remarquons que lon a A,>0 si j<p,,, et 4,_,,,<0si j<q,,,. Je
pense que ces hypothéses (a) et (b) sont aussi nécéssaires, mais pour le
vérifier il faut utiliser la formule de [V-Z, 6.17] qui permet d’exhiber un
K-type de degré plus petit si (a) ou (b) fait défaut (c’est quand méme un
peu pénible et nous n’en avons pas besoin).

Les hypothéses de [A] sont du type 4, >|t|et 4, , ., <—l1l.

(2) LEMME. On suppose que V vérifie les hypothéses (a) et (b) de (1) et
que l'on a: p=p,. , et q=q, .. Alors V intervient dans les harmoniques
(cf. 1.4) et on note alors W:= @°(V). On a:

We (lla -y ’lp)ﬁ-; (“17 ey luq)+ ou l'on a:
A=A +q—p pour L<j<p,,,  A:=0pourp, ,<j<p,
pii=—(A,_; 1 +q—p)pour 1<j<q,,, p;:=0pourq,, <j<gq

C’est immédiat avec 1.4 et ce qui est expliqué dans I'ébauche de preuve de

(1).



74 C. MOEGLIN

Dans tout ce qui suit, on suppose que V vérifie (a) et (b) dans (1) et que V
ne veérifie pas (1), ie. |t|>1et que p=p, ., 424, ce qui sera justifié en
(6).

(3) 7 n'est dans le domaine de définition de la correspondance de
Howe que si p+g>n+1. (Cest un corollaire immédiat de IV.2 et IV.3).
On pose

Po:= p,.1+sup(0, 1),
9o:= 4,41 +sup(0,—1).

On a nécessairement soit p, = p, , |, soit g, =g¢, ., et toujours I'inégalité > ;
évidemment py—qo=met po+qgo=p.. +q. 1 +lti>n+1.

Pour tout couple (p, q) vérifiant p>p,, ¢=q, €t p—qg=m, on note
W,, limage de V par &° (cf. (2)). On note P;, Q;, R, P', Q' les entiers
associés a W, , par I1.2. Ils ne coincident pas avec ceux définis par 1.4 pour
V et déja utilisés. Pour éviter des lourdeurs excessives dans les notations en
suppose que 7>0. Si 1<0, on a évidemment des résultats symétriques
échangeant ce qui concerne p et g. Avec cette hypothése, on a donc:

(b) est automatique et po=p, | +7T, go=qr4 - (4)
Utilisant le fait que A4, da 1< 0, on déduit que I'on a: (notations de (2))
By, > 1 (en fait méme > 2). (5)

€ —1+4,,1—qi.1}. On vérifie

On pose i,:=sup{l1<i<r|4,_ RS
1 <0(cf. L4 et (1).)

quelona:i >i° (Onagj.=gqj., et 4, .+
On a aussi: 1—¢q,,,+¢;,,,>0.

Un calcul pas tres difficile prouve que tout élément de Hch, qui admet
W, ,comme K'-type minimal est sous-quotient de Langlands a partir d’une
induite par un parabolique, noté P,=M’'A’'N, d’une représentation 6’ ® v’
de M’'A’, ou l'on a:

‘l

M'A">GL(1) X ---XxGL(1)x GL(2) x --- x GL(2) x O(2(m + g}, + 1), 24}, +1)
29—, .1) W= g+ (=2~ip)
avec &’ le produit tensoriel des représentations suivantes:
» la représentation triviale de chaque 7Z/27 (g GL(1); Z2Z=K'n
GL(1)),
e des séries discrétes sur chaque S1¥%(2)(s GL(2)) dont les
paramétres de Harish-Chandra sont Ky, . —L,puy, - 1 (et cela les

détermine complétement cf. (5)) (si tl—r cas dallleurs de [A], ces
définitions sont vides).
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* une série discréte sur O(2(m+q;, 4 1), 2q;,+1) de OQ2(m+q; 4 1) %
0(24;, +,)-type minimal paramétré par

(s oos Ay 10 0o 0).5 (s oo B )
t"‘(‘];+1'q;1+l)

(son paramétre de Harish-Chandra est:
A1y s Ay st= (g1 =ghe )= 1 LO) (A, s —71"_‘,;]““).

On fait un choix de v': le produit tensoriel des caractéres suivants:

s sur
. —n—1
A nGL(1)x --- xGL(l).tl---tz(q_q;H)Ht,~~-t'2’(“;iq;':1) ,
e sur
! et , 2Lt
A nGL(2) % x GL(2): t, Gai=das q;+11_q;l+1’

oupour I<j<r—ionaz;:= A"""51+1+ gro1—qi+;— T

On note alors #,, l'unique sous-quotient de Pinduite a partir de ces
représentations contenant le K'-type W, .. On va avoir besoin d’une autre
caractérisation de %/ beaucoup plus simple (mais fausse pour p+g¢q

Po,q0°
grand):

(5) #,, 4 est lunique élément de Hch, admettant W, . comme K'-type
Po> 40 q Po, 90 y

minimal et ayant comme caractére infinitésimal: (A,,..,4,, 0, 1,..,
Do+ go—n—1) ou on a identifié caractére infinitésimal et orbite de formes
linéaires sur C** % sous I'action de &, , . x Z/2Z7**, agissant par permu-
tation et changement de signes (c’est I'’homorphisme de Harish-Chandra en
tenant compte de ce que O(2p,, 2q,) n'est pas connexe).

On pose, pour la démonstration: p:= p, et q:= gq,. Pour prouver cela,
on commence par s’assurer que ¥, , a le bon caractére infinitésimal, ce qui
est immeédiat puisque Pon sait calculer les caractéres infinitésimaux des
induites. Soit maintenant #"'e Hch, admettant W, comme K'-type
minimal. Tenant compte de ce qui suit (5), on connait déja un bout du
caractére inﬁnitésimal de ¥, plus precisement on sait qu'il est de la
forme: (Al, s AP;H, /T,,, ey An_q;], 0 1,.. r——q:+l + q;” Vis o yu) ou
u:=2(q,,1—9q;,+1)- En écrivant cela on n’a pas tenu compte de la
connaissance du paramétre de Harish-Chandra des séries discrétes des
differents SL*(2).

On suppose en plus que le caractére infinitésimal de #" vérifie (5).
Posons quelques notations: pour tout 1 <j<r—i,, x;:=1t—q,,,+q;

J
ce qui vaut aussi T—r+i,+;j—1. On a avec cette notation, pour les

580/85/1-6
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mémes ~\'/aleurs de j: B, ™ 1=—-4,_ g, T Et on pose encore
hj= —Anhq’;w et & lensemble {x,,.., x,_;, hy, .., h,_,} Par définition

de i;, on a les inégalités suivantes:

(M x,_y>->x;2h>--->h,_;>0etil faut remarquer que les x;
décroissent de 1 (quand j diminue de 1) alors que les &; décroissent d’au
moins 1 (quand j augmente de 1) (cela résulte des définitions).

On pose, pour 1 <j<r—i;, a;:=x;+h;. On sait en plus que I'on a:
pour tout 1 <j<r—i;, o; (qui est le caractére infinitésimal d’une des séries
discrétes de SL*(2) intervenant dans la paramétrisation de #’) doit
s’écrire sous la forme y;+ y; ou y; et y; sont au signe prés des éléments de
& vérifiant en plus le fait que y;,—y; donne le paramétre continu de la
représentation de GL(2) prolongeant celle de SL*(2) (dont il vient d’étre
question). Et I'ensemble des |y, |y;| quand j varie coincide avec #. On
suppose, ce qui est loisible que y;> y;. On doit démontrer qu’il existe une
permutation de (1, .., r — ;) notée y telle que I'on ait:

ISjsr—in yi=x, et yi=hy,.
Utilisant (!), on vérifie que I'on a:

Ay 2 e 20,y
On verifie que y; et y; doivent €tre positifs; pour y; cela résulte de ce que
;>0 et pour y; de l'inégalité suivante, vraie si y; <0:

“jzyj+Y;<xr—il —hr—il =ar~i1—2hr—i| <o, _; K.
On fait j=1 et on déduit facilement de (!) que I'on a y; <x, (sinon «,
serait trop petit), y;,> h, (sinon «, serait trop grand) et enfin I'existence de
y(1). Puis on continue de proche en proche.

(6) PROPOSITION. Soit ¥~ une série discrétede Sp(2n) vérifiant les hypo-
théses de (1) et on suppose par symétrie que 1:=p—q+q,,.,—p,,1>0.
On pose py:=p. . +7 et qo:= g, et rappelons que p — q est fixé. Alors
¥~ est dans le domaine de définition de la correspondance de Howe si et
seulement si p = py, q = q, (ces inégalites sont équivalentes) et son image est
W, . (défini plus haut).

Le principe de la démonstration est le suivant: on fixe d’abord p, ¢ trés
grands (vérifiant p—g=m) et on note #°, , I'image de ¥~ dans la corres-
pondance de Howe (cf. IIL.5). On montre alors que I'on a:

W, .,a W,, comme K'-type minimal. (7)

(7) se démontre comme I1.12, a condition de généraliser I1.13 a notre cas,
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en tenant compte que les entiers p;, g; relatifs a V (le K-type minimal de
¥") ne coincident pas avec ceux relatifs a W,,. Mais ici puisque
inf(p, g) > 2n, tous les K'-types de #7, , sont paramétrisés par des €léments
de la forme (, .., ),; (,.., ), ,en particulier on ne se trouve jamais dans le
cas de IL.13(c), et les entiers relatifs & W, ne différent pas trop de ceux
associés a V; ceci rend la généralisation facile. On sait d’aprés ce qui suit
(5), quel est le parabolique cuspidal associ¢ a #7, ,. On note #7; 'élément
de Hch gy, o) ayant W, . comme O(2po) x O(24,)-type minimal et méme
données de Langlands que %7, , sauf tout ce qui se passe avec les facteurs
de type GL(1), qui disparaissent. Une généralisation trés facile de II1.4 et
I11.10(1) (dans la preuve) montrent que ¥ ; est quotient de la représenta-
tion métaplectique pour la paire Sp(2n), O(2p,,2¢,). On note ¥~ son
image réciproque par la correspondance de Howe. Le point difficile est de
démontrer que:

oV est un K-type minimal de ¥"'. (8)

Admettons (8) pour le moment et terminons la preuve. Il n’y a qu'un
élément de Hchg, ayant ¥ comme K-type minimal (cf. [V,] 5.2 ou dans
notre cas [ est un tore) et donc ¥’ =7¥". Avec 1.7 on connait le caractére
infinitésimal de #7;, il coincide avec celui de #,, . et (5)' donne Iégalité de

Po.q0
W, avec ¥, .. Le reste de la proposition résulte donc de IV.6 et IV.5.

Preuve de (8). On fait, ici p:= po, g:=qo et W := Wy, Wi= W, -
On sait que W est un K'-type minimal de %" vérifiant (1)’ et donc de degré
minimal (cf. I1.3). Ainsi (cf [H,, 4.1(c)] ¥’ contient ¥ comme K-type de
degré minimal. On note V' un K-type minimal de ¥"'. On paramétrise:

Ver(Ayywd,)+p—q
(il y a une translation par p — ¢, par rapport aux notations du débuts),
Wes (A, oy /IP;H, 0,0 0) 4 5 (mys ooy 1) +
oupour 1<j<qg=q, (4= 4,1,
V' e (A, . A,)+p—q.

On note p;, §,, 7, § les entiers associés 4 V' par 11.4 et on garde la notation
P g; pour V, P,, Q,, R pour W.

Supposons que i, #0 et regardons le cas ol ¢,#0. Ici on a ¢,=(,
et p,=P,=0. Grice a IL.3(8) (pour i=1) et 1.6, on vérifie que I'on doit
avoir —A.,> —A,. En outre on a —A4,+g—p=—4,+1>2. Dou
A,+p—qg< =2 et (cf. 11.4) nécessairement 7#0. Distinguons encore
plusieurs cas:
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g, =0; puisque g, #0, il faut 4, < 4] mais on a une contradiction avec
I1.6.(a) (pour i=1).

q,#0; si p,#0, on trouve une contradiction comme dans le cas
précédent. Ainsi p, =0, la seule possibilité pour ne pas contredire I1.6(x)
(pouri=1)est A,=A1,.

Si p, #0, ce qui avec nos hypothéses assure i, 0, on obtient de la méme
fagon p,=p, (=1)et A1=4,.

On se raméne maintenant au cas ou i, =0, ie. p, ., =0, g=n=gq.,,. Se
ramener veut dire qu’on simplifie les notations, mais en fait si on veut
travailler plus joliment on peut faire une induction cohomologique
[V;, 6.6] pour étre vraiment dans cette situation.

(9) On commence par vérifier que 47 <0. Le cas contraire assure que
F#0. On a soit p,=1 et g, =0, soit —A,> —A,. L'hypothése i, =0,
assure entre autre que 4, <0; ainsi le cas ¢, =0 est contradictoire avec
IL6(a) (pour i=1), si A,>0. Supposons donc que §,#0 et donc
—A,> —A,. 1l est encore clair que cela contredit I1.6, ici on utilise les
égalités A} = --- =45 (videsi p,=0)et 4, _; 1= =4,

On pose i° ;= inf{1 <i<R| Q;- #0}. On tire de I1.3(f) pour i=i° et de
1.5, grice a (9), que 'on a:

(2 Ao 3 A )--ea.
1<;j<€Q 1</<0

Dot 4, < A4,. On en déduit d’abord que 7 # 0, puis on termine comme en

(9) mais avec ici la possibilité §, =g, =1 et 4, = 4,. On termine la preuve

de (8), de proche en proche.

IV.8. Remarque. Avec les notations de II1.7, le cas ou i, =r est simple
et il n’y a pas de facteurs en GL(2). Comme I’a remarqué Adams, les repré-
sentations #, , s’expriment trés bien 4 I'aide du foncteur d’induction coho-
mologique 4 partir d’un caractére d’une sous-algébre parabolique complexe
de Sp(2n, C). Il n’en est déja plus de méme pour les #, , que nous avons
introduits. Et il me semble, que certaines séries discrétes de Sp(2n) peuvent
avoir comme image dans la correspondance de Howe des représentations
contenant un K'-type “presque gentil” i.c. de la forme (0, ...,0),; (1, .., 1,
0, .., 0), ce qui est un peu I'opposé du cas de [A].

IV.9. Correspondance de Howe pour les séries discrétes de O(2p, 2q) ne
vérifiant pas (). Soit #  une série discréte pour O(2p, 2¢q), admettant un
K’-type minimal, noté W. On suppose que W ne vérifie pas (1)".

Paramétrisons W (4, .., 4,),; (4y, .., #,),- Comme W ne vérifie pas
(1), on peut par symétrie supposer que I'on a:

g= —1, dou 4,=0. (1)
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On pose k:=sup{j| 4;>0}. On adopte les notations de I1.2. Puisque #"
est une série discréte, on sait que pour tout 1 <i<r p;q;,=0. On en déduit
qu’il existe i (compris entre 1 et r) tel que ¢;, , =¢q et g, #0; si pour cette
valeur de i on a p;,, (= p;) >k, on vérifie que ¢,> 1 d’ou en fait p;, <k
On calcule alors aisément les Ij pour j>k et on trouve p—j. Ainsi le
paramétre de Harish-Chandra de % (cest le (7; i) de IL.2) est de la forme
suivante:

(11’ vy Ik’ P—k + 1 3eeey 0)’ (ﬁla vy ﬁq) (2)

Comme il est régulier, on a ji,> p—k et pour simplifier on va supposer
que P'on a:

fi,>p—k (c’est équivalent a: u,>2(p—k)), doun=+1. (3)
Sans I'hypothese (3), on a:
W est un K'-type de degré minimal de W . (4)

La preuve de (4) est reportée en IV.10. On pose: ny:=p+qg+(p—k) et
on vérifie a I'aide de 1.4, que pour tout n>n,, W intervient dans les harmo-
niques; on pose alors V,:= ¥Y(W). La parameétrisation de V, est facile &
écrire:

Vs (g oo Jr 1y s 1,0,y 0, —fh o —ppy) + p— . (5)

2Ap—kY n—ng

On note P;, Q;, R, s les entiers relatifs a V, définis en 114, et p;, q,, 1, p', ¢’
les entiers associés & W par I1.2. On a, puisque #  est une série discréte:
V1<i<r, p;+q;=1, et p'=1, (cest Thypothése 1,=0), ¢'=0. Avec
I’hypothése (3), on obtient:

R=r+1, lslsr’ pi=Pia qi=Qi’ Pr+l=15 Qr+1=0,
s=n—(p+q)=n—ny+p—k.

Soit ¥"' un élément de Hchg, admettant V, comme K-type minimal. 1l est
facile d’écrire la partie des données de Langlands qui lui sont attachées et
qui dépendent de V, (cf. V,, 6 § 5 déja utilisé en II1.3). Plus précisément ¥’
est un sous-quotient de Langlands d’une induite a partir d’'un parabolique,
noté P=MAN, et d’'une représentation s ® v de MA (prolongée triviale-
ment 4 N) ou § est une série discréte de M et v un caractére de 4, dit le
paramétre continu; et on a:

o MA~GL(1)x --- xGL(1)x Sp(2(p + q)),

n—(p+gq)
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e O®v est le produit tensoriel des représentations suivantes:

s (6,®v):
GL(1)x - X GL(1)3 1y, s ty_ (i gy P 1™ - [l oy gyl ™00

xsigne(t, -1, ) TP Tsigne(t, ity )Y,

Ol Zy, .., Z,_(p+q Sont des nombres complexes dépendant de v et non
déterminés par V,,.

o &: la série discréte de Sp(2(p+4q)) de paramétre de Harish-
Chandra (%,,.., %, p—k, .., 1, —fgy s —i;). (Ici on utilise encore
I'hypotése (3), pour que J soit bien définie.)

Pour n fixé supérieur ou égal a ny, on définit ¥, € Hchg, en disant que ¥,
est l'élément de Hchg, admettant V,, comme K-type minimal et (avec les
notations précédentes) ayant un paramétre continu tel que:

Vi<j<p—k, zi=j—1, ©)
Vp—k<jsn—(p+q), z;=]

Remarquons qu’il est ici immédiat que ¥, est 'unique élément de Hchg,
admettant V, comme K-type minimal et ayant comme caractére infinitési-
mal:

Ais o Dy Pk =1, 0, iy, s flgs 1,y ng— (p+q) (=p—k))  (7)

(cf. 1.7 pour l'identification d’un caractére infinitésimal). On peut mainte-
nant énoncer la proposition suivante:

PROPOSITION.  Soit W~ une série discréte ne vérifiant pas (1) et vérifiant
(3). Alors on a:

W est dans limage de la correspondance de Howe si et seulement si
nz2p—k+q(=ny) et si cette situation est réalisée, W correspond a ¥,
(défini en (6)).

La preuve de cette proposition est symétrique de celle de la proposition
de IV.7(6). On fixe d’abord n grand tel que #  soit dans I'image de la
correspondance de Howe et on pose ¥, := ¥, , A#°). On démontrera en
IV.10, le résultat suivant:

¥, admet V, comme K-type minimal. (8)

Admettant cela, on a des indications sur ¥, grice a ce qui précéde (6). On
note ¥7; I'élément de Hchg,,,,, ayant comme U(ng)-type minimal ¥, et les
mémes données de Langlands que ¥",, sauf les n— n, derniers facteurs en
GL(1). Une généralisation facile de III.4 montre comme en II1.10(1) que
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¥, est quotient de la représentation métaplectique et on note #’ son
image. Tenant compte de (8), comme dans la preuve de la proposition de
IV.7, il suffit de démontrer que:

W' admet W comme K’-type minimal. 9)

On reporte la preuve de IV.9(9) en IV.10 et cela termine la démonstration.

IV.10. Preuve de 1V.9(4), (8) et (9). On commence par la preuve de
IV.9(4) et (8) qui se fait simultanément. On fixe » suffisamment grand pour
que W intervienne dans les harmoniques (i.e., n>>n,) et pour que #” soit
dans I'image de la correspondance de Howe. On adopte les notations #7,,
W (Ay, e Ay 0,.,0) 5 (pyy ooy )5 de IV.9. On pose ici, V:= P(W),
V=Y,

La preuve consiste 2 montrer d’abord que V est un K-type de ¥’ puis de
montrer que V en est un K-type minimal; ensuite on sait que V est de degré
minimal, car il vérifie (1) (on a calculé les entiers qui lui sont associés). Il
en résulte alors que W est de degré minimal (cf. [H,, 4.1(c)]). On sait a
priori (cf. 1.6) que ¥’ contient un K-type, not¢ X®det”~7 (ou V') ou
X & (x4, ..., x,,) est sous-module d’un certain produit tensoriel et vérific les
inégalités suivantes (cf. 1.6):

V1< j<k, <x; <A, 1)
Vk<j<2p—k, 0<x;<1, (2)
V2p—-k<j<n—ag, x;=0, 3)
Vn—qg<j<n, — U415 X, <0. 4)

On pose k' :=sup{j| x,>0}, v':=sup{j| x, ;,,<0}.
Utilisant encore 1.6, on sait maintenant que #” contient un K’-type, noté
W', inclus dans la représentation irréductible de U(2p) x U(2q):

(X 15 ees Xprs 0,0, 0)X (0, oy 0, Xy 15 voes X10)-

On paramétrise W' e (41, .., 4,)e5 (1}, s tg), - Et on a encore les inégali-
tés suivantes (cf. 1.6): (ce ne sont pas les meilleures inégalités possibles)

Vi<j<p, Y (A —x)<0, (5)
1</j'<j
Vi<j<g, Y My +x,_ ;1) <0 (6)
1<j'<j

Grice a IL3(8), on a pour tout 1<i<r,

Z (A—x)+ Z (w—p)<0. 7

t<j<piy, l<j<g;,,
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De (7), (5) et (6), on obtient:

Vigi<r, Y =x)+ Y (+x,;44)<0.

L<j<piy, lSqu;+1

Comme il existe i° compris entre 1 et r (au sens large) (cf. IV.9, ce qui suit
(3)) tel que I'on ait: p;.,,=k et g;-,,=4¢, en utilisant (1) et (4), on
obtient:

A=x; pour tout 1 < j<k, (8)
= =X, i1 pour tout 1 <j<q.

Au passage, on a aussi montré que 'on a:

A;=4; pour tout 1 <j<gq et u;=u; pour tout 1 <j<k.

De [V,, 6.5.9(d)], il résulte alors que 4; =0 pour tout k< j<p (cest la
structure trés particuliére des K'-types d’une série discréte que l'on utilise
ici). Ainsi W’ est un K'-type minimal de #". Par unicit¢ du K'-type dans
w,ona W =W, Deplus (cf. L.5)ona d°V’' >2d°W’'=d°(W) et clairement
(cf. (2) et (8)) on a d°V'<d°W. D'ou l'égalitée d°V' =d°W, égalité qui
force en plus: x;=1 pour tout k<j<2p—k, ie, V'=V.

Il faut maintenant démontrer que ¥ est un K-type minimal de ¥”. On
fixe V' un K-type minimal et de degré minimal de ¥ (cf. IV.2).

V'ie (xll’ ey x;;) + (p_q)

On pose ici W' := @(V') > (4], oy 4)e5 (U]5 oy y)y- Cest un K'-type de
#. On va démontrer que W' = W. Remarquons que l'on cherche a
démontrer que ¥, = 7""; or par un calcul de R-groupe, on vérifie que V est
Punique K-type minimal de ¥7,. Cela justifie le fait que I'on cherche a
démontrer que W' =W.

Pour démontrer cela, on procéde comme dans la preuve de IV.7(8)
obtenant les égalités suivantes:

1<j<k Aj=12;,  1<j<q, pi=u;. 9)

On obtient ensuite I'égalité de W’ et de W en utilisant la structure particu-
liére des K'-types des séries discrétes (cf. [V,, 6.5.9(¢)]).

Preuve de IV.9(9). On procéde comme pour prouver IV.7(8); on note
ici W’ un K’-type minimal de %#"'. On commence par vérifier que W est un
K'-type de #”' ce qui résulte de ce que V, est un U(ny)-type minimal de
¥y vérifiant (1) et donc de degré minimal (cf. TI.6) et de ce que
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W=a&(V,). On obtient ensuite, dans cette nouvelle situation, les égalités
(9). Les égalités suivantes:

k<j<p, A=0=4,

résultent de la définition méme de minimalité, sachant que W est un
K'-type de #7'. 1l reste a vérifier que &' = —1, ce qui résulte de ce que W est
de degré minimal (cf. 1.3).

IV.11. Conjectures. Commengons par un cas simple: Soit % € Hchy,.
On note W un K'-type minimal de %~ et on suppose que W est de la forme
suivante:

We(0,.,0)_5(1,.,1,0,.,0), od0<wsyg.

w

On suppose en outre que p > ¢. Un tel K'-type ne vérifie pas (). On vérifie
aisément que les données de Langlands attachées & #” sont un parabolique
cuspidal P := M'A'N’ avec:

. M’A’zGL(l!x -« X GL(1) x O(2q — 2g),
2q

+ une série discréte de M’ qui est multiple de la représentation det
sur O(2p — 2q), et on note 6’ ® v’ la représentation de M’'A’ attachée a #".

On note y, le plus grand entier tel que 4’ ® v’ soit sur y, facteurs du type
GL(1): ty, .y o [y]P 79 g, [P oot

(ona:y, <(1+n)g—w)+w). (1)

CONJECTURE 1. n(# )=p+q+p—q+y,(=2p+y,) et pour tout

nz2p+y,, Uimage réciproque de W par la correspondance de Howe, notée
¥, a pour K-type minimal: ‘

Ver(l,wy 1,0,.,0, —1,..,—1)+ p—g,

e
Z4 20 z_

ouz, :=2p+y —((1+n)g—w)+w),
Zo:=2p—y,+(l+ng—w)+w—y, et z_:=y,. Ainsi ¥  est sous-

quotient de Langlands a partir d’un parabolique cuspidal dont la classe de
conjugaison de ses sous-groupes de Levi est isomorphe a:

GL(1)x --- x GL(1)x GL(2) % --- x GL(2) x Sp(2p — 2q),

z 22

ouzy:=y,etzy=n—p+q-—2p,.
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On note 6 @ v la représentation attachée a ¥~ et on a:
O® v est le produit tensoriel des représentations suivantes:

o sur n—2p—y, facteurs de type GL(1): t,..,1
H1$j<n~2p—y1 Itjlp*‘l'*y}"‘l Slgne t;""l’

e sur 2q— y, facteurs de type GL(1) le caractére défini par &' ® v’ sur
les 2q — y| facteurs qui n’interviennent pas en (1),

n—2p—y >

s sur p—gq facteurs de type GL(1) le caractére: t,,.., t,_,—
ITicjcp—y It/ " signe £;+7 74,

o sur les facteurs de type GL(2), le produit tensoriel des séries
discrétes de paramétre de Harish-Chandra 1 et de caractére central
20p—q+j—1)+1 (quand j varie de 1 a p—q),

» la série discréte de paramétre de Harish-Chandra: (p—q, ..., 1) sur
Sp(2p —29).

Un cas particulier de cette conjecture est le cas oi #~ est le caractére non
trivial de O(2p, 2¢q), noté det. Dans ce cas il est facile de vérifier que
n(#)=2p+2q: # ayant un unique K'-type, I'a nécessairement en degré
minimal et on obtient n(#") > 2p + 2q; supposant # = 2p + 2g, on construit
une application de la représentation métaplectique dans un modeéle de
Schrédinger sur la représentation det grice a I'opérateur: f+— A(f)(0) ou
4 est le déterminant de la matrice (9/0(x_;® ¥;)) 1< j<2p+24 3VEC (X_))
une base de I'espace Lagrangien de I'espace symplectique et (y;) une base
de I'espace orthogonal. Dans ce cas on vérifie donc facilement la premiére
partie de la conjecture, i.e., le calcul de V, mais par contre celui du carac-
tére continu de I'image réciproque de det par la correspondance de Howe
est plus difficile et je ne 'ai pas fait. Remarquons que si la conjecture pour
W :=det est vraie, elle 'est pour “presque tous” les éléments de Hch, du
type considéré (i.e. le paramétre continu générique hormis les conditions
imposées).

Plus généralement, soit # € Hch, et supposons que ¥  ne vérifie pas
(t). Soit W un K'-type minimal de #". On paramétrise W& (4, .., 4,),;
(11, - H,), €t on pose k :=sup{j| 4;>0}. On adopte les notations de I1.2
relativement 4 W. Par symeétrie on suppose que ¢= —1 et donc k< p,,,
(car W ne vérifie pas (1)’). Avec cette hypothése:

CONJECTURE 2. Si k=p.,,, on note n° le plus petit entier tel que
W ® det vérifie (*) (cf. lIL1) et on a n(# )=p+q+n°, n(# @det)=n".
On pourrait alors décrire l'image réciproque de W  par la correspondance de
Howe dés que n>n(#) de facon trés similaire a la conjecture 1 (avec ici

yii=p+q—n°).

CONJECTURE 3. On suppose ici que n2n(W’) et on note ¥~ I'élément de
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Hchg, correspondant @ # . On note aussi H(K'),, la composante isotypique
de H(K'), les harmoniques pour K' (cf. [H,]), alors ¥" admet comme K-type
minimal un sous-K-module irréductible de H(K')y,.

La conjecture 3a une version symétrique en remplagant O(2p, 2¢) par
Sp(2n). Mais alors que jai un candidat pour préciser le K-type minimal
dans la conjecture 3 (il est un peu technique a écrire) et donc pour n(¥%") et
décrire ¥, je nen ai pas dans la version symétrique.
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