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C. MOEGLIN 

INTRODUCTION 

Le corps de base est R, ie corps des nombres reels. Soient n, p, q des 
entiers. On note 0(2p, 2q) ou O(g) le groupe orthogonal relatif a une 
forme de signature 2p, 2q sur un espace vectoriel, note 2/, et Sp(2n) ou 
Sp(X) le groupe des automorphismes respectant une forme symplectique 
sur un espace vectoriel de dimension 2n, note 9. Ce couple (Sp(X, O(g)) 
est une paire reductive duale au sens de Howe (cf. [Hz]) i.e. .T@% est 
naturellement un espace vectoriel muni d’une forme symplectique dont on 
note Sp(.%” @ ?V) le groupe des automorphismes; Sp(X) et O(g) s’identifient 
naturellement a des sous-groupes de Sp(X 0 ?Y) et sont dans ce groupe leur 
cornmutant mutuel. On fixe un caractere unitaire de R, note x (par exemple 
x(x) = e*iJ= pour x E W) et on note 9” l’unique (a isomorphisme prts) 
reprkentation irrkductible du groupe d’Heisenberg canoniquement associi: 
a l’espace symplectique %“@V, qui a pour restriction au centre de ce 
groupe d’Heisenberg le caracttre 2. Alors 9” devient naturellement une 
representation projective de Sp(.tZ@Y) et done une representation, notee 
o, d’une extension (non scindee) de Sp(X@ ?V) par C*, notee S&X@O). 
emme ?Y est de dimension paire, Sp(X) et O(g) se relevent dans 
Sp(s’@+Y) (de facon unique) et l’on peut done restreindre o $ 
Sp(X) x O(g). Notons 91, un compact maximal de Sp(X@ Y) et @ son 
image reciproque dans Sp(!E @I g); Alors 4 est scinde, i.e. isomorphe a 
c*x%, u lc* est l’operation par homothttie evidente et l’on note Y l’en- 
semble des tlkments de 9” qui sont finis sous l’action de $2. On note 
KE U(n) et K’ N O(2p) x O(2q) d es compacts maximaux de Sp(X) et 
O(g) respectivement, sp(2n) et 0(2p, 2q) les algtbres de Lie de Sp(%) et 
O(9). La restriction de o a Y, permet de definir un (sp(2n) x 42~1, 2q) x 
K x K/)-module, note encore (9,~). On note Hch, et Hch, l’ensemble des 
classes d’isomorphismes de modules de Harish-Chandra pour Sp(X) et 
O(g) (on fera l’abus consistant a identifier les elements de Hch, et Hch, a 
des modules de Harish-Chandra). Howe a enonce puis demontre (cf. [Hz]) 
le risultat suivant: soit d l’ensemble des quotients irreductibles de (Y, w) 
(B est forme d’blements du type V 0 W od Y E Hch, et WE Hch,) et soit 
“IrE Hch, (resp. WE Hch,) alors il existe au plus un element, note W 
(resp. II/‘) de Hcho (resp. Hch,) tel que V 0 WE 8. En d’autres termes d 
est le graphe d’une bijection, notee @N,P,4, (ou plus simplement @ si n, p, q 
sont fixes) d’un sous-ensemble de Hch,, avec un sous-ensemble de Hch,. 
(Le resultat de Howe est plus gt?neral que celui que nous venons d’enoncer, 
puisqu’il &applique a n’importe quelle paire reductive). 

Grlce aux travaux de [K-V], on a une description explicite de cette 
bijection si pq = 0 (i.e., O(Y) est compact) et par des travaux anterieurs a 
ceux de Howe dus 2t [R-S], si n = 1. Dans le cas general, on ne dispose que 
de resultats partiels comme ceux de [A]. Ce que j’aurais voulu faire est de 
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d&ire cette bijection a l’aide des parametres de Vogan-Langlands ce qui 
aurait permis de verifier quelles proprietes de fonctorialite posdde cette 
bijection. (Recemment Cognet, [Co], a utilise la representation mttaplecti- 
que pour retrouver le changement de base pour GL(2, Iw) et GL(2, C)). 
Recemment, Adams a &once une conjecture [AJ concernant les proprie- 
t&s de fonctorialite de la correspondance de Howe. On peut tnoncer sa 
conjecture en deux temps: 

(1) la correspondance de Howe respecte les paquets d’Arthur, 
(2) une description de la correspondance entre paquets d’Arthur. 

Si n > p + q, le point (2) devrait &tre consequence de ce travail. Toutefois, 
l’objectif que je m’etais Exe, semble difficile a atteindre, entre autre pour des 
raisons illustrees par l’exemple suivant : 

Soit z E Z; K = U(n) admet comme caractere l’application y H (det y)‘, ce 
caractere est done un K-type, note det’. On verilie facilement que l’ensem- 
ble des elements de Hch, pour lesquels det” est un K-type est en bijection 
avec l’ensemble des caracteres inlinittsimaux du groupe symplectique; mais 
bien que det’ intervienne necessairement avec multiplicitt < 1, il n’a aucune 
raison (si IzI > 1) d’etre, pour ces modules de Harish-Chandra, un K-type 
minimal. Les parametrisations de Vogan, de ces elements de Hch,, est 
difhcile (pour moi) a obtenir. Or si z = p - q et si n est petit par rapport a 
p + q, tout element de ce type, note “Y-, est dans le domaine de definition de 
@, ayant pour image une representation spherique. Ainsi Q(Y) est deter- 
mine par son caractere infinitesimal qui se deduit simplement de celui de 
Y. La correspondance de Howe est done d&rite, pour ces elements en 
termes simples mais la correspondance entre les parametres de Langlands- 
Vogan, elle, est compliquie: Y peut &tre aussi bien une serie discrete 
qu’une representation de dimension linie. 

Toutefois on peut d&ire et c’est l’un des resultats de ce travail, un large 
sous-ensemble de d qui decrit la totalite de 6 si n = p + q ou p + q - 1. 
Dans ce sous-ensemble la correspondance entre K-types minimaux et 
K-types minimaux ne depend pas des parambtres continus et est trbs 
simple. Un rtsultat pricis est decrit dans III.13 et IV.3. Pour cela, on utilise 
la notion de degre pour les representations irreductibles de K et K’ 
introduite par Howe dans sa demonstration [Hz] (dans un modele de 
Fock, c’est le plus petit degre (au sens des polynbmes) dans lequel la 
representation intervient). Ainsi tout Clement, not6 Y, de Hch, ou note 
W”, de Hch, admet des K ou K-types de degre minimal et pour prouver sa 
conjecture, Howe a demontrt que si ^Y-@ WE 8, les K-types de degre 
minimal de Y sont en bijection avec les K-types de degrt minimal de W 
grace aux harmoniques et montre que l’action des cornmutants de K et K 
dans les algebres enveloppantes de Sp(2n) et 0(2p, 2q) respectivement sur 
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les K et K’-types de degrt minimal sont trts likes. D’oh l’intCr&t de savoir 
quand l’intersection de l’ensemble des K ou K-types de degre minimal avec 
l’ensemble des K ou K’-types minimaux est non vide. 

On demontre que cette intersection est non vide pour 
-Y E Hch, si -Y- appartient au domaine de definition de Q, 
et si n > p + 4 (mais Q(V) n’a aucune raison, saris condi- 
tions sur le parametre continu de Y, d’avoir la m&me pro- 
prittt. Et l’on a Cvidemment un resultat symttrique pour 
les elements de Hch, si n < p + q. (1) 

Une des consequences de ce resultat est que la correspondance de Howe est 
connue d&s qu’elle connue, en termes de paramttrisation de Vogan- 
Langlands, quand n et p + q sont tres differents l’un par rapport a l’autre 
(cf. IV.4, 5 et 6). 

En fait on peut ameliorer un peu (1); rappelons que la parametrisation 
de Vogan-Langlands d’un module de Harisch-Chandra, note 2, est essen- 
tiellement determinee par 2 parambtres, l’un discret (donnant en gros un 
K-type minimal) l’autre continu (donnant en gros l’action du commutant 
de K dans algebre enveloppante sur ce K-type minimal qui intervient avec 
multiplicite 1). Dans ce travail, on montre que des conditions simples sur le 
parametre discret permettent d’assurer a priori qu’il existe un K-type mini- 
mal qui est aussi de degre minimal; ce sont les conditions (t) (ou (f )) et 
(t)’ de 11.1. La condition (t) depend du groupe orthogonal (ce qui est assez 
naturel) et je n’en connais pas &interpretation simple. Comme il n’y a 
qu’un seul groupe symplectique, la condition (t)’ est plus simple: la pro- 
p&C importante est la suivante. Soit W un module de Harisch-Chandra 
irrtductible pour 0(2p, 2q). On suppose d’abord que W est isomorphe a 
W @ signe(det), alors W verilie (t)‘. Supposons, maintenant que W ne soit 
pas isomorphe a W@signe(det), alors soit W soit W@signe(det) verifie 
(t)‘, Cventuellement les deux, d’ailleurs. D’autre part la representation tri- 
viale verifle (t)’ alors que la representation signe(det) ne verilie pas (t)‘. 
On vtrifie dans ce travail que si W E Hch, est quotient de la representation 
metaplectique, alors si W ne vtrilie pas (t)‘, W @signe(det), qui v&lie 
(t)‘, d’apres ce qui precede, est aussi quotient de la representation mita- 
plectique. 

Soit Y E Hch, et supposons que n <p + q; dans ies parties II et III, on 
montre que si Y satisfait (t) alors Y est dans le domaine de definition de 
Cp et Q(Y) satisfait (7)’ plus une condition simple, notee (*)’ en 111.1, qui 
Porte sur le parametre continu de @j(Y). On calcule Q(Y) en 111.13. De 
plus tous les elements de Hcho qui verilient (t)’ et (*)’ sont obtenus de 
cette facon. On a ividemment des rtsultats symetriques si nap + q. Au 
debut de la partie IV, par un calcul de R-groupes, on montre que si 
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n = p + q ou p + q - 1 et si Y’” E ffch, est un quotient de la representation 
metaplectique alors Y verifie (t), ce qui avec les rbultats precedents regle 
completement ces cas. 

Dans la partie IV, on utilise (1) et les methodes de la partie III qui con- 
sistent en l’adjonction et la soustraction de plans hyperboliques (suivant en 
cela [K]) pour obtenir le calcul de la correspondance de Howe dans d’au- 
tres cas. On retrouve et gtneralise un peu les resultats de [A], i.e., le calcul 
de Q(Y) quand Y est une serie discrete de Sp(2n) soumise a des condi- 
tions telles que son K-type minimal soit aussi de degre minimal (cf. IV.7). 
Puis en IV.& on donne des resultats analogues pour calculer l’image (reci- 
proque) par la correspondance de Howe des series disc&es de 0(2p, 2q) 
qui ne vtrifient pas (t)‘, dans ce cas le K-type minimal est aussi de degrt 
minimal. A la fin je propose quelques conjectures assez techniques essen- 
tiellement dans le cas oti n >,p + q, cas qui me parait plus simple parce que 
l’on peut deviner quels devraient Ctre les K’-types de degri minimal pour 
les elements de Hch, alors qu’il n’en est pas de mCme pour les elements de 
Hch,. Dans le cas oti n <p + q, il me semble que ce qui serait possible de 
faire serait de determiner quels elements de Hcho sont dans I’image (reci- 
proque) de la correspondence de Howe, notee Y,,p,q ou plus simplement 
Y. 11s veritient tous (t)‘, ayant done un K’-type minimal qui est aussi de 
degre minimal, et on peut faire des conjectures sur cet ensemble trop tech- 
niques pour que je les &rive. Puis, soit YY E Hch, un tel element et W un 
de ses K’-types minimaux qui soit de degre minimal, on pourrait dttermi- 
ner une induite pour Sp(2n) contenant, comme sous-quotient Y(w), et 
admettant l’image reciproque de W dans la correspondance obtenue grace 
aux harmoniques (cf. 1.4) comme K-type avec multiplicite 1; Y(w) serait 
alors l’unique sous-quotient de cette induite contenant ce K-type. C’est ce 
qui se passe dans l’exemple donne au debut de cette introduction. Dans 
cette optique, comme me le signale Adams, il serait preferable d’utiliser 
systematiquement les foncteurs A,(1). En effet, identifier une representation 
comme Ctant un A,(1) ne necessite pas’ nicessairement de connaitre un 
K-type minimal et le parametre continu. On ne peut toutefois pas Cviter les 
diffkultts majeures: il n’existe pas a ma connaissance, de conjectures sim- 
ples permettant de d&ire le domaine de definition de la correspondance de 
Howe. Si deux modules de Harish-Chandra sont L-indistinguable au sens 
de Langlands ou de Arthur et si l’un intervient comme quotient de la repre- 
sentation mktaplectique en general I’autre lui n’intervient pas comme 
quotient. 

Je tiens a remercier tres vivement A. Bouaziz et J. L. Waldspurger qui 
m’ont tous deux donne des indications tres prtcieuses au tours de ce 
travail. 

Ce travail est trts technique et pour essayer de le rendre, quand mCme, 
lisible, je l’ai decoupe en paragraphes et dans la mesure du possible, j’ai 
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tvitt d’employer sans references (au reste du papier) des notations qui 
n’avaient pas et& detinies dans un paragraphe ou le nom de la notation 
intervient dans le titre du paragraphe. 

I. HARMONIQUES ET CARACT~RES INFINIT~SEMAUX 

1.1. On garde les notations de l’introduction et on en introduit quelques 
autres. On lixe un caractere de R, le caracthe tie-“‘*“. Dans [H,] et 
[Hz], un role important est joue par l’espace des harmoniques dans un 
modele de Fock, note 9, de 9, la representation mttaplectique. Par defini- 
tion H(K) (resp. H(K’)) l’espace des harmoniques pour K(resp. K’) est 
l’ensemble des elements de B annul& par les derivations incluses dans le 
cornmutant de K (resp. K') dans l’algebre de Lie de Sp(E@O). On pose 
H(K, K') : = H(K) n H(K’) et Howe a prouve que H(K, K') est une repre- 
sentation de Kx K’ sans muliplicite avec les proprietes suivantes: (cf. [Hz, 
lemme 3.31) 

H(K,K’)= @ V,QW,, 
(U.T)Eb’ 

od 8’ est un sous-ensemble de K" x K' h tel que pour (T E K" il existe au 
plus une classe de representation irreductible, notee r, de K' telle que 
(ax t) E 6’ et vice et versa. Ainsi 8’ est le graphe dune bijection, note 

K-7 ou plus simplement W, dun sous ensemble de KA sur un sous- 
ensemble de K'. On note YE, p,4, ou plus simplement Y, I’application rtci- 
proque de W. 

Donnons une realisation concrete de 9, un modele de Fock de Y: soit X 
une polarisation complexe negative pour S (i.e., X est un sous-espace de 
2” 0, C sur lequel la forme hermitienne (x, v) I+ l/fi(x, j) est defmie 
negative). Soit 9Y = E @ F une decomposition orthogonale de CY telle que la 
restriction de la forme orthogonale a E (resp. F) soit dtfinie positive (resp. 
negative). On suppose que K est un sous-groupe de GL(X), i.e., 
Kc N GL(X) et que 1y’ coincide avec O(E) x O(F). Alors B se realise dans 
l’algebre des polynbmes sur X* 0 E@ X0 F; K agit sur 9’ par le produit 
tensoriel de l’action naturelle avec le caractere (det)P-4 et K' agit naturelle- 
ment sur 9’. On vbrifie aussi tres facilement que H(K') est le produit tenso- 
riel de l’espace des harmoniques pour O(E) dans la paire Sg(%) x O(E) par 
l’espace des harmoniques pour O(F) dans la paire Sp(X) x O(F) et son 
calcul a done ete fait dans [K-V, 11.6.6 et 11.6.131. Quant a H(K'), il est 
calcult dans [K-V, 111.6.31, ou il semble manquer le produit tensoriel 
par (det)p-q (mais il est peut-etre inclus dans les definitions). 11 n’est done 
pas diflicile d’en deduire H(K, K') ou plutot 8’ qui nous interesse, mais 
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auparavant Iixons les notations permettant de parametriser les represen- 
tations de dimension finie des groupes unitaires et orthogonaux. 

1.2. Grace au resultat de Cartan-Weyl, reporte par exemple en 
[V,, 4.51, on sait que pour tout groupe rtductif compact, note X, l’ensem- 
ble de ses representations irreductibles est classifit par l’ensemble des repre- 
sentations irrkductibles dun de ses sous-groupes de Cartan, note T (i.e. T 
est le normalisateur dune sous-algebre de Borel, notee b, de l’algebre de 
Lie complexifiee de X) dont les differentielles sont des representations de 
Lie T somme de caracteres appartenant a la chambre de Weyl positive 
definie par b. Ainsi les representations irreductibles de dimension linie de 
iY(n) sont done paramttrides par les suites de n entiers relatifs (A,, . . . . A,), 
oii I’on a I, > . . . aA,. 

Un sous-groupe de Cartan, note T, de O(2p) est (cf. [V,, 5.163) isomor- 
phe au produit semi-direct de sa composante neutre, un produit de p copies 
de SO(2) par le groupe a 2 elements (1, a) oh 1 est l’unite et (T agit triviale- 
ment sur les (p - 1)-premiers SO(2) et par inversion sur le dernier. Les 
representations irreductibles de T sont done de 2 natures: 

(a) les representations de dimension 2 somme directe de deux 
representations de T” (la composante neutre) correspondant au caractere 
(A,, . ..) /I,) oil A1 > . . . > 1, > 0 et au caractere (1,) . . . . -1,) (Ai E N, pour 
1 <i<p). 

(b) les representations de dimension 1 dont la restriction a T” est le 
caractere (A,, . . . . 1,) ou A1 Z . . . > i, = 0 sur lesquels Q agit soit par l’homo- 
thetie + 1 soit par l’homothetie - 1. Pour distinguer ces representations, on 
les note (Al, . . . . A,), et (AI, --., &I-. 

Pour unifier les notations, les representations du cas (a) sont nottes 
(A i, . . . . 2,) + ; rappelons qu’ici A, # 0, ce qui les distinguent du cas (b). 

1.3. Degrt des K et K’ reprhentations irrkductibles. Suivant Howe, on 
dtlinit le degre dune representation irrtductible, notee V de K ou K’, 
comme &ant le plus petit degrt, au sens usuel du degrt d’un polynome, 
dans lequel Y apparait dans le modtle de Fock (cf. 1.1) ou - cc si V n’y 
apparait pas; cela a un sens puisque faction de K et K’ est homogene. On 
note d” I/ ce degrC. Soit V une reprksentation irreductible de K; alors Howe 
a demontre que si V apparait dans le modkle de Fock, I’ apparait dans 
H(K) et la composante isotypique de H(K) de type I’ est l’intersection de la 
composante isotypique du modele de Fock, 9, de type V avec l’espace 
vectoriel form6 des polynomes de degrk inferieur ou &gal B d” V (cf. [Hz, 
3.9(b) et 3.10(b)]). 0 n a Cvidemment un rtsultat analogue pour H(K’). On 
calcule ces degrts a l’aide de [K-V] et les rkfkrences de 1.1. 
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LEMME. (i) soit VO (A,, . . . . A,) (cf 1.2) we representation irreductible 
de K=&‘(n). On pose k=sup(i( Ai+q-p>O) et v=sup(iI An-i+,+ 
q-p<O}. Alors, on a: 

l V apparait darts le modele de Fock si et seulement si k< 2p et 
vG2q. 

. si V apparait dans le modele de Fock, on a: 

d”V= 1 J&+q-pi. 
1Ciin 

(ii) Soit Wt, ((A,, . . . . A,),; (pl, . . . . p,),) ou s, n = 41, une reprtsenta- 
tion irrtductible de O(2p) x U(2q) = K’ (CT 1.2). On pose k = sup{ 1 < i<p I 
li>O) et v=sup(l <i<q / pi>O}. Alors on a: 

l W apparait dans le modele de Fock si et seulement si 
(I-s)(p-k)+k<n et (l-n)(q-v)+v<n. 

9 si W apparait dans le modele de Fock, on a: 

d”W= 2 &+(l-&)(p-k)+ c ,uj+(l-n)(q-u). 
lCi<p I<j<q 

1.4. Correspondance entre K et K-types determinee par les harmoniques. 

COROLAIRE (Notations de 1.3). La reprhentation Vo (A,, . . . . A,) de K 
apparait dans H(K, K’) si et seulement si l’on a: 

k<p ou k>p mais A2P-k+1= ..a =A,=l+p-q 

v<q ou v>q mais fln--2y+D= ... =An--v+l = -1 +p-q. 
(1) 

Si V apparait dans H(K, K’) la representation G’(V) de K’ qui lui corres- 
pond a pour parametrisation: 

(A, +q-p, . . . . &+q-p,O, . . . . O),,; 

(-(n”+q-P),...,-(~,-“.+,+q-p),O,...,0),,, 

0t.i lbn a: 

k’=k, E’= +l si k<p ou k’=2p-k, E’= -1 si k>p 

et 

v’=~, $= +1 si v<q ou v’=2q-v, n’= -1 si u>q. 
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En inversant les &es, la reprtkntation Wtt (d,, . . . . A,),; (pil, . . . . prl),, de K 
apparait dans H(K; K’) si et seulement si l’on a: 

k+(l -s)(p-lz)+u+(l -q)(q-u)<n. 

Si W apparait dans H(K, K’) la reprtsentation, !P( W), de K qui hi corre- 
spond est paramktriske par: 

(A,, . . . . Ak, 1, . ..) l,O, ..‘) 0,-l, . ..) -1,-p”, . ..) -/.Q)+p-q 
cz=) CXZ, 

(5z.i +p - q est detP-4). (2) 

Remarquons que le modele de Fock precise en I.1 pour la paire Sp(2n), 
0(2p, 2q) est aussi un modele de Fock pour la paire non irriductible 
(Sp(2nh 00~))~ (Sp(2n), o(2q)) et pour la paire (U(n), U(2p, 2q)). Sup- 
posons que (1) soit satisfait. Alors [K-V, 11.6.111 donne un vecteur de plus 
haut poids dune representation isomorphe a Y et se trouvant dans H(K) et 
en [K-V, 11.6.11 ils ant montre que ce vecteur de plus haut poids se trouve 
aussi dans H( K’). D’oti la suffisance de (1) et le calcul de W(V) est immt- 
diat. On verilie de mCme que (2) est suffisant et on calcule aisement u”(W). 
11 reste a dimontrer soit que (1) soit que (2) est necessaire. On va le 
prouver pour (2), les notations &ant plus simples. Supposons done que 
I’on a: 

l k+u+(l-E)(p--)+(l-r1)(q-u)>n, 

l W apparait dans H(K, K’), 

et obtenons une contradiction. 
Comme W apparait dans H(K, K’), cette representation apparait dans 

H(K’) et d’apres [K-V, 11.6.131 on sait que la composante isotypique de 
type W dans H(K’) est isomorphe a (T/i x I’,) 6 W, oh V, et V, sont les 
representations irreductibles de K parametrisees respectivement par: 

v, c* (A,, . ..) ;I/., 1, . ..) 1, 0, . . . . 0) + p 
Cl=) 

v* w (0, ..,, 0, -1, ‘..) -1, -p,, . ..) -pi) - q. 
CGZ) 

Pour obtenir une contradiction il sufft de prouver que toute sous 
K-representation irreductible de V, x V, a un degre strictement inferieur a 
celui de W. Puisque detPm4 sort naturellement, il suflit de verifier l’assertion 
suivante : 

soient Vi f-* (Ai, . . . . /i;) et V; ++ (MI, . . . . ML) des representations irreduc- 
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tibles de K et V’ c-) (/i,, . . . . /i,) une sous-K-representation irreductible de 
V;@ Vi. Alors on a: 

,<F<, Inil< C lA(+Mll. 
. . l<i<fl 

Car si l’on fait LIP = li, 1 <i< k, Ai = 1, k < i < k + (1 - E)(P - k), A( = 0, 
i>k+(l-~)(p-k)etM~-i+,= -pi, l<i<u,M~-i+l= -l,u<idu+ 
(I--?)(q-Uf et MLi+l =0, i> o + (1 -r~)(q- u), on a, avec les bypo- 
theses: 

1 lA;+M;I< c Ai+ 1 Pi+ Cl-E)(P-kk) 
1 Gi<n l<i<k I<iCu 

+(l -lj)(q-u)=d”w. 

Prouvons l’assertion: on sait qu’il existe un poids, note (v, , .,., v,) de Vi tel 
que l’on ait (cf. par exemple, [V,, 3.2.121): 

(A 1 > ..., A,) = (A; + VI) . . . . A; + v,). 

D’apres le theoreme de Kostant report6 en [B, exercise 1 du 6 71, on sait 
we (vl, . . . . v,) appartient a l’enveloppe convexe definie par les conjugues de 
w;, .**, M;) sous l’action du groupe de Weyl 6 de K, ici le groupe des 
permutations a n lettres. Ainsi il existe un ensemble (a,), index6 par les 
elements de 6, forme de nombres reels compris entre 0 et 1 (au sens large) 
tels que I’on ait: C, E G a,, = 1 et pour tout 1 SS i < n, vi = 1, a, M&,. D’oti 
evidemment: 

Verifons que l’on a, pour tout 0 E 6: 

ce qui sufftt bien tvidemment. Or on a: 

c A; + M&, - 1 Ai + W(i) 
il n; + M;(,, 3 0 ilA;+M;,,,<O 

= ,Z<n 

A; + M&, - 2 c A: + M&i, 
. . tln;+M,(,)<O 
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+2 ( c (A:+M;)- c (Al +K,i,) . 
ilAj+M;<O ilA;+M&,cO > 

Soit a = inf{ i 1 A( + M,! < 0} et J l’ensemble des i tels que Ai + A& < 0. 
On note s le cardinal de 3. En utilisant le fait que A’ + M’, A’, M’ sont 
dominants, on a: 

D’oti : 

c A;+M,!- 1 (Ai + M:(i)) 
ilA;+M,‘<O ilA;+M&,,<O 

< 1 A;+M;- 1 A;+M,! 
i>a i>n-s 

= 1 A:+M; si a<n-s, 
a<i<n--r 

=o si a=n--s+ 1, 

=- c A;+Mr sia>n-s+l. 
n-s-zica 

Par definition de ~1, c’est toujours 60. D’oh Cvidemment le resultat chercht 
qui termine la demonstration du corollaire. 

1.5. L’assertion sur le degre d’une sous representation irreducible de 
K = U(n) incluse dans un produit tensoriel demontree dans la preuve de 
1.4, nous reservira dans la suite et on utilisera aussi la remarque suivante 
du mCme type: 

Remarque. Soient A, >, , , . >/ &, me suite d’entiers relatifs et 
(1 1, . . . . AZ,,) c-t w’ la reprbentation irrkductible de U(2p) hi correspondant. 
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Soit W une sous-0(2p)-representation in&se dans W’ parametrte par 
(A;, ---, Ab)E alors on a, pour tout 1 < j < p: 

1 A;< C (Ai-A*p-i+l)* 

I<i<j l<t<l 

On utilise simplement le fait que (Ai, . . . . AL) parametrise un caractke de T” 
(la composante neutre d’un sous-groupe de Cartan de O(2p)) qui est la 
restriction dun caractere dun sow-groupe de Cartan de O(2p) contenant 
T” et intervenant comme “poids” dans W’. 

1.6. On utilisera plusieurs fois la remarque technique suivante: 

Remarque. Soient Y E Hch, et YY E Hch,. On suppose que 9’” @ w est 
un quotient de la representation metaplectique. Soient V *--) (AL, . . . . A,) un 
K-type de -Y- et W++ (x1, . . . . Ip)H; (PI, . . . . ,I?~)~ un K-type de w. Alors IY 
contient un K’-type, note W’ CI (Ai, . . . . ;Ib)EP; (pi, . . . . &),, ou les 1’ (resp. 
les p’) vertfient les inegalitb de I.5 quand on fait, pour 1 <j< 2p (resp. 
1 < j < 2q), Aj = sup(Aj + q -p, 0), on a ntcessairement sup{j 1 Aj + q - 
p > 0} G 2p, (resp. 2, = -sup(A,- j+, + q-p, 0), on a necessairement 
s”P{jl An-j+f + q- p < 0) < 2q). De meme Y contient un K-type, note 
V’ c* (A ‘1 , . ..) Al) +p - q, qui vertjiie les inegalitks suivantes, pour tout 
l<jbn: &<Ai<Aj oti lbn apose: 

k=sup(j 1 Aj>O}, 2; = Aj si j<k 

= 1 sik<j,<k+(l -E)(p-k) 

=o sij>k+(l+E)(p-k), 

u=sup{j I PjLi>O}Y /j; = 0 si j<n-(v+(l -$(q-v)), 

=- 1 sin-(v+(l-@(q-u)) 

<jdn-u+ 1, 

= --&-“+I si j>n-u+ 1. 

On remarque que I’on a ntcessairement: k + (1 - E)(P - k) < n et 
v + (1 - *)(q - v) < n. 

[Hz, 4.1 (b) J montre que W contient une sous-representation irreductible 
pour K’ in&se dans la composante isotypique de type V, pour K, des har- 
moniques H(K), notee H(K) r. On sait, g&e a [K-V] que H(K) y sous 
l’action de U(2p) x U(2q) est irreductible et connue (cf. 1.1). On applique 
alors I.5 pour trouver W’. On veritie de m&me que Y contient un K-type, 
note V’, inclus dans un certain produit tensoriel deja utilise dans la preuve 
de 1.4. On obtient les inegalites < comme dans la preuve de I.4 et les 
inegalites >, en Cchangeant les roles de V, et V, (cf. 1.4). 
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1.7. Caracteres infinitksimaux. On note ici Z(g)G et Z(CJ’)~’ le com- 
mutant de Sp(S) et O(g) dans leur algebre enveloppante (Z(CJ)~ est le cen- 
tre de l’algebre enveloppante et Z(g’)“’ est une algebre de polynomes de 
codimension finie dans le centre de l’algbbre enveloppante de O(g)). On 
(i.e. les physiciens) connait des generateurs simples de ces algebres et on 
verilie sur les formules dans un modele de Schrijdinger que les images de 
Z(g)G et Z(g’)” par la representation mktaplectique coincident. Une telle 
egalite est signalee A la fin de [H i 1. On a besoin dun resultat plus 
explicite. Rappelons que Z(g)’ (resp. Z(g’)“) s’identifie par un 
homorphisme du A Harisch-Chandra, note (psP (resp. 9e) aux fonctions 
polynomiales sur C” (resp. CP +“) invariantes par permutations et 
changement de signes. On a alors le lemme suivant: 

LEMh4E. Si n <p + q, Z(g)’ agit injectivement dans la representation 
metaplectique et l’homorphisme surjectif, note w, de Z(g’)” SW Z(g)‘, coi’n- 
cidant avec la restriction de la representation mttaplectique a Z(CJ’)~‘, verifie: 

Vz’ E Z(g’)C’, V( v, , . ..( v,) E C”, <CD&‘), (VI, ---I v,, p+q-n- 1, . . . . LO)) 

= (9S,(W(Z’))~ (VI 3 . ..> v,)>. (1) 

On a un resultat symetrique si n Q p + q, i.e. 0: Z(g)G -b-b Z(g’)” verifiant: 

vz~Z(dG, Vv,, . . . . v,+,)~~P+q, <9&), (v,, . . . . v~+~, n- (p+q), . . . . 1)) 

= <90(w(z)), (VI, . ..Y v,,,)). (2) 

11 y a de nombreuses facons de verifier ce lemme: en tenant compte de ce 
qui le predde, il sullit par exemple de construire a priori (comme cela est 
fait en III.8 en prenant 8= Y= 0 et pour xi et 7~; des caracteres) sulkam- 
ment de quotient irreductibles de la representation metaplectique, dont on 
connait les caracteres infinitesimaux. Une autre facon, consiste a se 
ramener formellement au cas oh O(g) est compact (en faisant quelques 
changement de variables dans les formules de la representation dans un 
modele de Schriidinger ). 

1.8. Quotient de la representation mktaplectique restreinte a un membre 
de la paire reductive duale. 

COROLLAIRE. Soit Y E Hch, (resp. W E Hcha). On suppose que V 
(resp. W) est un quotient de la representation metaplectique restreinte a 
Sp(%) (resp. O(g)). Alors V(resp. W) appartient au domaine de dtjbition 
de la correspondance de Howe (resp. a son image). 

La demonstration copie [W]. On pose Z = Hom(Y, Y), homorphismes 
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“Sp(%2^)” equivariants (ou Y est la representation metaplectique). On note 
Z’ le dual algebrique de Z. 11 est clair que Z et done Z’ a une action de 
Lie O(g) x K’ et on note Z* le sous-ensemble de Z’ forme des elements 
K-finis. Verilions que Z* est un module de Harish-Chandra (de longueur 
finie) pour O(Y). Soit r un element de K’ h. On note Z, (resp. Zy) la com- 
posante isotypique de Z (resp. Z*) de type r; montrons que Z, est de 
dimension finie ce qui entrainera qu’il en est de m6me de Z,*. On note PT la 
composante isotypique de 9 (le mod&e de Fock) de type r. On a (cf. [Hz, 
3.10(b)]): Pz= U(sp(2n)) H(K’), (ou sp(2n)=Lie Sp(X) et U( ) est 
l’algbbre enveloppante). Rappelons que r est isomorphe a sa contra- 
grediente. On a des inclusions immediates: 

Z, 4 Horn spf2nJx A$, U 4 HomAH(U,, VI. 

D’aprb [Hz, 3.9(d)], H(K), est un espace vectoriel de dimension linie 
done ne faisant intervenir qu’un nombre lini de representation de K. 
Comme Y” est admissible, Hom,(H(K’),, Y) est de dimension linie. D’ou 
l’assertion cherchee: dim Z, < 00 et dim Z,* < co. Grace a 1.7, on sait, en 
outre, que le centre de l’algebre enveloppante associee a O(g) agit dans Z 
(done dans Z*) avec un noyau de codimension finie. 11 resulte de ces deux 
proprietes que Z* est admissible de longueur linie. 

I1 reste a verifier que l’application naturelle de ZxY sur Y donne lieu a 
un morphisme non nul de la representation mttaplectique (Y’ ou 9’) dans 
V@Z* entrelagant toutes les actions. Or on a un morphisme non nul: 

a: B + Horn&Z, T), 

et avec r comme plus haut: 

a(P=) c z,* 0 Y”. 

D’oti CI se factorise par l’inclusion de Z* 0 -Y dans Horn&Z, Y) ce qui est 
le resultat chercht. 

1.9. Adjonction de plans hyperboliques. 

LEMME. Soient z E N, Y E Hch,, W E Hcho. On suppose que 
“tr(resp. W) appartient au domaine de dt!finition (resp. ci l’image) de la 
correspondance de Howe, not&e comme dans l’introduction, @, p y, alors il en . . 
est de mgme pour @n,p+z,p+z(re~~- @n+r,p,q). 

Ce lemme est “bien connu”. Vtritions l’assertion concernant Y. Soit Z+ 
et ZP des espaces vectoriels de dimension z munis d’une forme quadratique 
symttrique defmie positive et negative respectivement. La representation 
metaplectique pour la paire (Sp(%), 0(%1/oZ+ @Z-)) restreinte B Sp(%) 
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est le produit tensoriel des representations metaplectiques pour les paires 
(Sp(%), 0(a)) et (Q(Z), O(Z+ +Z-)) restreint A la diagonale de 
Sp(.Y) x Sp(X). G&e a 1.8, il sufft de verifier que la representation triviale 
de Sp(X) intervient comme quotient de la representation mitaplectique 
pour la paire (Sp(X), O(Z+ OZ-)) i.e., une paire oti le groupe orthogonal 
est deploy&. C’est immediat puisque cette representation a un modele dans 
l’espace de Schwartz des fonctions sur 9 0 9’ (oti 9’ est un lagrangien de 
Z+ 0 Z- ), le groupe symplectique operant par la representation naturelle; 
l’evaluation au point 0 forunit done un tel quotient. 

II. LIEN ENTRE K-TYPE MINIMAL ET K-TYPE DE DEGR~ MINIMAL 

11.1. Degrt! d’un module de Harish-Chandra et K-type de degr& 
minimal. Soient Y E Hch, et W E Hch o; tenant compte de 1.3, on dtlinit, 
toujours en suivant Howe, le degre de Y, W en posant: 

l d”V=inf (nl,...,n,)~vlHom~(Y,Y)ZO(C1Cjbn lnj+q-Pll~ 
l do-W = inf (~I.....~~P)~;(~~I,...,~~)~~~WIH~~K.(W,W)+O IClij<plzi + 

C,Cj9q~j++l-&)(P--k)+(l--tl)(q--V)}, Oil k=suP{jI lj>O} et 
v=sup{jI Pj>O}. 

Soit F’ un K-type de ^Y; on dit que Y est un K-type de degre minimal si l’on 
a: d”V=d”Y (cf. 1.3). On delinit de m&me la notion de K-type de degrt 
minimal de W. 

La demonstration donnee par Howe de sa conjecture dans le cas 
archimedien repose essentiellement sur le fait que si V est un K-type de 
degrt minimal de V alors V intervient dans H(K, K’) et W contient cD’( V) 
(cf. 1.4) comme K’-type en degre minimal (cf. [HZ, 3 41). En outre l’action 
du commutant de K’ dans l’algebre enveloppante de Lie O(Y) sur W(V) 
est en grande partie determinte par l’action du commutant de K dans 
l’algebre enveloppante de l’algebre de Lie de Sp(!T) sur I/. 11 est alors bien 
clair qu’il est important d’tclaircir les rapports entre K-type de degre 
minimal et K-type minimal. Introduisons quelques conditions likes a ce 
probleme: 

soit Y E Hch,; on dit que Y vtrifie (t) si Y contient un K-type minimal, 
notP V et paramktrist par (A,, . . . . A,) (cf 1.2), avec la propriPtt5 suivante: on 
note (A,, . . . , 2,) le poicis assock! par Vogan ri V (U est calculb en 11.4) et on 
posep~+~=sup(j~~j>O}etq~+,=sup{~~~,~j+,~O}.Ondemandeque 
l’on ait: 

(a) p-q+q:+1-pp:+,=l,O ou -1. 

(b) si n>p~+l+q~+l, VP:,, <jGn-qL+,, Inj+q+pl < l. 

580/85/l-2 
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(7) P2PLl, 4>4i+l et #bL+, <jGn-qL+l~j+q-p)O 
bw. <0))~2(P-d+1) (rev. 2(q-d+,)). 
On notera (v) la condition (t) quand on oublie (7). (Remarquons que (t) 
et (T) cokcident dts que n <p + q et que si n = p + q, (v) entraine deja que 
P~P:+~ et 4M+d 

On demontrera dans cette partie, que si Y a un K-type minimal, note k’, 
verifiant (y) alors ce K-type est de degre minimal et que si l’on a en plus les 
hypotheses suivantes: I/ veritie (t), n <p + q, Y est dans le domaine de 
definition de la correspondance de Howe avec son image notee W, alors 
W: = P(V) est un P-type minimal (et de degre minimal) de W. De plus 
W verilie la condition delinie ci-apres et notte (t)’ grace au K-type W. On 
dit que %‘” E Hcho vPrifie (t)’ si lbn a: 
TV” contient un K-type minimal, not& W et paramttris& par (A,, . . . . A,),; 

(P 17 ***3 #4Jj tel que l’on ait, en posant k = sup{ j 1 Aj> 0} et 
u=sup{j) ,u~~>O}: 

4p--k)+dq-u)>O. 

On demontrera aussi que si W, W viritient (t)‘, alors W est un K-type 
de degre minimal de W et que si W est dans la correspondance de Howe 
avec l’hypothbe supplementaire n 3 p + q, alors V : = rl/‘( W) est un K-type 
minimal de l’image reciproque de W, notte Y et “Y, V vtrifient (t). 

La condition (t)’ s’explique assez facilement: soit 3’ un module de 
Harish-Chandra pour SO(2p, 2q). On choisit comme cela est possible 
WE Hch, tel que sa restriction, note dy;, en un module de Harish- 
Chandra pour SO(2p, 2q) contient 3 comme sous-quotient (en fait comme 
sous-module). On note det le caracttre non trivial de 0(2p, 2q) et on a: 

(ou a est un automorphisme exterieur de SO(2p, 2q) induit par un element 
de K’ non dans SO(2p, 2q)). 

Tout element de HA0 dont la “restriction” $ SO(2p, 2q) contient 9’ est 
isomorphe soit a W soit a W@det. La condition (t)’ est toujours verifite 
soit par W soit par W @ det, eventuellement par les deuxAventualitt peu 
frequente quand W $ W 0 det mais se produisant-t ainsi (t)’ ne permet 
pas de choisir entre W et WOdet quand ces representations sont non 
isomorphes mais presque. 

Cette partie est tres ptnible; on y utilise intensivement les resultats de 
Vogan et on est oblige de calculer explicitement les donnees o-stables 
associees par Vogan g un K’-type (cf. 11.2) et B un K-type (cf. 11.4) ce qui 
nest pas non plus trb amusant. 
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11.2. DonnPes &stables (dkcr?tesj acssocikes pur Vegan ci un K-type. 
Soit We, (A,, . . . . A&; (p,, . . . . p4),, une reprkentation irkductible de K’. 
On pose: (A., + 1 =~.L~+~=O et 1,=p,= +0 si u<O) 

(l) x=suP{j I 12p-j+l +Pq-j+l G l}, 

p’=x si A,-, #O, 

=x+1 sinon. 

q’=x si pq-x #O, 

=x+ 1 sinon. 

Ch drifie que x = inf(p’, q’) et jp’ - q’j < 1. 

Qb On &finit inductivement sur i les entiers, not& pi, qi suivants: 

& i=d), Po=qo=O, 

Ei i>0, PI= 1 Pj? qji’= 1 qji, Mi=(Ap;+1+2(P-PI)) 
l<j<i l<j<i 

- (I-%; + 1 + 2(q - 41)), 

pi=0 6auf si m,2 -1 et p+p-p’, 

qi=o sauf si mi < 1 et qi <p - q’. 

(on iaisse au kcteur le soin de vkifier que si lmil < 1 alors p; < p - p’ est 
kquivalent B q: < q - q’) 

sim,>letp;<p-p’,onapi=letqi=O, 

si mi< -1 et qi<q-q’, on a qi= 1 et pi=0 

si (t?Zi( < 1 et pi<p-p’, q{<q-q’, 

on pose xi=sup{j2 11 &+1= . . . =Apr+jet P~‘+~= -.. =P~~+~} 

et l’on d&hit alors: 

si mi=O, pi=qi=xi, 

si mi= -1, pi=xi et qi=xi si p q;+xifPq;+x,+lY 

=xi+ 1 sinon, 

si mi= 1, qi=xi et pi=xi si ~pj+x,#~p;+xi+l> 

=xi+ 1 sinon 

(on laisse encore au lecteur le soin de vtrifier que l’on a pi + L < p - p’ et 
q: + 1 < q - q’ et que la double suite hit par atteindre (p - p’, q - 4’)). 
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(3) On pose r=inf{i ( p:+1 =p-p’ et q:+l =4-q’}. 

(4) Pour 1 < i < r, on pose 

a;=0 si mi> 1, 
I ‘2 si mi = 0, 

= 1 si m,< -1. 

A W, Vogan associe d’abord un poids, not6 ici (2; fi) (i.e., un caracdre de 
l’algkbre de Lie d’un tore maximal (cf. [V,, 5.3.3]), puis une sous-algtbre 
parabolique complexe, notCe ici q (cf. [V,, 53.221) (c’est la sous-algkbre 
parabolique “positive” associke naturellement $ (ii; a) vu comme carac- 
tbre de I’algbbre de Lie d’un tore compact de 0(2p, 2q)) et il considkre 
L : = Normot2p,2q, q. On identifie (d; ff) h (I,, . . . . 1,); (&, . . . . fi,) le produit 
tensoriel de deux caractbres pour des tores maximaux de SO(2p) et SO(2q). 
(Ces objets ne dkpendent que d’une sous-reprbentation irrkductible de 
SO(2p) x SO(2q) in&se dans W, n’importe Iaquelle et done pas de E et q). 

LEMME. (i) 

Soit l< j<p, si j>p:+, (= p-p’), on a Z$=O, 

si j<p:+l, on pose i=sup{v ( p~<j<p~+l} et l’on a: 

X~=lj+(p-q)-(p;-q;)-l+oj>f. 

Soit 1 <j<q, si j>q:+l (= q-q’), on a fij=Oo, 

sij,<q~+l,onposei=sup{v(q~dj~qq:+,} etl’ona: 

(ii) On choisit des bases orthonormees de E et F (cf: I.l), nottes 
e,, . . . . e2p et fi , . . . . f2q (la norme des fj vaut - 1) de telle sorte que les sous- 
algtbres de bore1 determinant les parametrisations en 1.2, soient les stabilisa- 
teurs des drapeaux isotropes complets dejmis par les elements ranges par 
ordre des indices croissant, ezj- 1 + J-l 1 ezj 1~ j < p) et meme chose avec 
les f.. AIors q est lhlgebre de Lie du stabilisateur, note Q, duns 
O(EQ,C+F@.C) du drapeau isotrope suivant: 5&,=0 $ 9I 
ou gi est engendre sur a3 par l’ensemble des elements (e,_ 1 + 
l<j<p:+, et (f2j--l+JTf2j)pOUr l<j<q:+,. 

(iii) On a L = Q n O(g) et L est isomorphe a: 

VP,, 91)x *.. x VP,, 9,) x WP’, 29’). 
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11 faut faire un certain nombre de choix de systkme de racines; on adopte 
les notations ej et fj de l’knond de (ii). On note avec des minuscules les 
algebres de Lie. Dans s0(2p, C), on note b, la sous-algkbre de Bore1 stabili- 
sant le drapeau isotrope E,, = 0 $ E, . . . $ E, oti Ej est engendrk sur C par 
Ej- 1 et eye, + fiezj et on note t, le tore stabilisant les droites engen- 
drCes par les diffkrents ezj-, + fle, pour 1~ j 6 p. On dkfinit de mCme 
dans so(%q, C), b, et t,. L’algkbre de Lie t, + t, est celle d’un tore maximal 
de 0(2p, 2q). Grlce A b, et b, on a des chambres de Weyl positives pour t, 
et t, (c’est celles dont il est question dans l’Cnonc6 de (ii)). On a done un 
systbme de racines compactes positives dont on note pc la demi-somme des 
ClCments. 11 est clair que /1 : = (3L1, . . . . A,); (pl, . . . . pu,) est dominant. 11 faut 
encore choisir un systkme de racines positives, not6 A +, contenant les 
racines compactes positives pour lequel A + 2p, soit dominant. Pour 
prtciser ce choix qui n’est pas unique remarquons que l’on a: 

A +2pc=(A, +2(p- l), . ..) S+2(p-j), . . . . A,); 

(PI + 2(q - l), ...9 Pj + 2(q -j), ...3 Pq), 

On note 53’ le drapeau isotrope, 657; = 0 $ ~3; $ . . . $ T?@;+~ ayant la 
proprittt: suivante: soit 1 < j < p + q; si 9;. contient e2”-, + J-le,, oh 
1 d v d p alors 9; contient fzw- 1 + J-lfiw pour tout w tel que 
&+2(p-u)<pw+2(q-w). Et si 53; contient f2w-1+-\/-lf2w oli 
1 < w < q, alors 9; contient e,,_ I + J-le,, pour tout u tel que CL, + 
2(q- w) <A, + 2(p- u). Cela lixe complbtement A+ et une chambre de 
Weyl, notke %?+. On note p,, la demi-somme des racines non compactes de 
A+. On pose: 

;I:= n+pc-pn =:(A, )...) A,); (& )...) /L-i,) 

cjusqu’ici on a suivi A la lettre les dtfinitions de Vogan). Grdce A [C], on 
sait que (d; fi) est la projection orthogonale de /I sur 0’ (la fermeture de 
%T + pour la topologie usuelle). On calcule A: pour 1 < j < p et 1 6 j’ < q, on 
pose : 

Qj= #{” I ~j+2(P-j)2Pu+2(q-u)} 

Pi.= #{u 1 pf+2(q-jr)>1,+2(p-u)}. 

Et l’on a: (presque par dkfinition) 

;C,=lj+p---j-Qj, l<j<p, 

jij=ji,+ q- j-Pi, l<j<q. 

On a besoin des inCgalitCs suivantes qu’on laisse au lecteur: 
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(5) soit 1 < i < r; on a: (avec les conventions prkckdant ( 1)) 

n,,+2(p-pj)-(~u,;+,+2(q-qj)~0, 

~u,;+2(q-ql)-(1,;+,+2(P-Pj))~o. 

On va prouver que l’on a: 
(6) soient l<i<retpi<j<&+,, alors: 

flj=Aj+ (p-q)+ (qi-Pj)-Ui oti ui= 1 si m,aO et 0 si kwi= -1, 

i.e., 

Supposons d’abord que qi # 0; alors on a pour tout 1 <j’ i xi: 

R ,;+j'+2(P-Pl-j')-(~~;+j +2(q-qJ--j’))=m,= -1,0 ou 1. 

On en dCduit facilement que l’on a: 

et done si j= pi + j’, on a Qj = q - q! + pi - j+ (TV, ce que l’on voulait. I1 
reste A voir le cas de j = pi+ 1 quand pi > qi. Utilisant le calcul prkddent et 
1’CgalitC A,;+, = 1,; + 4r, on a: 

i.e. 

I,;+,+2(P-P:+1)-(~L,;+, -2(q-q;+1))=m,-2= -1, 

Qp;+,=q-qi+l=q-qi+pI-j+ I, 

ce que l’on voulait. Supposons maintenant que qi = 0; i.e. m, > 1 et pi = 1. 
La premidre CgalitC de (5) oti l’on fait i = i+ 1 donne (si q; < q): 

n,;+,+2(P-P:+,)-(~,;+,+l+2(q-q:+,-1))~2, 

et la deuxikme intgalitt de (5) donne (en tenant compte de ce que 
p:+l=p;+l): 

A,;+, + W-P:, 1) - (Pq; + 2(q- 4:)) G -2. 

On en dCduit que l’on a: 

Q,;+,=Qj=q-qi=q-qi+&--j+l, 
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ce que l’on voulait. Cela termine la preuve de (6). Supposons maintenant 
que I’on a p:+, <j< p, en particulier Aj = 1 ou 0, et montrons que I’on a: 

(7) Jj=O si Aj=l, 

(8) Aj= -1 si S=O, p-j<q’(= q--&+1) et pq-p+j=O, 

(9) 5 = 0 dans les cas restants. 
Prouvons (7), i.e., supposons Aj = 1 alors q’ > p’ > p - j et p9 --p+ j = 0. On 
a: 

;1,+2(P-j)-(Cr,-,+j+2(g-(q-P+j))=1. 

D’oii Qj=q-(q-p+j)+l=p-j+l, et Xj=l+p-j-Qj=O. D’oli 
(7). On prouve par le m&me calcul (8) et (9) sauf le cas ou j = pi + 1 + 1 et 
p’=q’+l. Supposons done que j=p;+,+l et p’=q’+l. On a si 
4:+ 1-c 4, 

3,+2(P-j)-(~,;+,+,+2(q-q:+,-1))= -P4;+,+1+2=2 O” l. 

En outre, on a ici p4;+, >P~;+,+~ (cf. (1)) d’oh: 

Qj=4-4+1 et Aj=o+p’- l-q’=O. 

Cela termine la preuve de (9). On dtmontre de facon analogue que l’on a: 
(10) soit l<i<ret soit q;<j<q:+,, alors on a: 

fij=/lj+ (q-p)+ (p~-q~)-Zj oh cTi= 1 si mi<O et 0 si m,=O ou 1. 

(11) Si q:+l<j<q, jij=O. 

(La situation n’est pas complitement symetrique A cause du choix de A +.) 
Soit 1 <i<r: 

l on suppose que piqi # 0, alors il resulte de (6) et (10) que l’on a 
pour 1 <jGpi 0U 1 <j<qi, XP;+j=XP;+,, js;+j=pq;+, et 

x 
p;+ 1 

-2 
4;+ 1 

=mi-oi+cTi=O si mi= -1 ou 1 

= -1 si m,=O. 

l on suppose que pi+ 1 <p~+,etpi#O;alorsona:(quepi+,#Oou 
non) 

x 
P; + 1 ~~p~+,+~~~p~+,~~~~+,+~+(Pi~qj)~~i+~i+~ =Ixi. 

Montrons que xi est 20 avec CgalitC seulement si mi = 0: Supposons 
d’abord que pi = qi et Ap;+I = A,;+, + 1: alors mi = 0 (cf. (2)) et pq;+, > pq;+, + 1. 
Cela entraine que mi+ 1 > 1 et done cri+ , = 1. D’od xi = 0. Supposons 
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maintenant que pi > qi (d’ou mi > 1). Si A,;+, > APl+, + , on a xi > 0. Si 
2, =A I on a mi> 1 et mifl=mi-2 s1 mi> 1 et m,+l>O si mi= 1. 
I%& to$‘Li cas ei+i = 1, d’oh xi > 0. On regle les cas restants de fagon 
similaire. 

Verilions maintenant que pour tout 1 < i 6 r tel que pi # 0 et pour tout 
p;< j<p:+, on a: 

(12) Aj>O avec tgalite seulement si mi= 0. 

Supposons d’abord (p - q) + (q( - p() > 0; l’assertion ne peut alors &tre 
fausse que si 1, = 0, mi > 0 et (p - q) + (q; -PI) = 1. On aurait dans ce cas, 
ql<q:+l et O<P~,+,= 

d’oti une contradidtion. 
-mi + 2. Or d’apres (1 ), pq; + r = 1 ou 0 est exclu, 

Supposons maintenant que (p - q) + (4; -pi) = 0. Cela entraine que I’on 
a: AP,+r =/lq;+, +i?li et A,,+, =IzP;+, - 0;. 11 est exclu par (1) que l’on ait 
A p;+l’=O et CL~;+~ = 1 ou 0’ (cela exclut A,, + i =0 car rnia -1) ou que l’on 
ait A,;+, = 1 et pq;+, = 0 (cela exclut A,;+, 11 avec mi B 1). On conclut alors 
aidment. I1 reste g voir le cas oti p-q+qi -pi CO; on a: 
Jj= -(p-q+q,f -pj) +mi+uj+ 1 -cri et m,> -1. I1 suffit de s’assurer 
que m, = - 1 entraine dj = 0. 

Faisant des calculs similaires en remplagant les A par les p, on voit que la 
projection orthogonale de A sur @-’ coincide avec ce qui est annonce dans 
le lemme. On a aussi I’inigalite > 4, g&e a (12). 11 est alors tres facile de 
calculer q et L. 

11.3. Lien entre K’-type minimal et de degrk minimal. 

LEMME. Soit $TE Hcho et soit W un K’-type minimal de ?V. On adopte 
les notations de 11.2. Soit W’ ++ (,I;, . . . . AL),,; (,u; , . . . . pi),,, un autre K’-type de 
W, alors on a: 

Cal Cl<j<p $+Cl<j<q Pia.C*<j<p Aj+Cl<j$q Pj* 

(j?) Vl < i G r, C lij<p;+, 'i + ClSj<4;+, Pj z Claj<p;+, S + 

Cl <j<q:+, pj. 

(y) On pose k (resp. k’) = sup(j 1 Aj (resp. 2;) >O}, v (resp. v’) = 
sup{ j 1 c(~ (resp. pi) > 0} et on suppose que W vertj?e (t)‘. Alors on a: 

1 /I;+(&~‘)(p-k’)+ C &++l-$)(q-v')=d"W' 

1 <i<p l<j<q 

> 1 Aj+(l-s)(p-k)+ 1 ~j+(l-~)(q-u)=d”~ 
1 <j<p I <icq 

En particular, W est de degre minimal dans -W. 
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On note ici, u le radical nilpotent de q (cf. 11.2), f,= Lie K’, go= Lie 
O( 2p, 2q), f = I, BBp C, g = go 0 w C, g = f 0 p. la decomposition de Cartan 
de g (pour l’involution de points fixes K’). D’une manike generale, soit d 
un C-espace vectoriel de dimension finie, on note S*(6), A*&, l’algebre 
symetrique et l’algebre extirieure de 8; si 8 est muni dune base, notee 
(E 1, . . . . E,), on appelle bases standards de S*(g), A*&, les bases form&es par 
les elements ET’ . . . E; (ou (m,, . . . . m,) parcourt Ne), si, A ... A si/ ou 
1 <jje, (il< ... < ii) est un sous-ensemble de ( 1, . . . . e>. On note x le 
caractere de L n K’ dans Amax u n p et Cx la representation de L n K’ 
associee. 

On note aussi W, la representation de L n K’ telle que W, @ Cw admet 
(A I, .--, Q,; (PI 3 .-., pq)tl comme l’un de ses plus haut poids (cf. [V,, 6.553). 

Suivant [V,, 5.4.81, on choisit un ensemble de donnees d-stables 
(q, H, 6, v) pour W” a l’aide de W; i.e., q a deja Cte detini, H est un sous- 
groupe de Cartan maximalement deployt de L (rappelons que L est quasi- 
deploy&), en posant T: = H n K’, 6 est un caractbre de T intervenant dans 
la restriction de W, a T et v est le parametre continu qui ici ne jouera 
aucun role mais qui est une forme lintaire sur Lie H n p donnant l’action 
du commutant de K’ dans l’algebre enveloppante, sur W (qui intervient 
avec multiplicite 1 dans W). Precisons un peu plus H et 6 0 x: 

H contient le centre de chacun des groupes U(p,, qi) 
ci. On identifie ci a U( 1) de la facon suivante: 

soit c E U( 1); on note yc 1’ClCment de O(9) delini par 

y,ej= ej si j$ [2pj + 1, 2p:+ ,I, 

pour 1 < i < r, note 

(notations de 11.2): 

c+c-’ 

Yre2j-l= 2 
( ) 

-1 

e*j-,+fl 7 

( > 

e2j 

Yce2j= +(~)e2j~,+(~)e2j 

I 

si~ECp~+l~p~+l’y 

et des formules analogues en remplacant ej par fj. Alors on a: 

Vl<i<r, VCEC~, S@x(c)=c”’ 

Oii 

(1) 
(Pour nous, seul nous interesse 6 @ x, mais on a garde cette notation com- 
pliquee pour suivre Vogan; 6 est un K’ n L type gentil alors que 6 @x ne 
l’est pas.) Posons Hn 0(2p’, Zq’) = : H’ et avec les notations de II.2 on 
difinit H’ comme ttant le sous-groupe de 0(2p’, 2q’) qui laisse stable les 
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drones engendrees par les elements elp;+, + j + fzq;+ + j ou 1~ j < 
2(inf(p’. 4’)). Dans ces conditions H’ n K = : T’ est engendre par une copie 
de O(2) si inf(p’, q’) < sup(p’, q’) et par l’ensemble des elements qui 
envoient ezp, ,+j sur c(le2p;+,+j, fzqi+,+j sur ajf2q;+,+j Oh 1 <j< 
2(inf(p’, q’)),‘ij = &I et agissent trivialement ailleurs. On notera yj 1’616ment 
de T’ du type precedent pour lequel uj = -1 et aT = 1 si j’ # j. 

On pose aussi: 

w=suP{jI ‘p;+,+j=l ou /14;+,+j=l} 

(Remarquons que w < inf(p’, 9’)). On choisit pour la restriction de 6 a T’ le 
caractere suivant : 

X@C% est sur la copie de O(2), si elle existe, un caracttre qui ne nous 
in&ewe pas vraiment (if est trivial si E = 1 et p’ > q’ ou si q = 1 et q’ > p’ et 
non trivial dans les autres cas), 

X@d(Yj)= -l sisrj=+l,jestimpairetj<2w-lousisrj=-1, 
j nest pas impair et inferieur ou Cgal a 2w - 1, 

= 1 dans les cas restant. (2) 

Suivant les notations de Vogan, on note YF’ : = X,(6 @I v) la representation 
standard de (I = Lie L @u @, L n K’) qui ici est une strie principale de 
parametre discret 6 et de parametre continu v. D’aprb [V,, 6.510 et 6.3.20 
et suivants], on sait qu’il existe un L n K’-type, note ici 2, de 9T tel que 
l’on ait: 

Horn LnKWo(~nf’, W, S(unp)@ZO@,)#O (3) 

et la restriction de 2 a T contient le caractere 6. Remarquons que 2 @I Cx 
est le produit tensoriel de representations irreductibles, notes Zi, pour 
1 <i< r, de U(p,) x U(qi) et dune representation, notee Z’ de O(2p’) x 
O(2q’). On parametrise Z@C, par (Z,, . . . . Z,),; (Z;, . . . . Zb)ti d’ou z’ est 
parametrisi par (z,, . . . . z,.),; (z;, . . . . z;)~ quand on pose zj= Zj+p;+, et 
z;‘=z. ,+4;+, pour l< j<p’ ou l< j<q’. Avec ce qui precede et (1) on a 
pour 1 < i < r: 

Soit x un vecteur de plus haut poids dans w’, x est un Clement de 
H”(u n f’, W’) et soit cp un Clement non nul en (3), alors, copiant 
[V,, 6.3.121, on voit que l’image de q(x) dans S(u n p)@ 
(Z@ @,)/n’(Z@ CX) (ou n’ est la sous-algebre nilpotente maximale “de” 
L n K’ ditinissant la chambre de Weyl positive) est non nul. Ainsi il existe 
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un -ble, notk A, de racines intervenant dans un p (ensemble avec 
muIti@th) tel que, notant de faGon hidente CaeA a = (a,, . . . . a,); 
UJ *, -, b,k on ait: 

Vl~j<~,~~=Zj+aj,~~~=Zp+ap 

et 
VlGj-cq, &=Zj+bj, +&=Eqfbq- 

On a done pour tout 1 ,<i<r: 

(4) 

(5) 

(zj et zi notations introduites plus haut). Rappelons que l’on a 

(7) 

En outre les racines intervenant dans u n p et done les Cltments de A sont 
de l’une des formes suivantes: 

Ej f Ef : = (0, . ..) 0, 1, 0 . ..) 0); 0, . ..) 0, + 1, 0, . ..) 0) 

.i .i’ 

oti l<i6rtelquepj<jGp:+,etj’>q:+, 

+Ej + Ej’ : = (0, . ..) 0, f 1, . ..) 0, . ..) 0); (0, . ..) 0, 1, 0, . ..) 0) 

j i’ 

oii 1 <i<r tel que 41-c j<q4:+1 et j>p:+l. 

(8) 

D’oti pour tout l<z<r, C,Gj6p;+, , a-+C,,,,q;+,6j>0 et les intgalitks 
(b) de l&on& du lemme resultent done de (6). 

En outre, tenant compte de (7) et (8), (a) rtkultera de l’assertion (9): 

C zj+l<Fxq, zIaw. 
1 <iap’ . . 

(9) 
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Remarquons que Y2j. Y2j- 1 od 1 <j< w est un kltment du produit des tores 
de O(2p’) et U(2q’) laissant stables les droites engendrkes par les Cltments 

e2x- 1 + J-le2, pour P:+ 1 <~QP et&-, +J-lf2x pour 4:+1 <x<q, 
respectivement. Ainsi 2’ contient un vecteur propre pour ces tores de poids 
not& (y,, . . . . y,,); (y;, . . . . yi,) et vtrifiant: 

yI + y,’ est impair si 1 < j < w est pair si w < j < inf(p’, q’). 

Utilisant le fait que ce poids est dans l’enveloppe convexe des poids 
extremaux [B, ex 1 du 9 71, on tire trb facilement: 

w~l<~<p,Y’+,<~<,,y~~,<~<p,zj+l<~<<l z,‘. . . . . . . . . 
D’oti (9). 

Pour dkmontrer (y), il faut revenir B (3) et non g sa version simplifite 
(4). Remarquons d’abord que (t)’ entraine que soit E, soit q = + 1. Si 
E = V= +l, (y) est condquence de (a) et done dkjg proud. On suppose 
done que EV = - 1 et par symttrie que E = + 1. Mais (t)’ entraine encore 
que l’on a: 

w=wU I P~;+,+~= 11 (ou w=O) et O<q’<p’. 

D’oh: 

On pose: 

k=sup(j 1 zj>O}, O=sup{jI zj>O}. 

On sait que Z’ contient 6 dans sa restriction g T’ (1 est trivial sur O(2p’) x 
0(2q’)), et on va en dkduire que l’on a: 

1 Zj+14~Gq, Zi’+(l-E)(P’--)+(l-ri)(q’-o)~2q’-W. (10) 
I<j<p’ . . 

Comme il n’est pas trks facile de calculer la restriction de Z’ h T’, on note 
E’ (resp. F’) le sous-espace vectoriel de E (resp. F) engendrk par les 
iliments e2p, ,+ ,, . . . . e,, (resp. f,,, 1+ ,, . . . . fi,) et on plonge Z’ dans le 
produit ten&he1 Z, @Z, oti Z, et ‘i, sont les reprksentations de O(2p’) et 
O(2q’) suivantes: (cf. notations du dkbut de la dkmonstration) 

k+(I--c)(p’--li) 
/j E’, 

z2 := s+;(f”)Q S’;-‘; 
a+(l-q)(q’--v) 

/j F’. 
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Soient y, et y, des elements appartenant aux bases standards de Z, et Z2. 
Pour tout l<j<2q’, on a: yj(y,Oy,)= +(yl@y,) et: 

#{lGjG2q’I Yj(Y*OY2)= -(Yl@Y*)) 

<(z1-z2)+2(22-z3)+ ... +R(z,-l)+k 

+(l-E)(P’--)+(z;-zZ;)+ .** +v(z;-l)+v+(l-~)(q’-v) 

=I<~<~zj+,<~<~z~+(l-E)(P'-rG)+(l-rT)(q'-~). (11) 
. . . . 

Evidemment Z, 0 Z, contient un Clement, note z, tel que l’on ait: (cf. (2)) 

#{l<j<2q’Iy,.z= -z}=2q’-w, 

et en Ccrivant z a l’aide des bases standards de Z, et Z, on voit que pour yi 
et y, bien choisis le membre de gauche de (11) est superieur ou Cgal a 
2q’ - w. On obtient alors (10). 

Prouvons maintenant (y). Comme ici inf(p’, q’) > 0, avec les notations 
qui precedent (4), on a: dim Z= 1. Ainsi q(x) a pour image dans 
S(u n p)@ Z un Clement du type s@Z ou Z est de poids (vi, . . . . v,); 
(vi 5 . ..> vb) pour l’action de H’ et s de poids CnEA a pour l’action de H’. On 
note A’ (resp. A”) le sous ensemble de A (compte avec multiplicite forme 
des elements (cf. (8) pour les notations): 

Ej f Ej oti l’on a V<j<q (resp. q:+,<j’<V), 

f Ej + Ej oti l’on a k<j<p (resp. p;+i <j<R). 

Avec les notations de l’enonct, on pose: 

~‘=suP(k’,p:+1)-p:+1, v’=sup(u’, 4:+1)-4:+1. 

Admettons que l’on ait prouvt: 

,x Izi’+ c p; + (1 - &‘)( p’ - f’) 
P,+,</GP 4;+,<iGY 

+ (1 - $)(q' - V') + # (A') + #(A") 

21<~cp, zj+l<Fcq, z,++l-E)(P'--rf)+(l--)(q'-v). (12) 
. . . . 

Ajoutons a (12) l’tgalitt (5) pour i = r en enlevant le cardinal de A’ u A” 
aux deux membres. Le membre de gauche devient alors inferieur ou tgal au 
degrt de W’ (on a igalite si k’ > pi+ 1 et u’ 2 qi+ , ); le membre de droite, 
g&e a (10) et a la forme des elements de A qui y restent apres avoir enleve 
ceux de A’ u A “, est lui superieur ou tgal au degre de W. D’ou le resultat. 11 
reste done a prouver (12). 
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Pour cela, on remarque que 

StunPI I o~~p~~xo~~q~~~~ 
(u” ,) (“+, ,) 
C3 E OS!, 69 F @9 (13) 

oh 9 est un espace vectoriel sur lequel O(2p’) x @(w’) agit trivialement. 
Soit E < j < p; tenant compte de (4), on a: 

l sij~R’+p~+,alorsona~~,rletA’contizlat~usk&kmentdnrype 
cj+si avec j’<qL+,. 

l si j > R’ + p:, z .et ti E’ ,# E alors on note &+- g E%me& & 0&Q’) 
qui a pour seul effet d’enwoyer~e~~-, sur -ezj-, (noWion y;d analog=% On 
doit avoir ykj- ,s = --5 = y&r. Dkilisant (13), on voit que A” CXBR&&% &XX 
elements du type +;~i + sj, ,(f’ put ne pas &tre le u&me pour ks deux 
elements rnais j ’ < q: + 1 ). 

On raisonne de la mZme fap puir U< jQq et avec (14) on obknt (12), 
ce qui termine la demonstrati. 

11.4. L.e ~a.9 ai4 goupe s*@ue. Soit Vo A := (A,, . . . . A,) un 
K-type; on va d&erminer les dor&es $-stables disc&es ass&t&s g V par 
Vogan comme on ra fait en II.2 pour le groupe orthogonal 

IMinissons d’abord l’ensemble s&ant: 

6={1<j<nl 31<w<n,Aj-A,=l,Oou -let]Aj+n-(W+j)+l(<l 

et IA,+n--(w+j)+ 1) < 1). 

Supposons d’abord que 6’ # 0; on note j- (resp. j, ) l’element minimal 
(resp. maximal) de 8. I1 est facile de verifier que l’on a: 

A,- - nj+ = 1 ou 0, IAj-+n-(j-+j+)+ll<l 

et 

IAj++n-(j-+j+)+ll<l. 

On en dkduit alors que 6 est le segment [j- , j,]. Si 6 est vide on pose 
j- = +cc et j, = --cc (le segment [ + co, -co] est vide). On pose: 

(1) s= #J. 

On d&nit inductivement sur i les entiers pi et qi suivants apres avoir pose 
pour tout i, p:=Cj<ipj, qj=CiCiqj, m,=A,;+,+A,_,:+.2(qj-pj). 

(2) Sip:>j--letqjan-j+,ona:p,=q,=O, 
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(3) si p;<j- -1 ou si qi<n-j,, on a: 

si mi> 1, qi=o, pi= 1, 

si mic -1, qi= 1, pi=o, 

si mi= -1, 0, 1, on pose xi=sup{va 1 I AP;+I= ... =AP;+” 

et /inPq:= ..e =A,-q:~-v+l}, 

si mi = 0, pi=qi=xi, 

si mi= 1, Qi=Xi, picxi si Apr+x Znpl+, +I, ,I II 
= xi + 1 sinon, 

si mi= -1, pi=Xi et qi=Xi si An--q;--x,+l fAn--q,+l 

= xi + 1 sinon. 

(4) On pose r=sup{iI pi+qi#O}. 

On laisse au lecteur le soin de vkrifier les propriktts suivantes: 

(5) Pi+, +q:+1+s=n, 

(6) sis#O,p~+,=j~-letn-q~+l=j+, 

(7) si PifO, np;+l +41--p:> 1 si m,>l 
>O si mi= -1 ou 0, 

(8) si qi#O, A,-,;+qj--p(< -1 si m,< -1, 
<O si m,=O ou 1, 

(9) si s#O et p:+,<j<n-q:,,, Ai+q;+l-p:+l=l, 0 ou -1, les 
valeurs 1 et - 1 &ant exclusives l’une de l’autre. 

LEMME. Soit I/*(/i,, . . . . A,) un K-type; on note (A,, . . . . Ai,) le poidr 
associt! par Vogan d V, 9 la sous-alggbre parabolique Sterminke par V et 
L := Norm,,(,,) q (cf [V,, 5,§ 33). Alops on a (avec les notationsprPc&M 
le lemme) : 

soit 1 <i<r, on pose oi=O si m,> 1, 

=+ si m, = 0, 

= 1 si m,< -1. 

Pour p;<j<p:+, on a: ;ii=/ii+q~-pj-l+Ci~$, (10) 

pour qi<j<q:+l On a: ;?n-j+l=/i,-j+l+q:-p!+Oi~ -4, (11) 

pour pL+, < j<n-q:,, on a ;ij=O. (12) 
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On a les relations supplkmentaires: jIi + 2, _ jC + 1 = 0 (resp. < 0, resp. > 0) si 
et seulement si il existe i compris entre 1 et r (au sens large) tel que l’on ait 
p!-=jGpI+, (rev. j>pi+l, resp. j<p:+I) et q:<j’<q:+l (resp. 
j’ d q:+ 1, resp. j’ > q:+ 1). Et cela d&ermine 9 (de fagon analogue d 11.2). On 
a: L= Wl,q,)x . . . x VP,, 4,) x SPW). 

On ne demontre pas ce lemme qui est en tout point analogue a 11.2. On 
petit mCme s’y ramener (cf. le lemme suivant). 

11.5. LEMME. c@’ (cf 1.4) induit par restriction une bijection de lhnsemble 
des K-types vtrifiant (t) sur l’ensemble des K’-types, not.& W, vtrifiant (t)’ 
et appartenant ci l’image de @‘, telle que les entiers r, pi, qi d&his en II.2 
pour W et II.4 pour V cohcident, (d’oti aussi s = (n - (p + q)) + (p’ + 4’)). 
Et l’on a, avec les notations de II.2 et 11.4: 

t/l < j<p:+,, ;ii=Ij, Vl< j<q:+l, pji,.= -;in-j+l. 

En outre si W est un P-type vtrlfiant (7)’ et si n > p + q, alors W est dans 
l’image de Cp”. 

On parametrise V par (/ii, . . . . A,); pour la preuve on note R, Pi, Qi les 
entiers associes a W en II.2 gardant les notations r, pi, qi, s pour I’. On 
suppose que V verilie (t ) et on pose: 

z=p-q+q:+,-p:+,=1,0 ou -1 (par hypothese). 

V&&ions que : 

Aj+q-pa0 si j<p:+I (1) 

GO si j>n-qi,, (2) 

On pose i” = inf{ i 1 pi+, =p:+ , } (i.e., pi+, = . . . = pI = 0 et qi+ 1 = . . . = 
q1 = 1) D’apres 11.4, on a: 

A;+, = 4;+, +q:O-p;O-l+ai. 

=A,;+, +q~+l-p~+l-l+oi~+piO-qi~-(r-i”) 

=A;+, +q-p+r-l+aiS+piO-qiO--(r-i”). (3) 

On remarque (cf. 11.4) que criO + pi0 - qiO < 1. D’oti: 

O<;i,;+,Gn,;+,+q-p+l, 

qui entraine (1). On demontre (2) de la mCme facon. 
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On pose k=sup{jI Aj+q-p>O} et o’=inf{j( Aj+q-p<O}. 
D’aprks ( 1) et (2), on a: (en posant u = n - u’ + 1) 

k<n-qL+,, v<n--p:,,. (4) 

Et avec 11.4(9), on a: 

soit k<p:+, soit u<q:+,. (5) 

Si n < p + q (4) se rtecrit : 

En particulier 

k<2p-p:,, et u<2q-q:.,. (6) 

Comme on a prom+ (1) et en utilisant (t), on montre que l’on a: 

s”P(il Aj+q-P>l)~PL+l~P 

(6) Ctant assurC par (t) quand n > p + q, on dCduit de I.4 que V est dans le 
domaine de dklinition de 0’. On pose W := W(V). On connait la 
paramktrisation de We-+ (A.,, . . . . A,),; (pl, . . . . p4),, oti l’on a: 

sip>k, l<j<k, Il,=n,+q-P, k<jCp, A,=0 et E= +1, 

sipck, l<j<2p-k, l,=A,+q-p, 2p-kc j<p, Aj=O et E= -1, 

si q>u, l<jCu, Pj= -tAn-,+ I + q--P), u< j<q, p,=Oet ‘I= +l, 

siqcu, l<j<2q-0, p,= -(An-,+l+q-p), Zq-u<j<q, p,=O et q= -1. 

(7) 

On va montrer que W vtrilie (t )‘. Tenant compte de (5) et (t ), (y), on sait 
dkjg que l’on n’a pas E = q = -1. Ainsi si EV = + 1, W vhitie (t)‘. Sup- 
posons done que l’on ait EV = -1; alors par symktrie on peut supposer que 
E = + 1 i.e. k 6 p et u > q. Alors (t)’ s’exprime par: 

(p-k)-(u-q)aO, i.e. (p+q)-(k+u)30. (8) 

Si n < p + q, (8) est ivident. Supposons done que n > p + q. On a avec (5), 
kGpL+, et avec (t), (~1, uG%-d,, et avec (t) (PI: A,-,;+,+q-p= 
-1. Or on a: 

‘4 n--q;+,+q:+l-P:+l= -LO ou 1 (cf. II.9), 

SEO/B5/l-3 
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d’ou avec (t), r 2 0. On obtient : 

U+k<p:+,+2q-q;.,= (P+4)+14-4:+,)-(P-P:+1) 

=p+q--z<p+q. 

D’oti (8). 
On va demontrer la fin du lemme pour V et W; le point important a 

verifier est I’tgalitt p: + I = Pi + 1 et q: + 1 = Q: + L ; le reste en decoule en com- 
parant les m, et les definitions. On garde les notations k, u introduites plus 
haut et on note k’ = inf(k, 2p - k), u’ = inf(o, 2q - u) (cf. (7)). 

Onposeicii2=inf1~i~rq:+l=q~z+1etcommedans(3),ona: 

;i “-4:+,+1 =A n-q;+,+1+q-P+T+Oi2+PiZ-qi2+r-i2<0. (3)’ 

En comparant (3) et (3)‘, on voit que quelque soit T, on a soit k >,p:+ ,, 
soit u 2 q;+ , . Distinguons suivant les valeurs de r : 

1” cas r=O: alors (3) et (3)’ entrainent que k>p;+, et uaq;,,. 
Tenant compte de (5), on a au moins une Cgalitt et avec (t) on a: 

VP:+I<“iGn-d+,, /lj+q-p<l. 

Utilisant encore r = 0 (7) (qui delinit W) et 11.2(3) et (l), on voit que l’on 
a: &+I =Pi+l et qL+1 =Q:+,. 

2” cas r = 1: alors (3)’ entraine que u > qL+ i . Mais (3)’ entraine en plus 
we A”-q;+, + 1 + q-p < -1. D’od avec les notations de 11.2( 1) on a: 
x d q - q: + , . Utilisant (8), on veritie facilement que l’on a en fait Cgalitt. 
En outre (8) donne aussi: 1,;+,+,=1P;+,+2=0 et comme r= +1, on a: 
p - x = p:+ I + 2. D’oh, avec 11.2(3) et ( 1 ), on a encore les Cgalitts 
cherchtes: p;+,=P:+i et q;+l=Q;+l. 

3” cas r = - 1 est symetrique de T = 1. 

On laisse au lecteur la fin de la demonstration. 

II.6 Lien entre K-type minimal et K-type de degrC minimal. 

LEMME. Soit YE Hch, admett(mt Vo (A,, . . . . A,,) comme l’un de ses 
K-types minimaux. Soit V’ un K-type intervenant dans *Y et paramktrisP par 
WI 9 a--, A;). On adopte les notations de II.4 et l’on a: 

(~1) VlGiGr, Cl~j~pj+l(‘j-“I)-C,.j~ql+,(A”-j+l-A~-j+l) 
d 0. 

(/I) On suppose que (Y, V) uf!r$ent (t) alors on a: 

l<Tcn lAj+q-PI G C I/ii’+q-PI* 
. . I<j<n 
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En particuker V est de degre minimal (notion qui depend de l’indice de Witt 
2(P - 4)). 

Ce lemme se demontre avec les m&mes methodes que celles qui ont servi en 
II.3 mais de facon nettement plus simple parce que K est connexe. 

11.7. Correspondence entre K et K’-types minimaux, sous (t)’ et avec 
n>p+q. 

LEMME. Soient ?YE Hch, et Wo (A,, . . . . A,),; (uI, . . . . uL4)q un K’-type 
minimal pour 9f”. On suppose que (7Y, W) verzjient (t )‘, que n 2 p + q et que 
$f intervient comme quotient de la representation mttaplectique. Alors on 
note Y I’element de Hch, qui lui correspond par la correspondance de Howe 
et l’on a: 

v:= !P(W) 

(cj 11.5) est un K-type minimal de Y (vkrij?ant (t)). 

On adopte les notations de II.2 relatives a W, i.e. r, pi, qi, p’, q’, 
(A 1, . . . . A,),; (pi, . . . . P~)~ c, Wet (I,, . . . . 1,); (fi,, . . . . fi,). On rappelle que ces 
entiers correspondent a ceux associb a V (cf. 11.5) a s pres que l’on intro- 
duit aussi. En outre on utilise la notation q et L de II.4 relative a V et on 
note u le radical nilpotent de q. Puisque W, grace a (t)’ et 11.3(y), est de 
degrt minimal, on sait (cf. [H,, 4.1(c)]) que V est un K-type de -Y-. Pour 
dimontrer qu’il est minimal, on va demontrer qu’il est fortement u-minimal 
au sens de Vogan (cf. [V, ; 3.133). Mais indiquons d’abord pourquoi, grlce 
aux travaux de Vogan cela suffit : on note R = dim u n p (ou p est dtlini 
par la decomposition de Cartan like a K). Alors dire que V est fortement 
u-minimal entraine (cf. [V,, 3.141) que HR(u, V) contient un L n K-type, 
note 2, de m&me plus haut poids que V@Q=,-1 (ou x est le caractbre de 
l’action de Kn L dans AR u n p); en particulier Z est un Kn L-type gentil 
(au sens de Vogan “tine”, i.e. la sous-algebre parabolique qui lui corres- 
pond est l’algbbre de Lie de L). On pose Y: = HR(u, 9’) vu comme module 
module de Harish-Chandra pour L. On sait que Y contient un sous- 
quotient irreductible, note Y’, contenant Z comme L n K-type. Comme Z 
est gentil, Z est un L n K-type minimal de Y’ et on peut plonger Y’ dans 
une serie principale, notee X(6 @ v) pour L oh 6 correspond a 2 et v est un 
parametre continu. Grace a [V,, 6.4.13 ou (c) est vtrifie] on en tire que 
(1:= Lie L @R a=) l’on a: Horn I,LnK(Y, -V~OV))#O. Avec CV,, 6.5.9(g)l, 
on en deduit que Horn sp(2nj ,(r, X(q, 6 8 v)) # 0 (notation de Vogan 
X(q, 6 @v) est l’induite parabohque). On sait que Vest un K-type minimal 
de X(q, 60~) (cf. [V,, 6.5.51) done a fortiori de Y. 
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Montrons done que V est fortement u-minimal. La preuve est tres tech- 
nique, il faut demontrer que certains K-types n’interviennent pas dans “Y, 
ces K-types sont precises par leur plus haut poids dans la preuve de [V,, 
5.2, 8 lignes avant 5.33 et pour les decrire, dans notre situation, on com- 
mence par introduire quelques notations suppltmentaires. 

On note p C:= ((n-1)/2, . . . . (n-2i+ 1)/2, . . . . -(n-1)/2) la demi-somme 
des racines compactes positives (pour le choix le plus habituel, ensemble 
note A,+). Le groupe de Weyl de K est identifie au groupe des permutations 
sur n elements et est note 6. On note les racines suivant Bourbaki: 
fEjfEj’= (0, . ..) +1, 0, . . . . +1, 0, . ..) 0) (les deux + n’ttant pas lies et en 

i ., 
J 

acceptant j= j’ si les deux + coincident en remplacant 1 par 2). Soit 0 un 
Clement du groupe B; on pose: 

B,= {MEA,+ 1 a-‘(a)$A:}. 

11 faut dtmontrer que si A est un ensemble, saris multiplicite, de racines 
intervenant dans u n p, si e est un element du groupe 6 tel que les 
elements de B, soient des racines de u n f et si A est un K-type identifit a 
son plus haut poids A = (A,, . . . . A,) tel que l’on ait: 

A+2p,=a-’ 
( 

A+2p,- 1 ct- 1 ct 
CZEB, DLEA > 

(A := (A,, . ..) A,) est le plus haut poids de V), (1) 

alors A n’intervient dans Y que si u est l’identiti et A est vide. 
On lixe cr, A, A vtriliant (1) avec l’hypothbse sur 0 faite avant (1) et on 

calcule A en posant: CacA CI := (a,, . . . . a,), zaGBox::= (b,, . . . . b,). Pour 
tout 1 <j<n, on a: 

Aj+n-Zj+ 1 =A,(j)+n-2a(j)+ 1 -b,,j)-~,,(j,, 

bj= # {j’>j 1 o-‘(j) > I’} 

- # {j’<j 1 c’(j)<~-‘(j’)} 

= # {j’ 1 a-‘(j) > 0-l (j’,) - # {j’<j} =a-Q-j. 

D’oh Cvidemment, pour 1~ j < n: 

Aj = A,(j) + j - o(j) - U,(j). 

On va obtenir le resultat cherche uniquement grace aux lemmes II.8 et II.9 
ci dessous qui peuvent Ctre verifies avec des hypotheses plus generales que 
celles de II.7 (la preuve de II.7 est repartee aprts 11.9). 
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II.8 LEMME. On suppose que n >p + q. Soient YE Hch, et WE Hch, 
tels que Y et YT se correspondent dans la correspondance de Howe. Soit 
Wcr (A,, . . . . I,),; (p,, . . . . p4),, un K’-type minimal de w. Soit 
V’ f+ (A;) . ..) AL) un K-type de Y; alors on a: 

(4 

C S+ C pj 
l<j<p ldi<C? 

d c /i;+q-p- c A;-j+1+q-p- 1 IA;+s-PI. 
l<j<p l<j<p pijbn-q 

(b) On suppose que W intervient dans les harmoniques H(K, K’) (cf: 
1.4). On pose V : = Ye ( W) et (a) est une egalitt pour V’ = V (meme saris 
savoir que VE U). 

On pose k:= sup{jl Aj+q-p>O} et v:= sup{jlA~-j+I+q-p}<O. 
On applique I.6 et on sait done que W contient un K’-type note 
w’ tf (A;, . ..) ng,.; (pL;, . ..) &,)4S qui verilie l’inegalite suivante: (cf. 1.6) 

1 A;+ c ,u;< 1 n;+q-p- c Aj+q-p 
ldj<p l<j<q I$ jSinf(p,k) inf(p,k)< j<k 

- 1 ALj+l+9-P 
1 < j<inf(q,u) 

+ 1 ALj+l+4-P* 
inf(q,u)< j<v 

(1) 

De l’hypothese n > p + q, on tire inf(p, k) < n - inf(q, v) et on verifie alors 
que le deuxieme membre de (1) coincide avec le deuxieme membre de 
l’tnond de (a). On obtient (a) avec 11.3(a). 

(b) est une consequence immediate du calcul de V fait en 1.4. 

II.9 LEMME (Hypotheses et notations de 11.8). On adopte les notations 
pi, q: de II.2 pour W. On pose k’ = sup{j 1 Al + q -p > 0} et 
v’=sup{j( AA-j+l+q-p<O}. On suppose quep:+,<n-v’. Alors on a, 
pour tout 1 < i < r: 

(a) si v’2qi+1, 

G 12,;+, 
-4j+q-P- 1 (A1-j+1+4-P). 

1 LjGq;+, 

(b) si v’ -C q:+ 1, on a la m&me inegalitt qu’en (a) mais la derniere 
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somme ne Porte que sur les indices vbifiant 1 < j < inf(q:+ 1, 
(n-2P+Pi+l)). 

La demonstration est analogue a celle de 11.8. 

11.10. Preuve de 11.7, l’partie. On suppose que pour CT et A bien choisi, 
A delini par 11.7( 1) appartient a Y. On delinit l’entier F de la facon 
suivante : 

F=p+(n-p-q)/2 si n - (p + q) est pair, 

=p+(n-p-q-1)/2 si n - (p + q) est impair et 
si a-‘(p+(n-p-q+1)/2>p+(n-p-q)/2, 

=p+(n-p-q+ 1)/2 sinon. 

On va d’abord demontrer les assertions suivantes: 

(1) G est une permutation de [ 1, n] qui laisse stable les intervalles 
[l, fl et [F+ 1, n]. 

(2) A ne contient que des elements de la forme: 

Ej+E,-j’+I od 31<i<r tel quepj<j<p:+, et q:+l<j’<n-F, 

-Ej-E,-j’+1 oti31<i<rtelqueqj<j’<q~.+,etp:+,-~j<F. 

Pour simplifier les notations, on pose S,= A,+ q -p et vi = Aj+ q -p. Et 
on pose aussi: 

z:= 1 (Aj-Ai)- c (Aj-Aj) 
l<jGF F<jQn 

= 1 (vj-~j)- c (vj-csj). (3) 
l<jbF F-cj<n 

V&lions d’abord que l’on doit avoir z 6 0: 
si n = p + q, cela rtsulte immtdiatement de 11.8(a) et (b). Supposons done 
que n > p + q. On pose k’ = sup{ j 1 Sj > 0} et U’ = inf{ j 1 Sj < O}. 

1” cas: k’<F<v’; ici &6F6j-&,F~jest le degre de A; il doit done 
&tre supkrieur ou igal au degrt de V et l’assertion est Claire. 

2’ cas: F< k’; reecrivons 11.8(a) et (b): 

Z’:= 1 (Vj-dj)- 1 (Vn-j+l-b,-j+I) 

l<j<p l<jCq 

- C IVjl + C ldjl 60. 

pcj<n-q p<iCn--9 
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Or on a: (si k’ > n - q, la deuxieme somme ci-dessous est nulle par conven- 
tion) 

f-z=2 c 4+ c 
p<j<k’ k’c j<n-y 

Mjl) 
- 1 IVjl - C Vj+ 1 Vj. 

p-zj=Sn-q p<jCF F<j<n-q 

On connait vi pour p < j < n - q (cf. 1.4) et on vtrilie que l’on a: 

- 1 lVj[- 1 Vj+ C Vj>, -2(F-p) si rj= +l, 
p<jCn-q pcj<F F<jGn-q 

2 -2(n-q-F) si E= +l. 

(On a necessairement soit E = + 1, soit q = + 1 grace a (t )‘.) D’ou z’ - z 2 
2(F- p + 1 - sup((F- p), (n - q - F)) 2 0, par choix de F. D’od l’assertion. 

Le 3’ cas est symetrique de 2’ et on a done prouvt (3). 
11 reste a verifier que I’on a z > 0 si (1) et (2) ne sont pas verifies. Pour 

l<i<r, on pose: 

.$:= {pi<j<p:+l I o-‘(j)>F}, Pi= ##3 

si:= {qi<j<qi+l Ia-‘(n-j+l)<F}, qi= #di, 

g:= {Pi+1 cj<FI a-‘(j)>F}, z= #8, 

%:= (qL+, <j<n-FI a-‘(n-j+l)<F}, j= #4. 

Les hypotheses sur CJ (en fait sur B,) assurent que $:, &;., @, 3 sont des 
segments vides ou se terminant respectivement par pi+ 1, q:+ , , F, n -F. Et 
l’on a aussi: 

TJ=O (4) 

Onposep:=C,.i~rPi,4:=Clcicr4i,d:+l:=Cjcidi,4:+1:=Cj~i4i 

(ou 0 si i = 0) avec ces definitions, on a: 

p+n=q+j. (5) 
RemplaGant dans z, A par son expression 11.7( 1 ), on trouve: 

j I o-‘(j)> F 
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On calcule: 

1 (a-l(j)-j)- 1 (o-l(j)-j) =:2z+ 
jlC’(j)>F jlo-‘(j)GF 

=2 1 j- x j 
j>Fu-'(j)<F j<t--'(j)>F > 

=2 
( 

C 9iCn-ql+1)+Qi(@j+ l)/2-~jp:+,+dj(di-1)/2) 
I <i<r 

+2((j-qF+y(j+ 1)/2+X2- 1)/2). (6) 

Pour minorer z, on commence par oublier les ClCments de A de la forme 
Ed+ .sje tels que a-‘(j), c -‘(j’) < F et de la forme opposke quand a-‘(j), 
a-‘( j’) > F; ces klkments contribuent par + 2 dans z. Remarquons que 
quand aura prouvt, que malgrt cet oubli, z 20, (2) rhltera de (1). On 
remarque maintenant que les tlkments de A du type ci-aprb contribuent 
par 0 dans z: 

f(ej+cj.) avec soit a-‘(j)<F<a-‘(j’), soit a-‘(j’)<F<o-l(j). 

Tous les autres kltments de A ont une contribution nkgative dans z que 
I’on note - 22 ~ et que I’on minore par: 

Z-~ C Pi(n-F-q:+,-~-4+4:, 1 +R+~-~:+,+(Bi+ I)/2) 
l<iCI 

+ C tli(F-Pi+l -a-p+d:+I+7+4-4:+1+(4i+ 1)/2) 
Idid, 

=~<~<~~i(n-F-q:,,+4;+1-BI+I+(Bi+l)/2) 
. . 

+4i(F-P:+,+~:+,-~:+,+(~i+1)/2). 

On obtient alors: 

(f)z2 1 

I <i&r 
(1 S+C pi) 

ie.% js.3 

+ C vj- C v,-j+l+Z+-Z- 
je@ je-3 

(7) 

(on a utilist le calcul de V fait en 1.4). 
Pour amtliorer le calcul, on fait intervenir les quantitks suivantes pour 

l<i<ret jC$ou jEZ!i: 

Xj:= Aj++-q+q4:+, -p:+I-+ et &:= pj+q-p++P:+,--q:+, -4, 
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On a: 

Z" I= C C (lj-Aj)+ 1 (/dj-pj) 
ldidr je@i jest 

= (P-4)(4-d)+ 1 (ai-4i)(p:+,-q:+,)+~/2+4/2. 

lCi<r 

On calcule z” + z + - z - en utilisant 1’Cgalitk suivante: 

On obtient : 

zI’+z+ -z- 2jqj+ 1)/2+2(Z-1)/2 

+ 1 (Pi-4j)2/2+(d-~)2/2-~/2+4/2 
l=Sidr 

A l’aide de la dkfinition de F, on s’assure que (x - y)( - 2F+ n + p - q) > 0 
(remarquons que -2F+n+p-q=n-(q+p)+2(p-F)= 1,O ou -1; si 
cela vaut 1 alors J = 0, . ..). En outre pour je B ou n - j + 1 E 2, on a 
lvjl < 1. On peut done rkecrire (cf. aussi (4) et (5)): 

~z~y(j7+1)/2+~(~-1)/2+~~/2+p2/2+.?/2-9/2-~-~ 

+ 1 C 5+ 1 Pj+(Pi-4i)2/2) 
I <iSr js@, jelf 

=j(j-l)+Z(Z-l)+ 1 l<i41. 
. . 

,;$ Jj+,F3 Pj+(di-Bi)2/2)* (8) 
1 

Evidemment (1) est kquivalent i bi = iii = 0 pour 1 < i < r, cf. (4) et (5). Soit 
1 < i < r tel que pi + gi # 0. Avec les notations de 11.2, on tcrit: 

zi:= c 5+ 1 jij 
js& je-5; 

=,F@ “,+,F2 ~j+((Bi-~i)(4i-Pi-“j+t). 

On vtrifie alors d l’aide des dkfinitions de II.2 que l’on a: 

~/qj-pi-oj+,, ‘> ‘> -f et zj~~j/2+~j/2-((~j-~j)l/2. (9) 

Avec (8), on obtient done $z > j( j - 1) + a(~? - 1) + (p + g)/2 > 0, l’kgalitt 
foxyant jj = q = 0 c’est-&dire (1) et (2) (cf. (6)). 



40 C. MOEGLIN 

II.1 1. Preuve de II.7-deuxikme partie. On demontre progressivement 
en faisant decroitre i de r $ 1 que I’on a: 

l c est l’identite de pi+ i + 1 a n - qi+ 1 et laisse stable les segments 
EL PI+J et l~-41+1~4. 

l A ne contient pas d’eliment de la forme (Ed+ sj,) avec 
1 <j<p:+1 <j’<n-q:,, ni de la forme opposte si pi+, < j < 
n-qq:+,<j’<n. 

On pose: k’ = sup{ j 1 di > 0}, on a garde la notation Sj de 11.10, 
u’ = {j 1 6, < O}. Evidemment on veut demontrer que A = A et done que 
k’,<n-q:,, et v’ > p: + 1. Remarquons toutefois que k’6 u’ et 
P:+l.. < n - q:+ , (cf. II.5 ou n 2 p + q), done au moins une des inegalites 
precedentes est satisfaite; par symetrie on suppose que u’ > pi + 1. 

La demonstration pro&de comme en 11.10, tant que l’on peut utiliser 
11.9(a), pour F” = A. On ne fera pas cette demonstration mais on va 
regarder le cas oti on ne peut plus utiliser 11.9(a), i.e. il existe 1 < i < r pour 
lequel on a: 

n - u’ + 1 < q;+ 1, (1) 

n-(2P-P:+*)<4:+1 pour que 11.9(b) ne soit pas 11.9(a). (2) 

Supposons que cette situation se produise et notons i” le plus grand indice 
pour lequel elle se produit. Et c’est (2) qui impose alors des conditions 

n-(2P-P:0+1)<4:0+, (3) 

n-(2P-PIe+*)>q:o+z ou i’=r. (4) 

Si i’=r, (3) donne (p-p:+l)-(q-q:+l)>n-(p+q). Or p-q+ 
4:+1-P:+I= 1, 0 ou -1, (cf. 11.2 ou 11.5) et (3) force: 

n=p+q, n-(2P-P:+1)=4:+,-1, P-q+q:+I-P:+*=l. (5) 

Si i” c r, de (4) et (3) on obtient par soustraction: pia +, - qio + 1 = z + T’ oti 
t et T’ sont les differences positives en (3) et (4). Avec 11.2, cela force 7’ = 0 
et z= 1, i.e: 

n-(2p-p~o+1)=q~o+I-1 et p;o+,-q:o+l=l. (6) 

Et il faut demontrer que cette situation est contradictoire avec le fait que A 
intervienne dans Y (avec l’hypothtse de recurrence si i” < r). On va faire 
cette demonstration en supposant que i” = r, les autres cas Ctantcomplete- 
ment analogues Ctant donne ce que l’on vient de verifier. 
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On pose j”=q:+l- 1. Et on delinit un entier 16 i1 <r par: 
q:, < j” 6 q:, + , . On adopte les notations Sj, vj, F de II.10 et on pose: 

z:= C, Aj+ 1 pj 
1 G/CP,+, 1<iaq;+, 

- C dj+ C dn-j+l. 
1 <ibp;+, lSj<j” 

On va demontrer que z > 0 ce qui contredira 11.9(b). 
On pose encore: 

pour 1 <i<r, 

$:= {q(<jdq;+, 1 d(n--j+ l)<n-jO}, 

pour i=i,, 

i&;., := {q:, <j<jO 1 CT -‘(n-j+l)<n-j’), 

4, := {j”<j<q:+I 1 a-+2--j+ l)>n-j”}, 

pour i,<i<r, 

&:= {q;<j<q;+l ) a-‘(n--j+ l)>n-jO}, 

x+1 := h7:+1 <j<n-FI a-‘(n-j+l)>n-j’), 

pi= #$T 

d= #B, 

qj= #$, 

&= #&, 

G r+1= #=%,I. 

On note q:= CIGigi, 4i et l’on a: p=Ci<i<,pi, q=&SiSr+l $i* En 
outre il existe au plus une valeur de i, notee x, telle que l’on ait: 

i,~x~ret~,#Oetdanscecas,ona~,=let~X={q~+,}. 

Par des methodes analogues a celles de 11.10, on veritie que l’on a: (5, 
jiji, . . . sont les notations de II.lO), 

z> C C xj+ 1 fij+(Pi-gi)2/2 
l<iGr js@, je$ 

+ Pq;+ , - L(P,;+, +P:+I-P:+l-++a. 

On sait que p-q+q4:+1-p:+,= 1 (cf. le debut de la preuve) et par 
definition de p:+ 1 et q:+, (cf. 11.2(3) et (1)) cela entraine que p4;+, >O. 
Ainsi si 4, = 0, on a z > 0, la contradiction cherchte. Supposons done que 
bX = 1 (l’autre possibilite). On a alors q:+, = q:+, et on exprime Pi;+, a 
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l’aide de ii,;+, . Mais il faut &tre plus p&is qu’en 11.10(9) et verifier que l’on 
a pour tout 1 < i < r, j E $ et j E $, ;Cj, pj, > 4 ce qui se fait avec 11.2, en 
remarquant que lj = 4 necessite m, = 0 (seule valeur de mi donnant des 4 
entiers) et qu’alors qi-pi- al + 4 = 0 (m&me remarque pour fij8), On 
obtient alors: z>(p-q)+q:+, -In:+,+C*ciQ,(Pi-iii)2/2+(a-4)/2= 

1 + C, G iGr (bi - 4i)*/2 - (pi - qi)/2 3 1, ce qui est la contradiction cherchee. 

11.12. Correspondance entre K-type minimaux sous la condition (t) et 
n<p+q. 

LEMME. On suppose n <p + q. Soit ?k” E Hch, et V c* (A,, . . . . A,,) un 
K-type minimal de 9’-. On suppose que (r, V) vertjient (t) (cf: 11.1) et que 
Y est un quotient de la representation mttaplectique. Alors V intervient dans 
les harmoniques (cf: 11.5) et W: = Q’(V) est un K-type minimal (verifiant 
(t)‘) de I’unique element de Hch,, note YT, tel que Y Q $f soit un quotient 
de la representation metaplectique. 

La demonstration de ce lemme suit la m&me methode que celle de II.7 
bien que 0(2p, 2q) ne soit pas un groupe connexe; la notion de K-type 
minimal ne depend que de I’action de l’algebre de Lie de K’ ainsi que la 
notion de fortement “n”-minimal. On adopte les notations W et YT de 
l&once et grace a II; 5, on sait que les entiers pi, qi, r definis pour Vet W 
coincident. On note q la sous-algebre parabolique &stable associte a W (cf. 
11.2) et w son radical nilpotent. On note 6 le groupe de Weyl de SO(2p) x 
SO(2q); les elements de 6 s’identifient au produit dune permutation de 
[I, p] par une permutation de [ 1, q] plus une fonction signe, i.e., une 
applicationde[l,p]u[l,q]dans +l.Sia~G,onCcrito=(lal,signea) 
suivant la decomposition prtctdente. Soit A un sous-ensemble de racines 
intervenant dans u n p (ou p est delinie par la decomposition de Cartan 
relative a K’) et 0 E 6. On pose: 

T : = .?A a = : (a,, . . . . a,); (a;, . . . . a;) 

B,:= {and,+ ) a-‘@)$A,+}, 

od A,+ est le systeme de racines compactes positives le plus habituel. 
On pose (A’; M’)= ((A;, . . . . 2;); (pi, . . . . pi)) := a-‘((A; M) +2p,- 

c ol.B,a--CA),~~(A;M):=(~1,...,IZp);(~l,...,~Lq)avec W++(&,...,&),; 
(CL 1, ..., P~)~. On laisse au lecteur le soin de verifier que l’on a: 

Vl <j<p, ~~==n,,j,+i-a(j)-a,(j, si signe a(j)= +l, 

= -tAo(j) + 2P-j- a(j) - a,& si signe o(j)= -1. 

Et des resultats pour pi si 1 G i < q, analogues. 
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On suppose que (T verifie: 

(1) B, est forme d’elements intervenant dans u n I’, 

et que Ton a: 

(2) (A’; M’) intervient dans la restriction a la composante neutre de K’ 
dun K’-type de “w, ici on voit (,4’; M’) comme une representation de 
SO(2p) x SO(2q) (cf. 1.2) 

(3) Et il sulIit (comme dans 11.7) de montrer que cr est l’identitt et A est 
vide 

Sans perdre les hypotheses (1) et (2), mais en changeant Cventuellement ~7 
en un Clement du groupe de Weyl de K’, note cr’, on peut supposer, comme 
nous le ferons que 1; et & sont positifs ou nuls. Le passage de e a t? se fait 
en changeant Cventuellement le signe de a(p) et celui de a(q), mais comme 
D est un Clement du groupe de Weyl de SO(2p) x SO(2q), de (3) pour 0’ on 
dtduit aussi (3) pour U. 

Ainsi il existe E’, rl’ = )l tels que (A;, . . . . AL),,; (PL;, . . . . &),,, parametrise 
un K’-type de $+‘-. 

Tout ce que l’on va faire, c’est Ctablir un analogue aux lemmes II.8 et II.9 
et laker le reste de la demonstration au lecteur. (Le lemme qui suit est 
essentiellement trivial si n < 2 inf(p, q), seul cas oi nous avons vraiment 
besoin de 11.12.) 

11.13. LEMME (Notation et hypotheses de 11.12, “Ir, YP”, I’, IV). On 
adopte les notations pi, qi, r de II.2 pour W (cJ: aussi 11.5) et on pose 
pi+2 =p, qi+2 = q. Soit w’ un K’-type de “ly-, paramttris6 par (A;, ,,,, lb)EV; 
(A4 7 . ..> ~1)~~. Pour 1 < i < r + 1, on pose: 

zi:= 1 Aj-‘li’+ c , pj-p;. 
I<j<p;+, 1 sjGY,+, 

(a) On a z,+ L < 0. 

(b) Soit 1 < i < r; on suppose que I’on n’est pas duns I’une des situa- 
tions suioantes: (k’:= sup{jl $,r>O} et v’:= {j( ,u;Lil>O}) 

(1) d= -1, k’<pi+, et ~-p~+~<q-q41+~, 

(2) rl’= -1, u’<qi+, et q-d+, -=p-pi+l, 

alors on a zi<O. 

(c) On suppose que (1) en (b) est v&r@! et on note i” le plus grand 
entier tel que I’on ait: 

i”<r; k’cp:.,, et p-piO+, <q-q:O+l. 
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On pose: 

et l’on a: 

I I 

l P-Pi’+1=4-4i’+l- 1 et si i”<r, qiO+l=piO+,+l, 

l z’<2(i,-i”). 

On applique 1.6: on sait que Y contient un K-type notC X@detP-4 tel que 
en paramktrisant X par (v, , . . . . VJ on ait pour tout 1 < j, < p: 

CvjG C 1; + sup(0, (( 1 - &‘)/2)& - k’) 
l<jGjl lSj<inf(jl,k’) 

- sup(0, j, - (n - (u’ + (1 - f)(q - u’))). (1) 

On a aussi pour tout 1s j, < q: 

1 -vn-j+lG C I.$ + sup@, ((1 - 1’)/2)(.h - v’) 
l<j<j2 l< jQinf(h,o’) 

- sup(0, j, - (n - k’ + (1 - E’)(P - k’))). (2) 

En outre, on sait (cf. I.4 et 1.5) que l’on a: 

d”(XOdetPPY)< 1 A,!+ c &+(l-~‘)(p-k’)+(l-f)(q-u’) 
I<j<p lGj4y 

- 2 sup(0, k’ + (1 - ~‘)(p -k’) -n + v’ + (1 - $)(q - u’). 

(3) 

A l’aide de 11.6, on vCrifie que l’on a, pour tout 1 G i < r: 

C , tAjpvj)+ 1 (Pj+Vv,-j+l)<O. (4) 
lGjSP,+, 1 =Gj<q,+, 

En posant k:= sup(jl Ajzi>O> et u=sup{j) pj>O), on a: 

(5) 
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Si E’ = q’ = +l, il est clair que (a) et (b) sont vhifiis. Supposons mainte- 
nant que E’=$= -1; de (3) et (5), on tire: 

Z ,+,<2(p-k’)+2(q-u’)+2(n-p-q)-2(p-k’)-2(q-u’) 

=2(n-p-q)<O. 

D’oti aussi (a) dans ce cas. Supposons maintenant que &‘q’ = - 1; par 
symbrie, on peut supposer que 8’ = - 1 et q’ = + 1. 11 faut commencer par 
amtliorer I’inCgalitC (3): soit R = sup{j 1 vi > 0). Utilisant 1.6, on voit que 
l’on a i< 2p - k’ et l’on a done: 

d”(X@ detPm4) = 1 
I<j<fi 

vj-k~<n ‘i 

< 1 A;+ C &+2(p-k’)-2(2p-k’-L) 
l<jCk’ l<j<v’ 

= 1 ;II+ c &+2&-p). 
19jGk’ lCj=zv 

Ainsi (a) est prouvt si k < p, mais dans le cas contraire, il s&t de dkmon- 
trer (cf. (4)) que l’on a: 

On retrouve ici la difficult& qu’il y avait eu $ prouver 11.3(y) et que l’on 
n’avait pas eu en 11.6. Et la dkmonstration se fait exactement comme pour 
11.3(y) et nous ne la ferons pas. 

Pour prouver (b) et (c), on va supposer que E’ = $ = - 1, le cas 06 
&‘q’ = -1 est analogue, plut6t plus simple. 

De (l), (2) et 11.6, on voit que si i est tel que pi+, <k’ et q:+ , G u’, on a 
zi < 0 (cf. aussi (4)). Supposons maintenant que i est tel que pi + 1 3 k’ et 
q:+, au’. De (I), (2) et (4), on tire: 

zid(p;+l-k’)+n-p;+,-2q+u’+(q:+,-u’)+n-q;+,-2p+k’ 

=2(n-p-q)<O. (6) 

Supposons maintenant que pi+ 1 2 k’ et q:+ , G u’. De (l), (2) et (4), on tire 
g fortiori: 

zi~(pl+,-k’)+n-q:+,-2p+k’=(n-p-q)+(q-q:+,)-(p-p:+,). 
(7) 

Cela prouve (b) si q-q:+lcp-p:+l. 
Prouvons maintenant (c), en supposant toujours E’ = q’ = -1 (le cas 
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E’~I’ = -1 Ctant analogue). On adopte les notations i”, i, de l’tnond. 
Remarquons d’abord qu‘il rtsulte de 11.2 que l’on a: 

q:O+l-q:,+l=i”-i,. (8) 

Puisque i” a une propriete de maximalite, il y a deux cas possibles: 

l i’=r, mais alors grace a (t), p-q+q:+l-p:+l<O entraine que 
P-4+4:+1-Pi+1= -1. 

l i’<r; puisque k’<pi.+,, on a p-p:a+z>,q-q&+2. 

Or on a: 

(P-P:~+*)-(q-4:~+*)-(P-P:~+l)+(4-9:~+1)= -Pi”+1+4is+l 

=l,Oou -1. 

D’od necessairement 

(p-P:a+l)= k4:o+l - 1) et 4i”+1=Pio+1+1. (9) 

Grace a (7) ou (6), on a: 

De plus: 
zl=zi~-Ap;~+, et Ph + 1 = Pi, + 1. (11) 

11 resulte de 11.2(2) que I’on a: 

l soit il=io=r et comme p-p:+l=q-q:+t-l, $;+,>2 (Cf. 
11.2(3) et (1)) 

. soit i, < r et avec (8) et (9), qi,+ 1 # 0. Alors II.2(2), montre que: 

1P;, + I +2(P-P~,.,)-(p,;+*+2(q-q:,+,))ao. 

(Jest-a-dire: 

~,;,+,aP-P;,+I -q+q:,+I)=2(i”-i,)+2 

(cf. (8) et (9)). On obtient le rtsultat cherche: z’ < 2(ii - i”), gr&ce a (10) et 
(11). 

111. CALCUL DE LA CORRESF’ONDANCE DE HOWE 
SOUS LES CONDITIONS (t ) ET (t )’ 

111.1. Introduction et conditions (*) et (*)‘. Commencons par quelques 
definitions supplementaires que nous justitierons plus loin. Soit Y E Hch,; 
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remarquons que les entiers associes a un K-type minimal de Y par II. ne 
dependent pas du choix du K-type minimal choisi, (cf. [V,, 6.5.151). On 
pose : 

CT:=0 sip-q++~+l-p;+l=O, 

:= 1 sip-q+q:+l-p:+l+O. 

On dit que Y verifie (*) si l’on a: 

(*) n > p + q et il existe un sowgroupe parabolique, note P de Sp(2n), 
ayant un Levi isomorphe a GL(n-p-q+ a) x Sp(2(p+q-a)) et un 
element, note V’, de HchSpCZCp+q--o,, tels que V soit un sow-quotient de 
I’induite (normalisee) de P h Sp(2n) de la representation: Idetl(“-P-q-0+1)/2) 
(signe det)P-qQ Y’, contenant un K-type minimal de cette induite. 

Soit Icy- E Hcho, comme plus haut les entiers qui sont associb a l’un de ses 
K-types minimaux en II.2 ne dependent pas du choix du K’-type minimal, 
et on note encore 0 : = 0 ou 1 suivant que p - q + q: + , -pi+, est nul ou 
non. On dit que W vtrilie (*)’ si l’on a: (*)’ est vide si n = p + q et o = 1. 

(*)I: n <p + q et il existe un sous-groupe parabolique, note P’, de 
WP, 2q), ayant un Levi isomorphe a GL(p+q-n-a)x 
0(2p- (p +q-n -o), 2q- (p+q-n-o)) et un element, note W’, de 
Hch O(2p-(p+q-nnu),2q-(p+q-n-u))~ tels que W soit un sous-quotient de 
l’induite (normalisee) de P’ a 0(2p, 29) de la representation 
Idetl(p+q--n+op 1)12 Q W’, contenant un K’-type minimal de cette induite. 

Remarquons que ces conditions portent essentiellement sur le paramttre 
continu; on les reexprimera de cette faGon a la fin de ce 8. 

La condition generale derriere (*) et (*)’ est la suivante: 

a la suite de Kudla, on verilie dans cette partie la propriete simple 
suivante: 

(1) on adopte les notations cD”,~,~ et !P”,p,q de l’introduction pour la 
correspondance de Howe et son inverse. Soient YE Hch,,(,,,, et 
WEHch 0~2p,2q~; on suppose que Y@W est un quotient de la representa- 
tion metaplectique. Alors W est dans l’image de @,,, p,q pour tout n’ > n (cf. 
1.9) et ul,r,p,q (W) est un sous-quotient de l’induite $ partir dun sous- 
groupe parabolique de Levi isomorphe a GL(n’ - n) x Sp(2n) de la reprt- 
sentation IdetI((“‘+“+‘U2)-(P+q) (signe det)P-40 Y. Alors qu’en general 
Y .,,,,,(W) ne contient pas un U(n’)-type minimal de cette induite (on pri- 
cisera cela dans IV)( *) le demande (quand on fait n’ : = n et n = p + q ou 
p+q-1 suivant les valeurs dep-q+q:+,-pi,,). 

On voit que (*)’ fait intervenir des groupes orthogonaux du type 

580/85/l-4 
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O(2p + 1,2q + 1) que nous n’ktudions pas dans ce travail alors qu’ils ne 
sont pas vraiment diffkrents et que cela va nous obliger $ quelques formula- 
tions un peu lourdes. 

RCexprimons (*) et (*)’ sous la forme complbtement Cquivalente sui- 
vante, qui utilise uniquement les paramktres de Langlands-Vogan: 

(**). Soit V E Hch, (on garde la notation a de (*)) et on suppose que 
n > p + q; soit P, un parabolique cuspidal attache h Y par Langlands (on n’a 
pas besoin de condition de negativite), P, = MAN une decomposition de 
Langlands de P,. On sait h priori que l’on a (avec les notations de II.4 pour 
un K-type minimal de V (cf [V,, 6.5.151)): 

MA-GL(l)x . . . x GL( 1) x GL(2) x . . . x GL(2) x Sp(2s) 
s Z~~~~inf(~i,4i) 

Oii 

s:= c lpi-qil. 

En outre Langlands associe aussi a -tr une strie discrete, note 6, de h4 et un 
caractere, note v, de A. (on retrouve 6 a l’aide dun K-type minimal (cf [V,, 
6. Q 51). La condition (*) dit exactement que l’on a s 2 n - (p + q) + a et que 
la restriction de (6 Q v) (a conjugaison pres: permutation et inversion) h 
n - (p + q) + rs facteurs en GL( 1) est le caractere: 

t1 ...t,-(p+g)+aH It,1 . ..lt._(p+q)ln--(p+q)signe(t, .-.tn--(p+q)+a)P-q 

si o = 1, tnmppq+ 1 n ‘intervient que par son signe). 

On rkexprime de m&me (*)‘: 

(**)‘: Soit WE Hch o ; on suppose que n < p + q, (on garde la notation o 
de (*)‘) et on note Pb un parabolique cuspidal attache h W (analogue de PO) 
avec comme decomposition de Langlands Pb = M’A’N’. Ici, on utilise les 
notations de 11.2, relatives a un K’-type minimal de W. Et on a: 

WA’= GL(l)x ... xGL(l)xGL(2)x 
v 

-.. x GL(2) x 0(215,2q) 
X:~~;~i~f(vi.si) 

Otip:= 1 SUp(O,pi-qj)+SUp(O,p’-q’) 
I<i<r 

4:= C SUp(Og qi-pi)+SUp(O,q’-p’). (3) 
I<i<r 

A W, Langlands attache aussi une serie discrete 6’ et un caractere continu v’ 
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et la condition (* *)’ dit exactement que l’on a: 2 inf(p’, q’) 2 p + q - n - a et 
6’0 v’ restreint a p + q-n - a facteurs en GL( 1) (toujours a conjugaison 
press: permutation et inversion) est le caracttre: t, .. . tp+q--n--cr k+ 
It,( ...ltp+g-n-llp+4-n-’ (on “oubfie” tp+4--n si a=O). 

Dans cette partie III, on commence en III.2 par “defmir,” en supposant 
n 2 p + q, une application, note Y,,, de l’ensemble des elements de HA0 
qui verilient (t)’ sur l’ensemble des elements de Hch, qui verilient (t) et 
(*); cette delmition depend a priori du choix dun K-type minimal veriliant 
(t)’ mais on demontrera plus loin qu’il n’en est rien. En 111.3, on suppose 
n 6 p + q et on donne une definition symetrique d’une application Q),,, de 
l’ensemble des elements de Hch, qui vtrilient (t) sur l’ensemble des elk- 
ments de Hch, qui verifient (t)’ et (*)‘. Le resultat principal de ce chapitre 
consiste a demontrer que ul, (si n 2 p + q) et @p,4 (si n < p + q) calculent la 
correspondance de Howe, i.e., si W E Hch, v&he (t)’ alors Y,@‘-) @I W 
est quotient de la representation mttaplectique si n 2 p + q et un resultat 
symitrique si n <p + q (cf. 111.13). 

111.2. Description de Y, quand n 2p + q. Soient WE Hcho et W un 
K’-type minimal de W. On suppose que (W, W) verilient (t)‘, que 
n 3 p + q et tenant compte de II.5 on pose V : = !F( W). On commence par 
d&ire le cas ou W est une serie discrete et oti n = p + q. Sous ces hypothb 
ses, W a un unique K’-type minimal, W+-+ (A,, . . . . A,),; (u,, . . . . pL4)s et, avec 
les notations de II.2 relatives a W, on a pour tout 1~ i < r, pi + qi = 1 et 
p’ + q’ 6 1. Cette serie discrete W est completement determinCe par son 
K’-type minimal et pas par son parametre de Harish-Chandra, le groupe 
n’etant pas connexe, mais donnons quand m&me ce parametre de Harish- 
Chandra, note (x1, . . . . I,); (fi,, . . . . fi,) oti l’on a (cela resulte de 11.2): 

Ij=Jj+p-q-p;+q;-l od i est delini par j=pi+ 1 =p;+l, 

fij=/J~+q-p-q~+p~-l otiiestdCliniparj=qj+l=q~+,. 

Remarquons que l’on a: 

p’ = q’ = 0 * XjjIjS # 0, pour tout l< j<p et l< j’<q, 

p’ = 1 (resp. 0), q’ = 0 (resp. 1) 0 X, = 0 (resp. p, = 0) 

et tous les autres parametres sont non nuls. 
Alors si n = p + q, V = YJ-W) est la (limite de) strie discrete (limite si 
p’ + q’ # 0) de paramttre de Harish-Chandra, note 2 = (J1, . . . . 2,) oti I’on a: 

xj=;ii si l< j<p, 

j$= -I?++1 si l<j<q. 
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Remarquons que ?i est regulier sauf si p’ + q’ 20 auquel cas on a soit 
Jip=O, soit J+-q+l = 0. Cette @mite de) serie discrete est precisee par son 
K-type minimal qui vaut V : = ( !F)( W) (cf. [Vi, 7.18]), mais aussi, si I’on 
prefere par une chambre de Weyl positive; c’est celle pour laquelle ji est 
dominant et si p’ + q’ = 1 la racine 2sp (cf. II.7 pour la notation 2~~) est 
positive quand p’ = 1 (i.e., 2, = 0) et la racine -2~,-~+, est positive 
quand q’= 1 (i.e. ;invq+i =O). 

(1) Remarque (hypotheses et notations preddentes) on suppose ici que 
p’+q’#O et on note !PP+,-l (w) la serie discrete de Sp(2n - 2) de para- 
metre de Harish-Chandra ((2,) . . . . Aj- 1, Aj+ i , . . . . if,) oti j = p si p’ = 1 et 
j= p + 1 si q’ = 1. On note P un parabolique de Sp(2n) ayant ses Levi 
isomorphes a GL( 1) x Sp(2n - 2). Alors ul,(-W) est le sous-quotient de 
l’induite de P a Sp( 2n) de la representation (signe det)P-4 8 YP + 4 _ ,(w ) 
qui contient le K-type (minimal) V. On retrouve ainsi Y,,(-Hr) dans sa clas- 
sification de Langlands-Vogan. 

On tcrit la paramttrisation de Langlands de Y : = !PJ%‘) a l’aide de 
[V,, 6.6.153: 

l le parabolique cuspidal a ses Levi, note MA isomorphes a 
GL(l)xSp(2n-2) (cf. 11.4, icipi+qi=l pourtout l<i<rets=l), 

l la strie discrete de M vaut sur Sp(2n - 2) exactement YP + 4 _ , (Y+‘“) 
(on compare les parametres de Harish-Chandra) et vaut sur 
( + 1) (4 GL( 1)) le caractere (signe det)P-4 (pour voir cela, il faut referer a 
[V,, 6.6.2(c)] et se rappeler que Vest parametre par ((A,, . . . . &,-pcLq, ,,., 
--PI)) +p + q si We+ (A,, . . . . A,),; (pL1, . . . . pu,),, car E = rj = 1 par (t)’ et 
$+PqzO). 

(2) Remarquons aussi que dans le cas oh nous nous sommes places, %‘” 
a un unique K’-type minimal veritiant (t)’ et que !P” ne depend done que 
de 9T. 

Passons au cas gPnkra1 (On garde les notations YT, W veritiant (t)’ et V 
du debut). Soit Pb un parabolique cuspidal, P& = M’A’N’ une dtcomposi- 
tion de Langlands de Pb, A’ une serie discrete de M’, v’ un caractere de A’ 
et on suppose que w est le sous-quotient de Langlands de l’induite de Pb ti 
0(2p, 2q) de la representation A’ 0 v’ contenant W; puisque W est un 
P-type minimal de YY, M’A’ est d&it par III.l( 3). On decompose natu- 
rellement A’ @ v’ = : (A; @ v;) @ (A; @I vi) @ 2 ou al est une serie discrete 
de 0(2p, 2g), A; 0 v; un caractere du produit de tous les facteurs de type 
GL( 1) et d; @ vi une representation du produit de tous les facteurs de type 
G/(2). W determine 8’, A; et A;. 

On note P,+ un sous-groupe parabolique de Sp(2n) avec une decomposi- 
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tion de langlands M+A+N+, ou l’on a (avec les notations p’, q’, . . . de 
111.1(2)): 

M+A+ N G’ ) x G-1 x Sp(2(P + lj)) (3) 
Zinf(p’,q’)+n--p--q E1~~4~ifi~K~i.qJ 

On d&nit une representation de M+ A + en faisant le produit tensoriel 

l du caractbre: t, . ..t.-(,+,)~ It11 ... Itn--(p+q)ln--p--q sign(t, ... 
~-(~+q))~-? d es n - p - q premiers facteurs en GI( 1 ), (4) 

l du caracdre: A; @ vi signe detPP4 sur les autres facteurs GL( 1 ), (5) 
l de la representation: A;@v; sur les facteurs GL(2), (6) 
l de la representation !PP+,(al) sur Sp(2(p+ij)) (cf. (2)). (7) 

On note cette representation A+ Q vi et on definit alors Y := ICI,,(W) 
comme &ant l’unique sow-quotient de l’induite de P,+b Sp(2n) de A+ Q v+, 
prolongte trivialement sur Ni , qui contient le K-type V. (V est un K-type 
minimal de l’induite, cf [V,, 7.17 et 7.181) et y intervient avec multiplicite 
un (memes references). 

On aura besoin de la remarque suivante: 

(8) on obtient la m&me definition de “Y-, en remplacant A; en (6) par 
son produit tensoriel par le caractere signe detPPq (on n’a pas change la 
representation) et en remplacant en (5) et (6) les representations par leurs 
contragrtdientes (un tel changement conserve le semi-simplilie de l’induite). 

Tenant compte de la remarque (1) et de (4), il est clair que YJW) 
verifie (*), defini en 111.1. Deplus les elements de Hch, qui contiennent V 
comme K-type minimal et qui verilient (*) sont tous sous-quotient dune 
induite a partir de PO’, delini avant (3), et de la (limite de) s&tie discrete 
A+, seul le caracdre continu peut varier mais astreint a verifier (4). Tenant 
compte de (5) et (6) il est alors clair que tous ces elements s’ecrivent sous 
la forme Y,,(W) avec W’ un Clement de Hch, contenant W comme 
K/-type minimal. On a ainsi prouve: 

(9) Y,, definit une surjection de l’ensemble des elements de Hcho muni 
d’un choix de K’-type minimal verifiant (t)’ sur l’ensemble des elements de 
Hch, vk$ant (t) et (*). 

En termes de paramktrisation de Vogan. Y := Y”(W) a pour parametre 
o-stables (q, H, 6, v) od q, H, 6, v sont decrits grace a V (en 11.4) (H est un 
sous-groupe de Cartan deploy& maximal de L) et v = v+ si 
p-q+q:+l-p:+l=O; si p-q+q:+t-p:+,#O, on a une “inclusion” 
(a conjugaison pres) de A+ dans H et v 1 A+ = v +, v &ant trivial sur la 
composante connexe de la partie deploy&e de H n Sp(2s); cela delinit 
completement v. 
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111.3. Description de @)p,,(Y) quand n 6 p + q. Soient Y E Hch, et v un 
K-type minimal de ^Y-; on suppose que V v&lie (t) et que v est parametre 
par ((A ,, . . . . A,). On pose W := W(V) (cf. 11.5). On adopte les notations 
pi, qi, s, r de II.4 et on traite d’abord le cas oh: Y est une serie discrete et 
p+q-n=O ou 1. 

La condition (t ) dit ici seulement que p > pi+ 1 et q 2 q:+ i , Rappellons 
que V est ici l’unique K-type minimal de Y, que s = 0 et pour tout 1 < i < r 
pi+ qi= 1. On dkfinit alors ?V := @p,g(Y) comme &ant l’unique skie 
disc&e de 0(2p, 2q) qui contienne W comme K’-type minimal; l’existence de 
cette serie discrete est prouvee par Vogan dans [V,, fin de p. 54 et debut 
p. 55, en tenant compte de ce que grace a II.5 AN, avec les notations de 
locus cite, est trivial]. En termes plus eltmentaires: on note (J,, . . . . 2,) le 
parametre de Harish-Chandra de Y (il est decrit en 11.4) et W0 la strie 
discrete de la composante neutre de 0(2p, 2q) de parametre de Harish- 
Chandra (A?,, . . . . JP;+, , Otsi P>P:+~)); (-JL, ...I-Jn--4;+,+lr O(si 
q > qi.+ ,)) et W est l’unique representation de 0(2p, 2q) contenant W0 dans 
sa restriction et veriliant (7)‘. 

Cas g&&al. On adopte les notations P,, 6, v de III.1 (2) et on decom- 
pose 6 @ v sous la forme (6, @ vl) @ (6, @ v2) @S comme on I’a fait pour 
A’ @ v’ en 111.2. Ici S est une strie discrete de Sp(2S) qui verifie (t) si l’on 
remplace p par ~7 et q par 4; en outre on a (cf. 11.5, 111.1(2) et (3)) 
p+(l-?=a, oh c est delini en III.l(*) et 2inf(p’,q’)=p+q-n-o+s. 
On delinit une representation de WA’ (notations de IILI(3)) en faisant le 
produit tensoriel des representations suivantes: 

l le caracttre (t,, . . . . fp+q--n--B)~ It11 ... ltp+4--n-llP+4--“-1 sur les 
p + q - n - 0 premiers facteurs GL( 1) (on “oublie” tp + 4 _ n si cr = 0), 

l le caractere (6, @vi) signe(det)P-4 sur les autres facteurs GL(l), 
l la representation (&@ vl) sur les facteurs GL(2), (Rq: &@ v1 1: 

6, @ v2 sign det)P-4), 
l la representation GpJS) sur 0(2# 2q). 

On note 6’ @ v’ cette representation de M’A’, od 6’ est une serie discrete de 
M’ et v’ un caractere de A’. On d&kit alors fl : = GpJY) comme ktant 
l’unique sow-quotient de l’induite de Pb ci 0(2p, 2q) de la reprksentation 
6’@v’ (prolongte trivialement ci N’) qui contient le K-type W. 

Toute cette construction ne fait que preciser le parambtre continu de W 
seul manquant apres la connaissance d’un K’-type minimal, en l’occurrence 
Wet ce parametre continu vaut v’. 

On vPrzjie ici, plus aiskment qu’en 111.2, que @p,q(V) vkrifie (t)’ et (*)’ et 
que tout tkment de Hcho vtrifiant (t)’ et (*)’ s’krit sous cette forme (avec 
V bien choisi). 
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111.4. Adjonction de plans hyperboliques. 

LEMME. Soient z E N, m E @. 

(i) Soient z := 0 ou 1 et YE Hch,; on suppose que Y admet un 
K-type minimal, note V et paramttrise par (/iI, . . . . A,). On note P un sous- 
groupe parabolique de Sp(2n + 22) ayant ses Levi isomorphes a 
GL(z) x Sp(2n) et ?I la “representation” de P triviale sur son radical unipo- 
tent et valant Idetj” (signe det)‘@ Y sur l’un de ses Levi. La representation 
induite de P a Sp(2n + 22) de 71 admet la representation irreductible de 
U(n + z), notte V’ definie ci-apres, comme U(n + z)-type minimal et v’ inter- 
vient avec multipliciti un. 

v’c-, (A;, . ..) AL,,) ou l’on a: (avec les notations de II.4 pour V) 

fl;=flj si 1 Gj<p:+l, 

AL+z-j+l=An-j+l si 1 <j<q:+l, 

A;+q:+rp:+1 = 1, 0 ou - 1 ( 1 et - 1 etan t exclusifs) 

sip:+,<j<n+z-q:+,etVa=l,Oou -1 

eP:+l <j<n+z-q:,, I Ai+q:+l-p:+l=a) 

-HP:+, <j<n-q;,, 1 Aj+q:+,-p~+,=a}=Osia~z[2] 

= 0 ou z sinon. 

Cela peut donner 2 possibilites pour V’ (rappelons que A; > ... > Al +,) 
mais les deux conviennent. (Ces deux choix sont conjugues par lhction d’un 
R-groupe convenable). 

En particulier si V vPrij?e (T) (cr II.l), intervient duns les harmoniques (cf 
1.4) et si z s p - q[mod 21, on pose W : = Q’(V) et on peut prendre pour V 
la representation !Puf, + =,rJ W). 

(ii) Avec les hypotheses et notations de (i), on note Y’ l’unique sous- 
quotient de l’induite de rc qui contient V’. Alors il existe un homomorphisme 
surjecttf de (Kxsp(2n))-modules de la “restriction” de r’ a Sp(2n) sur -Y- 
qui envoie “le” vecteur de plus haut poids de V’ sur celui de V. 

(iii) Soient ?Y E Hcho et W l’un de ses K’-types minimaux. On note P’ 
un sous-groupe parabolique de O(2p + 22, 2q + 22) ayant ses Levi isomorphes 
a GL(2z) x 0(2p, 29) et ?r’ la representation de P’ triviale sur le radical uni- 
potent de P’ et valant Idet(” 8 w sur Pun des Levi de P’. On suppose que W 
verifie (t)’ (hypothese utile) et que W intervient duns les harmoniques 
(hypothese simpltfkatrice). On pose W’ : = @fi,p+r,q+r!P;,p,4( W). Alors W’ 
est un O(2p + 22) x O(2q + 22) x O(2q + 2z)-type minimal de l’induite de nly 
intervenant avec multiplicite un. 
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(iv) Avec les hypothkes et notations de (iii), on note $4’” I’unique sous- 
quotient de l’induite de 71’ qui contient W’. Alors il existe un homomorphisme 
surjectif de (K’ x 0(2p, 2q))-modules de ?T’ “restreint” ci 0(2p, 2q) sur YT 
qui envoie le vecteur de plus haut poids de w’ sur celui de W. 

(i) D’abord on verilie que V’ intervient dans l’induite; c’est un simple 
calcul de reciprocite de Frobenius. 

Ensuite on calcule les entiers pi, qi, r, s de II.4 pour I”; on vtrifie quasi- 
ment sans calculs qu’ils coincident avec ceux dttinis pour V sauf s qui (1) 
devient s + z. 

Maintenant les points clts sont [V,, 8.11 et [Vi, 7.161: [V,, 8.11 dit 
que les “K”-types minimaux dune induite sont inclus dans l’induite des 
“K”-types minimaux (Cvidemment le “K’ change). On peut remplacer P par 
un sous-groupe parabolique de Levi note P de Levi GL( 1) x . . . x GL( 1) x 

MA (oti MA est dtlini en 111.1(2)) et rr par une representation: it, valant le 
caractere (tl, . . . . t,)H ItlIm~(r-11)‘2~..ItZ(m+(r-11)‘2 signe(t, . . . t,)‘@6@v 
(6, v notations de ce qui suit 111.1(2)). Le calcul des U(n+z)-types mini- 
maux de cette induite est fait en [Vi, 7.161 mais explicitons: grace a (l), 
on verilie que le L de [Vi, 7.161 co’incide avec le L delini par 11.4 pour V 
(cf. ce qui precede [Vi, 7.71 en pensant que ,J a cet endroit est le A de II.4 
pour I”). De m&me le n de [Vi, 7.161 est le radical nilpotent du paraboli- 
que de II.4 et il est tres facile de verifier la propriete de petitesse requise; 
l’autre verification a faire dans [V,, 7.161 consiste a verifier que I” 
intervient effectivement dans I’induite, ce que nous avons deja fait. La 
multiplicite un est dans [V,, 7.171. 

(ii) se prouve comme (i) et l’hypothese (t)’ intervient pour avoir 
l’analogue de (1). 

(iii): on garde les notations p, ii de la preuve de (i). En choisissant 
correctement Tr, on peut supposer, comme nous le ferons, que Y’ est un 
sous-module de l’induite de il. Avec ce mCme choix, mais en changeant 
tventuellement P (en gardant la m&me classe de conjugaison pour ses 
Levi), on peut aussi supposer que l’induite de n est un sous-module de 
l’induite prtctdente. Comme V’ intervient deja dans l’induite de % avec 
multiplicite un (cf. la preuve de (i)), 9’“’ est un sous-module de l’induite 
de n. La reciprocite de Frobenius et le fait que Sp(2n + 22) = PU(n + z), 
donnent un homorphisme, q, nul sur aucun U(n +z)-types, Kxsp(2n)- 
tquivariant de -Y’ sur llr. Puisque Y’ a multiplicite un dans l’induite, la 
reciprocite de Frobenius montre encore que V’ restreint a (U(n +z) n 
GL(z)) x K contient V prolonge par un caracttre evident a U(n + z) n 
GL(z), avec multiplicitt un. I1 reste a s’assurer que cp( I”) c V. C’est peut- 
&tre evident avec la construction de p, mais cela resulte en tout cas du fait 
que V, convenablement prolong& comme plus haut, est un (U(n +z) n 
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GL(z)) x K type minimal de 7~ (tout autre sous-K-module de V’ stable par 
U(n + z) n GL(z) ne verilie pas les inegalitts de II.6 (a)). Le lemme est alors 
clair, (iv) se demontrant comme (ii). 

111.5. Tout module de Harish-Chandra est duns la correspondance de 
Howe apres adjonction de plans hyperboliques. 

Remarques (Notations @n,p,q et Y,,P,4 de l’introduction). 

(i) Soit V E Hch,; on fixe n et p-q et on note (p(V), q(V)) les 
entiers (s’ifs existent et l’infni sinon) tels que p(V) -q(V) = p - q, V est 
duns le domaine de definition de @n,p(Y,,q(Yj et p(Y) + q(Y) est minimal 
auec ces proprietes. Alors on a: p(V) + q(V) < +a~. 

(ii) Soit WE Hcho, onfixe p et q et on note n(W) le plus petit entier 
(s’il existe et I’infni sinon) tel que W soit duns l’image de @n(W-),p,q. Alors 
n(W)< +co. 

Ces remarques sont “bien connues”; faute de references, on va esquisser 
la preuve de (i) ((ii) est analogue): on commence par supposer que 
p = q = n. On reprend les notation 3, g de Z, pour l’espace symplectique et 
orthogonal et on note Y un sous-espace isotrope maximal de $V. On note 
Y l’espace de Schwartz forme des fonctions de Schwartz sur Hom( Y, 2); 
Y est l’espace dune realisation de la representation metaplectique pour 
Sp(S@ g) du moins quand on se limite aux elements finis sous l’action 
dun compact maximal fix& note 37. On note r0 un Clement de Hom( Y, 5?) 
qui est surjectif. On v&he que l’orbite de z0 sous Sp(2n) est fermee; on la 
note Q. D’oti un morphisme surjectif, equivariant pour Sp(2n), de 9’ sur 
9’(Q), l’espace des fonctions de Schwartz sur Sz. Le stabilisateur de r0 dans 
Sp(2n) est trivial; ce qui permet d’identilier 9(Q) et l’espace des fonctions a 
decroissance rapide sur Sp(2n), note Y(Sp(2n)). On a ainsi un homomor- 
phisme surjectif, note cp, equivariant pour Sp(2n), de Y sur Y(Sp(2n)) (en 
utilisant par exemple un plongement dans les fonctions L’), on voit qu’en 
restreignant cet homomorphisme aux elements X-finis de Y, l’image, notee 
Y’, est un sous-espace dense de Y(Sp(2n)) stable par les representations 
regulieres gauche et droite de sp(2n) et forme d’elements K-finis. Soit main- 
tenant (x, Y) (une representation de Sp(2n); soit u E V. L’application qui a 
fEcp 9' assock jSpcZnj f(P) WN 4, ne peut Ctre nul saris (par densitt) 
Etre aussi sur les fonctions a support compact, ce qui est exclu. 

D’oti un morphisme K x Lie Sp(2n)-tquivariant de la repre- 
sentation metaplectique duns I’ensemble des vecteurs K-finis 
de V. (1) 

Soit maintenant p-q quelconque et par symetrie, supposons que 
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p- q>O. On va prouver, ce qui est legerement plus prtcis que l’inond, 
que I’on a: 

@ ,,(,, +ppy,nJ a Hch, tout entier comme domaine de definition. 

Pour (p’, q’)E N, on note Yp4pp.,q, la representation mitaplectique pour la 
paire (Sp(2n), 0(2p’, 2q’))). Alors on a: 

9 n+p--y-,nlSp(Zn)= wLQ~-,o) ISp(Zn). 

Soit (rc, V) E Hch, et (rc’, V) un Clement de Hch, quotient de Yp -4 ,,. 
D’apres (1 ), il existe un morphisme non nul de q,, dans Hom,( Y’, V) (il 
faut en fait remplacer Y et V’ par des representations de Sp(2n) et Sp(2n) 
agit dans Horn&Y’, Y) de la facon habituelle). 11 est alors clair qu’il existe 
un morphisme Cquivariant de 9, +p- 4,4 dans V non nul et on conclut 
grfice a 1.8. 

111.6. Quelques homorphismes entre representations mttaplectiques (I’ 
partie). Soient n, p, q E N; on note Sp,, p,4 la representation metaplectique 
pour la paire Sp(2n), 0(2p, 2q). 

LEMME. (i) soit z E N; alors il existe un homomorphisme inject& tquiva- 
riant pour K et pour (K’x 0(2p, 2q)), de .4p,,P,g dans ~~,n,p+z,q+, qui envoie 
l’ensemble des vecteurs de plus haut poids de l’espace des harmoniques pour 
K x K’ (cJ 1.4) dans l’ensemble des vecteurs de plus haut poids de l’espace des 
harmoniques pour K x O(2p + 22) x O(2q + 22). 

(ii) Soit z E N; alors il existe un homomorphisme injectif, tquivariant 
pour K’ et pour (K x sp(2n)) de x”,, p.4 dans s/7 + r,p,q avec les mimes proprie- 
tPs qu’en (i). 

(i) La representation mttaplectique Yn,=,= contient un vecteur K-!ixe, 
note x,,. En outre on a: 

9 n,p+=,q+= Sp(Zn) x 0(2p,2q) - N %,p,qQ%r,z~ 

l’action de (K’ x 0(2p, 2q)) se faisant sur Y;;,p,4 uniquement. 
Le produit tensoriel par x0 realise done un homomorphisme injectif de 

9 n,p.4 dans =%,p+z,q+z q ui a les proprittts d’equivariances de (i). Pour 
avoir les autres proprietes, il suffit de regarder ce qui se passe avec des 
modeles de Fock. On note Z+ (resp. Z- ) un espace vectoriel muni dune 
forme orthogonale delinie positive (resp. negative) de dimension z. 
Dtsignant par @[ ] l’espace des polynomes sur l’espace vectoriel qui se 
trouve entre crochets, on prend comme modeles de Fock (soient X, E, F 
comme en I. 1) : 
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pour X, p.4 : a=C(X*@aO(XOF)l, 
pour ~,,+,,+.:CC(X*~((EOZ+))O(X~((FOZ-))l, 

pour Y;‘,,,,,: ~c(~*o~+)owoz-)1, 

et pour x0, on prend le polyn8me constant sur (X* QZ’)@ (X@ Z-). 
L’application d&rite plus haut est alors le comorphisme de la projection 
naturelle de (X*Q(E@Z+))@(XQ(F@Z-)) sur (X*@E)@(X@F). 
L’assertion sur les harmoniques resulte alors des descriptions explicites 
donnees dans [K-V] et de 1.4. 

111.7. Homomorphismes entre representations metaplectiques (2’ partie). 
On fixe une decomposition lagrangienne X = x’ 0 (Xl)* de l’espace sym- 
plectique, un drapeau isotrope: 0 c XA $ Xi $ ... $ XL de x’ (oti u E N) 
et un drapeau isotrope: 0 c Yb $ Y; $ . .. $ Y: de l’espace orthogonal 
g. Pour tout 1 <id u, on pose Xi := X,!/Xi-i et Fi:= Yl!/Y;- ,, 
xi:= dimXi, y,:=dim Fi et pour tout O<idu, xi:= dimXl et 
y; : = dim Y;, xb = : x0, yb = : y,. On pose encore LE : = XL”/& et 
Y : = Y:‘/ Y:. Ce sont des espaces symplectique et orthogonal ou nuls. 

On note yi, pour 1 < i < v, la representation metaplectique pour la paire 
reductive duale GL(Xi) x GL( Pi); on peut la realiser dans l’espace de 
Schwartz sur (1: @ Pi) en faisant operer GL(Xi) (resp. GL( Fi)) par le 
produit tensoriel de l’action naturelle par le caractere Idetly112 (resp. 
ldetl -XZ’2). On note 9 la representation metaplectique pour la paire 
reductive duale Sp(a) x O(Y), ou la representation triviale si !F ou @ est 
nul. 

LEMME (Avec les hypotheses et notations preddentes). On note P et P’ 
les sous-groupes paraboliques de Sp(.%) et O(Y) stabilisateurs des drapeaux 
decrits ci-dessus. II existe un homomorphisme surjectif P x P’-Cquivariant (au 
sens des “g - K”-modules) de Y sur @ 1 s ig v $Q 9, le deuxieme espace 
Ptant muni de lhction de P x P’ triviale sur les radicaux unipotents, produit 
tensoriel sur les Levi des representations d&rites ci-dessus tordues par les 
caracteres suivants: 

(YO? YIY . ..P y,) E GL(X;) x . . . x GL(&) 

H signe(det y,, . . .yv)P-q l&t yolP+4-Yo fi l&t ,IP+q-Y;-I-YjD 

j=l 

(oh Yb = Yo), 

(rb, y;, ***, y:)eGL(Y;)x ... xGL(F”) 

t-+ ldet ~bl”-~O n ldet y,‘J”-X;m1-X,/2 (ou xb=x,). 
j=l 
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Ici on travaille Cvidemment avec des modeles de Schriidinger. On realise 
9 “,p,y dans l’espace de Schwartz Y(x’* @9Y); rappelons que U(g) y agit 
naturellement et GL(X’) (q Sp(!E)) y agit par le produit tensoriel de son 
action naturelle par le caractere ldetlP+q signe deFq. L’homomorphisme 
est l’integrale sur l’espace dtcrit ci-dessous: 

od XT est un supplementaire de Xl’ dans Xi? i pris dans x’*. 
La surjectivite de cette application au niveau des fonctions de Schwartz 

est Claire mais au niveau des representations metaplectiques il faut utiliser 
les descriptions explicites des elements X-finis (pour X convenable) 
comme produit de polynomes par une exponentionelle que l’on peut tcrire 
explicitement. 

111.8. COROLLAIRE (Notations et hypotheses de 111.7; l’induction est 
normalisbe et se fait a droite). 

(i) Soient pour 1 < i < v, xi, TC~ des modules de Harish-Chandra irre- 
ductibles pour GL(Xi) et GL( yi) et il E Hchs,,,,, E’E Hcho(@,. On suppose 
que (pour tout 1 6 i< v) xi0 7~; est un quotient de q et qu’il en est de meme 
pour is @ ii’ avec 9. On note, pour 0 < i d v, t+Qi et $,! les caracteres de 
GL(X,) et GL( ai) suivants: 

I,$~:= ldetl P+4~“~Y;-t-Y,/2+X;~l+xi/2~1/2 signe(&t)P-q 

=: Ic/:-’ signe(det)P-q, 

I,+~ := ldetl P+q--“+(XO~1)/2-YO(signe &t)P-q; 

I& : = ldetl”- (Pfq)+d2+W--o 

Alors Z, p.q admet comme quotient le produit tensoriel d’un sous-quotient de 
l’induite de P a Sp(2n) de la representation $o@,9i~v+i~iQ~ avec un 
sous-quotient de l’induite de P’ a 0(2p, 2q) de la representation 
*bo,,i,“*:~:Q~‘. 

(ii) (Hypotheses et notations de 1115(i)). V est duns le domaine de 
dejkition de @ n,p(y, +r,q(Yj+z pour tout z E N et notant Pz un sous-groupe 
parabolique de 0(2(p(“Y-)+z), 2(q(Y)+z)) ayant ses Levi isomorphes a 
GL(2z) x 0(2p, 2q), la representation @n,p(Y,+z,q(Y,+z(V) est un sous- 
quotient de l’induite de la representation JdetlmQ~,,p(y,,q(v,(“Y-) de Pi 
(triviale sur le radical unipotent de P:) oti m : = n -p(V) - q((V) - z + i. 
On a une genndralisation Pvidente en remplacant p(V) et q(V) par des entiers 
p’ et q’ uerifiant p’ -4’ = p - q (cJ 111.5) et p’ 2 p(f), q’ 2 q(Y). 

(iii) (Hypotheses et notations de III.S(ii)). On a un resultat analogue a 
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(ii) auec ici P, de Levi isomorphe a GL(z) x Sp(2n) et en induisant Idetl” 
skne detPwqQ ktw,,p,qW7 ou m:= p+q-n(-W)-(z+1)/2. On peut 
aussi remplacer n(w) par un entier qui lui est superieur. 

(i) Est un calcul de fonctions modules. 
(ii) Se deduit de (i) en faisant v = 0, X,=0, dim Y, = 22, 5 =-Y- et 

75’ = @I n.p($qq(Y)w)? P + q=p(“tr)+ q(“y) + 22. 
(iii) Se deduit de (i) en faisant v=O, X0 =z, Y,=O, r?= Fn(W-),P,q(W) 

et il’ = W. (Le n de l’enonct de (i) devient ici n(w) + z.) 

111.9. La correspondence de Howe pour les paires de type II, i.e. (GL(n), 
GL(m)). On note ici Hch,,,,, et Hch,,,,, l’ensemble des classes d’isomor- 
phismes de modules de Harish-Chandra irrbductibles pour GL(n) et 
GL(m). Le corollaire III.8 indique que l’on va utiliser la correspondance de 
Howe pour les paires de type II (en fait uniquement dans des cas trb 
particuliers n = m = 1 ou 2). Mais comme cette correspondance est facile a 
decrire et vraisemblablement deja connue, on va la donner rapidement. On 
va admettre les resultats suivants: on suppose n <m: 

tout elements de Hch,,,,, 
;epresentation mttaplectique. 

apparait comme quotient de la 
(1) 

l si n = m la correspondance de Howe est don&e par le pas- 
sage a la contragrediente. On note avec * la contragrediente. (2) 

Le premier resultat est dans [Vi]; on pourrait le redemontrer de facon 
beaucoup plus technique mais plus Clementaire par les mtthodes de ce 
travail. Le deuxieme resultat est facile. On va donner une esquisse de 
demonstration du resultat suivant : 

PROPOSITION (n <m). Soit V E Hch,,(,,. On note Y l’unique O(n)-type 
minimal de T. On note P un sous-groupe parabolique de Gl(m) dont les sous- 
groupes de Levi sont isomorphes a Gl(m -n) x Gl(n). Alors I’induite de P a 
GL(m) de la representation (triviale @ V*) a un unique O(m)-type minimal, 
note W, il y intervient avec multiplicite un et l’image par la correspondance 
de Howe de *Y, notte “llr, est l’unique sous-quotient de cette induite contenant 
W. 

Remarque. Generalisant de facon Cvidente la paramttrisation des repre- 
sentations irreductibles des groupes orthogonaux compacts de dimension 
paire (cf. 1.2) a tous les groupes orthogonaux compacts (cf. [V,, 0 53, dont 
nous n’avons pas adopt6 les notations), on paramttrise V par 
(1 1, ***, A,,,,), avec E= fl. Alors la paramttrisation de W est: (on note 
k:=sup{j 1 lj>O)) 
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(1 1, . . . . I,, 1, . . . . 1, . ..) O), - si k + (1 - s)(n/2 -k) < [m/2], 
(I-&)(n/Z-k) 

(A 1, . . . . &, 1, . . . . 1, 0, . . . . o)- sinon. - 
m--n 

On demontre comme en III.8 que W (notation de l’inonce) doit Ctre un 
sous quotient de I’induite d&rite. On verifie ensuite que V est un O(n)-type 
de degre minimal dans Y(c’est intiniment plus simple que ce qui a tte fait 
en 11.3) et on en dtduit que W doit contenir le O(m)-type W decrit dans la 
remarque a l’aide de la correspondance entre les harmoniques (comme en 
I.4 on se ram&e a [K-V). 11 reste done a verifier que W est un O(m)-type 
minimal de l’induite, unique avec cette propriete et intervenant avec multi- 
plicite un, ou ce qui revient au m&me, a prouver les m$mes assertions en 
remplacant l’induite par sa contragrtdiente, ou encore l’induite par l’induite 
de la representation (triviale@ Y). On note 2 cette dernitre reprisen- 
tation. 

On pro&de comme dans 111.4(i); utilisant [V,, 8.11 on commence par 
remplacer # par une induite a partir dun parabolique cuspidal ayant ses 
sous-groupes de Levi isomorphes A ) x M,Ao oh MoAo 

est isomorphe A un sous-groupe roupe parabolique 
cuspidal de GL(n) attache A Y. L’unicite des O(m)-types de f resulte alors 
de ce que les R-groupes sont triviaux pour les groupes lintaires. 11 reste 
done a verifier que W est ce O(m)-type minimal; on a deja veritit qu’il 
intervient puis on utilise [V,, 7.161. 

111.10. La correspondence pour les shies disc&es vt+ijTant (t ) ou (t)‘. 
On utilise les notations de III.2 et 3. 

PROPOSITION. (i) Soit 9’” une sbie disc&e de Sp(2n) vbifiant (t). 
Alors si n <p + q, on a V @ QP,,(V) est un quotient de la reprisentation 
mktaplectique. 

(ii) Soit -w^ une strie discrete pour 0(2p, 2q) vktj?ant (t)‘. Alors si 
nap + q, on a Y,,(lw^)@ %‘” est un quotient de la reprhentation meta- 
plectique. 

On suppose d’abord que p+ q soit tel que -Y soit un quotient de la 
representation metaplectique (par exemple p + q 2 p(V) + q(V), cf. 111.5). 
Et on demontre (i) dans ce cas. On note W l’image de Y par la correspon- 
dance de Howe. Grace a 11.12, on connait un K’-type minimal de W, note 
W, dont on sait (cf. II.5 et le fait que Y est une strie discrete) que les 
entiers pi, qi, r, p’, q’ qui lui sont attaches verifient pi + qi = 1 pour 
1 <i<r, p’=p-pc+, et q’=q-q;+, et West parametrise par un Clement 
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de la forme (A,, . . . . A,;+,, 0, . . . . O),; (pi, . . . . /A~;+,, 0 ,..., O), . Grdce a [V,, 5.2 
et S.S] tout element de ZZcho admettant W comme K-type minimal a son 
parametre continue determine par son caractere infinitesimal. Or le 
caractere infinitesimal de W est determine par 1.7. On a vite vtritie que 
QjPJT) a W comme K-type minimal et le bon caractere infinitesimal d’ou 
w- = @p,gw = @n,p,,v”). 

On demontre de la m$me facon (ii), chaque fois que l’on sait que W est 
un quotient de la representation metaplectique. 

Fixons Y comme dans (i), il reste a demontrer que Y intervient comme 
quotient de la representation metaplectique. On pose W : = @,,,,J Y), V le 
K-type minimal de “Y, W: = W(V) (cf. 11.5) et on choisit z E N sufisam- 
ment grand (cf. 111.5) pour que W soit dans l’image de la correspondance 
de HoWe @n+z,p,q. Le raisonnement fait pour dtmontrer (ii) quand W est 
une strie discrete s’applique mots pour mots pour verifier l’egalitt: 
vl, +.(W) = ul,+,,,(W). On pose Y’ : = !Pn + ,(W). On remarque que 
l’on est dans la situation de 111.4(i) en faisant t -p-q [a], 
m:= n-p-q+(z+1)/2, un U(n+z)-type minimal Ctant !P;+,,,(W)= 

Y+Zppipg ( V). (C’est un jeu sur les parametrisations de Langlands- 
Vogahj. On’ note cp l’homomorphisme repondant aux conditions de 
111.4(ii). On note o! l’homorphisme repondant A 111.6(ii) et on regarde la 
suite des morphismes suivants: 

Y .,,,,~~~4p,+z,,,~~‘Q-ly-~~YQ~. (1) 

Le compose nest plus que (sp(2n) x K) x K’-Cquivariant. Mais on v&lie 
qu’il est non nul en regardant l’image dun vecteur de plus haut poids de 
V@ W dans les harmoniques pour K et K’ (on utilise IIIA(ii) et 111.6(ii)). 
Cela permet bien Cvidemment de realiser -Ir comme quotient de Yn,P,q; ce 
qui est le resultat chercht. 

On termine la preuve de (ii) de la mCme facon. 

III. Il. ContinuitP de la correspondance entre paramitres continus. Soient 
V un K-type et W on K’-type tels que I’@ W intervient dans les harmoni- 
ques (cf. 1.4). On note ZZch t v, (resp. H&r w,) l’ensemble des elements de 
Hch, (resp. Z-Zch,) ayant les proprietes suivantes: 

l &tre quotient de la representation metaplectique, 
l admettre I’ (resp. W) comme K (resp. K’)-type de degre minimal 

et avec multiplicite un. 

Si Y E ZZch r v, (resp. W E ZZch r w,), on note I, (resp. I&-) le noyau dans 
U(sp(2n))K (resp. U(o(2p, 2q))K’, U( ) est l’algebre enveloppante) du carac- 
tere par lequel cette algebre agit sur V (resp. W). Et on pose: 

z= n z$+r:= /-) r;. 
YE Hch[q W’Hchpq 
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Alors on a le lemme suivant: 

LEMME (i): Soit Y~Hchr~~; on sait que Y est quotient de la reprben- 
tation mktaplectique et on note 9f son image par la correspondance de Howe. 
Alors ?F E Hch,,,. Et vice et versa. 

(ii) II existe un isomorphisme de U(sp(2n))K/I sur lJ(o(2p, 2q)K/Z’, 
noti a, tel que si Y et 9f sont comme en (i), on ait: 

a(Z,/Z) = (&//II). 

Rappelons, a cause de I’usage que nous ferons de ce lemme, qu’un 
module de Harish-Chandra pour un groupe connexe G de compact maxi- 
mal K et d’algebre de Lie compltxifite notee g, est determine par la con- 
naissance d’un K-type et de l’action de U(g)K sur la composante isotypique 
de ce K-type. Si G n’est plus suppose connexe, cela reste vrai si l’on suppose 
en outre que le K-type intervient avec multiplicite un. Quand en plus ce 
K-type est minimal, l’action de U(g)K donne le parametre continu de la 
classification de Vogan-Langlands (cf. [Vi, 0 81). 

On pose ici g := sp(2n), g’ := 0(2p, 2q). Suivant Howe, on note d le 
degre commun de V et W et Yd (resp. Z) le sous-U(g) @ U(g’) x K x K’- 
module de la representation metaplectique, dans un modele de Fock, note 
9, cf. 1.1, engendre par les polynbmes de degre strictement inferieur a d 
(resp. par V@ W consider& comme sous-espace des harmoniques 
H(K, K’)). On pose: z:= (Z+9$)/gd et 

f := HomKx K( I’@ W, z/9$). 

C’est un U(g)“@ U(g’)K’-module, cyclique pour U(g)K et pour U(g’)K’ de 
m$me vecteur generateur, note e, d’apres [H,, 4.83. Prouvons (i): soient Y 
et W comme dans l&once. D’aprb [H,, 4.1 (c)l, on sait que W intervient 
dans W et en est un K’-type de degre minimal. 11 faut done montrer que la 
multiplicite de W dans W est un. On note cp l’(unique) homomorphisme de 
9 sur Y 8 W; il se factorise par 9’/pd (cf. [Hz, fin du 0 41) et est alors 
note (p. On a: 

(Poj=HomKXK, tv@w,~ow#o (cf. lot. cit.) 

cp(l,.Jq=O. 

On pose 4’ = f/Z, 4; c’est un U(g)K @ U(g’)K’-module, non nul, cyclique 
de gtntrateur l’image de e pour U(g)K et U(g’)“‘. 11 est clair que le noyau 
de l’action de U(g)K sur f’ contient I, et n’est pas tout U(g)K. 11 coincide 
done avec ZY et comme U(g)K/Z, N C, la dimension de 2’ est un. En parti- 
culier la dimension de Horn KxK(V@ W, Y@W) est aussi un ce qui 
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prouve que W a multiplicite un dans W. D’od W E Hch, ,+,, . Et aussi 
I,% =IwY* 

(ii) Pour prouver (ii), on peut evidemment supposer (avec (i) deja 
prouve) que Hch r v, et Hch t w1 sont non vides. On pose, ici (avec les nota- 
tions qui precedent celles de l’tnonce): 

C’est encore un Us@ U(g’)K’-module cyclique non nul admettant 
l’image de e, notee 2, comme gtnerateur pour Us et pour U(g’)K’. On 
note let T les noyaux de l’action de U(g)K et V(g’)“’ dans 3. Evidemment 
11 I mais la preuve de (i) prouve que l’on a Cgalite. Verifions que l’on a: 
Zf = Z’f. Grace a la preuve de (i), on a le diagramme commutatif suivant: 

D’oti I’assertion annoncte. 
On voit alors que I’ = f’ comme l’on a vu que Z= 1 Utilisant le lemme 

cle [H,, 4.21, on deduit que U(g)“/1 et V(g’)K’/I’ sont leur cornmutant 
mutuel dans End, $. Or ces algebres sont commutatives et coincident 
done dans End, y; (ii) est alors immediat. 

111.12. La correspondance de Howe pour certaines induites. 

LEMME. (i) Soit YE Hch, admettant un K-type minimal, note V. On 
suppose que (^Y, V) vbifie (-f ) et, on suppose en plus que le paramttre continu 
de “Y-, note v, est gennkrique, c’est-a-dire que Y est une induite a partir d’un 
parabolique cuspidal de Sp(2n). On suppose aussi que lbn a: n 6 p + q. Alors 
Y @ op,JY) est un quotient de la representation metaplectique. 

(ii) Soit 9f-e Hcho admettant un K-type minimal, note W. On 
suppose que (YF, W) vtrifie (t)’ et comme dans (i) que YT est une induite 
irreductible 6 partir d’un parabolique cuspidal, un de ceux qui lui est attache 
par Langlands. On suppose en outre que l’on a: n > p + q. Alors !PJ #‘) 8 Yf’ 
est un quotient de la representation mttaplectique. 

(i) Soient P un parabolique cuspidal associe a “Y-, X0 = 0 $ Xi s . . . 
g XL c x’ (cf. 111.7) un drapeau isotrope dont P est le stabilisateur. On 
adopte les notations de III.7 et on note ei pour 1 < i < v, ii les representa- 
tions de Gl($) et Sp(.$?) (ou plutot les modules de Harish-Chandra) tels 
que Y soit l’induite du produit tensoriel de ces representations. On a 

S80/85/1-5 
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pour 1 <j< u, xj= 1 ou 2; adoptons aussi les notations pi, qi, r, s de II.4 
relativement a Vet on a: (cf. IILl(2)) 

#{jI 16j<u, xj=l}=s, 

#(ji l,<j<u, x,=2)= 1 inf(p,,q,), 
l<i<r 

dimT=2 
ISidr 

La condition (t) assure, entre autre, que l’on peut detinir W= Qp’( V) et 
trouver un drapeau isotrope de ?P, l’espace orthogonal, note 0 c Y, $ 
Y; $ ... $ Y; tel que I’on ait: 

l dim Pi = dim Xi pour 1 <fiu, 
l dim Y,=p+q-n sip-q+q:+l-p:+l=O, 

=p+q-n-l sinon, 
l dim@ =dim$? sip-q+q:+l-A+l=O, 

=dim!E”+2 sinon, 
l la signature de la forme orthogonale de @ est (avec les notations 

de II.2 pour W, cf. aussi H-5, p’=p-~:+~, q’=q-q:+l): 

2 
( 

1 s”P(o, Pi-qj) + SUp(Oy p’-4’) =:2p 
> 

(comme signe + ), 
I<i<r 

2 
( 

1 suPto, qj-pi) + SUp(0, q’-p’) = :2q 
) 

(comme signe -). 
ldigr 

Remarquons que dimg < dim g et on a defini en 111.3, Dp,&‘lt) que l’on 
note ici 77’. On note pour 1 < i< u, 71; la representation contragrediente de 
~7~. On peut appliquer 111.8, oti l’on fait 7ti : = t,b; ‘Ei, rr[ la contragrediente 
de R, signe(det)Pe4 (qui vaut aussi $i-‘irl) et E, ii’ comme plus haut (cf. 
III.9 et IILIO, pour verifier les hypothbses de III.8). On voit done que la 
representation metaplectique admet comme quotient le produit tensoriel de 
V par un sous-quotient note, ici, ?V, de l’induite de P’ a 0(2p, 2q) du produit 
tensoriel I& @ ( @ , G iG v iii) @ il’ (I& est detini en III.8 et est le caractere de 
GL( Y,): Idetl”~P-4+y~‘2+1’2). G r&e a 11.12, on sait que %‘- doit admettre 
W comme K-type minimal; on retrouve quasiment la construction de 
@j&V) faite en III.3 sauf qu’a cet endroit Gl(Y,) est remplad par 

) et *b par le caractere t,...tp+q--n--a- 

It,1 . q;;;:;-llP+q-“-l. 11 n’y a aucune difference dts que l’on a remar- 
que que p + q-n - ~7 = dim Y, et que r,bd-’ est sous-quotient de l’induite 
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du caractire qui vient d’&tre d&it, $ GL( Y,,) (cf. alors aussi la remarque 
III.2.(8) qui vaut aussi pour 0(2p, 2q)). 

(ii) se prouve de la m&me fagon que (i). 

111.13. La correspondance de Howe pour les reprksentations vkrifiant (j’) 
et (t)‘. 

TH~OR~ME (Notations de III.2 et 111.3). (i) Soit Y un tliment de 
Hch, vtrijiant (t) et on suppose que [‘on a: n <p+q. Afors V@QP,,(V) 
est un quotient de la representation mttaplectique. 

(ii) Soit $f un &ment de Hch, vtkifiant (7)’ et on suppose que f’on a: 
n 3 p + q. Alors Iv,(w) 0 -W est un quotient de la repkentation m&taplecti- 
que. Rappelons que I’on a caractCrist les images de Qp,, et ul, en III.2 et 
111.3. 

(i) Admettons d’abord que r est un quotient de la reprksentation 
mktaplectique (par exemple que p + q est grand par rapport g n cf. 111.5) et 
montrons que: 

son image dans la correspondance de Howe, not&e W, est #,,(-tr). ( 1) 

On fixe un K-type minimal, not6 V de Y tel que (r, V) vtrifie (t) et Qpt4 
est d&ni g&e h V. On pose W: = W(Y) (cf. 11.5). G&e $ 11.12, on sait 
que W est un K’-type minimal de W. 11 reste done g dtterminer la para- 
m&re continu de W. Or QpJT) admet aussi W comme K’-type minimal 
et l’kgalitt de W et Qp,Jv) rtsulterait done de l’kgalitk des param6tres 
continus. Or les formules donnant le paramtitre continu de QpJY) (cf. 
111.3) et W (cf. III.ll(ii)) en fonction du paramktre continu de r (pour V 
fixC) sont algtbriques. Pour dkmontrer que ces formules coincident, il s&it 
done de montrer 1’6galitC de W et @,Jv) quand le paramktre continu de 
v est gtntrique; cela a Ctk fait en 111.12. D’oh (1). 

On dttmontre la version symktrique de (l), en se plaqant dans la 
situation de (ii) et en supposant que W est quotient de la reprksentation 
mktaplectique, de la mCme faGon que (1). 

Puis on termine la dbmonstration de 111.13 exactement comme l’on a 
termink celle de 111.10. 

IV. CORRESP~NDANCE DE HOWE, RESULTATS ET CONJECTURES 

IV.l. Introduction. Le rtsultat essentiel de cette partie montre que 
pour connaitre explicitement la correspondance de Howe, il suflit de la 
connaitre (en terme de paramhisation de Vogan-Langlands) quand n et 
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p + q sont trb differents; c’est ce que Howe appelle le cas de petit rang. 11 a 
donne des methodes pour traiter ce cas, mais ces mtthodes introduisent 
plutbt des modeles de Whittaker et il y a un probleme pour revenir a la 
classification de Vogan-Langlands; nous n’avons pas explore cette direction 
bien qu’elle donnerait surement des resultats. On montre que III.13 calcule 
la correspondance si n = p + q ou p + q - 1. On donne ensuite des exem- 
ples, oti on peut effectivement, en se ramenant g n et p + q tres differents, 
calculer la correspondance de Howe; il s’agit des series disc&es de 
0(2p, 2q) ne vtriant pas (t)’ et de certaines series disc&es de Sp(2n) gent- 
ralisant un peu les cas trait& par Adams (cf. [A]). Signalons que dans tous 
ces cas, les representations considtrees contiennent un “K-type minimal de 
degre minimal ce qui est extremement particulier. 

Pour terminer, on donne des conjectures exprimant la correspondance 
de Howe dans le cas ou n > p + q. 

On utilisera plusieurs fois la remarque suivante due a Rallis: 

l soit ?Y E Hch,, on adopte la notation n(w) de III.5 et l’on a: 

n(7(Y-)+n(lly-@det)a2(p+q). (1) 

Je ne connais d’ailleurs pas d’exemples ou l’intgalite est stricte en (1). 

IV.2. LEMME. (i) On suppose que n <p + q. Soit 9f E Hch,, on suppose 
que PT est quotient de la representation mttaplectique. Alors %f verifie (t)‘. 
En outre si n = p + q - 1, alors -W vtrifie aussi ( * )‘. 

(ii) On suppose que n 2 p + q. Soit “If E Hch,; on suppose que V est 
quotient de la representation metaplectique. Alors Y ver$ie (v) (cf: 11.1) et 
(t) si n=p+q. 

(i) Soit %‘“‘EHcha; on choisit un K’-type minimal de w’, note w’ et 
on suppose que (w’, W’) ne vtrifie pas (t)‘. On pose YT : = YY’ 0 det, 
W: = W’ Odet. 11 est clair que West un K’-type minimal de YT qui verifie 
(t)‘; remarquons que I’on peut quand m&me avoir ?(y- N YT’. On utilise les 
entiers pi, qi, r, p’, q’ introduits en II.2 qui sont identiques pour Wet II”. 
Distinguons plusieurs cas : 

le cas: p’#q’. Posons fi=p+q- 1; 9T verilie (t)’ et (*)’ (pour (*)’ 
c’est une trivialite &ant don&e la definition dans ce cas, cf. 111.1) et grice a 
III.13 (remarque finale de 1’6noncC qui renvoit a 111.2) on sait que YT est 
alors quotient de la representation metaplectique pour la paire Sp(Zfi), 
0(2p, 2q). C’est-a-dire: (avec la notation n(w) de 111.5): 

n(Yf)<p+q-1. 
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Et avec IV.l(l), on a: 

n(w-‘)>p+q+l. 

Cela demontre (i) dans ce cas. 
2’ cas: p’ = q’. Clairement si W N W’, alors W’ v&lie (t)’ et avec 

IV.1 (1 ), on a n(W) = n(W)’ 3 p + q, d’ou (i) dans ce cas aussi. 
On suppose done que W nest pas isomorphe a W’ ce qui est equivalent 

a dire que les restriction de W et W’ a SO(2p, 2q) sont irreductibles et 
coincident, la restriction de W a SO(2p, 2q) etant stable par l’automor- 
phisme exterieur induit par un element de K’ non dans SO(2p, 2q). On lixe 
un tel automorphisme laissant stable un sowgroupe parabolique cuspidal 
fixi: de 0(2p, 2q) associe a W par Langlands. (C’est toujours possible.) On 
peut alors facilement traduire cette condition mais lixons auparavant quel- 
ques notations: 

parametrisons W par (A,, . . . . &, 0, . . . . O),; (pi, . . . . pcv, 0, . . . . 0), avec 
&pv #O; comme W v&lie (t)‘, on suppose par symetrie que E = +l. En 
outre les hypotheses p’= q’ et (t)’ assurent (cf. 11.2) que l’on a: 
p-k=q’>q- 0 si 9 = -1 et, par symetrie, si q = +l on le suppose. On 
pose : 

w:=p-k-q+u. (1) 

Et l’on a: puv-,,,+i = ... =pv= 1 (cond t i ion vide si w = 0). Les paraboliques 
cuspidaux attaches par Langlands a W ont done 2p’ facteurs en GL( 1) (cf. 
III.l(2)), notes (W*)2P’ =:M,A,. Langlands attache aussi a W un carac- 
tere de M,A, (cf. IILl), note 6i@v,. Avec des notations Cvidentes, on 
decompose encore plus: 

et on pose: 

yO:= {l<j<2p’) SJ; est trivial), 

& := (1 <j$2p’ I Sl; est non trivial}. 

On a, parce que $, se calcule a l’aide de W: 

#A==+(l-1)(4-u), 

#$~=2(q-u)+w-(l-q)(q-u). 
(2) 

La condition sur la restriction de W a SO(2p, 2q) s’exprime en disant que 
l’ensemble des indices j, compris entre 1 et 2p’ tels que v{ = 0 est non vide. 
Supposons d’abord que cet ensemble coupe fob; alors (*)’ est satisfait pour 
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n = p + q - 1. On obtient alors facilement (i) comme dans le cas oh p’ #q’. 
On suppose done que l’on a: 

v{ # 0 pour tout i E y0 et il existe j E JF1 tel que v’; = 0. (3) 

Comme +F verifie (t)‘, on sait (cf. 111.13) que n(W),<p+q. On suppose 
que n = p + q et on pose Y : = !Yp +& %‘“) (cf. 111.2). Alors Y @ @” est un 
quotient de la representation metaplectique (cf. 111.13). En outre 
V:= !Y”‘( W) (cf. 11.7) est un K-type minimal de Iv. Rappelons (cf. 1.4) que 
V est paramttrise par: 

(on a utilise aussi ce qui suit ( 1). 
On note P le K-type paramitrise par: 

(2 1, . ..) &, 1, . . . . 1, 0, *.., 0, -/in-,, ,...) -p,)+p-q. 
w+(l-q)(q--v) 

On va demontrer que l’on a: 

P n’est pas un K-type de Y. (4) 

Grace a 11.4, on vtrifie que les donnees o-stables (disc&es) associees a P et 
V comcident et avec [V,, 6.5.9(b)] que V et P sont conjugues par l’action 
du dual du R-groupe attache a V, note ici Ry. On calcule R, en se rame- 
nant a L. (notation de 11.4) et a un L n K-type gentil (traduction de “line”) 
grace a [V,, 6.5.4(d)]. On voit d’ailleurs facilement que tout se passe dans 
Sp(2s) (notation de 11.4) relativement aux U(s)-types: 

l (0, . ..) 0, -I,..., -1) & A (qui provient de V), 
w+(l--rl)(4--VI 

l (l,..., I,0 ,..., 0) 6 a (qui provient de P). 
w+iGiFv) 

C’est done en fait R vn Sp(2s), note R,, qui nous interesse et R, est le 
R-groupe de A. Utilisant les definitions de [V,, 4.3.131, on a Rd = W,/Wi 
oi W,, (resp. W,O) est le produit d’un groupe de Weyl de type C, (ou 
m:=s-w-(l-?)(q-v))avecungroupedeWeyldetypeC,+(,_,,(,_., 
(resp. D W+(I-q)(q-“)). D ‘ou Rd N Z/22. 11 faut maintenant calculer RJv) 
(cf. [V,, 4.4.9]), i.e., les elements de R, qui stabilisent le parametre con- 
tinu. Pour nous le parametre continu est ici v, deja consider& grace a la 
definition de Y (cf. 111.2). L’hypothese (3) assure alors que R, = R,(v). 11 
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est maintenant immediat que A et 2 ne peuvent &tre conjugues par R,(v)l 
puisque ce groupe est trivial. G&e a [V,, 6.5.12], on en deduit (4). 

Une consequence immediate de (4) est que W ne contient pas G’(P), car 
w: = W(p) serait de degre minimal dans W, verifiant (t)‘, (car 
(A,, . . . . 1,, 1, . . . . 1, 0, . . . . O),; (pi, . . . . p,-,, 0, . . . . O), c) W) et &ant necessai- 

rement minirrkl. Alors Y contiendrait f? D’oti: 

E’ n’intervient pas dans W. (5) 

Montrons que l’on a: 

W est un K’-type (minimal est alors automatique) de W’. (6) 

Pour montrer (6), il faut encore faire un calcul de R-groupe. Mais ici il faut 
faire attention car on ne peut appliquer les resultats les plus fins de [V,] a 
0(2p, 2q) qui ne veritie pas [V,, 0.1(b)] (i.e., n’est pas dans la classe de 
Harish-Chandra) ni [V,, 0.1(f)] (i.e., n’a pas ses sousgroupes de Cartan 
commutatifs). 

De mCme SO(2p, 29) ne verifie pas [V,, 0.1(f)] mais cette restriction 
n’intervient pas ici, car p’ ttant Cgal a q’ le sous-groupe de Cartan qui nous 
interesse (un sous-groupe maximalement deployt de L ou plutot de 
SO(2p’, 2q’), cf. plus bas, avec les notations de 11.2) est commutatif. On 
note encore m la restriction de W a K’ A SO(2p, 2q) (elle est irreducible 
parce que 1, = pLy = 0) et on montre que l’on a: 

W est un K’ n SO(2p, 2q)-type de W “restreint” a SO(2p, 2q). (7) 

On pro&de comme dans le cas du groupe symplectique deja trait& en 
remplacant : 

d par (0, . . . . O),; (1, . . . . 1, 0, . . . . - .O), (restreint a K’ n SO(2p’, 2q’) 
w 

0) + (restreint a K’ n SO(2p’, 2q’). 

Mais ici R, #R,(v) (c’est R,(v) qui est trivial a cause de (3)) ce qui fait la 
difference et prouve que les deux K’n SO(2p’, 2q’) sont conjuguis par 
l’acion de R,(v)l. Cela dtmontre (7). 

On deduit de (7) qu’il existe un K’-type, noti F de W veriliant: 

W” et F ont mCme restriction a K’ n SO(2p, 2q). 

Comme W ne contient pas W (cf. (5) on a necessairement w’ = m@det 
et cela demontre immediatement (6). 
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11 resulte de (6) que W’ verifie (t)‘, d’ou n(T’) <p+q (cf. 111.13) et 
comme n(W) veritie aussi cette inegalite, on tire de IV.l( 1) que l’on a: 
n(W) = n(W) = p + q. Et cela prouve la totalite de (i). 

(ii) Soit TEHc~~~; on suppose que 9’” est un quotient de la reprtsen- 
tation metaplectique et que n >p + q. On choisit z minimum avec la 
propriete que p+z+q+zan. On a p+z+q+z=n ou n+l. Grace a 
III&ii), on sait que Y est quotient de la representation metaplectique pour 
la paire (Sp(2n), 0(2(p +z), (2(q + z)). On note WZ I’ilement de 
Hch 0(2(p+rj, 2(y+Zjj image de Y par la correspondance de Howe. D’aprb 
(i), on sait que “w; veritie (t)’ et (*)‘. D’aprbs 111.13, Y vtrilie (t) (pour 
(p+ z), (q +z)) et done, par definition (cf. II.l), v&lie (f). La fin de (ii) 
resulte de (i) et 111.13. 

IV.3. La correspondance de Howe quand n = p + q ou p + q - 1. 

TH~ORI&E. On suppose que n = p + q ou p + q - 1. Soient Y E Hch sP, 
Yf E Hch,; alors Y @ ̂ ly- est quotient de la representation metaplectique si 
et seulement si Y vertfie (t), YY vertjie (t)’ et (avec les notations de 
111.1, 2, 3), Y= $,(W) et YY=QP,,(Y). 

C’est un corollaire immtdiat de IV.2(i) et 111.13. 

IV.4. Adjonction de plans hyperboliques et quelques liens entre “K-types 
minimaux et de degre minimal. 

PROPOSITION. Soient YE Hch, et T++‘- E Hcho; on suppose que Y 0 $Y 
est un quotient de la representation metaplectique. 

(i) On suppose que n <p + q, alors 9f vertjie (7)’ et en particulier 
contient un K-type minimal, note W, qui est aussi de degre minimal et qui 
intervient dans les harmoniques. On pose v’ : = Yc ( W) et pour tout z E N, 

w= :=@z,p+z,q+Z (V’). Alors Y est dans le domaine de definition de la 
correspondance de Howe pour la paire (Sp(2n), O(2p + 2z,2q + 22)) et son 
image dans cette correspondance est le sous-quotient de l’induite precisee en 
111.8(ii) qui contient le O(2p + 22) x O(2q + 2z)-type minimal W,. 

(ii) On suppose que n > p + q; on a un resultat symdtrique de (i) i.e. Y 
a un K-type minimal et de degre minimal qui permet de calculer lhntecedent 
de 9f dans la correspondance de Howe pour les paires (Sp(2n + 2z), 
0(2p, 2q)) oti z E N. 

On ne prouve que (i): on sait que W verilie (t)’ par IV,2(i) et en particu- 
lier contient done un K-type minimal de degrt minimal (cf. 11.3). D’aprb 
[HZ, 4.1(c)] W, ce K’-type, intervient dans les harmoniques. Comme dans 
l’enonce, on pose: V’ : = !P”( W), c’est un K-type de degre minimal (m&me 
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reference que preddemment). On sait, grace A 111.8(ii), que Y est dans le 
domaine de definition de la correspondance de Howe Qn,*+=, y + z ; d’autre 
part, toujours avec la m&me reference, on sait aussi que @n,p+ I, 4+Z(Y) 
contient @ft,p+r,q+r( V’) comme O(2p + 22) x O(2q + 2z)-type (de degrb 
minimal). Ensuite, il ne reste plus qu’a appliquer IIIA(ii) et 111.4(iii). 

IV.5 COROLLAIRE (Hypotheses de IV.4(i)). (i) Les don&es de Lang- 
lands de 0 n,p+z,q+z(Y) s’obtiennent dpartir de celles de @,,,JY) (=:W) 
en ajoutant 22 facteurs en GL( 1) avec comme caractere: 

t I,“‘, f*+-.$ ItllP+Y--n... )t2zlP+Y--n--1+2z. 

(Hypotheses de IV.4(ii)). (ii) les don&es de Langlands de 
Y n+z,p,q(W) s’obtiennent h partir de celles de lu,,,,(W) en ajoutant z 

facteurs en GL( 1) avec comme caractere: 

t ,,“‘, t,H ltljn--P-q+’ ... ItZl”-P--Y+Z signe(t, ...t,)PpY. 

C’est un corollaire immediat de IV.4. 

IV.6. Soustraction de plans hyperboliques et “calcul” de n(W) et p(Y), 
q(Y) quand (t) ou (t)’ ne sont pus satisfuits. 

COROLLAIRE. (i) Soit WE Hch,; si W verifie (t)’ on a tvidemment (cf: 
III.l3(ii)) n(W)<p+q. Supposons que W ne verifie pus (t)’ mais que W 
est l’image, par la correspondance de Howe, d’un element note Y, de Hch,. 
Alors on a n(W) = n - j ozi j est le plus grand entier tel que la condition sui- 
vante soit satisfaite: (cela remplace (*) cf: 111.1). Les paraboliques (uniques ci 
association pres) attaches par Langlands h W contiennent des Levi avec au 
moins j facteurs GL( 1) et comme caractere associe: 

t t.H Itll--P--q-j+l . . 1, .a., , . Itjl”-p--Y signe(t, ... t,)“-” 

(on autorise evidemment aussi des inversions et conjugaison) 

(ii) Soit W” E Hcho on suppose que n 2 p + q et que W est l’image, par 
la correspondance de Howe, d’un element, note Y, de Hch,. Soit V un 
K-type minimal et de degre minimal de Y (cf: IV.4). Pour tout z E N, tel que 
n-z>sup(n(W), p+q), @:~.,J!P:,,JV)) est defini et est un U(n-z)- 
type minimal de !P,- ,,.,,(W) : = Y: et les parametres de Vogan-Langlands 
de Y: sont alors uniquement determines par le fait que IV.S(ii) ou l’on fait 
n + z = n et n = n -z, doit etre satisfait. 

(iii) On a un resultat symetrique de (i) et (ii) quand on fixe r E Hch, 
Pchangeant l’inegalitt n 3 p + q en n <p + q, pour l’analogue de (ii) et en 
tenant compte de IV.S(i) pour l’analogue de (i). 
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On ne fait que la preuve de (i) et (ii). Tenant compte de IV.2, on sait 
deja que si W ne vtrifie pas (t)’ alors on a: n(W) >p + q. Tenant compte 
cette fois de IV.S(ii) et IV.2 on sait que si n > sup(n(W), p + q) (= (ici) 
n(W)), alors, en posant Y : = ul,,,,(W), Y vtrifie la condition suivante: 

(1) les paraboliques cuspidaux attaches a Y, ont des Levi contenant un 
facteur de type GL(1) avec le caracdre: t I-+ Itln--p-tg signe tP-4. 

On suppose maintenant que l’on a: n > p + q, n 3 n(W) et que “Y-, qui est 
bien defini, verilie (1). Si l’on prouve que cela entraine que n > n(W), que 
W’ : = @;,J V) ( V est comme dans l’enonce de (ii)) est dans l’image de la 
correspondance @;- ,,p, 4 et que Y;- i p & W’) est un U(n - 1)-type mini- 
mal di: Y- l,p,,W) on obtiendra (i) et (ii) de proche en proche, en tenant 
compte de IV.S(ii) pour la fin de (ii). 

Prouvons ces trois assertions. On parametrise V par (A,, . . . . 1,) + p - q. 
On adopte les notations pi, qi, r, s de II.4 relatives a V. L’hypothbe (1) 
assure que l’on a: s # 0 et il existe j compris entre _p:+ i + 1 et n - q:+ , (au 
sens large) tel que Aj= 0. On pose Vi c) (A,, . . . . /lj, . . . . 1,) +p- q (i.e. on 
oublie Aj). On est dans la situation de 111.4(i) avec t = p - q, m = n -p - q, 
I” de III.4 valant ici V et V de III.4 valant ici V,. On note Y1 l’eltment de 
Hch,,(2n - 2) admettant les mCmes donnees de Langlands que Y sauf un 
facteur en GL( 1) avec le caracdre precise en (1) et contenant le U(2n - 2)- 
type minimal V1 (on vtrilie aisement que cela a un sens, c’est toujours le 
passage du point de vue de Vogan a celui de Langlands explique dans [V,, 
6, 63). Alors en faisant Y = K dans 111.4, le Y’ de III.4 est ici Y. On peut 
ensuite proctder comme dans la preuve de 111.10 (cf. 111.10(l)), pour 
verifier que *y; est dans le domaine de definition de @,_ ,,p.q. On 
pose fl := @,- ,,,Jq). A l’aide de IV.4(ii), on vtrilie que l’on a 
K,,,,Wd = f. PuWe K,,, est injectif (c’est le risultat principal de 
[Hz]), on a W = “w; ce qui prouve toutes les assertions cherchees. 

IV.7. Correspondance de Howe pour certaines sPries disc&es de Sp(2n) 
ne vkrz$ant pas (t). Soit Y une serie discrete pour Sp(2n); on note 
(2 1, . . . . 2,) son parambtre de Harish-Chandra et I’++ (A,, . . . . A,,) son 
K-type minimal. Le rapport entre les Aj et Aj est donnt par 11.4, plus 
precistment avec les notations pi, qi, r, s de II.4 relatives a I’, on a: 

. s = 0, pour tout 1 Gidr, pi+qj=l (en particulier 
P:+l+q:+l=n)? 

l soit l< j<p:+,, on d&nit i compris entre 1 et r par p; < j d pi+, 
et I’on a: ;ij=Aj+ql-p;-l (= Aj+q:+,-pi+,), 

. soit l< j<q:+,, on delinit i compris entre 1 et r par q: < j < q:+ 1 
et l’on a: J’n-j+l =A~-j+,+q~-p(+l (=A,-j+l+qj+1-p:+l)* 

Adams a Ctudie (cf. [A]) I’image de Y par la correspondance de Howe en 
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imposant des restrictions au parambtre de Harish-Chandra et en imposant 
l’inegalitt inf(p, q) > 2n. La premiere hypothbse lui assure en fait que V est 
un K-type de degre minimal (mais son hypothese est plus forte que cela) et 
la deuxibme lui assure, grace a un rtsultat de Howe, que Y est dans le 
domaine de definition de la correspondance de Howe. Dans ce paragraphe 
nous allons ameliorer la premiere hypothese d’Adams pour la rendre 
essentiellement equivalent a ce que V soit un K-type de degre minimal et 
nous allons completement Climiner la deuxieme hypothbe d’Adams. Nos 
methodes sont assez differentes de celle de [A] et nous n’utiliserons done 
pas [A]. On fixe dans tout ce paragraphe: m : = p - q. Et on fera varier p 
et q astreint a cette condition. On pose aussi: z : = p - q + q:+ 1 -pi+ 1 = 
m-pi,, +4L+1. 

(1) LEMME. V est un K-type de degrP minimal de Y si /‘on a: 

(a) A,;+, y >r-(q;+l-q;O+,) oti i”:= inf{l<i<r Ip:+l=p:+l}, 

(b) JL-q;+l+l <~+(p:+~---p:,~+~) oli i’“:=inf{l<i<r)q:+,= 

4:+11. 
On ne fera pas la preuve de ce lemme qui se demontre de fagon beaucoup 
plus simple que 11.6(p); ce qu’il faut essentiellement remarquer c’est que les 
hypotheses (a) et (b) sont equivalentes aux hypotheses suivantes: 

t/l <j<p:+1, Aj+q-p>o, 

Vl <j<q:+1, n,-j+l+q-P<O. 

Remarquons que l’on a Aj>O si j<p:+, et ;in-j+l<O si j<q4:+1. Je 
pense que ces hypotheses (a) et (b) sont aussi necessaires, mais pour le 
verifier il faut utiliser la formule de [V-Z, 6.171 qui permet d’exhiber un 
K-type de degre plus petit si (a) ou (b) fait defaut (c’est quand mCme un 
peu penible et nous n’en avons pas besoin). 

Les hypotheses de [A] sont du type J,,;,, > ITI et J,-y;,,+ 1 < - ITI. 

(2) LEMME. On suppose que V vkrifie Zes hypothbes (a) et (b) de (1) et 
que I’on a: pap:+1 et q>q:+,. Alors V intervient duns les harmoniques 
(cf: 1.4) et on note alors W := P(V). On a: 

w- (21, .-., q,; c/4, ..., pq)+ oti I’on a: 

Iz/-:= /ij+q-p pour 1< j<p:+,, Lj:=Opourp:+,dj<p, 

/lj:= -(An-j+, +q-p)pOUr 1 G j<q:+,, pj:=Opourq~+,<j<q. 

C’est immediat avec I.4 et ce qui est explique dans I’tbauche de preuve de 
(1). 



74 C. MOEGLIN 

Dans tout ce qui suit, on suppose que V vPrifie (a) et (b) dans (1) et que V 
ne vtrifiepas (t), i.e. IzI > 1 et quepap :+, , q > q:+ , ce qui sera just@+ en 
(6). 

(3) Y n’est dans le domaine de dhinition de la correspondance de 
Howe que si p + q > n + 1. (c’est un corollaire immkdiat de IV.2 et IV.3). 
On pose 

PO : = p:+ 1+ sup@, z), 

qo : = q:+ I+ sup(0, -z). 

On a nkcessairement soit p. = pi + [, soit q. = q:, , et toujours I’inCgalitC > ; 
tvidemment po-qO=m et po+qo=p:+, +q:+l+ ITI >n+ 1. 

Pour tout couple (p, q) vtritiant p >po, q 2 q. et p-q = m, on note 
Wp,y l’image de V par @’ (cf. (2)). On note Pi, Qi, R, P’, Q’ les entiers 
associts $ W p,y par 11.2. 11s ne coincident pas avec ceux detinis par I.4 pour 
V et dkjA utilisks. Pour biter des lourdeurs excessives dans les notations en 
suppose que r > 0. Si r < 0, on a Cvidemment des resultats symetriques 
tchangeant ce qui concerne p et q. Avec cette hypothese, on a done: 

(b) est automatique et p. = pi+ 1 + t, q. = q:+ , . (4) 

Utilisant le fait que A,_y;+, + i < 0, on deduit que l’on a: (notations de (2)) 

P 4;+, > 1 (en fait mCme > 2). (5) 

On pose i ,:=sup{l,<i<rIJi,-,, ,+1<-5+q~+l-q:+1}. On vCrifie 
queI’0na:i,3i0.(0naqj.=q~~+~~t;i,~,+~,~,~+,+,~0(cf.11.4)et(1).) 
On a aussi: t-q:+1 +q:,+I >O. 

Un calcul pas tres dificile prouve que tout Clement de Echo qui admet 
Wp,q comme p-type minimal est sous-quotient de Langlands A partir d’une 
induite par un parabolique, not6 PO = M’A’N, d’une reprbentation 6’ 6 v’ 
de M’A’, od Son a: 

M’A’-GGL(1)x~~~xGL(l)xGL(2)x~~~xGL(2)x0(2(m+q~,+,),2q~,+,) 
-- 

%7-q:+,) (4;+,-4;,+,)(= 2--i,) 

avec S’ le produit tensoriel des representations suivantes: 

l la representation triviale de chaque Z/22 ( 4 GL( 1); Z/22 = K’ n 
GUl ))v 

l des series disc&es sur chaque Sl’(2) ( cs GL(2)) dont les 
parametres de Harish-Chandra sont pq;,+,+, - 1, . . . . ,uqj+, - 1 (et cela les 
determine completement cf. (5)) (si i, = r, cas d’ailleurs de [A], ces 
definitions sont vides). 
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l une sirie discrete sur 0(2(m+q:,+,), 2q:,+1) de 0(2(m+q:,+,) x 
0(2q:, + l)-type minimal paramttre par 

(son parametre de Harish-Chandra est: 

0 Jp;+l, 1, ***, ~-(4:+1-4:,+1)-l,..., LOml T..., -;i,-,;,+,+A. 

On fait un choix de v’ : le produit tensoriel des caracteres suivants: 

. sur 

. sur 

A’nGL(2)x -.. ~GL(2):t~...t~;+,-~;,+,~tf’...t~:-’l , 
%+I-%,+l 

ou pour l<j<r--i, on a zj:= ;in-4;,+,+q:+,-q:,+j-~. 

On note alors Yp,, l’unique sous-quotient de l’induite a partir de ces 
representations contenant le K’-type W,,,. On va avoir besoin dune autre 
caracttrisation de Wp,,90, beaucoup plus simple (mais fausse pour p + q 
grand): 

(5)’ %o,,o est l’unique element de Hcho admettant &,,,, comme K’-type 

minimal et ayant comme caractere infinitesimal: (A,, . . . . Ji,, 0, 1, . . . . 
p0 + q0 - n - 1) oti on a ident@ caracttre infinitesimal et orbite de formes 
lintaires sur UZpo + q” sous lhction de 6, + 4. x Z/2Zro+ 40, agissant par permu- 
tation et changement de signes (c’est I’homorphisme de Harish-Chandra en 
tenant compte de ce que O(2p0, 2q,) n’est pas connexe). 

On pose, pour la demonstration: p : = p. et q : = qo. Pour prouver cela, 
on commence par s’assurer que Wpp,q a le bon caractere infinitesimal, ce qui 
est immediat puisque l’on sait calculer les caractbres intinitesimaux des 
induites. Soit maintenant W’ E Hcho admettant W,,, comme K’-type 
minimal. Tenant compte de ce qui suit (5), on connait deja un bout du 
caractke infinitesimal de W’, plus precisement on sait qu’il est de la 
forme: (AI,...,jip;+,, L...,J,-,;,, 0, l,..., r-qq:+,+q:,, y, ,..., ~7,) 0ti 

u:= W+rq:l+d. E n Ccrivant cela on n’a pas tenu compte .de la 
connaissance du parambtre de Harish-Chandra des series discrbtes des 
differents SL * (2). 

On suppose en plus que le caractere infinitesimal de W’ veritie (5)‘. 
Posons quelques notations: pour tout 1 < j < r - i,, xi : = z - q;+ 1 + q;, + j 
ce qui vaut aussi T - r + iI +i- 1. On a avec cette notation, pour les 
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m&mes valeurs de j: pq;,+, - 1 = -J,-y;,+, + xi. Et on pose encore 
hi : = - 2, -u;l +, et 9 l’ensemble {x,, . . . . x, _ i,, h,, . . . . h, _ i,}. Par definition 
de i,, on a les intgalitts suivantes: 

(!) Xrpi,> ... >Xl>h,> *a. >hrpi, > 0 et il faut remarquer que les xi 
dbcroissent de 1 (quand j diminue de 1) alors que les hi decroissent d’au 
moins 1 (quand j augmente de 1) (cela resulte des definitions). 

On pose, pour l<j<r-i,, aj : = xj + hi. On sait en plus que l’on a: 
pour tout 1 <<j < I - i, , aj (qui est le caractire infinitesimal dune des series 
disc&es de SL* (2) intervenant dans la parametrisation de W’) doit 
s’tcrire sous la forme yj + yi oti yj et yj sont au signe prb des elements de 
g vtriliant en plus le fait que yj- yj donne le parametre continu de la 
representation de GL(2) prolongeant celle de SL’(2) (dont il vient d’&re 
question). Et l’ensemble des 1 yjl, l~$l quand j varie coincide avec 9. On 
suppose, ce qui est loisible que yjayj’. On doit demontrer qu’il existe une 
permutation de (1, . . . . r-i,) notee y telle que l’on ait: 

l<j<r-i,, Yj = xy(j) et Yj’ = hy( j) 

Utilisant (!), on verilie que l’on a: 

a, 2 ... 3a,-i,. 

On verilie que yj et yj doivent &tre positifs; pour yj cela risulte de ce que 
aj > 0 et pour yj’ de l’inegalitt suivante, vraie si J$ < 0: 

On fait j= 1 et on dtduit facilement de (!) que l’on a J$ <x1 (sinon a1 
serait trop petit), yj > h, (sinon aI serait trop grand) et enlin l’existence de 
y( 1). Puis on continue de proche en proche. 

(6) PROPOSITION. Soit -Y une skrie discrPtede Sp(2n) vkrifiant les hypo- 
th&es de (1) et on suppose par symttrie que t : = p - q + q: + 1 - p:+ 1 > 0. 
Onposep,:=p:+,+r et go. * = qi + 1 et rappelons que p - q est fixi. Alors 
*Y- est dans le domaine de difinition de la correspondance de Howe si et 
seulement si p 3 pO, q 3 q0 (ces inbgalites sont t!quivalentes) et son image est 
%$, (dkfini plus haut). 

Le principe de la demonstration est le suivant: on tixe d’abord p, q tres 
grands (verifiant p - q = m) et on note YYL,~ l’image de Y dans la corres- 
pondance de Howe (cf. 111.5). On montre alors que l’on a: 

W”;,4 a W,,, comme K’-type minimal. (7) 

(7) se demontre comme 11.12, a condition de generaliser II.13 a notre cas, 
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en tenant compte que les entiers pi, qi relatifs g V (le K-type minimal de 
Y) ne coincident pas avec ceux relatifs $ W,,,. Mais ici puisque 
inf(p, q) > 24 tous les K’-types de Wit4 sont paramhists par des ClCments 
de la forme (, . . . . )+; (, . . . . )+, en partlculier on ne se trouve jamais dani le 
cas de 11.13(c), et les entiers relatifs B Wp,, ne diffhrent pas trop de ceux 
associks g I/; ceci rend la gknkralisation facile. On sait d’aprks ce qui suit 
(5), quel est le parabolique cuspidal associi: h W&. On note Wb 1’Clkment 
de Hch w2%, 2qo) ayant wPod70 comme 0(2p,) x 0(2q,)-type minimal et mCme 
donntes de Langlands que Wb,, sauf tout ce qui se passe avec les facteurs 
de type CL(l), qui disparaissent. Une gtrkalisation trh facile de III.4 et 
III. lO( 1) (dans la preuve) montrent que Wb est quotient de la reprksenta- 
tion mttaplectique pour la paire Sp(2n), 0(2p,, 2q,). On note Y’ son 
image rtciproque par la correspondance de Howe. Le point dillicile est de 
dkmontrer que: 

l V est un K-type minimal de Y’. (8) 

Admettons (8) pour le moment et terminons la preuve. 11 n’y a qu’un 
ClCment de Hch, ayant V comme K-type minimal (cf. [V,] 5.2 oh dans 
notre cas I est un tore) et done Y’ = 9’“. Avec I.7 on connait le caractkre 
inhittsimal de Wb, il coihcide avec celui de Wm,,O et (5)’ donne l’kgalitt de 
Wb avec Wm,yO. Le reste de la proposition r&&e done de IV.6 et IV.5 

Preuve de (8). On fait, ici p : = po, q : = q. et W : = Wb, W: = W,,,,. 
On sait que West un K’-type minimal de W vtriliant (t)’ et done de degrk 
minimal (cf. 11.3). Ainsi (cf. [H2, 4.1(c)] Y’ contient V comme K-type de 
degrC minimal. On note v’ un K-type minimal de Y’. On paramktrise: 

V++t-,A,, ‘.., A,)+P-q 

(il y a une translation par p - q, par rapport aux notations du dkbuts), 

w+-+ (4, . . . . &;+,, 0, .“9 O), ; (PI, ..., &I+ 

oh pour 1 <j,<q=q:+lAj= -An-i+l, 

V’ c* (A;, . ..) A;) + p - q. 

- - On note pi, iii, r, s les entiers associts h V’ par II.4 et on garde la notation 
pi, qi pour V, Pi, Qi, R pour W. 

Supposons que i, # 0 et regardons le cas oti q, # 0. Ici on a q1 = Q, 
et p1 = P, = 0. Grace g 11.3(B) (pour i= 1) et 1.6, on viritie que l’on doit 
avoir -A:, > -A,. En outre on a -n,+q-p= -&+122. D’oh 
n: +p - q < -2 et (cf. 11.4) nkessairement Y#O. Distinguons encore 
plusieurs cas : 
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q1 = 0; puisque q1 # 0, il faut /i, <A; mais on a une contradiction avec 
11.6.(a) (pour i= 1). 

q1 # 0; si pi # 0, on trouve une contradiction comme dans le cas 
precedent. Ainsi p, = 0, la seule possibilite pour ne pas contredire 11.6(a) 
(pour i= 1) est nh = A,. 

Si p1 # 0, ce qui avec nos hypotheses assure i, # 0, on obtient de la m&me 
faconp,=p, (=l) et /1;=/1,. 

On se ramene maintenant au cas oti i, = 0, i.e. p:+ 1 = 0, q = n = q:+ , . Se 
ramener veut dire qu’on simplifie les notations, mais en fait si on veut 
travailler plus joliment on peut faire une induction cohomologique 
[V,, 6.63 pour Ctre vraiment dans cette situation. 

(9) On commence par verifier que /ii 6 0. Le cas contraire assure que 
r#O. On a soit p1 = 1 et q1 = 0, soit -A; > -A,. L’hypothese i, =O, 
assure entre autre que /i 1 < 0; ainsi le cas q1 = 0 est contradictoire avec 
11.6(a) (pour i= l), si /1, >O. Supposons done que qi#O et done 
-/i; > --A,. I1 est encore clair que cela contredit 11.6, ici on utilise les 
tgalitts /1; = . . =A;, (vide si p1 =0) et /iA-g,+l = ... =/iL. 

On pose i” : = inf{l~i<R~Qi.#O}.0ntiredeII.3(/3)pouri=i”etde 
1.5, grace a (9), que l’on a: 

D’ou nk d A,, . On en dbduit d’abord que J # 0, puis on termine comme en 
(9) mais avec ici la possibilitt (I1 = q, = 1 et .4; = A,. On termine la preuve 
de (8), de proche en proche. 

IV.8. Remarque. Avec les notations de 111.7, le cas oi i, = r est simple 
et il n’y a pas de facteurs en GL(2). Comme l’a remarqut Adams, les repre- 
sentations Wp,q s’expriment tres bien a l’aide du foncteur d’induction coho- 
mologique a partir dun caractere d’une sous-algebre parabolique complexe 
de Sp(2n, C). I1 n’en est deja plus de mCme pour les Wp,q que nous avons 
introduits. Et il me semble, que certaines series disc&es de Sp(2n) peuvent 
avoir comme image dans la correspondance de Howe des representations 
contenant un K’-type “presque gentil” i.e. de la forme (0, . . . . O), ; (1, . . . . 1, 
0 , . . . . O), ce qui est un peu l’oppost du cas de [A]. 

IV.9. Correspondance de Howe pour les shies discr&tes de 0(2p, 2q) ne 
ukrifiant pas (t)‘. Soit W une serie discrete pour 0(2p, 2q), admettant un 
K’-type minimal, note W. On suppose que W ne verilie pas (7)‘. 

Paramttrisons W+-+ (A,, . . . . A,),; (pL1, . . . . P~)~. Comme W ne veritie pas 
(t)‘, on peut par symetrie supposer que l’on a: 

&= -1, d’ou II, = 0. (1) 
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On pose k : = sup{ j 1 A, > O}. On adopte les notations de 11.2. Puisque W 
est une serie discrete, on sait que pour tout 1 < i < r piqi = 0. On en deduit 
qu’il existe i (compris entre 1 et r) tel que qi.+ , = q et qi # 0; si pour cette 
valeur de i on a pi+ 1 ( = pj) > k, on verilie que qi > 1 d’ou en fait pi+ 1 < k. 
On calcule alors aistment les 5 pour j > k et on trouve p - j. Ainsi le 
parametre de Harish-Chandra de W (c’est le (1; fi) de 11.2) est de la forme 
suivante : 

0 1, . . . . x,, p-k + 1 ,..., 0); (i4 > . . . . j&J. (2) 

Comme il est regulier, on a p, asp - k et pour simplifier on va supposer 
que l’on a: 

liiqw-k (c’est equivalent a: pq>2(p-k)), d’ou q = +l. (3) 

Sans l’hypothese (3), on a: 

W est un K’-type de degrt! minimal de %‘-. (4) 

La preuve de (4) est repartee en IV.10. On pose: n, : = p + q + (p-k) et 
on verifie a l’aide de 1.4, que pour tout n 2 n,, W intervient dans les harmo- 
niques; on pose alors V, . . = Y”(W). La paramttrisation de I’, est facile a 
ecrire : 

If,-(A, ,..., &,l,..., 1,o )..) o,-& )..., -p1)+p-q. -- 
VP-k) ” - ng 

(5) 

On note Pi, Qi, R, s les entiers relatifs a V, delinis en 11.4, et pi, qi, r, p’, q’ 
les entiers associb a W par 11.2. On a, puisque W est une strie discrete: 
Vl <i< r, pi+ qi = 1, et p’ = 1, (c’est l’hypothese A, =O), q’=O. Avec 
l’hypothese (3), on obtient : 

R=r+ 1, 1 <i<r, pi=Pi, qi=Qi, Pr+i=l, Q,+,=O, 

s=n-(p+q)=n-n,+p-k. 

Soit Y’ un element de Hch, admettant I’,, comme K-type minimal. 11 est 
facile d’tcrire la partie des don&es de Langlands qui lui sont attachees et 
qui dependent de I’, (cf. F’2, 6 § 5 deja utilist en 111.3). Plus precisement Y’ 
est un sous-quotient de Langlands dune induite a partir dun parabolique, 
note P= MAN, et dune representation 6 @v de MA (prolongee triviale- 
ment a N) oti 6 est une serie discrete de M et v un caracdre de A, dit le 
parametre continu; et on a: 
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l 6 @ v est le produit tensoriel des representations suivantes: 

l (~,Ov,): 

GL(l)x ... xGL(l)~fi,..., t,_(p+g)~ItllZ’...Ifn-(p+q~lZn-‘p+r’ 
x signe(t, ...tp_k)‘+P--g signe(t,-,+l ...f,-p-q)P--4, 

oh Zl, . . . . z”-(p+y) sont des nombres complexes dependant de v et non 
determines par V,. 

l S: la serie discrete de Sp(2(p + q)) de parametre de Harish- 
Chandra (1,) . . . . I,, p - k, . . . . 1, - fi4, . . . . -PI). (Ici on utilise encore 
l’hypotbe (3), pour que S soit bien delinie.) 

Pour n fixi superieur ou &gal a n,, on definit “y^,~ Hch, en disant que Y” 
est l’element de Hch, admettant V, comme K-type minimal et (avec les 
notations precddentes) ayant un parametre continu tel que: 

Vl<j<p-k, zj= j- 1, 

Vp-k<j<n-(p+q), zj = j. 
(6) 

Remarquons qu’il est ici immbdiat que VW0 est l’unique Clement de Hch, 
admettant V, comme K-type minimal et ayant comme caractere inlinitesi- 
ma1 : 

(1 1, -.., Xk,~-k-l,...,0,1il,...,114, l,...,n,-(p+q)(=p-k)) (7) 

(cf. I.7 pour l’identilication d’un caractere infinitesimal). On peut mainte- 
nant tnoncer la proposition suivante: 

PROPOSITION. Soit W une serie discrete ne vtrifiant pas (t)’ et verlj?ant 
(3). Alors on a: 

W’” est dans l’image de la correspondance de Howe si et seulement si 
n > 2p-k + q (= n,) et si cette situation est realisee, W correspond a “y^, 
(defmi en (6)). 

La preuve de cette proposition est symetrique de celle de la proposition 
de IV.7(6). On fixe d’abord n grand tel que W soit dans l’image de la 
correspondance de Howe et on pose YL : = vi,,,,(W). On dtmontrera en 
IV.10, le resultat suivant: 

VL admet V, comme K-type minimal. (8) 

Admettant cela, on a des indications sur 9’“; grace a ce qui precede (6). On 
note Y-b l’tlement de Hch Sp(ZnOj ayant comme U(n,)-type minimal VnO et les 
m&mes donnees de Langlands que YL sauf les n -no derniers facteurs en 
GL( 1). Une generalisation facile de III.4 montre comme en iII.lO( 1) que 
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Yb est quotient de la representation metaplectique et on note W’ son 
image. Tenant compte de (8), comme dans la preuve de la proposition de 
IV.7, il sufIit de demontrer que: 

W’ admet W comme K’-type minimal. (9) 

On reporte la preuve de IV.9(9) en IV.10 et cela termine la demonstration. 

IV.10. Preuue de IV.9(4), (8) ef (9). On commence par la preuve de 
IV.9(4) et (8) qui se fait simultaniment. On lixe n suffisamment grand pour 
que W intervienne dans les harmoniques (i.e., n > no) et pour que W soit 
dans l’image de la correspondance de Howe. On adopte les notations WL, 
w- (A,, . ..) A,, 0, . . . . O)- ; (/Al, . . . . p4)+ de IV.9. On pose ici, Y:= Yc( W), 
Y’ := V-L. 

La preuve consiste a montrer d’abord que V est un K-type de Y’ puis de 
montrer que V en est un K-type minimal; ensuite on sait que V est de degre 
minimal, car il verifie (t) (on a calculi: les entiers qui lui sont associes). 11 
en resulte alors que W est de degre minimal (cf. [Hz, 4.1(c)]). On sait a 
priori (cf. 1.6) que Y’ contient un K-type, note X@detPS4 (ou I”) od 
xc-, (Xl, . ..) x,) est sous-module dun certain produit tensoriel et verifie les 
inegalitts suivantes (cf. 1.6): 

Vl< j<k, o<xj<l”j, (1) 

Vk-c j<2p-k, O<Xj< 1, (2) 

V2p-k-c jdn-q, xj = 0, (3) 

Vn-q<j<n, -CL,-j+1 L Jl <x.<o. (4) 

Onposek’:=sup{jl~~>O}, ~‘:=sup{jlx,~~+~<O). 
Utilisant encore 1.6, on sait maintenant que W contient un K’-type, note 

W’, inclus dans la representation irrtductible de U(2p) x U(2q): 

6 I, .*., xk’, 0 , ..., 0) x (0, . ..) 0, x,-“.+1, . . . . x,). 

On parambtrise W’ c, (Al,, . . . . Ab)Ef; (/A’, , . . . . /A:)~,. Et on a encore les inegali- 
t&s suivantes (cf. 1.6): (ce ne sont pas les meilleures inegalites possibles) 

V16 j<p, c (;lli, - Xj.) < 0, 
l<j'<j 

Ql<j<q, C (Pj'+x,-j'+l))<O. 

lSj'<j 

Grace a 11.3(p), on a pour tout 1~ i < r, 

(5) 

(6) 

(7) 
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De (7), (5) et (6), on obtient: 

Vl Qi<r, c , @j-xj)+ c 
1 GiGP,+, 

,ij<q, , (Pj++x,-j+l)SO. 
1 . ,+ 

Comme il existe i” compris entre 1 et r (au sens large) (cf. IV.9, ce qui suit 
(3)) tel que l’on ait: piO+i = k et q$ + I = q, en utilisant (1) et (4), on 
obtient: 

lj = xj pour tout 1 ,< j < k, 
(8) 

Pji= -xn-j+l pour tout 1 < j < q. 

Au passage, on a aussi montre que l’on a: 

L,l=dj pour tout 1 <j<q et &=pj pour tout l< j<k. 

De [V,, 6.5.9(d)], il resulte alors que A,! =0 pour tout k < j<p (c’est la 
structure tres particulibre des K-types dune strie discrete que l’on utilise 
ici). Ainsi w’ est un K’-type minimal de W. Par unicitt du K’-type dans 
W, on a w’ = W. De plus (cf. 1.5) on a d” V’ > d” w’ = d”(W) et clairement 
(cf. (2) et (8)) on a d”V’6d”W. D’oti l’egalitt d”V’=d”W, tgalitt qui 
force en plus: xi = 1 pour tout k < j < 2p - k, i.e., V’ = V. 

11 faut maintenant demontrer que V est un K-type minimal de Y’. On 
lixe V’ un K-type minimal et de degre minimal de Y’ (cf. IV.2). 

V’ c--f (xi ) . ..) &J+(P-q)* 

On pose ici W’ : = @“(V’) c* (A;, . . . . A;),s; (pi, . . . . ,ub),,. C’est un K’-type de 
W. On va demontrer que w’= W. Remarquons que l’on cherche a 
demontrer que Y” = Y’“‘; or par un calcul de R-groupe, on vtrifie que V est 
l’unique K-type minimal de Yk. Cela justifie le fait que l’on cherche a 
demontrer que w’= W. 

Pour dtmontrer cela, on pro&de comme dans la preuve de IV.7(8) 
obtenant les Cgalites suivantes: 

l<j<k, A;=S, 1 < j<q, /lj’=/lj. (9) 

On obtient ensuite I’tgalitt de w’ et de W en utilisant la structure particu- 
like des K-types des series disc&es (cf. [V,, 6.5.9(e)]). 

Preuve de IV.9(9). On pro&de comme pour prouver IV.7(8); on note 
ici W’ un K/-type minimal de W’. On commence par verifier que West un 
K/-type de W’ ce qui resulte de ce que VnO est un U(n,)-type minimal de 
Yb veriliant (t) et done de degre minimal (cf. 11.6) et de ce que 
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W= @‘(V,,,). On obtient ensuite, dans cette nouvelle situation, les egalites 
(9). Les Cgalites suivantes: 

k-c j<p, 3LJ(=o=3Lj, 

rtsultent de la definition m&me de minimalite, sachant que W est un 
K-type de W’. I1 reste a verifier que E’ = - 1, ce qui resulte de ce que W est 
de degrt minimal (cf. 1.3). 

IV. 11. Conjectures. Commencons par un cas simple: Soit W E HchO. 
On note W un K’-type minimal de W et on suppose que West de la forme 
suivante: 

w- (0, . ..) O)- ; (1, . ..) 1, 0, . ..) O), oil o<w<q. 
w 

On suppose en outre que p > q. Un tel K’-type ne verilie pas (t)‘. On verilie 
aisement que les donnees de Langlands attachtes a W sont un parabolique 
cuspidal P : = M’A’N’ avec: 

9 M’A’=GL(l x m) x O(2q - 2q), 
24 

l une serie discrete de M’ qui est multiple de la representation det 
sur O(2p - 2q), et on note 6’ @ v’ la representation de M’A’ attachte A W. 

On note yI le plus grand entier tel que 6’ @ v’ soit sur y, facteurs du type 

GL(1): tI, . . . . fY,w ltllP-4...ItY,1P--4+y’-1 

(on a: y, < (1 + n)(q - w) + w). (1) 

CONJECTURE 1. n(^lY-)=p+q+p-q+y, (= 2p+y,) et pour tout 
n > 2p + y,, l’image rtciproque de YT par la correspondance de Howe, notee 
V, a pour K-type minimal: 

V++(l, . ..) 1, 0, . ..) 0, -1, *.., -l)+p-q, 
--- z+ 20 Z- 

ouz, := 2p+y,-((l+n)(q-w)+w), 

zo :=2p-y,+(l+l)(q-w)+w-y, et zz:=y,. Ainsi V est sous- 
quotient de Langlands a partir d’un parabolique cuspidal dont la classe de 
conjugaison de ses sous-groupes de Levi est isomorphe a: 

oii z2:=y, et z,=n-p+q-2y,. 
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On note 6 @I v la representation attachee a V et on a: 
6 0 v est le produit tensoriel des representations suivantes: 

. sur n - 2p - y, facteurs de type GL( 1): t, , . . . . t, _ zp--y, H 
n _ _ It.IP-Y+Yl+j 

l&J<n 2P Y, J signe tPey 
J ’ 

. sur 2q - y, facteurs de type GL( 1) le caractere defini par 6’ @ v’ sur 
les 2q - y1 facteurs qui n’interviennent pas en (I), 

. sur p - q facteurs de type GL(l) le caracttre: t, , . . . . tp- y H 
nlGjGp-4 Itjlj-’ signe tj+pe4, 

. sur les facteurs de type GL(2), le produit tensoriel des series 
disc&es de parametre de Harish-Chandra 1 et de caractere central 
2(p-q+j- l)+ 1 (quand j varie de 1 ci p-q), 

l la serie discrete de parametre de Harish-Chandra: (p - q, . . . . 1) sur 
SP(2P - 29). 

Un cas particulier de cette conjecture est le cas ou W est le caractere non 
trivial de 0(2p, 2q), note det. Dans ce cas il est facile de verifier que 
n(w) = 2p + 29: W ayant un unique K’-type, l’a necessairement en degre 
minimal et on obtient n(w) B 2p + 29; supposant n = 2p + 29, on construit 
une application de la representation mttaplectique dans un modtle de 
Schrodinger sur la representation det g&e a l’optrateur: f t+ d(f )(0) 01-71 
A est le determinant de la matrice (a/a(x_i~yi)),~i,j~2p,2, avec (xei) 
une base de l’espace Lagrangien de l’espace symplectique et ( yj) une base 
de l’espace orthogonal. Dans ce cas on verilie done facilement la premiere 
partie de la conjecture, i.e., le calcul de V, mais par contre celui du carac- 
t&-e continu de l’image reciproque de det par la correspondance de Howe 
est plus difftcile et je ne l’ai pas fait. Remarquons que si la conjecture pour 
W : = det est vraie, elle lest pour “presque tous” les elements de Hcha du 
type consider6 (i.e. le parametre continu gentrique hormis les conditions 
impodes). 

Plus gtneralement, soit W” E Hch, et supposons que W ne virifie pas 
(t)‘. Soit W un K’-type minimal de W. On parametrise W++ (I,, . . . . A,),; 
(P i, . . . . p4),, et on pose k : = sup { j 1 dj > O}. On adopte les notations de 11.2 
relativement a W. Par symetrie on suppose que E = -1 et done k < p:, , 
(car W ne verifie pas (t)‘). Avec cette hypothise: 

CONJECTURE 2. Si k = p:, 1, on note no le plus petit entier tel que 
W@det vkrifie (*)’ (cf: 111.1) et on a n(w)=p+q+n”, n(W@det)=n”. 
On pourrait alors decrire l’image reciproque de w par la correspondance de 
Howe des que n > n( YT) de fagon tres similaire a la conjecture 1 (avec ici 
y, :=p+q-n”). 

CONJECTURE 3. On suppose ici que n 2 n(w) et on note Y l’t%ment de 
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Hch, correspondant ci W. On note aussi H(K’),+, la composante isotypique 
de H( K’), les harmoniques pour K’ (cjI [H 1]), alors V admet comme K-type 
minimal un sow-K-module irrkductible de H(K’),. 

La conjecture 3a une version symktrique en remplaqant 0(2p, 2q) par 
Sp(2n). Mais alors que j’ai un candidat pour prkiser le K-type minimal 
dans la conjecture 3 (il est un peu technique A Ccrire) et done pour n(W) et 
dkrire V”, je n’en ai pas dans la version symttrique. 
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