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This paper is devoted to the proof of certain results on conditional diffusions. By
using the Malliavin calculus of variations, it is shown that, under minimal
conditions on the vectors fields which define a two component diffusion (x,, z,) and
their Lie brackets, a.s., for any 7> 0, the conditional law of x, (¢ > 0), given
“#(z;,5< T) has a C* density.

L’objet de cet article est de démontrer des résultats sur la structure des
diffusions conditionnelles.
Considérons le systéme d’équations différentielles stochastiques:

m d
dx=Xox, 2)dt + 3 X((x, z)dw' + N\ X(x, 2)(dW + P(x, 2) dt),
i=1 ji=1
x(O) =Xy,
d o (0.1)
dz=Zy(z)dt+ N Z(z)@W + F(x, z) dt),

-

j=1

2(0) = z,,

ot w=(w'-.-w") et w=(#W,.,#w) sont des mouvements browniens
indépendants, ot Xy(x, 2),-.., X, (x,2)s X,(x,2) -+ Xy(x,2), Zo(2) -+ Zy(2)
sont des champs de vecteurs suffisamment réguliers et /'(x, z) --- I(x, z) sont
des fonctions suffisamment réguliéres.
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Dans (0.1), x, € R" représente I’état du systéme, et z, € R” est I'obser-
vation.

En utilisant les désintégrations réguliéres de mesures de Schwartz [17], on
sait qu’il est possible de construire un processus continu 75 a valeurs dans
’espace IT" des mesures de probabilité sur (R *; R") tel que pour tout 7, 5
est la loi conditionnelle de x relativement a la tribu . #(z,,s < T)"*.

Dans cet article, nous allons chercher a réaliser certains objectifs enonces
dans le livre de Stratonovitch |22], en étudiant aussi complétement que
possible le processus 7%. Les principales questions auxquelles nous
répondrons sont les suivantes:

1. Etude de la régularité des lois de x, pour la mesure v

Pour une diffusion classique, on dispose en principle de trois techniques
pour étudier la régularité de la solution fondamentale de Péquation de
Fokker—Planck associée:

(a) Dans le cas elliptique, on peut utiliser les résultats classiques sur
les équations aux dérivées partielles elliptiques du second ordre et leurs
extensions analytiques et probabilistes (voir par exemple Stroock et
Varadhan [24]).

(b) Dans le cas hypoelliptique, on peut aussi utiliser le Théoréme de
Hormander {11]| qui donne des conditions de rang sur les vecteurs engen-
drant la diffusion et leurs crochets de Lie pour que la solution fondamentale
soit réguliére.

(c) Dans le cas hypoelliptique, les techniques de calcul des variations
stochastique développées par Malliavin dans deux articles fondamentaux [14,
15] donnent une autre technique pour résoudre le probleme de régularité
sous les hypothéses de (b).

Dans [18, 19], Michel a utilisé la présentation de Stroock [23] du calcul
de Malliavin pour obtenir des conditions sous lesquelles p.s., pour tout 7, la
loi de x, pour 7} est donnée par une densité suffisamment réguliere. On
considére en effet opérateur d’Ornstein—Uhlenbeck 7 qui opére comme
opérateur auto-adjoint sur l’espace des variables aléatoires de carré
intégrable qui sont w-mesurables et on I’étend comme opérateur auto-adjoint
a l'espace L, tout entier. La difficulté technique essentielle est alors de
montrer que certaines intégrales stochastiques relativement a W sont dans le
domaine de (7. On obtient alors dans |18, 19] une formule d’intégration par
parties conditionnelle.

Une approche différente du calcul de Malliavin a été proposée par Bismut
dans [4, 5]. Elle repose essentiellement sur une utilisation adéquate de la
formule de Girsanov [24] qui permet d’obtenir de maniére directe les
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formules d’intégration par parties. Cette technique est étroitement liée a des
résultats de représentation de martingales de Haussmann [10].

Dans les sections 1 et 2 de ce travail, on utilise les techniques de Bismut
[4, 5] pour obtenir une formule d’intégration par parties conditionnelle et des
résultats de régularité pour les lois de x, pour 3. Cette formule s’obtient
comme une conséquence immeédiate de la formule générale d’intégration par
parties non conditionnelle, 'observation apparaissant comme un paramétre
fixé pendant tout le calcul.

En utilisant un résultat de Malliavin [15] et Ikeda et Watanabe |12] sous
une forme un peu modifiée, on montre en particulier au Théoréme 2.13 que si
le sous-espace vectoriel de [R" engendré par (X,(xg,Zz,), 0) -+ (X,,(xX45 20) 0)
et tous les crochets de Lie au point (x,,z,) de (X,,0)---(X,,0),
(X,,Z,)--- (X;,Z,) ou apparait au moins une fois I'un des champs
(X,,0)--- (X,,,0) est égal a R" tout entier, alors p.s., pour tout 7> 0, ¢ > 0,
la loi de x, pour 77 est de la forme g; (x)dx ou g; ;(x) est continue en
(¢, T, x), C* en x a dérivées en x continues en (z, T, x).

La condition donnée est probablement la “meilleure.” En effet dans le
cas—sans intérét “pratique”—ou ['=.../"=0 et ou les filtrations
engendrées par z et W sont identiques, conditionner par z, (0 s < T) revient
a geler w, (0<s<T)etz, (05« T). Heuristiquement x, est alors une
diffusion généralisée (ce n’est en général pas une semi-martingale!); le “drift”
est Xo(x,z)+ Y9 , X(x,2)(dW//dt) et le terme de diffusion s’écrit

" Xx, z)dw'. On voit alors que la condition est une extension
“naturelle” de I'hypothése de Hérmander [11] pour le cas non conditionné.

Pour mieux comprendre la nature probabiliste du résultat, considérons le
systtme (0.1) avec X, =X, - =X, =0, ['=0 ... ["=0. En utilisant les
résultats de Malliavin [14] et Bismut [1-3}, si & est la trajectoire de W, on
peut associer a ce systéme un flot continu de difféeomorphismes y (3, ). Si
¥, =(x,,z,) est solution de (0.1), on montre, en utilisant la formule de Ito et
Stratanovitch généralisée de Bismut |1-3] que si j, =y, (&, y,), alors J, est
une diffusion telle que

di = (y} U@, ) Y,)(7,) dw' 0.2)
F0)= (x5, 2,), o0 Y, =(X,,0), 1<i<m. '
En fixant @, on obtient ainsi une équation différentielle stochastique
classique ou le seul aléa est w = (w.).

(a) Dans le cas partiellement elliptique, i.e., si X,(xq, z) -+ X,,(Xg> 2¢)
engendrent tout R”, on peut appliquer a (0.2) les résultats de Malliavin [15]
ou des résultats classiques sur les équations elliptiques pour obtenir un
résultat du type du Théoréme 2.13 dans le cas ou I' = ... [“=0.

(b) Dans le cas général ou I’hypothése du Théoréme 2.13 est vérifiée,
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la dépendance en ¢ des champs (™ '(@,.Y;)) est essentielle, et la structure
probabiliste de I'observation z devient cruciale. On ne peut donc plus utiliser
de résultats “classiques” méme dans le cas ot /' = .-- =9 = 0!

Notons que si les champs

(Fo?)

commutent, la construction du flot w.(@,.) devient essentiellement non
probabiliste par les résultats de Doss [8] et Sussmann [25], et la formule
(0.2) est aussi de caractére non probabiliste (voir Davis [6], Eliott et
Kohlmann [9]).

Dans |20, 21] Pardoux a utilisé des équations aux dérivées partielles
stochastiques pour étudier le probleme de régularité des lois conditionnelles.
Il étudie en effet dans le cas partiellement elliptique ’équation du filtrage, qui
est une équation aux dérivées partielles stochastique. La partie stochastique
de 'équation est traitée comme une perturbation du premier ordre dans une
équation parabolique en temps et elliptique en espace. Quand la loi d’entree
de x a une densité, il montre que la loi de x, pour 75 est suffisamment
réguliere. Pour étudier la loi de x, (0 < ¢ < T) pour 77, il résoud une équation
différentielle stochastique backward [21] et montre que pour tout T, p.s. la
loi de x, pour 75 a une densité réguliere. Nous améliorons donc les résultats
de Pardoux sur trois points.

(a) Nous n’avons pas d’hypothése d’ellipticité partielle.
(b) Nous n’imposons aucune condition sur la loi d’entrée de x.
(c) Nous pouvons travailler p.s. simultanément en (¢, T).

Notons enfin que, méme dans le formalisme de Pardoux [20, 21}, la
théorie des flots nous permet de nous ramener a des équations aux dérivéees
partielles ordinaires (voir la section 4).

2. Structure des lois %

En supposant pour simplifier que d = p et que Z,(z) --- Z,(z) engendrent
R4 en tout point z € R? on montre au Théoréme 3.13 que p.s., pour tout
T >0, la loi pour 7% de x, (s < T) est la loi d’'un processus de Markov fort
non homogéne. Plus exactement on montre que p.s., pour tout 7> 0, la loi
pour 7% du processus g, (&, y,) (t < T) est une diffusion Markovienne non
homogéne, dont la loi est équivalente a la loi de la diffusion (0.2), et dont on
calcule explicitement le générateur infinitésimal. Notons que la flot v, (@, .)
est naturellement connu pour ¢ < T quand on conditionne par .#(z,,s < T).

La technique utilisée consiste essentiellement a établir une formule d’in-
tégration par parties dans une densité de Girsanov basée sur la formule de
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changement de variables de Bismut [1-3] et a représenter cette densité de
Girsanov en temps que martingale conditionnelle.

Notons que dans |20, 21], pour résoudre le probléme du lissage, Pardoux
a construit, sous des conditions d’ellipticité partielle et en imposant que x ait
une loi d’entrée ayant une densité, une équation aux dérivées partielles
backward. Ici, en utilisant la théorie des flots, nous n’avons besoin d’aucune
hypothése puisque la fonction cherchée est construite directement.

3. Equations aux dérivées partielles du filtrage

Sous les conditions du Théoréme 2.13, on sait que p.s., pour tout 7> 0, la
loi de x, est de la forme g3(x) dx, ou g7(x) est continue en (7, x), C* en x et
a dérivées continues en (7, x). On montre alors que la loi non normalisée de
w7 (@, y;) pour 75 est solution d’une équation aux dérivées partielles. Sous
les hypothéses du théoréme 2.13, il n’est en général pas possible de montrer
par des techniques “classiques” d’équations aux dérivées partielles qu’elle a
effectivement des solutions réguliéres, puisque la dépendance en temps des
coefficients de cette équation est trés “irréguliére.” Ceci n'est possible que
dans le cas “partiellement elliptique,” ou on peut alors appliquer Ies
techniques de Pardoux [20]. Il semble que la encore, les méthodes de calcul
des variations puissent seules fournir les résultats souhaités.

L’article est divisé en quatre sections. Dans la section 1, on examine le
probléme d’existence et de régularité des lois conditionnelles dans le cas ou
{=0. Dans la section 2, on examine le méme processus dans le cas ou / est
quelconque, et on construit le processus de prédiction z7.. Dans la Section 3,
on calcule la structure du processus de prédiction a partir de certains
probléemes de martingale. Enfin dans la section 4, on calcule I’équation du
filtrage.

Les résultats donnés ici ont été annoncés dans [28].

1. DIFFUSIONS CONDITIONNELLES ET MOUVEMENT BROWNIEN

Dans cette section, on va considérer le systéme (0.1) avec /' = ... ["=0 et
démontrer des résultats de régularité des lois conditionnelles de x
relativement aux tribus .#(z,, s < T). Naturellement, du point de vue de la
théorie du filtrage, il s’agit d’un cas “trivial.” Les techniques développées
dans cette section nous seront toutefois trés utiles dans la Section 2, ou /
n’est pas nécessairement nul.

Dans la paragraphe (a), on définit les principales hypothéses et notations.
En (b) on construit les flots de diffefomorphismes dont nous nous servirons
dans la suite et on énonce un résultat de factorisation de la diffusion (0.1)
qui permet de traiter convenablement le probléme du conditionnement. Dans
le paragraphe (c) on montre rapidement I’existence de densités pour les lois
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conditionnelles sous des hypothéses d’ellipticité partielle en x du systéme
(0.1). Au paragraphe (d) en suivant Bismut {4], on montre une formule d’in-
tégration par parties conditionnelle, qui explicite les résultats de Michel [18,
19]. En (¢) on montre lexistence de densités conditionnelles sous des
hypothéses d’hypoellipticité partielle, qui font intervenir les crochets de Lie
des champs de vecteurs apparaissant dans (0.1). Enfin en (f), on montre des
résultats de régularité sous le méme type d’hypothése.

(a) Hypothéses et notations

On note Q2 (resp. ) I'espace Z(R*; R™) (resp. #(R*; R9)). Un point de
2 (resp. ) est noté w (resp. &) et sa trajectoire est notée w, = (W) ooy W)
(resp. W, = (W} ..., W)).

On désigne par P (resp. P) la mesure Brownienne sur £ (resp. ) avec
P(w,=0)=1 (resp. P(W,=0)=1).

Si X, est un processus stochastique défini sur I'un quelconque des espaces
de probabilité considérés, #y est la tribu .2(X,, s <1). {Z},},5, désigne la
régularisation a droite de la filtration {#}},,,., ie.,

F = () 5~

t'>t

On note {.# [ *},,, la filtration {.#{, },,, complétée par les négligeables de
.#* relativement a la mesure de probabilité qu’on considére. Pour toutes ces
opérations, on se référera a Dellacherie et Meyer [7].

Si X, est une semi-martingale continue définie sur un espace de probabilité
filtré, 0.X, désigne sa différentielle au sens de Ito, (i.e., sa différentielle au sens
de la théorie classique des intégrales stochastiques (voir Meyer [16]) et dX,
sa différentielle au sens de Stratonovitch (|16, p. 354]).

Dans toute la suite on considérera que R” et R? sont canoniquement
plongés dans R™ X R?. n' et n* désignent les opérateurs de projection de
k" X R? sur R" et sur R?,

Xo (X, 2)emes Xy, 2), X((x, 2) -+ X (x, 2) désignent m +d+ 1 champs de
vecteurs deéfinis sur R” X R? a valeurs dans R" qu’on suppose C*®, bornés a
dérivées de tous les ordres bornées. Z(z), Z,(z),..., Z,(z) sont d + 1 champs
de vecteurs définis sur R” a valeurs dans R?, C® bornés a dérivees de tous
les ordres bornées.

On définit les champs de vecteurs Y (x, z) -+ Y, (x, 2), ¥,(x, 2) --- ¥ (x, 2),
définis sur R" X R? a valeurs dans R X R par les formules

Yo(x, z) = (X;(:z’z;) ), Y, = (Xk(g’ ?) ) , 1<k m,

- (1.1)
Xk(x’z)> 1<k<d.

ﬂ“”z(zw>
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(b) Equations différentielles stochastiques et flots

Sur ({,P) muni de sa filtration canonique {#! },,,, on considére
’équation différentielle stochastique

dz = Zy(z) dt + Z)(z) dW/,

1.2
z(0) = z, (12)
ou z, est donné dans R?. (1.2) a clairement une solution essentiellement

unique.
On a alors le résultat de [1, 3]:

THEOREME 1.1. Il existe une application hf(®d,z,) définie sur
O X RY X R? d valeurs dans R? ayant les propriétés suivantes:

(a) Pour tout (t,z,) E R* X R?, h(d, z,) est B%*-mesurable

(b) P ps., h(®,.) est une famille de difféomorphismes C* de R? sur
R?, dépendant continiiment de t € R* pour la topologie de la convergence
compacte Cg .

(c) Pour tout z, € R?, h(d, z,) est la solution essentiellement unique
de Péquation différentielle stochastique (1.2).

Preuve. C’est le théoréme 1-2.1 de [1] (voir aussi [2] et [3]).
On va maintenant construire deux flots au dessus du flot #,(c, .) en agran-
dissant Pespace d’états et ’espace de probabilité.

Sur (&, P) muni de la filtration canonique {%},},,, on considére
’équation différentielle stochastique

dx = Xy(x, z) dt + X(x, z) dw’,

x(0) = x,,
g (1.3)
dz =Zy(z)dt + Z(z) dw’,
z(0) =z,
ou (x,, z,) est donné dans R" X R¥. (1.3) sécrit aussi
d .
dy=Y,(»)dt+ Y Yy(y)aw,
j=1 (1.4)

Y(0) = (x, zo)-
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De méme, sur (22 X 2, P® P) muni de la filtration canonique {#}:"},,,,
on considére I’équation différentielle stochastique

dx = X,(x, z) dt + X(x, z) dw' + X (x, z) dW,

X(O) = Xg> ‘
. (1.5)
dz =Zy(z)dt + Z(z) dW’,
z(0) =z,
qui s’écrit aussi
" . d .
dy=Yy(»)dt+ Y Y (y)aw + 3 T(p)dw,
iz1 i=1 (1.6)

Y(0) = (x5 o).

On peut naturellement appliquer le Théoréme 1.1 aux systéemes (1.3) et
(1.5). On va toutefois le préciser, dans la mesure ou les flots associés sont
des relévements du flot A.(&, .).

On a en effet

THEOREME 1.2. Il existe une application y(@,xy,2,) (resp.
o, B, x4, 2,)) définie sur QXR*T X R"XRP (resp.  X2XR* X
R™"x R*) a valeurs dans R"™ X R? telle que

(@) pour tout (txy,2z) ERT XR"X R’ w(d,x,2,) (resp.
0w, B, x4, 2,)) est By X-mesurable (resp. F}:"*-measurable).

(b) P ps. (resp. P® P p.s.) w/(d,.) (resp. o w, d,.)) est une famille
de difféomorphismes C* de R"™ X R? sur R" X R?, dépendant continiiment de
tE€ R pour la topologie de la convergence compacte Cy.

() Pp.s. (resp. P® P p.s.), pour tout (t,x4,2,) ER* X R"X R? on a
T @, Xor 29) = hi(@, 20} (17)
resp.
720 (W, @, Xy, 24) = R (B, z,). (1.8)
(d) Pour tout (x,,z,) € R" X R?, w/(®D, X4, zo) (resp. 9w, &, x4, 2,))
est la solution essentiellement unique de P'équation différentielle stochastique

(1.4) (resp. (1.6)).

Preuve. Les points (a), (b) et (d) sont des conséquences immédiates du
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Théoreme 1.1 appliqué aux systemes (1.4) et (1.6). De plus, du point (d), on
tire que pour tout (x,, z,), on a

T2 (@, Xos 2o) = B (D, 2,) P ps. pour tER", (1.9)
resp.
n*o(w, @, X, 2) = h(@, zy) P ® Pps. pour tout € R*. (1.10)

De la continuité p.s. des deux membres de (1.9) (resp. (1.10)) en (¢, x4, z,).
on tire bien le point (c).

On suppose désormais que sur I’ensemble négligeable de £2 ou le point (b)
du Théoréme 1.1 n’est pas vérifié, on pose pour tout (¢, z,) € R+ X R”?

h (@, z,) = z, (1.11)

de telle sorte que la propriété (b) du Théoreme 1.1 est vérifiée pour tout
o€ Q.

On fait de méme pour y.(&, .) et ¢.(w, &, .), en imposant de plus que pour
tout @ € 2 (resp. (w, &) € 2 X 2), on ait pour tout (x,, z,) € R" X R? (1.7)
(resp. (1.8)).

Remarquons alors que pour tout @& € £ (resp. tout (w, @) € 2 X 2), pour
tERY, yo € R" X R?, (9, /oy)(d, o) (resp. (99,/0y)(w, &, y,)) applique R"
dans R”", ce qui traduit le fait que ’équation donnant z ne contient pas x. De
plus, pour tout (w,B3)E QX et tout tER™, (x,,2z,) ER"XR”, on a
clairement

”ZWt_l((Ds 9w, @, Xy, 2)) = 2. (1.12)

DEFINITION 1.3.  Si f est un difféeomorphisme de R" X R” et si T(y) est
un champ de vecteurs a valeurs dans R" X R?, (f*~'T)(y) est le champ de
vecteurs défini par

.1 o !
*TNy)= 5;()’) T(/(»)- (1.13)

Notons alors que pour tout & €2, t€ R*, (w* (@, )Y )(») (1 <i<m)
est un champ de vecteurs défini sur R” X [R? a valeurs dans R”, i.e., toutes
ses composantes suivant R” sont nulles.

On a alors le résultat de factorisation suivant:

THEOREME 1.4. Sur (2x 2, P® P) muni de la filtration canonique
{ #1* Y50, POUr tout yo € R* X R?, le processus

Y=V, l(dj, o w, @, y,)) (1.14)
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est une semi-martingale continue qui est la solution unique de Téquation
différentielle stochastique de Stratonovitch

dy =y}, .) Y(F)dw',

1.15).
¥(0) =y, (12
qui s’écrit aussi
=N L @ ) P Y e
g 2 = oy ) AP A
+ yE (@, ) Y(F) ow', (1.16)

7(0) = y,.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme 4.1 de {3] (voir aussi [2]) & la
semi-martingale continue ¢,(w, @, X,, z,) et au flot v (@, .).

Remarque 1. La nullit¢ des composantes des champs yw* '(a@,.)Y,;
(1 i< m) suivant R” est trivialement liée a la relation (1.12).

On va maintenant montrer que pour résoudre ’équation différentielle
stochastique (1.15) (ou sa forme équivalente (1.16)), on peut effectivement
fixer @ € & et résoudre (1.15) sur Q.

On a en effet

<

LEMME 1.5. Soit H/(w,®) un processus défini sur 2 x 3 xR* d
valeurs dans R™, qu’on suppose prévisible et localement borné relativement a
la filtration { %} ® £%),,. Alors il existe une fonction universellement
mesurable J sur 2 X @ X R* d valeurs dans R telle que pour toute mesure
de probabilité Q sur 2 X  pour laquelle w est une semi-martingale continue
(relativement & la famille de tribus {(Z} ® B%). }i50) Jdw, B) est une
version p.s. continue de lintégrale stochastique [% H (w, @) éw,.

Preuve. C’est le théoréme dans Doléans-Dade [26, p. 144] (voir aussi
Meyer [27]). §

Par le lemme 1.5, on va maintenant préciser I’énoncé du Théoréme 1.4. On

a en effet:

THEOREME 1.6. Pour tout y, € R" X R?, si j, est le processus donné par

%?W: l(dja 9w, @, x4, 2,)) (1.17)

580/44/2-5
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alors P p.s., j, est la solution essentiellement unique sur (22, P) muni de la
Siltration canonique {%"*},., de Péquation différentielle stochastique

df, = W;k_l(dj’ ) Yi()jz) dwi»

(1.18)
»0) =y,
qui s’écrit aussi:
I 1y _ iy~ _
dyl:_ z A [W;k l(w’ ) Yj(yt)”'//;k l(w’ ) Yj(yr)]kdt
2 j=1 oy
+VETN@, ) Y(,) o' (1.19)

Vo= Yo

Preuve. Par |7, IV, T 78], on peut modifier, a une indistinguabilité prés,
le processus j(w,d) sur 2 x 2 de telle sorte qu’il soit prévisible
relativement a la famille de tribus {3,“’"&},”. Alors, pour tout & € 2, la
mesure P® & est telle que w, est une semi-martingale relativement a la
famille de tribus { %} ® ﬂi}oo. En appliquant le lemme 1.5, on en déduit
que P p.s. Pintégrale stochastique [, y*~'Y(7,) dw' est un représentant de
I'intégrale stochastique

[ (@) ¥i(5) ow
0

calculée sur 2 en fixant & € 2. Or, pour w € & fixé, 'équation différentielle
stochastique (1.19) a au plus une solution au sens de l'unicité essentielle. Le
théoréme en résulte.

Remarque 2. Du théoréme 1.6, on déduit en particulier que P p.s., le
probléme des martingales au sens de Stroock et Varadhan [24] associé a
’opérateur différentiel du second ordre:

d
Lh=2 Y W@ ) VI (120)

est bien posé au sens de [24], i.e., a une seule solution pour chaque condition
initiale (x,, z,). Les informations qu'on posséde |1, 2] sur la croissance 4
Pinfini des coefficients de (1.20) sont insuffisantes pour donner un caractére
trivial a la non explosion de ces diffusions.

(c) Le cas partiellement elliptique: existence de densités conditionnelles

On fait tout d’abord I’hypothése simplificatrice suivante:
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HI: la projection sur R" des supports dans R" X R? de X (x, z) --- X,(x, z)
est bornée en norme par M.

Soit K tel que pour tout (x, z), on ait || X,(x, z)|| < K. Alors il est clair que
pour tout 7> 0, si ||x,|| > M + KT, pour t < T, y (@, Xy, z,) est donné par la
solution de I’équation différentielle stochastique

dx = X,(x, z) dt,

x(0) = x,,
) (1.21)
dz = Zy(z) dt + Z;(z) dw’,
z(0) = z,,

'y (@, Xy, 2,) est donc donné par la solution d’une équation différentielle
ordinaire (qui dépend aussi de la variable z). Pour ¢ T, || x,|| > M + KT,

ow, . -1
[a—x‘ (@, %o, zo)]

qui est une application linéaire de R” dand R", puisque 1’équation donnant z
puisq q

ne dépend pas de x) est donné par la solution R, de I’équation différentielle
ordinaire:

ox,
I L
(1.22)

R(0) = I,,.

On déduit de (1.22) que pour ¢t < T, ||x,|| > M + KT,
ow, . -t
[7’; (w’ Xos Zo)]

est uniformément borné. Par continuité, on en déduit que P p.s., pour tout
T>0,

oy, . -1
[@_xt (&, x5 Zo)]

est uniformément borné pour (4, x,) € [0, T] X R". On a le méme résultat
pour les dérivées

"y,

P (D, Xq, Zo)-
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On peut naturellement supposer ces propriétés vérifiées pour tout .
Considérons alors ’équation différentielle stochastique (1.19) (pour {(x,, z4)
donné). Si j, = (%,, Z,), avec %, a valeurs dans R" et Z, a valeurs dans R, on
sait par (1.12) et la remarque 1 que zZ, = z,. Donc, on a

_ 1 0 Cm _ iy _
dx:;za—_ wE N @, ) Yi(E 2o) ] [wf (@, ) YK, o))" dt
70Xk

P E U@, ) Yi(E z,) oW, (1.23)
x(0)=x

Or par le raisonnement précédent P p.s. w* (@, .) Y;(X, z,) et leurs dérivées
en % sont uniformément bornés pour (¢, %) € [0, T] X R". Donc £ p.s.,
’équation différentielle stochastique (1.23) a une solution sur (£, P) pour
tout (x,, z,), sans qu’il soit nécessaire d’invoquer un argument probabiliste
au sens de la remarque 2. Pour @& € § fixé, 'équation (1.23) est maintenant
une équation différentielle stochastique classique.

On fait aussi une second hypothése simplificatrice:

H2: p=d, et de plus pour tout z € R?, les vecteurs Z,(z) --- Z,(z)
engendrent R,

L’hypothése H 2 garantit que dans I’équation (1.5), les (filtrations
(convenablement complétées) engendrées par w et par z sont identiques.
On fait enfin une troisiéme hypothése, qui joue un réle essentiel, sur

(x05 Z9):
H 3: (x,, z,) est tel que X,(xq, Zo).... Xn(X, Zo) engendrent K"

On a alors le résultat suivant:

THEOREME 1.7. Sous les hypothéses H1, H2, H3, si (x,,y,) est la
solution de Péquation différentielle stochastique (1.5), alors pour tout T > Q,
P ps., pour tout t (0 <t<T), la loi conditionnelle de x, relativement a la
tribu ., est de la forme p®(x) dx, o p®(x) est une fonction P p.s. continue
sur |0, T] X R" @ valeurs dans R, C® en x d dérivées de tous ordres en x
continues sur |0, T] X R",

Preuve. Grace a H2, on sait que les filtrations engendrées par z et W sont
identiques. Dans I’énoncé du théoréme on peut remplacer %% par #%. Or si
@ € £ est donné, par application des résultats de Malliavin [14, 15] sur les
équations différentielles stochastiques elliptiques (voir aussi Ikeda et
Watanabe |[12]) on sait que pour tout ¢ > 0, la loi de ¥, (qui est défini par
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Péquation (1.23)) est donnée par g®(x)dx, ou g®(x) est une fonction
continue sur |0, 7| X R", C® en x a dérivées de tous ordres en x continues
sur [0, T| X R". Comme x,=n'y (&, %,, z,) et comme 7'y (d, -, z,) est un
flot continu de difféomorphismes de R"R’, le théoréme est bien
démontré.

Remarque 3. Sous les hypothéses H 1, H2 et H 3 on s’est ramené a un
résultat classique sur les équations différentielles stochastiques elliptiques.
Notons que dans ce cas, au lieu d’invoquer le résultat de Malliavin |14, 15],
on peut utiliser des résultats bien connus sur les équations aux dérivees
partielles elliptiques.

Par ailleurs la méthode du théoréme 1.7 ne sera pas directement utilisable
dans le cas hypoelliptique, puisque dans ce cas [4], la dépendance en ¢ des
champs y}~'(&,.)Y; joue un réle fondamental, et que pour & donné, les
champs (v~ (@, .) Y;)(y) sont trés irréguliers en 7. On va donc étre amené a
utiliser une autre méthode dans le cas général, qui va étre d’établir une
formule d’intégration par parties partielle généralisant Malliavin [14] et
Bismut [4]. Cette formule a été utilisée par Michel dans [19].

(d) Intégration par parties partielle

On va tout d’abord énoncer un résultat qui est une conséquence directe de
Haussmann [10] et Bismut [4].

Soit y, = (xy,25) ER"X R? fixé. T est un réel >0. Rappelons tout
d’abord que, par un résultat classique (voir |1, théoréme 1.2.1]), on sait que,
pour tout y, € R"” X R? et tout m,

o ~
?y't‘ (w’ w, yo)

b

su
0<tLT

o . -1
[3—; (@ &, yo)]

su 90 (w0, @, v)
OQIET aym ) ,.Vo

’

sup
0T

sont dans tous les L, (1< p<+o00). h designe alors une application
continue bornée sur #([0, T]; R" X R?) a valeurs dans T R" (qu'on peut
identifier a R™!), fortement différentiable et uniformément Lipschitzienne, ou
encore a dérivée uniformément bornée. Si y € Z([0, T]; R" X R?), la
différentielle dh(y) peut étre identifiée & une mesure dv*(¢) sur [0,7] a
valeurs dans R” ® (R" X R?)

v € Z([0, T]; R" X R?) - dh(»)(v) = j{ | A (H)(v,). (1.24)

Du point de vue géométrique, dv’(¢) peut étre identifié a une application
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linéaire généralisée de 7, (R" X R”) dans T¥R" En particulier, si
[€T, . (R"xRP?), on définit 'action de [§ ¢ ~' dv*() sur [ par

X020

[ oz vl = ar@erne 5,6

Notons que grace a (1.8), P® P p.s., pour tout (¢, y,) € R* X (R" X R?),
comme les composantes suivant R” de Y, --- Y, sont nulles, les composantes
suivant R? de @F 'Y,...9F¥"'Y, sont nulles, ou encore
@¥~'Y, ... ¥~ 'Y, sont a valeurs dans R".

SilETE . 5.,0R"), on note 9~ '(w, @, y,)! la forme linéaire de 7 R"
définie par:

Ye TxoP" - <(p;k_l(w’ @, yo)l’ Y> = <l’ ‘p;k(ws @, yo) Y>'

On pose alors la définition suivante:

DEFINITION 1.8. On note C,w,®) le processus a valeurs dans les
applications linéaires de 7'} R" dans 7, R" défini par:

mo ot
PETHRN) > Clw, @) p= 2" [ {p,of ' Y1) oF ™" ¥ilyo) ds(1.25)
i=170

On a trivialement pour p, g € T7 (R")

m

@.Clen@)p)= Y [ (p.or™ " Yi(3o))a. 03 Vilya)) ds. (126)

i=170

i.e., C/(w, @) définit une forme quadratique symétrique positive sur 775 (R").
On a alors un résultat qui est une conséquence de Bismut [4].

THEOREME 1.9. Si f(x) est une fonction C™ bornée d dérivées de tous
ordres bornées définie sur R" a valeurs dans R, si U(w) est une fonction
mesurable bornée définie sur @ a valeurs dans R, alors on a:

£ [U@) 101, 6. 30) (o.(@,6, 300, [ 01~ Yy ow') |
—E [U(a"»xh(w.(w, @, yo))» Colw, @)} " dfon‘)(yo»]

+ & [UG) /o @) ¥ [ (07 Vi)

i=1

(1.27)

| lerTtavge s o Y,-(yo)> dS] -
[s.7]
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Preuve. On peut sans difficulté refaire tout le raisonnement de [4] pour
obtenir (1.27). On va en fait I’obtenir comme une conséquence de [4].
Supposons en effet que U(®) est de la forme

U(@) = 8:(7,) g(W,,) --- &(W,)  0<t, <y

ou g, --- g, sont des fonctions C*® bornées définies sur R a valeurs dans R,
a dérivées de tous ordres bornées. Alors (1.27) est une conséquence
immédiate du théoréme 3.1 de [4]. On applique alors le théoréme des classes
monotones pour obtenir le cas géneral.

Remarque 4. Notons que (1.27) permet d’obtenir une égalité entre
espérances conditionnelles relativement 2 la tribu .#7 . Cette formule est une
formule d’intégration par parties conditionnelle, qui est en fait une consé-
quence directe de la formule d’intégration par parties générale de [4, 14].

(e) Le cas partiellement hypoelliptique: existence de densités conditionnelles

Dans I’é¢tude de la régularité des semi-groupes associés a des diffusions
[14, 15], Malliavin a montré que le point clé pour montrer Pexistence de
densités ou la régularité du semi-groupe est linversibilité p.s. ou I’appar-
tenance a tous les L, (1 < p < +o0) d’une certaine matrice aléatoire.

On va retrouver le méme type de problémes dans Pétude des lois
conditionnelles, lié & 'inversibilité de I'opérateur C (w, @).

On pose tout d’abord la deéfinition suivante

DeriniTION 1.10.  Si y €ER™* X R, on note T, le sous espace vectoriel
de R" engendré par Y,(y)--- Y, (y) et par les crochets de Lie en y des
champs de vecteurs Y,(y), 0<i<m, et 17,-( ), 1<i<d, ou apparait au
moins une fois un des champs Y, (y) --- Y, (»).

Notons que comme les composantes de Y;(y), 1 <i< m, suivant R” sont
nulles, T, est bien un sous-espace de R",
On fait alors ’hypothése d’hypoellipticité partielle suivante:

H4: T, est égal a R™

Le terme “hypoellipticité partielle” n’est évidemment pas encore justifié.
Toutefois on peut noter que si dans I’équation (1.5), on considére w comme
fixé, alors X,(x,z) + 3™, ¥,(x, z)(dW//dr) devient le drift généralisé de la
diffusion donnant x. L’hypothése H 4 est exactement le prolongement de
’hypothése de Hérmander [11] (dans le cas sans observation) qui garantit
I’existence de densités C®, avec naturellement la difficulté que ce drift se
décompose suivant des directions “indépendantes” dt, dw’ ... dw™

On a alors le résultat suivant qui étend Malliavin [14].
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PROPOSITION 1.11. Sous [hypothése H4, P® P p.s. pour tout t>0
Popérateur C,(w, i) est inversible.

Preuve. On raisonne comme en |4]—Proposition 4.1. Soit U, le sous-
espace de R” engendré par (¢} 'Y,)(y,) (1<i<m) et V, le sous-espace
vectoriel de R" engendré par {J; ., U;. On pose

Vo= () V.. (1.28)

s'>s

Par la loi 0-1, on sait que F,, est un espace vectoriel p.s. constant.
Supposons que ¥, # R" p.s. Soit S le temps d’arrét

S=inf{t>0; V,# V,.}. (1.29)

Alors S est p.s. >0. Soit f un élément non nul de 7% R" orthogonal a V..
Alors on sait qu’on a [4]:

¢
0F 'Y (¥o) = Y »o) +J 0¥ 'Yy, Y,](yo) ds
0

+ [ or 1 Yo aw + [ 92 7' [Fus Vil (o) i (130)
0 ]

En raisonnant comme en [4], par une application élémentaire du calcul de
Ito, on montre trés facilement que f est orthogonal a T, . Comme T}, = R", f
est nul. Il y a contradiction. La proposition est démontrée. [l

Soit p une fonction C* définie sur R" ® R" a valeurs dans R bornée a
dérivées bornées, telle que

(@) 0<p<L,

(b) p est égale a 1 sur les éléments inversibles 4 de R* ® R” tels que
l[A='|<M (M >0) et est nulle sur les éléments inversibles 4 tels que
|4 ' > 2M et sur les éléments non inversibles de R" ® R".

Pour simplifier les notations, on écrit ¢* 'Y, au lieu de ¢*~'Y;(y,)
(rappelons que y, est fixé). On a alors le résultat suivant, qui étend le
théoréme 4.2 de [4].

THEOREME 1.12. Soit V(x) un champ de vecteurs sur R" d valeurs dans
R", C® borné a dérivées de tous ordres bornées. Si B*Y est le processus
continu
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By =p(C)

t .
<¢:*-‘V,c:‘j wt-‘Y.-aw'>
0
t
_L (C7' ot~ Yo' V], 0¥ 'YV ds
t s
+f0 dS<C71¢§""Yi,¢?‘“V>j (CrleF ' Y0¥ 'Y |0 'Y, ) dv
0

t N
+j0 dS<CF‘</)s*“Y,-,f (lo¥ 'Y, 0f 'Yl Cf‘w?*“V><oi'-‘"Y,-> dv
0

op t _ s _ _
~(se€of war v ([ ot v,
{C o}V, 0F 'Y ) dv
t s
+j dsj (Clof Vo 'Y plof 'YL 0 Y] due* 'Y, ) (1.31)
0 0

(ou dans (1.31), on somme sur les indices 1< i, j< m), alors pour tout
T>0 supy. .7 |B?"Y| est dans tous les L, (1< p < +o0). De plus, si f est
une fonction définie sur R" a valeurs dans R qu’on suppose C* bornée a
dérivées de tous ordres bornées, si U(®) est une fonction mesurable bornée
sur Q a valeurs réelles, pour tout t >0, on a

Ep(C/(w, @)) U@V )' 9 (w, B, yo))]
= E[U(®) f(n'p (w, @, 3,)) B ). (1.32)

Preuve. On sait déja par[1], théoréeme 1.2.1 que

o9, ~ o, ~ -1
su — (W, W, 5 su —— (W, W, s
ogtgr oy ( Yo) ogtgr [3)1 ( yO)] ‘
"o, ~
S s W, Y
o B (@, @, yo)

sont dans tous L, (1< p<+ow) En notant que p(Clw,®)) et
(8p/oC)(C(w, ®)) s’annulent dés que ||C; '(w, ®)|| > 2M ou que C/w, @’)
n’est pas inversible, la premiére partie du théoréme est bien démontrée. Pour
démontrer I’égalité (1.31) il suffit alors de montrer que la formule (1.27) est
applicable a la fonction h définie par

h=p(Cfw, @) C7'pf Y.

Notons que h n’est pas seulement fonction de la trajectoire ¢.(w, @, y,)
comme en {1.27) mais aussi de la trajectoire de (9¢/0y).(w, &, y,).- On peut
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toutefois raisonner exactement comme en [4], Théoréme 4.2 pour obtenir une
formule du type (1.27) pour un tel 4. Le calcul explicite du membre de droite
de (1.32) s’effectue exactement comme pour le théoréme 4.2 de |4].

On va maintenant désintégrer la formule (1.32).
DErINITION 1.13. Si z, =’ (w, &, y,), on note Q la loi de z sur

#(R*;RP). R* désigne une famille réguliére de lois de probabilité condition-
nelles sur 2 X {2 relativement a la tribu . %%, .

z € #(R*, R®)> R* est donc une famille mesurable de lois de probabilité
sur 2 X £. On note E** 'opérateur d’espérance relativement a R”.
On a alors le résultat élémentaire suivant:

ProrosiTION 1.14. Q p.s., pour tout T > 0,

sup | 25w, 50| sup |[2 (0o, yo)]l
o<t<T | Oy 0<I<T ay
"o, ~
w, @,
ooly 8y"’( Vo)

sont dans tous les L, (1 < p < +0) relativement a la mesure R*.
Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Fubini.

On en déduit le résultat suivant

THEOREME 1.15. Il existe un Q-négligeable .#" dans € (R™*; R”) tel que
si z& 4, pour tout T >0, pour tout champ de vecteurs V(x) sur R" a
valeurs dans R", C* borné d dérivées bornées, sup, ., |B?""| est dans tous
les L, (1< p < +) relativement a la mesure R’.

Preuve. Supposons tout d’abord que V(x)= (6/dx*) (1 < k< n). Alors
par la proposition 1.14, Q p.s. supg . r|B?"Y| est dans tous les L,
(1 < p < +m) relativement a R* En écrivant V" sous la forme:

n
% 0
Vi)=Y Vix)— (1.33)
k=1 ox
ou V'(x)--- ¥"(x) sont des fonctions C* bornées a dérivées bornées, en

utilisant la forme explicite de B?'%, on en tire le résultat.

Remarque 5. En fait pour la suite, nous n’avons besoin du résultat que
pour les champs 8/x' ..., 3/6x".
On a alors le résultat suivant:
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THEOREME 1.16. Il existe un Q-négligeable .#' dans % (R*;R?)
contenant 4" tel que si z € .4, pour toute fonction f(x) sur R", C* bornée d
dérivées de tous ordres bornées, pour tout k=1 ... n, pour tout t > 0

: 0
E* | p(C . @) (5. ) (8'osen @, 30)) | = E¥f (a0, (@, G, o)) BE#,
|o(Ciw @) (577 ) (o 6. 30) | = E*F o 0,6 y)B ol

Preuve. Comme z est w-mesurable, de (1.32), on tire que pour tout f
vérifiant les hypothéses du théoréme, pour t€ R*

7 . -
Wf> (n' oo, @, o))

=EXf(n'0,(w, @, y,)) B27™Q p.s. (1.35)

EXp(C (w, B)) (

Soit {f,},en une famille de fonctions de & (qui est I’espace des fonctions C*
a support compact sur R") qui est dense dans 7. De (1.35), on tire qu’il
existe un Q-négligeable .#” dans #(R*; R”), qu’on peut supposer contenir
A, telquesiz&. #7, pour nEN, t€EQ*:

EFDC0.8) (£ (o0, 3. 30)
= EXf, (g (. &, yo)) By 7™ (1.36)

En utilisant le théoréme 1.15, on voit par le théoréme de Lebesgue que pour
z& #7, pour tout nEN, tER?

. 0
E¥p(Cw. ) (5r

= E¥f,(n'0,(, @, y,))B2 ¥, (1.37)

f") (@' o, B o))

Or pour z € .#7, les deux membres de (1.37) sont trivialement continus
pour la topologie de Z (puisqu’en particulier B?*?/?*" est R*-intégrable). On
en déduit donc (1.34) pour tout f dans &. L’extension a n’importe quelle f
vérifiant les hypothéses du théoréme est alors immédiate. [

Remarque 6. En utilisant la continuité de B#*Y pour la topologie de la
convergence C' des V, il n’y a aucune difficulté pour obtenir (1.34) pour
tous les ¥ et pas seulement pour les 8/8x*. Un tel résultat n’aurait toutefois
qu’un intérét secondaire, puisqu’en écrivant V sous la forme (1.33), on peut
appliquer (1.34) & fV* et obtenir encore une formule du type (1.34), ie., une
formule d’intégration par parties.

Du théoréme 1.16, on déduit maintenant le résultat essentiel de cette sous-
section:
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THEOREME 1.17. Sous 'hypothése H 4, il existe un Q-négligeable .1
dans #(R™*;R?) tel que pour tout z & 4", pour t >0, pour R*, la loi de
m'o(w, @, y,) soit de la forme pi(x)dx.

Preuve. Par la théoreme 1.16, on sait que pour tout z hors d’'un Q-
négligeable .#~ (qui dépend de p), pour tout f C*® bornée a dérivées bornées,
on a (1.34). Par application d’un résultat d’analyse harmonique (voir
Malliavin [14]) on en déduit que pour z & .4, t >0, la loi image de la
mesure p(C,(w, @)) dR* par l'application (w, @)~ n'g,(w, &, y,) est donnée
par une densité, i.e., est de la forme p;**(x) dx.

Soit {pyiven Une suite croissante de fonctions continues définies sur
R*® R" du type de la fonction p definie precedemment, qui converge vers la
fonction caractéristique des éléments inversible de R" ® R".

Par la proposition 1.11, on sait que si S est le temps d’arrét

S =1Inf{t >0, C,(w, @) est inversible} (1.38)

alors P® P ps., S=0. On en déduit que si z est pris hors d’un Q-
négligeable .#™, qu’on peut supposer contenir .#”, alors R* p.s., §=0. On
en déduit que si z&.#™, R’ p.s., pour tout ¢ >0, C,(w, @) est inversible.
Donc si z €& .#™, R* p.s., pour t > 0, la suite p,(C(w, @)) converge vers 1.
La limite croissante d’une suite de mesures sur R"” ayant une densité a une
densité. Le théoréme est bien démontré. |}

Remarque 7. Nous avons ici montré que Q p.s., pour >0 la loi
conditionnelle de #'g(w, &, y,) sachant %% est donnée par une densité.
Notons que si 7 est un réel positif et si 0 <7< T, on a le méme résultat
quand on connait la trajectoire de z entre O et T en fait la loi conditionnelle
de n'g,(w, @, y,) relativement a #% est égale a la loi conditionnelle de
T w, @, y,) relativement a #7. Ce point est de nature triviale, et sera
utilisé dans la section 2.

(f) Le cas partiellement hypoelliptique: existence de densités conditionnelles
réguliéres
Nous allons ici renforcer ’hypothése H 4 de maniére a pouvoir montrer
“simplement” un résultat de régularité des lois conditionnelles.

DEFINITION 1.18. Si y € R" X R”, on note T} le sous-espace vectoriel de
R" engendré par Y,(y)--- Y,(») et par les crochets de Lie en y des champs
de vecteurs Y, (¥) (1<i<m)et ¥,(») (1 <i<d)ou apparait au moins une
fois I’'un des champs Y,(y) --- Y, (»).

Naturellement T < 7. On fait alors ’hypothése H 5:

HS: T, estégal aR".

0
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H 5 est plus forte que H 4. Les résultats de 1a sous-section (e) restent donc
vrais. On va en fait les renforcer.
On a tout d’abord le résultat suivant qui renforce la proposition 1.11.

THEOREME 1.19. Sous [hypothése HS, P® P p.s., pour tout t> 0,
C{w, d) est inversible et de plus |C;'(w, @)| est dans tous les L,
(1< p<+w).

Preuve. Si H(x, z) est un champ de vecteurs C* a valeurs dans R", on
sait que (pf ~'H)(y,) est a valeurs dans R" et que de plus [4]

t
0F 'H(yo) = H(yo) + | 0¥~'[Y,, H] ds
0
+f(p§"“[Y,.,H]dw"+J't¢;"“[f"j,H]dﬁj. (1.39)
0 0

En utilisant ’hypothése H 5, on peut raisonner exactement comme Malliavin
[15] et Ikeda et Watanabe [12] et obtenir I'appartenance & tous les L,
(1< p<+w)deC;(w, &) pourt>0. 1

On n’est plus maintenant obligé d’utiliser une fonction de troncation p
dans la formule (1.32). On définit encore Q et R* comme a la définition 1.13.
On a alors le résultat qui étend le théoréme 1.12:

THEOREME 1.20. Sous Phypothése H 5, soit V(x) un champ de vecteurs
sur R" a valeurs dans R", C* borné a dérivées de tous ordres bornées. Si
B} est le processus continu défini pour t > 0 par:

¢ . t
e A s T B N A N AT
0 0
| |
+| dS<CF‘<o;““Y.-,wi"“V>js (i s A AN OF 1
0 0

! s
+j ds <CF‘(0;"“Y.-,j (0¥ 'Y;, 0% 'Y}, Cflw:"“V><03‘“Y,~> dv
0 0
(1.40)

(ou dans (1.40) on somme sur les indices i, j, 1 <i, j < m) alors pour tout
&, T (0<e<T),sup.,r|B}| est dans tous les L, (1 < p < +). De plus
si f(x) est une fonction définie sur R" d valeurs dans R qu’on suppose C®
bornée a dérivées de tous ordres bornées, si U(@) est une fonction mesurable
bornée sur 3 d valeurs réelles, pour tout t > 0

E[U@)(Vf ) o fw, &, yo))| = E[U@) f(n'p,(w, B, yo))B/]. (1.41)
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Preuve. La premiére partie du théoreme résuite du théoréme 1.19. 1l
suffit en effet de remarquer que ||C; '(w, @)| décroit avec ¢ et donc que
SUp, ;<7 l|C; M, @) < || C (w, D), ce qui permet d’appliquer le
théoréme 1.19. On va maintenant obtenir (1.41) par passage a la limite sur
(1.32). Soit ¢ une fonction C* sur R"® R" a valeurs dans [0, 1] telle que
o(D)=1 si |D||K1 et g(D)=0 si | D] >2. Pour N> 1, on définit la
fonction p,, sur R" & R" par

—1
C inversible py(C) =0 (%\7—) )
(1.42)

C non inversible p,(C) = 0.

Alors il est clair que p,, est une fonction C* bornée a dérivées de tous ordres
bornées sur R” ® R De plus sur I’ensemble des C inversibles de R" & R”,
on a la majoration uniforme en N (N > 1)

iy

O] <KlCl (143)

Enfin quand N - + o0, p, tend vers la fonction caractéristique des éléments
inversibles de R"® R". En utilisant (1.32) relativement a p,, et en faisant
tendre N vers 400, grace a (1.43) le théoréme de Lebesgue nous donne bien
(1.41).

Remarque 8. Au lieu de passer a la limite sur (1.32), on peut effectuer
un calcul des variations direct.

On va maintenant itérer le calcul des variations comme dans {4, 15|. On
énonce le résultat pour les champs de vecteurs (9/0x*), mais le résultat reste
valable pour des champs de vecteurs plus généraux.

THEOREME 1.21. Sous [lhypothése HS5, pour tout multiindice r=
(ry -+ r,), il existe un processus continu B} tel que

(a) pour tout &, T (0<e<T), sup,.,.|Bj| est dans tous les
L,(1< p<+o), '
(b) si fest une fonction définie sur R" d valeurs dans R qu’on suppose

C® bornée a dérivées de tous ordres bornées, si U(@®) est une fonction
mesurable bornée sur 2 a valeurs dans R, pour tout t > 0.

E[U(@) 0,/ (n'(w, @, y,))] = E[U(@) f(n'pw, &, y,))B]] (1.44)

ou
P
r= r Fm "
x|t - oxlm
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Preuve. Nous ne donnons que des indications rapides pour la preuve, qui
est trés proche de I'argument donné en [14, 15] (voir aussi [4]). En effet, par
le théoréeme 1.20, on a:

[U( )= (n 0, &, J’o))] [U((D) ai;f— (t'o,(w, &, J/o))Btv']
? (1.45)

ou v, =d/d,, . Il faut maintenant noter que, grace au théoréeme 1.19, on peut
appliquer le ca]cul des variations a la fonction (gf/ox, )(n'p(w, @, y,)) B},
ce qui est une conséquence des résultats de |14, 15]. On a donc une égalité
du type (1.44) dans la cas ou |r| = 2. On procede de la méme maniére dans
le cas géneral.

On a alors un renforcement du théoréme 1.15.

PROPOSITION 1.22.  Sous Phypothése H 5, il existe un Q-négligeable 4~
dans #(R*;R?) tel que si z & .#, pour tout r=(r,..,r,), pour tout ¢, T
(0 <& <T)sup,,r|B}| est dans tous les L, (1 < p < +00) relativement d
la mesure R*.

Preuve. 11 suffit d’utiliser la partie (a) du théoréme 1.21 et le théoréme de
Fubini.

On a alors le renforcement du théoréme 1.16.

THEOREME 1.23. Sous Phypothése H 5 il existe un Q-négligeable A4
dans (R *,R?) contenant ¥~ tel que pour toute fonction f(x) sur R",C*®
bornée a dérivées de tous ordres bornées, pour tout r=(r,---r,), et tout
t>0

E¥|0,f(n'0 (@, @, 3,))] = EX'(f(n 0w, &, yo)) BY)- (1.46)

Preuve. En utilisant la proposition 1.22, on raisonne a partir du
théoreme 1.21 comme au théoréme 1.16 a partir du théoréme 1.12.

On déduit de la proposition 1.22 et du théoréme 1.23 le résultat essentiel de
cette section:

THEOREME 1.24. Pour tout z & .7, pour tout t > 0, la loi de n'¢ (w, &, x,)
pour R est donnée par une loi de type pi(x)dx ou pi(x) est une fonction
continue sur |0, +o0o| X R", C* en la variable x et d dérivées de tous ordres
en x continues sur |0, +oo| X R™.
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Preuve. Pour z&.#"', appliquons (1.46) a la fonction f(x)=e'
(@ € R™). En utilisant la proposition 1.22, on voit que si 0 <& <7, il existe
Fi;, (0O<F:;, <+o)tel que pour ¢ <1< T,

€T,r

laft| -+ |afn| ER* eitmiodw o Cpz (1.47)
Donc pour ¢ < t < T la loi de 7'g(w, &, x,) est donnée par pi(x) dx ou pi(x)
est C* en la variable x bornée uniformément et ¢, & dérivées en x bornees
(uniformément en ¢). Or trivialement pour R’ la loi de 7'p,(w, ®, y,) dépend
continliment de ¢. Par le théoréme d’Ascoli, on voit immédiatement que p}(x)
est continue sur [g 7] X R”. On raisonne de méme pour démontrer la
continuité sur [e, T] X R" des dérivées. 1

Remarque 9. Ce résultat est de nature essentiellement probabiliste en ce
sens qu’il n’est pas possible de fixer z pour 'obtenir mais qu’on n’obtient le
résultat qu'a un Q-negligeable prés. Contrairement & ce que nous avons fait
au théoréme 1.7, ou il était facile—moyennant [Iutilisation du flot
w.(@, . y—de considérer (1.19) et d’appliquer un calcul des variations
classique, dans le cas partiellement hypoelliptique, il est impossible de
procéder ainsi puisque la dépendance en temps des champs y¥ !(®,.)Y;
n’est étudiable correctement que par une technique probabiliste.

2. DIFFUSIONS CONDITIONNELLES ET FILTRAGE

Dans la section 1, on a supposé que x, était un processus construit au
dessus de z,, i.e., que z, €tait un processus de Markov autonome. On va
maintenant introduire une dépendance de la loi de z par rapport a x.

On introduit cette dépendance par un changement de mesure, par la
formule de Cameron—Martin—Girsanov.

On peut ensuite trés facilement appliquer les techniques de la section 1
pour montrer des résultats sur les lois conditionnelles du processus x.

Dans le paragraphe (a), on introduit les hypothéses et notations de cette
section. Au paragraphe (b), on effectue la transformation de Girsanov. Au
paragraphe (c), on utilise de résultats de Théorie de la prédiction sous une
forme qui nous sera utile pour la suite. Au paragraphe (d), on montre sous
certaines hypothéses 1’existence de densités conditionnelles. Enfin au
paragraphe (e), on étudie leur régularité.

(a) Hypotheses et notations

On conserve les principales hypothéses et notations de la section 1.
I'(x,z) -+ I%x, z) sont des fonctions définies sur R" X R” a valeurs dans
IR, qui sont C* bornées a dérivées de tous ordres bornées.
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(b) Transformation de Girsanov

On fixe une fois pour toutes y, = (x,, z) € R" X R”.

DEFINITION 2.1. Sur (2 X 2, P® P), on note L, le processus:

«

Jj=

L,=exp 5

d
1 Jj=1

‘. 5 PR B ~
J, @0 @, ) 8% == | X |Vlp (0, 3, ) s 2.1)

Alors il est classique que L, est une martingale relativement a la filtration
. #")50, €t que, de plus, pour tout T > 0, supy . |L,| est dans tous les
L, (1 <p<+oo) Notons aussi que L, est solution de I'équation différen-
tielle de Ito:

d
st = Lt }_: lj((pr(w, @, yo)) oW j’ L,=1 (2.2)

j=1

qui s’écrit aussi:

lj((pt(w’ ‘5’ yo)) dﬁ}i - ; ”lj((ot(w’ (’5’ yo))'2

SACCEINEN] @3)

d
st:L, <Z
J=1

Alors, si (x,,z,)=¢/ w, @, p,), on voit que (x,,z,,L,) est solution de
’équation différentielle de Stratonovitch:

dx = Xo(x, z) dt + X(x, z) dw' + X (x, z) dW,
dz = Zy(2) dt + Z(z) dW,

L ¢ o .
dL = — > SN AL 2 + Y, 1(x, 2)} dt + LI(x, z) aw’,
j=1

2.4)

x(0) = x,4; z2(0)=z,; L0)=1.

(2.4) montre quon peut effectuer sur (x,,z,,L,) le méme calcul des
variations qu’on avait effectué sur (x,, z,), puisque (x, z, L) est solution d’une
équation différentielle stochastique a coefficients C®. Le seul point délicat
est de noter que les champs de vecteurs apparaissant dans (2.4) ne sont pas
bornés (L n’est pas borné) mais ceci ne pose aucune difficulté sérieuse,
puisque comme au théoréme 1.20, on peut raisonner par troncation.

DEFINITION 2.2. On note P! la mesure de probabilité sur 2 X £ qui est

w

définie sur chaque .%";" par:

dP(w, @) = L (0, &) dP(w) ® dP(&).

580/44/2-6
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Le résultat suivant est le resultat essentiel sur la transformation de
Cameron—Martin—Girsanov définie a la définition 2.2.

THEOREME 2.3. Pour la mesure P', W, =W,— [\ l(o,(w, @, y,))ds est
une martingale brownienne et w, est une martingale brownienne indépendante
de W,.

Preuve. C’est le théoréme 6.4.2 de [24].

Pour la mesure P, (x,z) est solution de D’équation différentielle
stochastique:

dx = [Xo(x, 2) + V(x, 2) X(x, 2)] dt + X(x, z) dw' + X(x, z) d#"/,
dz = [Zy(z) + V(x,2) Z(z)] dt + Z;(z) dw"/, (2.5)
x(0)=x,, z(0) = z,.

C’est naturellement pour I’équation différentielle stochastique (2.5) que le
probléme de filtrage prend son sens (puisque maintenant z dépend aussi de
X).

Remarque 1. Remarquons que les mesures P® P et P! ne sont pas
nécessairement équivalentes sur .%" " (elles peuvent méme étre singuliéres).
Dans toute la suite, nous allons travailler simultanément avec les mesures
P® P et P'. Pour éviter toute difficulté, nous supposons que I’¢tude effectuée
dans la suite est réalisée sur un intervalle de temps [0, N], ou NEN est
arbitrairement grand mais fini. Toutes les filtrations seront complétées par
les ensembles 2%'* mesurables et P ® P négligeables, qui sont aussi les
ensembles .Z%'¥ mesurables et P' négligeables. On fait de méme sur tous les
espaces de probabilité ou une telle situation se produit. On peut alors
facilement recoller les résultats. Nous ne reviendrons plus sur ce point.

(c) Quelques résultats de la théorie de la prédiction

Avant de montrer ’existence de densités conditionnelles, nous allons
rappeler certains résultats de la théorie de la prédiction, essentiellement liés
aux résultats de Schwartz [17].

En effet, contrairement a ce qui se passait a la section 1, on étudie la loi
conditionnelle de x, relativement a la tribu %5, i.e. deux paramétres ¢ et T
interviennent dans la formulation du probléme.

Nous allons chercher a donner un énoncé régulier en (¢, T).

On pose la définition suivante:

DEFINITION 2.4. Q' est la mesure de probabilité sur Z(R*; R?) qui est
la loi de z, = 1’ (w, @,y,) quand 2 X £ est muni de la mesure P'.
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Naturellement, Q' est équivalente a Q sur chaque ..
On a alors le résultat trés général suivant:

THEOREME 2.5. Sur (#(R*;R?),Q"), il existe un processus Q'-
essentiellement unique S3 d valeurs dans lespace II des mesures de
probabilité sur Q X Q, optionnel relativement d la filtration { LT frs0 et tel
que pour tout processus mesurable borné U,(w,®) sur 2 X 2, V,(z)=
[ Uw, @) dSi(w, @) est le processus (essentiellement unique) projection
optionnelle sur (2 X 8, P') du processus Up(w, @) relativement d la filtration
{#% Y rs0. Q' p.s., pour tout T >0, S} est porté par Pensemble des (v, &) €
0 x 9 tels que z(w, ®) = z, pour s < T. Enfin si T est la mesure image sur
#(R*;R") de la mesure S% par Papplication (w, @) - n'p.(w, @, y,), Q' p.s.,
T3 est un processus continu d valeurs dans lespace IT" des mesures de
probabilité sur #(R*; R™).

Preuve. Par une légére extension du résultat de Schwartz énonce dans
[17] Théoreme 2, on sait que sur 2 X £2, il existe une famille de noyaux
markoviens N(T € R*) telle que:

(a) Pour tout T€ R*, N, applique .#" " dans %= ,.
T 0 T

(b) Pour tout processus mesurable U (w, @) sur 2 X 9, le processus
Vilw, @)= [qy5 Up(@', &) N{w, &, d(w', @')) est optionnel relativement a
la filtration {#7.};,, et est une projection optionnelle du processus
U, (w, @) relativement a la filtration { %%, },,.

(c) II existe un négligeable .7 c 2 X §, .%* -mesurable tel que si
(w,@)E. 4", pour tout TER*, Ny(w, @),.) est portée par I'ensemble des
(', @) € 2 X 3 tels que z,(w', &) = z,(w, D), s< T.

En ramenant le processus N (w, @) sur I'espace (Z(R*; R?), @), i.e., en
posant N (w, &) =S¥ on obtient la premiére partie du théoréme.

De plus, par [24]-1 Th. 1.1.2, on sait qu’il existe une famille dénombrable
de fonctions continues bornées {f;}icp sur lespace Z(R*;R") qui
déginissent par dualité la topologie de la convergence étroite sur 11", Or, par
le théoréme des martingales, on sait que P-ps., pour tout k€N,
[ fi(x(w', &) dSZ““) (', @) est un processus continu. Q'-p.s., 7 est bien
un processus continu.

On va maintenant construire explicitement le processus 75 dans ce cas par-
ticulier.
On a tout d’abord le résultat technique suivant:

PropoSITION 2.6. Il existe un Q-négligeable #* dans €(R*;R?) tel
que, si z & 4", pour tout T > 0, sup,_, . L, appartient a tous les espaces
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L? (1< p< +) relativement a la mesure R° et, de plus, L, est un
processus continu >0.

Preuve. Comme, pour tout 7> 0, sup,.,.,L, est dans tous les L,
(1< p < +o0) relativement a la mesure P® P, la proposition résulte du
théoréme de Fubini.

DEFINITION 2.7. Pour y,€ R"X R’ on note H, la mesure de
probabilité sur #(R*; R" X [R?) qui est la loi de y défini par I’équation
différentielle stochastique:

dy=Y,(y)dt + Y,(y)dw' + T, + () dt], 2.6)
»(0) = y, '

ou (w, ') sont des mouvements browniens indépendants.

Il est trivial de vérifier que H;O dépend continiiment de y, € R" X R?. Si
yEF(R*, R" X R*), on pose pour 7> 0:

Ory =yr. EF(RT;R"XR?) 2.7

y est décomposé en sa trajectoire jusqu’a linstant T et sa trajectoire apres
Pinstant 7, i.e.:

y=/T/0r ). (2.8)

On a alors le résultat suivant:
THEOREME 2.8. Si h,(y) est un processus mesurable borné sur #(R*;
R™ X R?) a@ valeurs dans R, alors une projection optionnelle sur (2 X §2, P')

de h(p.(w, @, y,)) relativement d la filtration {#%.};, est donnée par le
processus A% défini pour z(w, ®) € .4* par:

1 - . i,
k= 7 h(y(w's @)/T/y)L (o', d )dH;T(w,',;,,(y’) dR* (', &'),
r/axa (2.9)

ou

L,= L@, @) dR* (o', @").

Qxa

Preuve. On va tout d’abord montrer que sur (22 X £, P ® P), si fest une
fonction définie sur #(R*; R" X R?), 2/, -mesurable bornée, alors

E™®P(f(y(w, &) | .B%,) = E*OP(f( p(w, B)) | #7.). (2.10)
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Soient g, une fonction définie sur #(R*; R?), #;,-mesurable bornée et g,
une fonction définie sur #(R*;RF), %’ -mesurable bornée. Pour
z EZ(R*;R¥?), on pose

(0,2.)=(z,,. ) EZ(RT;RP). (2.11)
Soit g la fonction définie sur (R *; R?) par
8(z) = g(2) £x(8,z). (2.12)

Par la proprieté de Markov du processus H® (i.e., le processus H' avec
[=0),ona

E™®[g(z(ww, @) f(y(w, ®))] = E*® [ g,(z(w, @) f(y(w, B)) Egy(2)].
(2.13)

Or pour H° la composante z est elle-méme un processus de Markov
autonome, i.e., si Q est la loi de z_, pour tout (x,z), on a:

Efto g(2) = E% gy(2). (2.14)
Donc

E"®%| g(z(w, @) f(¥(, ©))] = E*®[g,(z(e, B)) S (¥(w, B)) E% g,(2)]
= E*®[g,(z(e, ©)) E"® (f(y(w, @)) | #5,) E% ,(2))]
= E"®| g (2(w, @)) g,(0,2(, D)) E*® (f(y(w, ?)) | #i,)]
=E*®|g(z(w, @) E*¥ (f(y(, ®)) | F7,))-

Les fonctions g du type (2.12) engendrant la tribu %, l'égalité (2.10)

résulte du théoréme des classes monotones et de (2.15).

On va maintenant montrer (2.9) quand A,(y) est un processus constant
h(y) qui s’écrit:

h(y) = hl(yt,) hk(ytk)a I <ty < Uy, (216)

ou h, --- h, sont des fonctions continues bornées sur R" X R?. La projection
optionnelle de h(y(w,®)) sur (2 X 3, P') relativement a la filtration
{#%, 1750 est alors la martingale continue E”'[A(y(w, ®))|.#%,]. On va
d’abord montrer que, si 4, est le processus défini par la formule (2.9) associé
a h, ie., si A, est donné, pour z € /™%, par:

(2.15)

1 ~7 / ~/ /
Mo [ B (@ @) o (3@ W by s (Vi)

T /Ox@
h(Vio ) L@, &) dH (0 5n (V) AR* (@', @) st ;KT <ty y,
(2.17)



204 BISMUT ET MICHEL

alors pour tout 7 > 0, on a:
b= EP(h(p(w, ®)| #7.)  ps. (2.18)

En effet soit g une fonction . %5 . -mesurable bornée sur #(R*; R7). Par la
propriété de Markov du processus H', on a, pour ;< T <1, ,,

E"(g(z(w, ®)) h(y(w, @))]
= E™(g(z(w, @) hy(y, (@, B)) -+ b p, (@, &)
X ESr(hy (Vi or) - bWl ) (2.19)

Par la définition de P, on a donc, pour £; < T < ;. 4,

E™|g(z(w, ®)) h(y(w, &)
=E"® | g(z(w, D)) L{w, B) k(1 (@, B)) -+ by, (0,5))
X EMr(hy (9, _0) - B3 )]

P®P ~ PP Pz 1
=E™® | g(z(w, @)) E™® [MW%JW

X EPP Lok (3, (@, B)) - hi(p, e, 3))
X Efrlhi (Vo) - h o) | B3, 1 (2.20)

Or par (2.10), dans le dernier membre de (2.20), les espérances condition-
nelles relativement a .#%, sont p.s. égales aux espérances conditionnelles
correspondantes relativement a .#% , qu’on peut construire grace a la désin-
tégration R’. Gréace a (2.20), on tire immédiatement (2.18).

Or, la martingale du membre de droite de (2.18) est p.s. continue. Pour
montrer le Théoréme dans ce cas particulier, il suffit de montrer que A’ est
un processus p.s. continu & droite. Or H| dépend continfiment de y. Pour ¢; <
T<ty [hy,, =T hly, ;)dH(y') est une fonction continue
bornée de (7, y). De plus, grace a la Proposition 2.6, pour z & .7 *, L, est
un processus continu tel que pour tout 77 > 0, sup, .. L est dans tous les
L, (1< p<+w) relativement & R”. Pour z{w,®)&.#™ la continuité a
droite de (2.17) est alors immédiate.

On a démontré le Théoreme dans le cas particulier ou £ s’écrit sous la
forme (2.16). Le membre de droite de (2.17) étant p.s. donné par I’action de
noyaux mesures de probabilité, par le Théoréme des classes monotones, il est
immeédiat d’étendre le résultat au cas ou h est mesurable bornée sur
F(R*;R" X R?). Si h, est de la forme

he(y)=a(T)b(y) (.21
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ou g est mesurable bornée sur R* et b est mesurable bornée sur
#(R*;R" X R?), le Théoréme reste trivialement vrai. Une réapplication du
Théoréme des classes monotones donne le résultat dans le cas général. |

Remarque 2. Le Théoréme 2.5 nous disait d’avance qu’il est possible de
construire un processus de noyaux de Markov optionnel relativement a
{ #7475 permettant d’obtenir 1?1 .projection optionnelle de tout processus
mesurable borné. Nous avons pu ici construire explicitement un processus de
prédicteurs qui convient. Notons toutefois les points suivants:

(a) Le point cié est que dans le cas ou /=0, un processus de
prédiction (optionnel relativement a la filtration complétée {#7% }1,,!) peut
étre construit de maniére triviale & 'aide de la seule désintégration R*. L’ap-
plication de la transformation de Girsanov permet d’en déduire le processus
de prédiction pour / quelconque a I’aide d’une transformation élémentaire du
prédiction initial.

(b) La condition de support donnée au théoréme 2.5 est trivialement
verifiée par le systéme de prédicteurs définis par (2.9), puisque Q-p.s., R est
portée par I'ensemble des (w, @) tels que, pour tout s > 0, z (w, ©¥) = z,.

Grace au théoréme 2.8, on peut, sans inconvénient, définir le processus
13«® des lois conditionnelles de 7,0.(w, @, y,) relativement a .5, par la
propriété que, si fest une fonction mesurable bornée sur #(R*; R™), alors si
X, = ”I(Pt(ws @, Yo)

f@ a0 =7 w6y T/x)
LT axq

F(R+RM)

X Ly(', @' )dH! . -(3") dR* (@', 3').(2.22)

yr(w’ &

Par le théoréme 2.5, on sait a priori que le processus 72 est Plp.s.
continu a valeurs dans I7". On va en fait vérifier directement sur (2.22) que
77 donné par (2.22) est effectivement continu. On a en effet:

THEOREME 2.9. Si z(w, B)&.#*, alors 12 est continu @ valeurs
dans lespace IT".

Preuve. Considérons Iequation différentielle (2.6). Comme aux
théorémes 1.1 et 1.2, on peut définir un flot associé ¢'(w, @, .) sur ’espace
(2 x 3, P® P). H| est ainsi la loi de ¢'(w, &, y). Gréce la formule (2.22),
on voit sans difficulté que, si z(w, @) & #7*, alors:

[ swdi)

‘@R -+ Rn)

1
—LT J’Qxdxnxﬁ
x L', &) dR* (@', &) dP(w") dP(&"). (2.23)

S, @)/ T/n'9!(@", &", yr(w’, @')))
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Or, pour (w',d',w",@") fixé, la trajectoire (x(w',d")/T/n'¢ (@", @",
yr(w', &) dépend continiment de 7" (pour la topologie de la conver-
gence compacte). Donc f(x(w',®")/T/n'¢'(w", &", y(w',@')) dépend
continliment de T (en restant uniformément borné). Si z(w, @) €. ¢ *, par la
proposition 2.6, on peut appliquer le Théoréme de Lebesgue au membre de
droite de (2.23) et en déduire le résultat.

Remarque 3. Compte tenu de la derniére partie du Théoreme 2.5, ce
résultat n’a rien de surprenant. Il nous dit cependant que le processus 73
défini par (2.22) a effectivement toutes les propriétés souhaitées d’un
processus de prédiction hors d’un négligeable parfaitement connu. Toutes les
propriétés que nous allons démontrer dans la suite vont porter sur ce
processus de prédiction.

(d) Le cas partiellement hypoelliptique: existence de densités conditionnelles

On suppose vérifiée ’hypothése H 4 (enoncée a la section 1, ¢). Rappelons
que I’ensemble Q-négligeable . 7™ a été défini au théoréme 1.17. On a alors
un premier résultat “élémentaire” sur les lois conditionnelles.

THEOREME 2.10. Sous Phypothése H 4, si (w, @) est pris en dehors du
P® P négligeable {(w', &), z(w', &) € 4" U.47*} alors, pour tout T >0,
pour la mesure de probabilité 3\ D sur ZF(R*; R™), pour tout t > 0, la loi
de x, est du type > (x) dx.

Preyve. Par le théoréme 1.17, on sait que si z(w, d)& .4, pour la
mesure R*“® sur 2 x 4, la loi de n'p(w, @, y,) est de la forme p,(x) dx.
Or, pour 2(w, @) & 4%, t < T, par (2.22), la loi de x, pour ti/“*®) est {a loi
de n'g (w, @, y,) pour une mesure sur 2 X 2 equwalente a R, Donc, pour
z(w, @) & .+ U.47*, pour la mesure t2“%), pour ¢ < T, la loi de x, est du
type ;' (x) dx.

Reprenons alors le flot ¢'(w”, &3") défini dans la preuve du théoréme 2.9.
Par la formule (2.23), si z(w, @) &.#™ U.#*, pour t > T, on a, si g est une
fonction borélienne bornée sur R™:

@ yr(', @)))

8(x,) drz(x) ==

J?(P‘f:lﬁ") TJnxﬁxQxﬁ
X L', &) dR*(w', &) dP(w") dP(&"). (2.24)

g(”l(P:—T(w”a

Oou encore

| glx,) drix) = | g(n'o! (0", &", x,z7))
TF(R+;Rm) QXA xR

X @ (x) dx dP(w") dP(@"). (2.25)
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Par le théoréme 2.3, si on pose:

— d 5 .
Ls(w”,cﬁ”, y): exp 2 J lj((Pu((,l)”,(f)", y)) 5Wj
=17
1 & o
— 5 | X 1P @ ) du (2.26)
j=1
alors:
| g d)=]  gr'e, (@".G",x,27) g7.4(x) dx
T (Rt R RrX Q% 6

XL, (0" &", x,2;)dP(w")dP(@").  (2.27)

Or par le Théoréme 1.2 et la remarque qui le suit, P® P p.s., pour tout
(u,2) ER* X R?, x> n'p, (w, @, x, z) est un diffeomorphisme de R" sur R”".
Par (2.27), il est alors clair que la loi de x, pour 7% a une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue.

(e) Le cas partiellement hypoelliptique: régularité des densités condition-
nelles

On va tout d’abord montrer une formule d’intégration par parties
conditionnelle pour la mesure P’

On fait en effet ’hypothése H 5 définie a la section 1f).

On alors, en utilisant les notations du Théoréme 1.20.

THEOREME 2.11. Sous Phypothése H 5, soit V(x) un champ de vecteurs
sur R" g valeurs dans R", C* borné a dérivées de tous ordres bornées. Alors
si f(x) est une fonction définie sur R" 4 valeurs dans R qu’on suppose C*
bornée a dérivées de tous ordres bornées, si U(®dD) est une fonction mesurable
bornée sur £ a valeurs réelles, alors pour tout t >0, T >0
EP®PL 1w, &) U@) VS )n'p (w, @, yo))
= EPPL (w0, &) U@) f(7' 0w, &, yy))

a o )
x (B0 = (cior v 3 [ Conot™! G 09— Hloutw. @ y9))du) )
i=170 X
(2.28)

Preuve. Notons que L, est solution de I’équation différentielle de
Stratonovitch écrite en (2.4). On peut alors raisonner comme au
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théoréme 1.12 sur le flot associé a (2.4) pour obtenir une formule du type
(1.32) en appliquant (1.27) avec:

h =p (LT((U’ LD) Crﬁ l(p[\kily)

N )L,(a).(ﬁ)C, Yok, (2.29)

ou p est une fonction C* bornée a valeurs dans [0, 1] telle que p(x) = I pour
x| < 1, p(x) =0 pour ||x|| > 2. On obtient le théoreme en faisant tendre N
vers l’infini et en utilisant le fait que

. Py o
LT’|Ct l|’ sup [ay (w7 W, yo)] ’

oCutvr

, su
0<ug VT

o9, N
P (w, @, p,y)

sont dans tous les L (1 < p < +o0), ainsi que le théoréeme de Lebesgue.
Le calcul explicite du deuxiéme membre de (2.28) est élémentaire a partir
du théoréme 1.9 et du théoréme4.2 de [4].

Remarque 4. Notons que pour la mesure P!, W/ — [§ I (g (w, @, y,))ds
est une martingale brownienne indépendante de w.
On va maintenant renforcer ’énoncé du théoreme 1.21.

THEOREME 2.12. Soys [hypothese HS5, pour tout multiindice
r=(r, - r,), il existe un processus continu sur (R*)’, D} , tel que:

(a) Pour tout ¢, T" (0<e<T),

,
sup | Df ;|

e'<t<T

0<T<T!

est dans tous les L, (1 < p < +00).

(b) Si f est une fonction définie sur R" d valeurs dans R qu’on
suppose C™, bornée, a dérivées de tous ordres bornées, si U est une fonction
mesurable bornée sur 2 d valeurs dans R, pour tout T >0, t > 0:

EPPIL (w, @) U(®) 8, f(r' ¢ (w, &, »,))]
= EPP|L (w, &) U@) f(n' (9w, @, o)) D} ] (2.30)

Preuve. On raisonne comme au théoreme 1.21. En utilisant, en
particulier, le théoréme 4.2 de [4] et la théoréme 1.19, il est trés facile de voir
qu’on peut “itérer” la formule (2.28) de maniére a obtenir (2.30). 1

On a alors le résultat fondamental de cette section.

THEOREME 2.13. 1l existe un ensemble Q'-négligeable A% dans
#(R*:R?) tel que, si z(w, D) & .+ *, pour tout T >0, t > 0, la loi de x, pour
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la mesure 13 est de la forme q; ;(x) dx. ou ¢} ;(x) est une fonction C* en
xE€R", continue en (t,T,x)E |0,+0| X R* X R", a dérivées de tous
ordres continues en (t, T, x). De plus pour tout compact K de |0, +oo| X R*,
pour tout multiindice r=(r, ---r,),

sup  19,q; r(x)|

(¢, T)eK.xeRn

est fini et appartient @ tous les L, (1 < p < +w) pour P® P et pour P'.

Preuve. Pour 1 < T, on pourrait utiliser le Theoréme 2.10 mais pour le
cas ot ¢> T, la technique utiliste au Théoréeme 2.10 semble insuffisante.
Aussi préférons-nous raisonner directement.

Notons tout d’abord que si H(w,d) est une variable aléatoire .Z%:%-
mesurable (77 < +oo) alors elle appartient a tous les L, (1< p< +oo)
relativement @ P® P si et seulement si elle appartlent a tous les L
(1 < p<+w) relativement a P" en effet L,. appartient a tous les L
(1< p < +) relativement a P ® P, et il est trés facile de vérifier que L; /!
appartient a tous les L,(1 < p < +oo) relativement a P. Pour T >0, soit
U(&) une fonction . 2%, -measurable bornée sur £2. Grace a la formule (2.30),
on sait que pour r=(r, -- r,), et t > 0:

p

E” [U(®) 0, f(W'e,(w, &, yo))] = EPI[U(w)f(” 9w, @, p,)) D, ) (2.31)

De (2.31), on tire immédiatement que

[ 0.1 drix) = E¥| @' 0., B, o)) Dpyye | 25,1 ps. (2.32)

Alors pour 0 < &' < T,

H'"""= sup |Dj,]|
T<T'

€' <tT’

est dans tous les L, (1< p<+w) relativement a P’ Soit DT a
martingale continue

D¢ = EP|HETT | B (2.33)
De (2.32), on tire immédiatement que pour & << T, T T

\ [ &) des )

< sup If) DS ™" pas. (2.34)
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Les deux membres de (2.34) étant P' p.s. continus en (z, T) on voit donc que
P! p.s. pour tout (1, T) tels que &/ <t < T, T T

|| 6,/ d73(x) | < sup | fx) DS (233)

Soit {f,}k € N une famille dénombrable de fonctions de & qui est dense
dans &. P.s., pour tout k €N, (¢, T) tels que ¢' <t LT, TKT'

ety drico| < sup 1761 557 (2.36)

Par densité, il résulte immédiatement que p.s., pour tout f € &, (¢, T) tels
que & T, TLKT

|[2.f(x) dri(x) | < sup |f(x)] D57 (2.37)

(2.37) s’étend immédiatement a tout £ C* bornée a dérivées de tous ordres
bornées. A partir de (2.37), on raisonne comme au Théoreme 1.24 pour
obtenir la premiére partie du Théoréme. De plus, par I'inégalité de Doob, on
sait que sup, o7 | D5 7| est dans tous les L, (1 < p < +00) relativement
a P'. La seconde partie du Théoréme résulte immédiatement de I'inégalité
(2.37).

Remarque 5. 1l est trivial de vérifier que pour tout 7>0, i=1---n,
SUPy < <7 €XP £ [0, B, yo)|' est dans tous les L, (1< p<+w)
relativement a P® P. En appliquant le calcul des variations a
S(n'o (w, &, y,))expt[n'p(w, &, y,)]’; il n’est pas difficile de conclure que
exp(+x’) gi ;(x) a les mémes propriétés que g7 ;(x), et donc que q; , € 7.
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