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0. Introduction

La notion d’arborescence hyperquaternaire fait appel aux d-tuplets de permuta-
tions en considérant la L-espéce produit

T=LxLx--xL (dfacteurs),

ou L est 'espéce des ordres lin€aires. Posons [n]={1,2,....n}. Une arborescence
hyperquaternaire (i.e. une 7-structure) sur [n] consiste donc en une suite de d permu-
tations quelconques des entiers de 1 a n. En langage géométrique [3-5,9,13,17], une
T-structure est une structure arborescente qui code I'«histoire» des apparitions
successives de n points aléatoires P,,P,,...,P, dans I’hypercube [0,1]° Pour
i=1,2,...,n, chaque point P; est contenu dans un sous-pavé de [0, 1]¢ qu’il subdivise
en 29 sous-pavés disjoints (généralisant ainsi le contexte des arborescences binaires de
recherche, d=1.) On suppose que les points P; sont indépendants et uniformément
distribués; ce qui équivaut a dire que les T-structures sont équidistribuées avec
probabilité 1/n!%.

Dans la Fig. 1, nous avons représenté schématiquement d permutations dans
lesquelles le nombre 1 est mis en évidence pour faire ressortir le fait qu’il correspond
au premier point aléatoire.

Par exemple, dans le cas a deux dimensions, supposons que nous ayions le deux
permutations

6,=(3,2,4,5,1,6) et ¢,=(4,53,1,6,2)

représentant respectivement les projections sur 'axe des x et Paxe des y des numéros
des points constituant le nuage de points. La numérotation correspond a l'ordre
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d’apparition des points en question. On peut visualiser ce nuage de points dans la
Fig. 2.

Soit m, ;.4 la probabilit¢t qu'une sous-arborescence donnée de la racine d’une
arborescence hyperquaternaire aléatoire de n nceuds, & d dimensions ait k enfants.
Plusieurs expressions, récursives et explicites, pour ces probabilités ont été obtenues
dans [11,13]. La distribution (ou I'espérance) du nombre de nceuds ayant une arité
donnée (i.e. nombre d’enfants donn¢) est fonction de cette probabilité n, ; , ainsi que
de la probabilité p, ; 4 que la racine d’une arborescence hyperquaternaire de d dimen-
sions, ayant n nceuds soit d’arité k. Pour k et d fixés, nous avons établi dans [11] que
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I'espérance e, , , du nombre de nceuds ayant k enfants dans une arborescence hyper-
quaternaire aléatoire de n points satisfait le schéma de récurrence suivant:

n—1

_ d
€nk,d™= Pni,at2 Z i, d€ik.d> (1
i=0

ou
Pa.x,a=probabilité que la racine d'une arborescence hyperquaternaire
de n points ait k enfants (0 <k <29). (2)

Le but du présent travail est de faire une étude combinatoire et analytique de ces
probabilités fondamentales. Nous les représentons d’abord par des intégrales mul-
tiples que nous classifions a l'aide d’actions du groups hyperoctaédral et nous
décrivons une technique pour leur calcul asymptotique.

1. Probabilite que les # points tombent dans une region donnée

Nous allons d’abord regarder ce qui se passe dans le cas bidimensionnel. I nous
faut examiner les cas ou k=0, 1,2, 3 et 4. Pour commencer, nous allons considérer la
probabilité¢ que les n points tombent dans un ensemble fixé de quadrants. On peut
visualiser ces possibilités dans la Fig. 3. Les régions considérées sont les ensembles de
carrés gris. Les quadrants sont numérotés de la fagon suivante:

1|3 0111
- (3)
0] 2 00 | 10

Les variables t, et ¢, correspondent respectivement aux coordonnées x et y du premier
point aléatoire. Pour les besoins de I'illustration, nous avons choisi le point (4,1) sans
oublier que (r,,t,) est aléatoire et que t, et 1, sont indépendants et distribués selon une
loi U0, 1]. Pour un choix de quadrants donnés, I'intégrale correspondante donne la
probabilité que les n— 1 autres points tombent dans les régions grises.

Pour les besoins de la présentation, nous allons introduire la notation suivante:
tP=t et tV=1-y, 4)

ou t est une variable réelle. Avec cette convention, on obtient une écriture plus
uniforme des intégrales impliquées. Dans la Fig. 4 nous retrouvons les intégrales de la
Fig. 3 exprimées avec cette nouvelle notation. La probabilité est maintenant notée
J,[S] ou S est I'ensemble de mots binaires qui code les quadrants choisis.

On remarquera que les indices supérieurs dans les intégrandes correspondent
exactement aux mots binaires apparaissant dans '’ensemble S.

Dans le cas a trois dimensions, nous illustrons dans la Fig. 5 le cas de quatre octants
gris. Nous avons dessiné deux des 70 fagons possibles de choisir quatre octants parmi
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Région Probabilité Codage
el
[ Jor dnr, ()
1p1 -1
'Uo(t]tz) drdt, {00}
1 pl -1
[ f =)y e, (01)
1 p1 n-1
.[ojo((l—t‘)tz) drdt, {10}
1 p1 -1
[ @=-a-n)yyaar (11)
1 el
jojo(t,zz +1,(1-1,))" " didt, (00,01}
1 1 nel
jojo(tlr2+(1—zl)t2) ddr, (00,10}
[[@a-s)+a-1a-g)yd, (01,11}
bl
J’ojo((l 1), + (1= 1)1~ 15,))"" ddr, {10,11)
[[ g, +a-m)a-n)ydua, {00,11)
1 el
'[ojo(tl(l—t,_)+(1—t1)t2)"'1dtldt2 {01,10)
J:J:(tltz +o(1-5)+A—1),) dnde, {00,01,10}
1pl
Iojo(t‘tz +,(1-1)+ A —1)A—1,))" " dedr, {00,01,11}
[[ @+ =)+ Q-0 =) dear, (00,10,11}
1 el
Iojo(tl(l—t2)+(l—tl)t2+(1—t1)(1—t2))"'1dt1dt2 {01,10,11}
lln-'l
[ 1 dnar, {00,01,10,11}

Fig. 3.

huit. Pour la configuration (a), voici I'intégrale qui correspond a la probabilité que les
n—1 autres points tombent dans les quatre octants choisis:

1 1 1
f j J (P15 18 4 1O 0SS 1 2545y 1 dry diep dit.
0 0 0
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Région Probabilité J,{S] N
[0 dna, 0
_H (507507 drdt, (00)
H Oy dnr, {01}
JJ'(<1> <0> n— 1dtldt2 (10}
[[[orosy dna, (11}
([ sy dyar, (00,01}
H (0750 + 070y dd, (00,10}
’_H(t(‘” S sy dndr, (01,11}
J'J(I<1> <> <<y g g (10.11)
”(z<°> 507 Y e, (00,11}
”(f‘” £ ) (01,10}
H(z“” <07 0 <O gy (00,01,10}
.[;.[;(';0)[2(0) + Y 41 Y d {00,01,11)
,”( F07E0% 4 <07 sy g gy (00,10,11)
J J 0+ sy e, {01,10,11}
J"[(t<0> <05 <0<t L yiny<0n psiz<>ynsl g g | (00,01,10,11)

Fig. 4.

Dans le cas général a d dimensions, nous introduisons la notation suivante:

1 1 n—1
J,,[S]=f j <2t§8*>...t§“>> dty---dty, (5)
Q 0 teS

ou S est un ensemble quelconque de mots binaires de longueur d codant la configura-
tion des hyperoctants choisis.
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u = ll'

Uy = 13,
= (1-13)
J[S] = J,,[{000,001,010,111}] 18] = J,,[{000,001,011,110}]
(a) )
Fig. 5.

Proposition 1. La probabilité p, . 4 quune arborescence hyperquaternaire aleatoire de
n points posséde exactement k enfants est donné par la formule

k 2d_
pn,k,d=2(—1>k-”< p ”) PIARY (6)
v=0 -V

1S]=v
ou les J,[S] sont définis par I’équation (5).

Preuve. Pour un ensemble S d’hyperoctants donnés, définissons J¥[S] comme étant
la probabilité que les hyperoctants déterminés par S contiennent au moins un point
chacun. On a évidemment que

LLT1= 3, JX[S] (7

SeT

Par inversion de Mébius, ou le principe d’inclusion-exclusion, on en déduit que

JS1= Y (=BT [T (8)

=N
Nous obtenons donc la suite d’expressions suivantes pour la probabilité cherchée:

Pria= D, JXIS1= D, Y. (=1)SITIg 7]

|S|=k IS|=k TSS

k k
Y Y (=T =Z Z Z (— 1)}, [T]
=0 v=0 |{T|=v E

v= T.S
IT|=0v,T<S.|S|=k

Z Y (—DFITT Y

v=0 |T|=v 1S]=k
Tcs

d 29y
=Z(_1)k“(k_v) Y 4Tl O
v=0

|Tl=v
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2. Action des groupes hyperoctaédraux sur les integrales J,[S]

On peut remarquer que plusieurs intégrales J,[S] de la formule (6) prennent la
méme valeur en effectuant un changement de variables simple comme dans I'exemple
de la Fig. 5.

Dans cette figure, nous pouvons constater que le deuxiéme volume représenté
par §'={000,001,011,110} peut étre obtenu du premier, représenté par
§$=1{000,001,010,111}, en effectuant une rotation de 90° vers la droite. L'intégrale
J,[S’] peut s’obtenir de J,[S] par le changement de variable donné par

L0 <0 L1
Uy =ty Uy =137, Uz =1t ",

ou (9)
uy=ty, Uy =t3, u3:=(1—'12),

Les intégrales J,[S] et J,[S’] sont donc égales. On remarquera que les variables sont
permutées et/ou «inverséesy».

Dans le cas général, les changements de variables sont codés par des couples (. @)
tels que

o=0y 0y ... 0g€2%, og=c(1)a(2)...a(d)eS,, (10)

ou 24 est 'ensemble des mots binaires de longueur d et ot S, est le groupe symétrique
de degré d.
Le changement de variables associé au couple (2, o) s’effectue de la fagon suivante:

Pouri=1,2,...,d,
1 1 ) n—1
J,,[S]zf J <sz“>...t§s“>> dt, ---dig,
4] 0 £eS
(€D

up=1t,-1 (o, 0) (1)

1 1 A\t
J,,[S’]=f J <Z rf“‘>...t,}b‘>> dey---dty.
(

0 ) eeS’

Tous les changements de variables codés par tous les 2¢d! couples possibles («, o)
seront appelés «changements de variables admissibles».

Proposition 2. L'ensemble de tous les changements de variables admissibles forme un
groupe isomorphe au groupe hyperoctaédral B;. L’action des changements de variables
sur les intégrales J,[S] est isomorphe a laction du groups hyperoctaédral sur les
ensembles S de mots binaires de longueur d et est décrite comme suit:

Byx p(29) - p(27), (12)
ou

(,0)S=S"=a+Sea ™ ={w|w=wiw,. . wieS, W=, +w,-15y, i=1,....d}

IR

la somme désignant la somme binaire (ou exclusif') et < représant la composition.
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Preuve. On vérifie que le composé de deux changements de variables («, o) et (&, G),
noté (& 6)(x,0), est le changement admissible (&, 6) donné par d=d+a°6 ' et
&=¢°g. Ces opérations sont justement celles du groupe hyperoctaédral B;=2¢x &,.
11 est facile de voir que S’ donné par a+woa~ ! est égal & I'ensemble codant la
deuxiéme intégrale de (11). O

On remarquera que le changement de variables donné dans la Fig. 5 correspond au
couple («, g)=(001, 132) et que

(2, 6)S =(a, ¢) {000,001,010, 111} = {000,001,011,110} = S.

Si deux ensembles S et S’ appartiennent a la méme orbite de I'action (12) alors les
intégrales correspondantes J,[S] et J,[S'] sont égales. On est naturellement amené
a rechercher un systéme de représentants de ces orbites ainsi que la cardinalité de
chacune d’elles afin de regrouper les intégrales de valeur égale dans (6).

Revenons a notre exemple a trois dimensions et quatre octants gris. La Table 1 nous
donne les 70 possibilités de choisir quatre octants parmi huit, classées en orbites. Pour
chacune, on donne la taille, un représentant ainsi que les octants choisis. On a directe-
ment, en utilisant les informations de la Table 1 que

1 1 1 n—1
Y JLIS1= % J J f <Zz§6‘>t§“>t§“’>> dt, dt, dt,

IS|=4 IS|=4 40 JO JO Aees
=6J,[ {000,001,010,011} ]+ 24J,[ {000,001,010,111}]

+8J,[{000,001,010, 100} ]+ 24J,[ {000,001,010, 101} ]
+6J,[{000,001,110,111}]+2J,[ {000,011, 101, 110} ].

Dans les Tables 2 et 3, générées par un programme Maple [2], nous retrouvons la
taille et un représentant pour chaque orbite dans le cas des dimensions d=2 et 3. Ici,
nous avons remplacé le mot binaire par son écriture en base 10. Le représentant choisi
est 'ensemble minimal: c’est 'ensemble donnant le nombre minimal si on considére
ses éléments, une fois triés en ordre croissant, comme un nombre écrit  la base 2¢. Les
cardinalités des orbites, pour chaque d fixé, sont en concordance avec les tables
données dans [6] dans le contexte de la classification des fonctions booléennes.

3. Analyse asymptotique des intégrales J,[ 5]

Les valeurs exactes des intégrales J,[S] ne semblent pas pouvoir s’exprimer sous
des formes closes ou étre calculables par des schémas récursifs simples. Nous prés-
entons ici I'’ébauche d’'une approche permettant de les estimer asymptotiquement
lorsque n— co. Pour un ensemble S de mots binaires de longueur d, posons

Soltrsta ot =Y (1071557 1 (13)

tesS
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Table 1

Cas ou d = 3 et k = 4

Nombre d'orbites : 6
orbite 1 taille 6 représentant {000, 001, 010, 011}
orbite 2 taille 24 représentant {000, 001, 010, 111}
orbite 3 taille 8 représentant {000, 001, 010, 100}
orbite 4 taille 24 représentant {000, 001, 010, 101}
orbite 5 taille 6 représentant {000, 001, 110, 111}
orbite 6 taille 2 représentant {000, 011, 101, 110}

l'ensemble des orbites

{ {000, 001, 010, 011}, {000, o001, 100, 101}, {000, 010, 100, 110},
{001, 011, 101, 111}, ({010, 011, 110, 111}, {100, 101, 110, 111} }

{ {000, 001, 010, 111}, (000, 001, 011, 110}, {000, 001, 100, 111},
{000, 001, 101, 110}, {000, 010, 011, 101}, {000, 010, 100, 111},
{000, 010, 101, 110}, {000, 011, 100, 101}, {000, 011, 100, 110},
{000, 011, 101, 111}, {000, 011, 110, 111}, (000, 101, 110, 111},
{001, 010, 011, 100}, {001, 010, 100, 101}, {001, 010, 100, 110},
{001, 010, 101, 111}, {001, 010, 110, 111}, {001, 011, 100, 111},
{001, 011, 101, 110}, {001, 100, 110, 111}, {010, 011, 100, 111},
{010, 011, 101, 110}, {010, 100, 101, 111}, {011, 100, 101, 110} }

{ {ooo, o001, 010, 100}, {0OO, 0O1, 011, 101}, {000, 010, 011, 110},
{000, 100, 101, 110}, (0OO1, o010, 011, 111}, {001, 100, 101, 111},
{010, 100, 110, 111}, (011, 101, 110, 111} }

{ {000, 001, 010, 101}, {000, 001, 010, 110}, {000, 001, 011, 100},
{000, 001, 011, 111), {000, 001, 100, 110}, {000, 001, 101, 111},
{000, 010, 011, 100}, {000, 010, 011, 111}, {000, 010, 100, 101},
{000, 010, 110, 111}, {000, 100, 101, 111}, {000, 100, 110, 111},
{001, o010, 011, 101}, {001, 010, 011, 110}, {001, 011, 100, 101},
{001, o011, 110, 111}, {003, 100, 101, 110}, (0601, 101, 110, 111},
{010, 011, 100, 110}, {010, 011, 101, 111}, {010, 100, 101, 110},
{010, 101, 110, 111), {011, 100, 101, 111}, {011, 100, 110, 111} }

{ {000, 001, 110, 111}, (OGO, 010, 101, 111}, {000, 011, 100, 111},
{oor, o010, 101, 110}, {001, 011, 100, 110}, {C10, 011, 100, 101} )

{ {000, 011, 101, 110}, {001, 010, 100, 111} }

Puisque fs(t,.t5, ..., t4) est la probabilité qu'un point aléatoire tombe dans 'ensemble
d’hyperoctants déterminés par S et par le point (t,,t,,...,1;), on a évidemment

(tlsIZ""’ld)e[O’ 1}'1 = OSfS([17[23"'v[d)<]' (14)

Pour estimer I'intégrale

1 1
J,,[S]:J‘ J (fs(tita, o b)) Mty ---dey, {(15)
0 0

il fact donc d’abord déterminer I'ensemble des points de I’hypercube unité maxi-
misant fs.
Introduisons a cet effet les notations et définitions suivantes: Posons pour tout
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Table 2
d =2
Nombre d’hyperoctants Taille de 'orbite Représentant de 'orbite
k =0 1 {1
k=1 4 10}
k=2 2 {0, 3}
4 {0, 1}
k =3 4 10, 1, 2}
k = 4 1 {0, 1, 2, 3}
Table 3
d=3
Nombre d’hyperoctants Taille de I'orbite Représentant de I'orbite
k =0 1 (]
k =1 8 10}
k =2 12 {0, 1}
12 {0, 3}
4 {0, 7}
k=3 24 {0, 1, 2}
24 {0, 1, 6}
8 {0, 3, 5}
k = 4 6 {0, 1, 2, 3}
8 0, 1, 2, 4}
24 {0, 1, 2, 5}
24 0, 1, 2, 7}
6 {0, 1, 6, 7}
2 {0, 3, 5, 6)
k =5 24 {0, 1, 2, 3, 4}
8 to, 1, 2, 4, 7}
24 10, 1, 2, 5, 6}
kK =6 12 {0, 1, 2, 3, 4, 5)
12 0, 1, 2, 3, 4, 7}
4 {0, 1, 2, 5, 6, 7}
k =1 8 10, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
k =8 1 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
ensemble S < 29 de mots binaires de longueur d,
d =
Mg={(t1,t2, ... ta)€[0,11% fs(t1, t2, ..., t)) = 1}. (16)
Pour tout mot binaire «=a, x,...0;€2% dénotons par
a*=(1—ay,1—a,,...,1—ay)e[0,174, 17

le sommet de I’hypercube correspondant au complément binaire du mot « et posons
*={a*|aeS]. (18)

Convenons de dire qu'un ensemble K = R? est axe-convexe si et seulement si pour tout
segment fermé F paralléle aux axes, dont les extrémités appartiennent a K, on
a F = K. La fermeture axe-convexe d’'un ensemble E = R est, par définition, le plus
petit ensemble axe-convexe {E ) contenant E.

La proposition suivante décrit complétement la structure de I'ensemble Mj.

Proposition 3. L’ensemble Mg={(t;,t,,...,t2)€[0,1]%| fs(t1,ta, ..., t5)=1} est le plus
petit ensemble M = [0, 1]¢ satisfaisant les deux conditions suivantes:

(a) aeS = a*eM, (19)
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by 0<t<l, (ty,.. t; 1,0 tir 1, .0 td)eM, (ty,onti g Ltieqs .o tg)eM
= (tlv"'s[i'l’lati+ls"'*td)EM' (20)
En d’autres termes, Mg est la fermeture axe-convexe de S*:
Preuve. Pour tout 7 < 24, désignons par yr(xy, X2, ..., x4) la fonction caractéristique

de 'ensemble T (ainsi, pour tout mot binaire o= %,...%, on a a€ T si et seulement si
(g, %p, ... ag)=1). Il est facile de vérifier que

Sslor. 2, o) =xs(V =y, L —oy, oo, T—0y)

pour tout mot binaire xo,...%;. Ainsi, les sommets de 1"hypercube [0,1]¢ qui
appartiennent a Mg coincident avec les 2* ou o parcourt S. Remarquons que
fs(ty,ty, ... ty) est de degré <1 en chaque variable t;. En fait, on peut écrire

Ts(tis oo tiv ot =tifolte,os 1ot (1 —t) fslty, -, 0, . tg) (22)
Supposons maintenant que
fsltes 00, t)=fs(ty, .., 1, tg)=1, (23)

alors par (22) on en déduit que fs(ty,....t;,...,t5)=1. Ainsi, la propriété b) est
nécessairement satisfaite par Mg. Pour établir la minimalit¢é de Mg, on raisonne
comme suit: Prenons un point p=(ty,t,,...,l[;)eMs et considérons I'ensemble
K,={i|1<i<d,0<t;<1}. En faisant appel a (20) pour chaque ieK,, on détermine
facilement I'ensemble S, des sommets de I'hypercube [0, 1]¢ dont la fermeture convexe
contient p. On a évidemment S, = Ms. Ainsi, le point p provient nécessairement
d’applications de a) et/ou de b). L[]

L’analyse asymptotique des J,[S] peut étre faite en approximant les ensembles
Mg et en appliquant la méthode classique de Laplace [8] aux représentations inte-

grales suivantes.

Propeosition 4. Pour tout ensemble S de mots binaires de longueur d, posons

Mg(x)=1{(ty,....t)e[0, 17¢| fs(ty, ... tg) > 1 —x}, (24)
alors
1 1
JH[SJ{ j Fslt1o oot dty -y (25)
0 0
1
:J (1= )" Lw(x)dx (26)
0

=f ) e "p(t)dt=(L@)(s)|;=n (transformée de Laplace), (27
[¢]
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ou
du(Ms(x))

wx)=—"—r"", p)=w(l—e™). (28)

Preuve. Pour un entier N >0, prenons x;=i/N, i=0,1,..., N—1. On a évidemment,

N-—

1
J"[S]=Alri—{rgo Z (1 “‘xi)n_l)u'(MS(xi+1)\MS(xi))

i=0

N-1

=lim Y (1—x)"'o(x)Ax;.

N=o =0

D’ou 'on tire la représentation intégrale (26). La transformée de Laplace (27) découle
du changement de variable x=1-¢7". [

Le comportement asymptotique de w(x) pour x—0 ou de ¢(t) pour t—0 détermine
donc completement le comportement asymptotique des J,[S] pour n— 0.

Exemples. (1) En dimension d=2, considérons l'ensemble S={01,10,11}. Alors
fs=1—tyty, $*={(0,0),(0,1),(1,0)}, Msg={(0,%),(%,0)} ou létoile () signific de
prendre toutes les valeurs possibles pour cette composante. L'ensemble Mg(x) est
délimité par un arc d’hyperbole (voir Fig. 6). On vérifie facilement qu’'on a alors
w(x)=—logx et

1 logn y 1 1 1
J = 1—x)""1(—1 dx~—2—4ly 4 .. 29
n[5] L (1—x)""(~logx)dx n +n+2n2 12n3+120n5 ’ @9
ou y désigne la constante d’Euler.

(2) En dimension d=3, considérons I'ensemble S={001,011,101,110,111}. Alors
Ss=1—tit3—tyt3+1,85t3,5%={(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0)},Ms=(S*> =
{(*, %,0),(0,0,)}. L'ensemble My(x) est alors délimité par la surface décrite par la
Fig. 7.

©, 1) L1 ©O1n (1, 1)

0,0 (1,0 0, 0)
Mg M (x)

(1,0)

Fig. 6.
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0,0,1) 0,0,1)

0,1,0) 0.1,0)
(1,0, (1,0,0)
M s(x)
Fig. 7.
On vérifie par quelques calculs que
. 2w xk
a)(x)=€—dllog(1—><)=€—’(Z1 et (30)
ou
' —In¢
dilog(x)=J 1 “[ de 31
est la fonction spéciale dilogarithme classique [15]. En utilisant Maple [2] on obtient
* n? n? 1 1 1 1
J = (2 il -t ~—e— b 32
L5 L ¢ <6 dilog(e )>dt 6n n22n3 6n® 300 (32)

En procédant de fagcon analogue pour les autres intégrales J,[S] et en utilisant les
représentants de la Section 2 on trouve les valeurs asymptotiques suivantes pour les
probabilités p, , 4 en dimension d=2 et d=3, lorsque n tend vers I'infini.

Corollaire 5. En dimension d=2, les probabilités asymptotiques p,. . , sont données par

Pn,0,2=0"_1~0, (33)
4

Pn1,2=" 3> (34)
n
4 8 4 12 52 300

Prazy =ttt st st )
dlogn 8—dy 6 25 24 3119 600
~ o Z e T T 36

Pn.3.2 n n +n2 3n® n* 30m° n® (36)

4logn 4—4 2 13 12 1559 300
PP Pl e (37)

n n n® 3n3 n* 300 nt
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Preuve. En prenant successivement les représentants de la Table 2 on trouve
respectivement

S M;(x) @(x)

{0} (1 =x)In(1 —x)+x —In(l —x)
{0,1} x 1

{0,3} (1/2—x)In(1—2x)+ x ~In(1 =2x)
{0, 1,2} x—xInx —Inx
{0,1,2,3} 1 3(x)

En utilisant Maple et en appliquant (27) dans chaque cas, on obtient les développe-
ments asymptotiques suivants

1
Jn[{O}J=Fa

1
J,,[{O,l}]——';,
2 2 6 26 150
Jn[{0,3}]~n—2+F+F+;§+F+"',
Inn+y 1 1 1

J.[{0, 1,2} ]~ +W W-ﬁ-wﬁ-m,

J.[40,1,2,3}]=1.
En appliquant la Proposition 1 ainsi que les développements asymptotiques

des J,[S] obtenus précédemment, on peut exprimer les probabilités p, ; , comme
suit:

pn,0,2=Jn[®]=5;‘7

1 4— 4
Prt2= . (—1>‘-°< ”) Y, L[S1=—45,[ 1 +40,[{0}]=—5,

v=0 1-v/ &2, n
Pr2a= ), (—1)2—“@:;’) PIRASH

v=0 IS|=v

6J,[B]1—12J,[{0}1+4J,[{0,1}1+2J,[{0,3}]

4 8 4 12 52 300

R A A
n n® nd n* n® no ’
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3
Prs2= ), (—1)3—“<‘3‘:‘;> PIRALH
V=0

|Si=v

—4J,[B1+12J,[{0}]1-8J,[{0.1}]—4J,[{0,3} 1+ 4J,[{0. 1, 2}]

4logn 8—4y 6 25 24 3119 600

n n n? 3n3 a* 30n* n

4
Prs2= ), (—1>4—“<3:Z> . ls]
u=0

|St=wv

= [F]—4J,[{0}]+4J,[{0,1}]1+2J,[{0.3}]
—44,[10. 1,214+ 4,[{0.1,2,3}]

4logn+4—4y 2 13 12 1559 300

~1_ el e 27 O
n n?  3nd a* 30n® n®

On a donc les probabilités du corollaire. [

Le calcul asymptotique des probabilités p, , 4 pour d= 3 suit le méme schéma et est
trop long pour étre reproduit ici. Des développments analogues sont possibles pour
les dimensions supérieures.
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