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PROBLEMES DE CAUCHY ABSTRAITS 387
INTRODUCTION

Ce travail est divisé en deux parties : le chapitre I ot 'on étudie le
probléme de Cauchy pour des équations d’évolution abstraites et le
chapitre IT ol 'on applique ces résultats 4 ’étude de certains pro-
blémes mixtes.

Chapitre I

On considére des équations d’évolution de la forme

Py = (i Ath’“) u=f (on pose D, = T?t_)

k=0

ou les A4, désignent des opérateurs appartenant 4 un méme espace
ZL(D; X) avec D et X désignant des espaces de Banach. Le résultat
essentiel de ce chapitre est la caractérisation par leurs propriétés
spectrales des opérateurs 4, pour que le probléme de Cauchy associé
a P soit bien posé. Bien entendu cette caractérisation dépend des
propriétées de régularité que ’on exige pour la solution u de I’équation.
Dans ce travail on étudiera successivement le cas des solutions au sens
des distributions puis, car cela sera indispensable dans certaines
applications, le cas des solutions appartenant 4 des espaces du type
“distributions de Gevrey.” De facon plus précise, on dit que le
probléme de Cauchy est bien posé pour P au sens des distributions
(resp. des distributions de Gevrey) si la distribution 4 valeurs
opérateurs

P=Y 4, Q5w

admet une solution élémentaire E qui soit une distribution (resp. une
distribution de Gevrey) a support dans [0, + oo[. Avec cette définition
on démontre que le probléme de Cauchy est bien posé si et seulement
si 'opérateur

P/\ = Z AkAk
est inversible quand le nombre complexe A appartient 2 une
certaine classe de région 4 du plan et que || Py'| vérifie une

majoration de croissance dans /. Dans le cas des distributions
(Théoréme 1.6, §1) on trouve pour /A des régions de la forme

A={;ReA >=alog(l +|A])+b} (Re = partie reelle)
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que 'on appelera “régions logarithmiques.” Dans le cas des distribu-
tions de Gevrey d’ordre d on trouve (Théoréme 4.4, §2) des d-régions,
c’est 4 dire de la forme

A={ ReAd =a|r|M/ | b}

ou a et b désignent des constants positives ou nulles.

On montre ensuite que dans le cas des distributions cette caracté-
risation reste encore valable mot pour mot quand on permet des
dérivations d’ordre fractionnaire en ¢ dans P.

Dans le cas particulier o0 P = D, — A ces résultats sont 2
rapprocher du théoréme d’Hille et Yosida, qui concerne en gros le cas
ol la solution élémentaire E est une fonction fortement continue de ¢.
Dans notre cas, la solution élémentaire E est une distribution qui
définit un semi groupe distribution régulier au sens de Lions [13].
Ainsi Papplication du critére général permet d’obtenir la caracté-
risation spectrale du générateur 4 d’un semi groupe distribution
régulier, c’est d’ailleurs la recherche de cette caractérisation qui est a
Porigine du travail exposé dans ce chapitre.

Pour les opérateurs de la forme P = D* — 4 on montre que pour
k > 2 le probléme de Cauchy est mal posé en dehors du cas trivial ou
A est un opérateur borné (Théoreme 6.1, §1).

On commence le §2 par une étude rapide des espaces de distribu-
tions de Gevrey dont on aura besoin. On définit I'espace des distribu-
tions de Gevrey d’ordre d 2'(d) comme le dual de I'espace Z(d) des
fonctions C* qui vérifient une suite d’inégalités analogues & celles
vérifiées par les fonctions du type de Gevrey d’ordre d proprement
dites. On définit également les distributions de Gevrey a valeurs dans
un espace de Banach Y par 2'(d, Y) = #(%(d); Y), et 'on montre
que 'on a une théorie tout a fait semblable a celle de Schwartz [23]
pour les distributions vectorielles.

On termine ce chapitre par un théoréme de perturbation (‘Théoréme
6.2, §2) ou1 I'on montre en particulier qu’en ajoutant au générateur d’un
semi groupe fortement continu un opérateur d’ordre inférieur (en un
certain sens) on obtient un probléme de Cauchy bien posé seulement
en général au sens des distributions de Gevrey.

Dans le cas particulier de 'opérateur P = D, — A4, la caractérisa-
tion des opérateurs non bornés 4 pour lesquels le probléme de Cauchy
est bien posé au sens des distributions & d’abord été trouvé par Lions
[13] en supposant que la solution élémentaire E est i croissance
exponentielle. Sans hypothése de croissance la caractérisation n’était
connue que dans le cas particulier ot A4 est un opérateur normal dans
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un espace d’Hilbert et est due a4 Foias [6], puis généralisée par
Larsson [12] dans le cas des distributions de Gevrey.

D’autre part Fattorini [5] vient d’étendre partiellement certains de
nos résultats relatifs aux opérateurs D — A (avec k > 2) au cas ou
P’on se place dans des espaces vectoriels topologiques généraux.

Chapitre 11

On étudie dans ce chapitre des problémes mixtes qui ont ceci de
commun: on ne peut en général obtenir pour ces problémes les
résultats de régularité en la variable ¢ que 'on démontre habituellement
pour des problémes mixtes analogues (ondes, chaleur,...). Cest pour
cette raison que l'on a développé une théorie abstraite dans les
distributions de Gevrey. En effet on trouvera, dans I'étude spectrale,
des régions A qui sont en général seulement des d-régions et non des
demi plans Re A > y; par contre la condition sur la croissance de
| Pi’* || n’apporte pas de difficultés.

On donne dans le §1 une application du théoréme de perturbation
aux équations du type des plaques vibrantes. De fagon plus précise, on
considére un opérateur elliptique d’ordre 2m A(x, D,)tel qu’il définit
un opérateur autoadjoint dans L%(£2), et on le perturbe par un opérateur
B,(x, D,) d’ordre k << 2m. Alors on trouve que le probléme de Cauchy
est bien posé pour 'opérateur

P = th — (A(x, Da;) + Bk(x’ Dw))

si on se place dans les distributions de Gevrey d’ordre d avec 1/d =
k — mim.
Dans le §2 on considere les équations du type des ondes itérées

(D2 — 2Dj2A(x, D) 4+ B(x, D))u = f
avec les conditions aux limites

| ou
Ulso = o
on

892

:0’

ou A(x, D) est un laplacien sur 'ouvert 2 et B(x, D) un opérateur
ayant méme partie principale que (A(x, D)?). On montre que ce type
de probléme est bien posé dans les distributions de Gevrey.

Dans le dernier paragraphe, on étudie I’équation des ondes

(D# — A(x, D))u = f
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mais avec la condition au bord
b(x, Dyu |30 = 0

ol &(x, D) est un champ de dérivation qui n’est jamais tangentiel sur le
bord de £2. On trouve encore que ce probléme est bien posé dans les
distributions de Gevrey.

Les résultats relatifs a I’étude du probléme de Cauchy pour les
opérateurs de ce chapitre semblent nouveaux. On pourra trouver
d’autres types de problémes mixtes étudiés dans un esprit analogue
dans Lions [14].

Certains de nos résultats ont été annoncé dans des notes aux
C.R.A.S. [2]. Je ne saurais terminer sans témoigner ma reconnaissance
a M. J. L. Lions pour les conseils et les encouragements qu’il m’a
prodigués au cours de ce travail.

Chapitre |: Equations d’Evolution Abstraites

1. ProBLEMES DE CAUCHY AU SENS DES DISTRIBUTIONS

0. Notations

On note £(X; Y) I'espace des applications linéaires continues de X
dans Y, normé par || ||,y quand X et Y sont des espaces normés;
I, désigne 'application identique de X.

Pour les distributions on utilise les notations de Schwartz [22]
auquel on renvoie pour tout ce qui concerne ce sujet. Rappelons
cependant que l'on note par & (resp. 2_) l'espace des fonctions
indéfiniment dérivables sur R i valeurs complexes dont le support est
compact (est limité a droite) avec les topologies de Schwartz. Les
espaces de distributions associés sont notés 2’ (resp. 2. '). On désigne
par 2, le sous espaces de 2.’ des distributions a support dans
fa, + o[ et Z, le sous espace de Z_ des fonctions a support dans
]— o0, a]. Soit I un intervalle de la droite reelle R, on note C™(I, X)
I'espace des fonctions m fois continument dérivables 4 valeurs dans
Pespace de Banach X.

Pour les distributions a valeurs vectorielles on aura besoin dans ce
travail que du cas relativement simple des distributions 4 valeurs dans
des espaces de Banach, on renvoie également aux travaux de Schwartz
[23 et 24] pour les détails. Rappelons briévement la définition des
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espaces de distributions, 4 valeurs dans le Banach Y, qui nous seront
utiles:

DY) =L@, Y), 2/(Y)=L2_;Y)

Rappelons que, si T est une distribution scalaire et y un vecteur de Y,
T & y désigne la distribution de 2'(Y) définie par

TRy, ¢ =<T,9y:y pour 9P
exemple:

G @Iy, ) = ‘P(O)Ix .

La dérivée d’une distribution vectorielle T est définie comme dans le
cas scalaire par |'égalité

(T',¢) =<T, —¢'> pour gpe9.

On note indifféremment {7, ¢) ou T(gp) la valeur d’une distribution T
sur une fonction ¢. On désigne par supp T le support de T, I'inégalité
supp T > supp S signifie que si S est nulle sur un intervalle du
type ]— o, a[ alors T D’est aussi.

1. Problemes de Cauchy Bien Posés dans les Distributions

On se donne des espaces de Banach complexes D et X et des
opérateurs 4, € £(D; X) k = 0,..., m (dans les applications on aura
le plus souvent D C X avec injection continue, et les 4, seront des
opérateurs non bornés dans X admettant D pour domaine commun de
définition). On considére 'opérateur différentiel 4 valeurs vectorielles

k=m dk
— k k —
P= 3 4®DF (D =—5r),

et pour simplifier les notations on ne le distinguera pas de la distribu-
tion vectorielle

k=m

Y 4, @5
k=0

On se propose d’étudier le probléme de Cauchy au sens des distri-
butions en ¢ pour cet opérateur, de fagon plus précise on pose la

580/7/3-3
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DeriNiTION 1.1. On dit que le probléme de Cauchy est bien posé
pour P, sous entendu au sens des distributions, (en abrégé: P satisfait
ala condition C) si et seulement si la distribution P admet une solution
élémentaire E € 7, '(£(X; D)) ayant son support dans [0, + co[:

P+E=8QI;, E+«P=38®Ip. (1.1)
Donnons une définition équivalente qui justifie 'emploi de 'expres-

sion probléme de Cauchy.

ProrosiTION 1.2. L’opérateur P satisfait a la condition C si et
seulement si pour toute fe D' (X) il existe une solution uwe 2.'(D)
unique de P x u = f avec supp u > supp f et si application

fe@,(X) > ueD,(D)

est continue.

La démonstration est facile, donnons la pour étre complet.

La condition nécessaire est conséquence immédiate des propriétés
de la convolution des distributions vectorielles [23, Chap. II, p. 154].

Pour démontrer que la condition est suffisante on va construire une
solution élémentaire de P. Pour tout x € X il existe par hypothése une
solution unique E, = u de

Pxu=28 &x supp u C [0, +o0],
et Papplication ainsi définie
xeX—>E,e?,'(D)
est continue par hypothése. En particular pour ¢ € Z_ fixé, 'applica-
tion
xeX—><(E,,ppeD

est un élément de £(X; D) que 'on note E(p). Pour prouver que
E € 2,'(#(X; D)), il faut démontrer la continuité de ’application

peD_— E(g)e L(X; D).

Pour cela on remarque que la continuité de P’application x — E, se
traduit par: pour tout 4 € R et toute semi-norme continue p sur Z, il
existe un nombre r > 0 tel que

IKE;, @)llo <ple) pour 9eZ, et [xlx<7
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et par conséquent
1
IKE, @llxop < (@)  pour peD,

ce qui démontre la continuité de E sur Z, quelque soit a. Il reste a
vérifier que E est solution élémentaire. C’est une solution élémentaire
3 droite, car pour tout x € X on a par contruction

(PxEx =PxE, =38 Qx
soit
PxE =358,R1Iy.

Ce sera aussi une solution élémentaire 4 gauche si on démontre le

LemMme 1.3. Pour tout xe Dona
(P * E)x = (E * P)x.

Démonstration. On se donne une fonction pe Z et xe D et on
définit la distribution f par

Pxlp®@x) =1,

on peut aussi dire que ¢ ® x est 'unique solution de cette équation
donc

eR®x=Exf=ExPx(p R x).

Et comme E est solution élémentaire 4 droite on a aussi

¢ ®x=PxEx(p @),
des deux derniéres égalités on tire

ExPx(p®x)=Px*xEx*(p®x)

ceci quelque soit ¢, ce qui démontre le lemme.

Remarque 1.4. 11 n’est pas explicitement question de conditions
initiales dans cette formulation du probléme de Cauchy car, selon une
technique classique avec les distributions, on fait intervenir les
conditions initiales dans le second membre de I’équation (cf par
exemple [14]).

Le résultat essentiel de ce paragraphe est la caractérisation des
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opérateurs P qui satisfont 4 la condition C au moyen des propriétés
spectrales des A;, ou plus précisémment par l'intermédiaire de
Yapplication P, définit par

m

AeC—> P, = ¥ Xed, e L(D; X).

k=0

L’étude des régions du plan complexe C ou P, est inversible conduit &
poser la

DfriNiTIOoN 1.5. On dit qu’une partie 4 du plan complexe est une
région logarithmique! si elle est de la forme

A ={;Red > alog(l + | A]) + b} (1.2)

ol a et b sont des constantes >0.
On peut alors énoncer le critére cherché:

THEOREME 1.6. Le probléme de Cauchy est bien posé pour I’ opérateur
P si et seulement si il existe une région logarithmique /A oi P, est inversible
et satisfait &

I P llx-p < pol(] A [).? (1.3)

La démonstration de ce théoréme occupe les deux numéros qui
suivent.

2. Démonstration de la Condition Nécessaire

Pour démontrer I’existence d’une région ol P, est inversible on
commence par construire une sorte d’inverse approché que 'on note
E, . Pour cela on se fixe des nombres 0 < ¢ << ¢’ et une fonction
0 € @ identique a 1 sur [0, ¢] et nulle en dehors de [—1, ¢'], on pose
pour AeC

0:(t) = e M6(t)
et on définit I'opérateur

E, = E(6,) € Z(X; D).

1 Dans [6] Foias appelle région logarithmique le complémentaire de 4.
? La notation pol( ) désigne un polynéme 2 coefficients positifs.
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Comme E est solution élémentaire 4 drotte il vient
(P * E)6,) = 6,0)I,
Cest & dire, en posant D = (—1)¥ D,
k=m
Y 4EDM) = I @.1)
k=0
Par ailleurs, la formule de Leibnitz donne
Di6(t)e™t) = NeBy(2) + (2 (22)
avec
ERY )
bealt) = (-1 T (7) 09002y
1

J=

On reporte alors (2.2) dans (2.1)
2 NAE®G,) = Iy — ; AE ()

et en posant

k=m
Ha = z AkE(‘/‘k,«\)
k=0
il vient
PoE, =1, — H,. (2.4)

Par conséquent on aura l’existence de P;' dans une région ol par
exemple || H, ||ly.x < %, ce qui conduit 4 étudier le comportement en A
de || H,|), C’est la

ProposITION 2.1. Il existe une constante C et un entier n tels que
| Hyllyoy < C(1 + | A" e~Red  quand Red =03  (2.5)
Démonstration. De la définition de H, on tire
| Hyllgax < % | Aellp-x * | E@e)x-p

<C sup I E(e. -

3 Dans tout ce travail on désigne par C diverses constantes indépendantes du
paramétre A.
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Pour majorer ce terme utilise le

LemME 2.2.  Awec les notations précédentes, on a iy, € D, et pour
tout entier p il existe une constante C telle que

I e < C(L+ [ A} oA poyr Rel > 0.

Précisons les notations: soit / un intervalle on pose

k=p

141 = 3. sup [ 490

k=0
et on écrit || ||, , st = [0, +-cof et ||, si = R.

La démonstration du lemme est évidente d’aprés I’expression de
. 2 en fonction de @ et ’hypothése sur le support de 8.

Revenons a la démonstration de la proposition; pour majorer
| EGhy, )i on utilise la continuité de E e L(Z_ : L(X; D)), elle se
traduit par P’existence d’un entier p d’une constante C et d’'un compact
K de R tels que

lE@I < Cllell,x pour eeD,,

mais comme le support de E est inclus dans [0, + oo[ on peut supposer,
d’aprés une propriété des supports réguliers des distributions (voir
[22, p. 99]), que K est inclus dans [0, + oof, il vient

NE@)lxsp < Cll@llp.+ pour 9€D. (2.6)

En appliquant cette inégalité 4 ¢, , on trouve compte tenu du Lemme
22

I E@ellr-p < C(1 + [ A])PHEtemeRet  pour Rea >0,

ce qui démontre la proposition en prenant n = p + m — 1.
En combinant (2.4) et (2.5) on en déduit que P, admet un inverse 4
droite quand A vérifie

Cl +]ArecRed L} et Re A = 0,

ou encore quand A appartient & une région définie par une inégalité de
la forme

ReX = alog(l + |A|) +b.

Bien entendu on procéde de fagon analogue pour démontrer
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I’existence d’un inverse 4 gauche de P, , on s’appuie alors sur le fait
que E est une solution élémentaire 4 gauche. Donc finalement P, est
inversible dans une région logarithmique /.

11 reste 4 majorer la fonction A — || Py ||x,p , de (2.4) on tire

Pt = Eyo(l — ),
par conséquent dans 4 on a
P < 2|l Byl

Alors en utilisant I'inégalité (2.6) avec ¢ = 6, on trouve immédiate-
ment

B <G4 [A)?
soit finalement

I Pyt lgsp << pol(| A ) dans 4.

3. Démonstration de la Condition Suffisante

Il s’agit de montrer que la distribution P admet une solution
élémentaire vérifiant (1.1), pour cela on va vérifier que I'application E
définit ci-aprés satisfait aux conditions requises. On définit 'applica-
tion

peD — E(g) = f PO dX (3.1)

avec les notations suivantes:

1
A= —dh PO = f e dr

et I" désigne le bord (orienté dans le sens des parties imaginaires
croissantes) de la région /1 ou I’on a par hypothése

I Pt llyap < C(L (A" (3.2
c’est 4 dire que I" est de la forme

(LA

=] Rer et Re A = 0}

Avant de démontrer que E(p) a un sens on
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Remarque 3.1. Ce qui importe dans toutes ces questions c’est
seulement I'allure a 'infini de I', en particulier on utilisera constam-
ment que pour A assez grand sur I" on a évidemment

[ImA ¢ ~ | A[¢ ~ eReA
(3.3)
diA|

I‘m < 4o quand s> 1.

Pour vérifier la convergence de l'intégrale (3.1) on a besoin de
préciser le comportement a I'infini de O(A), c’est le

LemMmE 3.2. Pour tout intervalle [d’, d] il existe une constante C
telle que

[O(=2)] < Cliolly | A |77 2R (3-4)

pour o € Diy 41, q entier >0, Re A > 0.

Démonstration. Cette inégalité découle trivialement de I'expression

d
B(—A) = (—A)- f PO(E) e dt.
&
Maintenant on est en mesure de démontrer le

LemMME 3.3. L’application E( ) définie par (3.3) détermine un élément
de 9'(¥(X; D)).

Démonstration. En combinant les inégalités (3.2) et (3.4) on a
I P7(—Dllesp < C+ (AN [A[ e |pll, od Red=0 (3.5)
soit encore grace 4 (3.3) pour Ae I’
| PA(—Wxap < Cll@ll(l 4 | A )4,

donc il suffit de choisir ¢ assez grand, de fagon précise
g >n+ c-d+ 1, pour obtenir

H E(Q’)”X—)D < Cc !! @ “q pour ¢ € Q[d' A}

ce qui prouve la continuité de E sur tout espace Yy .
Vérifions maintenant la condition sur le support :

LemME 3.4. On a supp E C [0, 4 oof.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout € >0 on a
E(p) = 0 quand ¢ € 2 et supp ¢ C ]— 0, —¢[. Pour cela on considére
la famille de contours I, = I' 4 k obtenue en translatant I" d’une
longueur & > 0. Alors, en utilisant de fagon classique la technique de

déformation des contours pour les intégrales de formes holomorphes,
on vérifie grace a (3.4) que ’on a pour tout & > 0

E(g) = j _ P(—N) dA.

Mais d’autre part pour A € I}, 'inégalité (3.5) s’écrit, compte tenu du
support de ¢ et de (3.4),

1P < O+ (A"l @l | 21" pourtoutk >0
et en prenant ¢ > n -+ 1 il vient
I Bl < Clipll,e™  pour toutk >0

ce qui entraine que E(p) = 0.
Il ne reste plus qu’a démontrer le

LemMe 3.5. La distribution E est solution élémentatre de P.

Démonstration. Prenons ¢ € 9 et calculons

(P * E)g) = Y. 4:E(Dip)

et en utilisant la définition de F on trouve aisément

(P % E)g) = f ) (X ¥*4s) Pr0(—2) ax

(P EXg) = Ix- [ §(-—2)d
r
et par déformation de contour, facile 4 justifier avec (3.4), il vient
i
— IXJ‘ (—X) dX
= Iy - 9(0)

= (3 ® Lx)(e)-
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On vérifie de méme que E * P = §; ® I,, puisque P;! est aussi
inverse a gauche de P. Ce qui termine la démonstration du Théoréme

1.6.

Remarque 3.6. Au cours de la démonstration on a prouvé que
Pexistence d’une solution élémentaire a4 droite (resp. 4 gauche)
équivaut a 'existence d’un inverse a droite (resp. 4 gauche) de P, , et
que cela implique 'existence (resp. I'unicité) dans le probléme de
Cauchy.

4. Extension aux Dérivations d’Ordre Fractionnaire

On désigne par DF la dérivation fractionnaire d’ordre % en ¢,
définie pour & non entier par

Dfp =Y ;. * ¢

ou Y_, désigne la distribution 1/I'(—k) Pf (1/¢5+1) (cf [22]).
On va généraliser ce qui précéde aux opérateurs P de la forme

P=1Y 4D}
fini

ou maintenant & peut étre un nombre réel 0. On pose encore, avec

AeCet ReX >0,
P,=Y AN
finl
ol la détermination de A* est >0 pour A > 0.
Comme les Y_,, sont des distributions 4 support dans [0, + oo, il est
clair que la Définition 1.1 garde un sens. Alors on a le

TuforkME 4.1. Le Théoréme 1.6 reste valable mot pour mot dans le
cas ou P contient des dérivations fractionnaires.

Démonstration. 11 suffit de constater que dans la démonstration du
Théoréme 1.6 on a seulement utilisé que les D/ sont des distributions
a support dans [0, + co[ ayant pour transformées de Laplace A* et que
les assertions du Lemme 2.2 restent vraies bien que I’on n’ait pas de
formule de Leibnitz pour les dérivations fractionnaires, il s’agit donc
de démontrer le

LemME 4.2. Soit k un nombre >0 et une fonction 6 comme au
numéro 1. Alors la fonction . définie par Iégalité

DHO@) e™) = NeB(t) e + b, (f)  avec Re >0,
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vérifie: supp yy, , C1—o0, ¢'[ et pour tout entier p >0 il existe un
constante C telle que

I feallpr < C(L+ AP R pour Red>0. (4.1

Démonstration. Lorsque k est entier c’est le Lemme 2.2, et comme
DJ = DI¥l x D%-I¥ il est clair qu'il suffit de se restreindre au cas
0<k<l. Dans ces conditions on a par définition

&l (;%r)"’> — lim [ :m 2 4 2]

ce qui donne (on pose T(p) = T(g) avec ¢(t) = (p(—1))
DM(1)) = CY_u(s), Or(t — 8>
D6x(1)) = <{Y_ils), Ot + s>

soit explicitement

. +® Gt —at—2s () et
(8 D) = i [T LD 4 M) (4

on peut écrire

f+®Lﬁ§ﬁfds—0A(t)f ds+e—Atf+de

€ € sk+1

et comme
+0 p—A8 e—e +© o—As
L g =% _2 f L 4
f . skl ke* e ke* 5
il vient en reportant dans (4.2)

. S T o
I(—k) D#,(2) = lim [m) a1 ) f ke ds

sk+1

e [THA 0Oy

€
et-sous cette forme chaque terme du crochet admet une limite quand
e—>0car0 <k <1, dot

= 0,(2) i—’; I'(1 — k) + e f+°° A+ __G(t) e%ds

pest

= T(—k) (1) + ()
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avec
04 5) — 80,

SR

hlt) = e | (43)

0

Il est clair sur I’expression de ¢, que cette fonction est nulle pour
t > ¢’ car alors 8(t 4 s) = 6(t) = 0 et de plus elle est évidemment
C*. Démontrons I'inégalité (4.1) pour p = 0. On pose u = t + s dans
(4.3) qui s’écrit alors

ha(t) = fjw istu)_—;)z(fl) e~ du

et on peut remplacer la borne inférieure d’intégration par max(t, s) car
0(u) — 0(t) = 0 quand 0 <t < u < ¢, il vient puisque ReA >0

| 6w) — 00)]

—cReA
|¢‘/\(t)|<ece R[u__tlk+1

d’out I'inégalité cherchée
[dy(t)] < CeRed pour t>0 et Red >0.
En dérivant par rapport a ¢ dans (4-3) on démontre de la méme
maniére que pour 0 <<j <<pona
[$9(5) < CA 4[]y eR&  pour t>0 et Red > 0.

Ce qui termine la démonstration du lemme et par conséquent celle du
théoréme.

5. Applications aux Semi-Groupes Distribution

On va déduire du Théoréme 1.6, la caractérisation spectrale du
générateur d’un semi-groupe distribution régulier (en abrégé: 5.G.D.)
au sens de Lions [13]. Rappelons la définition d’'un 8.G.D.:

DfriNiTION [13]. On appelle semi-groupe distribution G sur
Pespace de Banach X la donnée d’une distribution G € 2, '(Z(X; X))
qui vérifie

(1) supp G C [0, +of;
(2) G(p ) = G(p) G() pour o, % a supports dans
[0, + o[ (ce que I’on notera par o, € D, );
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(3) L’espace
ImG = {J ImG(p)

PED o+
est dense dans X et
ker G = [ ker G(g) = {0};

PED o+

(4) pour tout x € Im G la distribution Gx est égale 2 une fonction
continue de ¢ > 0 dans X.

On associe 4 G un générateur 4 de domaine D qui est la fermeture
de 'opérateur G(—38’) défini sur Im G par

G(—8)x = G(—¢)y si x=Glp)y

on renvoie 4 Lions [13] et a Peetre [20] pour les détails.
Le lien entre le probléme de Cauchy et les S.G.D. provient du

TuroriME 13. Un opérateur fermé A de domaine D dense dans X
est générateur d’un S.G.D. si et seulement si lopérateur P = D, @ I —
8o ® A satisfait a la condition C. La solution élémentaire G de P est
précisemment le semi-group de générateur A.

Sauf indication contraire, le domaine D d’un opérateur fermé sera
toujours muni de la topologie du graphe. On note I I'injection continue
de D dans X. Alors compte tenu du théoréme ci-dessus, ’application
du Théoréme 1.6 4 'opérateur P donne immédiatement la caractérisa-
tion cherchée:

TuEtoREME 5.1. Un opérateur fermé A de domaine D dense dans
X est générateur d’un S.G.D. si et seulement si il existe une région
logarithme A ot la résolvante (A — A)7! existe et satisfait a

A — A) ™ {lxsx < pol(f A ).

Remarque 5.2. Si la région A contient un demi-plan ReA >y
alors le S.G.D. G associé 2 4 est 4 croissance exponentielle dans le sens
que e*'G e ' (Z(X; X)).

En effet en prenant pour I' une verticale Re A = y dans la formule
(3.1), on trouve que G est la transformée de Laplace inverse au sens des
distributions de la fonction holomorphe (A — 4)~!. On retrouve ainsi
la caractérisation obtenue par Lions dans le cas ol G est supposé a
priori étre a croissance exponentielle.
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On a de fagon analogue une caractérisation des générateurs de
groupes distributions (voir les définitions dans [13]), c’est le

CoroLLAIRE 5.3. Un opérateur fermé A de domaine dense D dans X
est générateur d’'un groupe distribution si et seulement si il existe une
région logarithmique A ot (£A — A)™ existe et satisfait &

I(£A — A)* flxax < pol( A 1))

Démonstration. Ce corollaire se déduit immédiatement de
Théoréme 5.1 en utilisant le résultat suivant:

TuforeME [13]. L'opérateur A est générateur d’un groupe distribu-
tion si et seulement si les opérateurs +-A et — A sont générateurs de
S.G.D.

Terminons ce numéro par une application a une classe particuliére
de S.G.D.: les semi-groupes distributions holomorphes au sens de
Da Prato & Mosco [3] et Fujiwara [7]. On rappelle la définition
donnée dans [3]. Pour ¢eZ on pose ¢ t) = (1/s) p(t/s) et
G,(p) = G(p,). Avec ces notations on pose la ‘

DfriNiTION [3]. Un semi groupe distribution G est dit holo-
morphe dans un secteur S, = {z; | arg 2 | < « < %=} si pour toute
@ € 2 application

se R+ — G (¢) e L(X; X)

se prolonge en une fonction holomorphe dans S, que l'on notera
encore G, .

Les auteurs de [3] et [7] ont caractérisé les générateurs des semi
groupes distributions holomorphes dans le cas particulier ou 'on
suppose & priori que le semi groupe est a croissance exponentielle, le
résultat suivant montre qu’en réalité cette caractérisation est valable
sans restriction.

TuforiME 5.4. Tout semi groupe distribution holomorphe dans un
secteur S, est nécessairement a croissance exponentielle.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.3.2 de [3] on sait pour s € S,
I'application G, est aussi un S.G.D. de générateur s - 4 ou A4 désigne le
générateur de G. En appliquant le Théoréme 5.1 4 G, on trouve que la
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résolvante de L'opérateur s - 4 existe dans une région logarithmique
A et y vérifie

A — s - 4)71 || < pol(] A ).
Et comme

A -1
(A —s- 4t :1(——,4)
S\S

on en déduit que la résolvante de A4 existe et est 4 croissance poly-
nomiale dans la région

La=(Xeaq)

§ §
En prenant par exemple s = et?/2 cela montre que (A — A4)~! existe
dans la réunion V = s- A4y §- 4 et y est a croissance polynomiale.
Et enfin, puisque cette région V contient un demi plan Re A > y, on
en déduit d’aprés la Remarque 5.2 que G est un 5.G.D. a croissance
exponentielle.

6. Applications aux Opérateurs de La Forme D — A

Dans ce numéro A désignera toujours un opérateur fermé 4 domaine
D dense dans X sans.qu’il soit besoin de le rappeler. Naturellement le
Théoréme 4.1 s’applique en particulier 4 'opérateur P = D} QI —
8y ® A, mais il se produit un phénoméne particulier pour & > 2.

THEOREME 6.1. Si k n'est pas entier on suppose en plus que D 4, est
dense dans X. Alors pour k > 2 le probléme de Cauchy est bien posé pour
P si et seulement si Iopérateur A est borné dans X.

Démonstration. 1l découle du théoréme 4.1 que (A* — A4)~! existe
pour A dans une région logarithmique /1, mais lorsque & > 2 I’ensemble
{A*; X € 4} contient une région de la forme {; | A | > 7}, ce qui prouve
que le spectre de A4 est borné et que I’on a

A — Ay Jlgox <polAl)  pour |X|>7

Alors le théoréme résulte des deux lemmes qui suivent.

LEMME 6.2. Soit A un opérateur tel que R = (A — )“l existe
dans une couronne | X | > r et y vérifie pour un certain entier n >0 la
majoration

IR < C(1+ A"
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On suppose de plus que D 4u11 est dense dans X, alors le spectre de A est
non vide et A est un opérateur borné dans X.

Démonstration. Le spectre de A étant inclus dans le disque
| A| < r on peut definir un opérateur borné 4 en posant

xeX——»Ax:f Ryx dA.

IAl=r

Pour démontrer que 4 prolonge 4 il suffit de vérifier qu’ils coincident
sur D 4.1 car A est fermé et cet espace est dense. Pour cela il revient au
méme de montrer que pour un certain u de ’ensemble résolvant de 4
on a

R Ax = R Ax  avec xeD,

n+1°

En utilisant I'identité de la résolvante on trouve

» AR x ARx
R Ax = 2 dX — A
flhl=rA—# flz\lr’\—'l"

et en fixant un p tel que | u | < 7, il vient

AR AX

dA.
M=r A —

R Ax = pRx — f

Mais par définition de R, on a R, 4Ax = pR x — x, il suffit donc de
prouver que

f AR,x A\ —x =0
Al=r A —

c’est 4 dire

X =0

J~ Ry Ax
Al=r A — R

car x € D. Or pour x € D 4, on a I'identité classique

ol gy R Arx
Z ,\k+1 A)\n

pour n > 1, (6.1)

d’ot Pon déduit compte tenu des hypothéses sur 4

| Ruds]) = O (757)
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et par conséquent on a bien

dX = 0.

f R, Ax
1Ale=r A— w

En particulier le spectre de A n’est pas vide, car sinon on aurait
A =0, ce qui est contradictoire car 0 appartient au spectre de
Popérateur nul.

Enfin la démonstration du théoréme sera compléte si on prouve que
D 4o est toujours dense quand k est entier.

LemME 6.3. Soit k un entier =1, on suppose que le probleme de
Cauchy est bien posé pour Iopérateur D QI — 86, Q A alors Uespace
I = Upes, Im E(p) est dense dans X et est inclus dans D 4 (E désigne
la solution élémentaire de Iopérateur).

La démonstration est une extension immédiate du cas & = 1 qui est
démontré dans [13], aussi on ne la fera pas.

Donnons plutét une application du Théoréme 6.1 au probléme de
Cauchy ordinaire c’est a dire dans les espaces de fonctions dérivables.
On peut définir de nombreuses fagons la notion de probleme de
Cauchy bien posé dans ces espaces, nous utiliserons ici une définition
assez générale de Fattorini [4] que 'on rappelle.

D¥rINiTION 4. Le probléme de Cauchy d’ordre n (entier >1) est
uniformément bien posé dans Rt = [0, - oo[ si:

(a) il existe un sous espace dense | de X tel que pour des condi-
tions initiales #, ,..., %, _; € J il existe une solution unique #( ), c’est
a dire

u( )eCRt, X), u(t)eD  pour t =0,
u'™(t) — Au(t) = 0 pour ¢ =0,

U0y =u, k=0,.,n—1.

(b) Si u,() est une suite de solutions telles que u(")(O) — 0,
k = 0,.,n — 1 alors um(t) —> 0 uniformément sur tout compact " de
R+ c’est 4 dire pour la topologle de C(R+, X).
On va montrer que si le probléme de Cauchy est bien posé au sens de
cette définition alors il ’est 4 fortiori au sens des distributions, ce qui
qui permettra d’appliquer les théorémes précédents aux problémes
de Cauchy au sens usuel.

580/7/3-4



408 CHAZARAIN

ProposITION 6.4.  Soit un opérateur A dont on suppose, en plus des
hypotheses faites au début de ce numéro, que I'ensemble résolvant p(A) est
non vide. Alors si le probleme de Cauchy est uniformément bien posé dans
R+, Popérateur P = D @ I — 8, @ A satisfait 4 la condition C.

Démonstration. 11s’agit de construire une solution élémentaire pour
P. Pour x € | on note E(t)x la solution relative aux données initiales
Uy = = u, o =0, u, , = x. D’aprés les hypotheses (a) et (b)
I’application

xe J— E( )xe CYRT, X)

est continue, donc elle se prolonge en une application définie sur tout
X. Ce qui permet de définir une distribution E par

+®
9D, xeX—> Elpx = f E(t) x(2) dt,
[}

et on a par construction supp E C [0, + oo[. Vérifions que la distribu-
tion E est solution élémentaire a droite. On a par définition pour x € |

+-00
E(gls = (— 1) Bg)s = (1) [ E() sp() d
0
et en intégrant par parties, il vient compte tenu des conditions initiales
-4-90
— f E™(2) x(2) dt + o(0)x
0

or E™(t) x = AE(t) x et A est fermé, on a

—4f :w E(t) x(t) dt + p(O)x
soit
E™(p)x = AE(p)x + ¢(0).
En utilisant que [ est dense et 4 fermé, on déduit de cette égalité que
E@xeD et E®(g)x = AE + ¢(0)x  quand x€ X.
Ce qui prouve que
EcD/(L(X;D) e (Dp—A)«E=238QIy.

Il reste & démontrer que E est aussi solution élémentaire a gauche,
il suffit pour cela de prouver le
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LemME [4]. Soit un opérateur A satisfaisant aux hypothéses de la
Proposition 6.4, alors on a (avec les notations précédentes): E(t) Ax =
AE(t)x pour t > 0 et x € D.

Démonstration. Comme p(A4) est non vide soit Ae p(4) ety € J, on
pose ©(t) = R)E(t) y, c’est évidemment une solution du probléme de
Cauchy relatif aux conditions initiales v**/(0) = 0, & = 0,..., n — 2,
v™=1(0) = R, y. De l'unicité on déduit que E(¢) R,y = R,E(t) y, et
par continuité cette égalité est vraie pour y € X, d’ou1I’égalité du lemme
en prenant y = (A — 4) x avec x € D.

On retrouve ainsi par une méthode complétement differente un
résultat de Fattorini [4]:

THEOREME 6.5. Soit A un opérateur dont l'ensemble résolvant n’est
vide. Alors le probleme de Cauchy d’ordre n > 3 est uniformément bien
posé dans R+ si et seulement si A est un opérateur borné de X.

Démonstration. 11 suffit de combiner le Théoréme 6.1 avec la
Proposition 6.4.

Terminons ce numéro par un résultat de régularité concernant les

semi groupes distributions

THEOREME 6.6. On suppose que Uopérateur D, — A satisfait a la
condition C (ou encore: A est générateur d’un S.G.D.). On se donne
uy € Do et fe C*(R, X) avec supp f C [0, + o[, alors la solution u de
Iégquation

(D — A)u = f+ 8, @ uy
est une fonction appartenant @ C*(R*, D) qui vérifie au sens ordinaire
(D; — A)u(t) = f(t) pour t>0
#(0) = uy A

Démonstration. On note G la solution élémentaire de D, — A, alors
la solution u est donnée par

= Gxf+ Gu,.
On pose u = u; + u, avec u; = G*f et uy = Guy. D’aprés Ia

propriété de régularisation (qui est encore valable pour les distributions
a valeurs dans un espace de Banach) on déduit que: u; € C*(R, D) avec

* Un résultat analogue vient d’étre annoncé indépendamment par Ushijima [26].
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supp %, C [0, +oo[ et (D, — A4) uy(t) = f(¢) pour ¢ > 0 avec #,(0) = 0.
Tout le probléme est de prouver que u, € C*(R*, D), pour cela il
suffit de démontrer que pour tout intervalle I = [0, 5[ et tout entier m
on a uy € C™(1, D).

Comme uy € D 4« , on peut définir pour p > 1 la fonction

k4
teR— V(g = 3 Yyt) A u,
h=1

avec Y,(t) = t*1/(h — 1)! pour 2 > O et Y, () = O pour t < 0. Il est
clair que V,()u,e C*(R*, D) et V,(0)uy = u,. On définit aussi,
pour ¢ < b et p assez grand, la fonction

A*u,
AP

t < b—> Wy(thuy = f MR, dx (6.2)
r

ou I'" désigne le bord orienté d’une région logarithmique ol R, =
(A — A) ! existe et est a croissance polynomiale. En utilisant I'inégalité
(3.5) on vérifie qu’en choisissant p assez grand on a W,()u,e€
C™(]— oo, b}, D). Montrons qu’avec p ainsi choisi on a

uy = Vy( Yo + Wy Juy sur  ]—o0, b[
c’est a dire que pour ¢ € & avec supp ¢ C |— o0, b[at-on
o> = [ Vmpd+ [ Woupar (63
Explicitons chaque terme: pour u, = Gu, il vient en utilisant (3.1)
Sty , @ = [ Ry(—Nyuy d,
r
de (6.2) on déduit

[ mmpya = [ Ro(-—nSrean

et d’autre part en utilisant la transformation de Laplace suivie d’une
déformation de contour, on trouve que

f Ya(t) () dt = f . 0(;’\) ax.

Alors 'inégalité (6.3) s’obtient en combinant les trois égalités précé-
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dentes et 'identité (6.1). On en déduit en particulier que, W,(¢) 4, = 0
pour ¢ < 0 car supp u, C [0, + oo, et par continuité W,(0) 4, = 0, ce
qui montre que

u(0) = V ,(0)ug +~ W, (O)uy = u, .
Enfin grace a la régularité de u, , on a au sens ordinaire
(D — Auy(t) =0 pour ¢t =0
u,(0) = uy,

ce qui démontre le théoréeme pour u = u; + u,.

2. ProsBLiMES DE CAUCHY DANS DES ESPACES DE
DisTRIBUTIONS DE GEVREY

Pour les applications du Chapitre II, on a besoin d’étendre les
résultats du §1 a une classe plus vaste de distributions. On consideére,
en gros, les fonctionnelles sur des espaces analogues aux classes de
Gevrey. L’étude de ces espaces ou d’espaces voisins et faite dans des
papiers assez dispersés et qui ne recouvrent pas tous nos besoins.
Aussi on indiquera les principales propriétés qui nos serons utiles,
mais pour ne pas alourdir ce travail on donnera seulement la démon-
stration des plus représentatives dans la mesure ou elles sont pas les
extentions immédiates de leurs analogues dans les distributions
ordinaires. Pour compléter certains points on renvoie 8 Geymonat [9],
Larsson [12], Lions et Magénes [19], et Roumieu [21].

1. Distribution de Gevrey

Soit d un reel >1, on associe 4 la suite M, = k*¢ un espace de
fonctions C'*;

DfriNiTION 1.1, On note 7 (d)!’espace des fonctions g € C*(R, C)
qui vérifient pour tout compact K C R et tout nombre L > 0

_ ()
PL,K((P) - SngI() MkLk

k=0

< 40 (1.1)

5 On note py x respectivement par pz , , pz quand on remplace K respectivement
par R* ou par R.
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Il est immédiat de vérifier que I'espace J (d) muni de la topologie
définie par les semi normes p; x est un espace de Fréchet.

Remarque 1.2. La plupart des résultats de ce paragraphe s’étendent
a des espaces associés a des suites M, plus générales (cf [19] ou [21]).
Mais pour simplifier on se restreint au cas des suites du type de
Gevrey, ce qui d’ailleurs est suffisant pour les applications.

Notons qu’avec cette définition I'espace J (d) est inclus dans ’espace
des fonctions de Gevrey d’ordre d, en effet on exige que p; x{¢p) soit
fini non seulement pour au moins un L mais pour tous. Néanmoins
pour simplifier le langage on appelera distributions de Gevrey les
fonctionnelles sur cet espace. On aurait pu aussi considérer les classes
de Gevrey proprement dites mais les théorémes correspondants sont
moins commodes 2 utiliser dans les applications.

A partir de ’espace J (d) on construit les espaces suivants.

DErINITION 1.3, On désigne par:
2x(d) = le sous espace fermé de 7 (d) constitué des fonctions 4
support dans le compact K de R.

2,(d) = le sous espace fermé de .7 (d) constitué des fonctions 2
support inclus dans ]— o, a].

2(d) = limg Dx(d) = Vespace des fonctions de J (d) a support
compact muni de la topologie limite inductive (stricte ici).

2_(d) = lim, Z,(d) = I'espace des fonctions de 7 (d) a support
limité 4 droite muni de la topologie limite inductive (stricte).

Ces espaces sont stables pour les opérations usuelles:
ProrosiTiON [10]. Pour d > 1, l'espace Z(d) n'est pas réduit @

{0} et est une algébre pour la multiplication et est stable pour la convolu-
tion.8

L’espace 2(d) est aussi stable par dérivation grace au lemme évident
LeMME 1.4. 1l existe des constantes « et B telles que
M, <aofM, pour k=0. (1.2)

On aura besoin pour 1’étude des distributions de Gevrey vectorielles
de quelques résultats sur la topologie de ces espaces.

8 Cet espace est noté y{® dans Hormander [10, p. 146].
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PrOPOSITION 1.5. Les espaces Dy(d), 2,(d) sont nucléarres.

Les deux démonstrations sont analogues, aussi on la fera seulement
pour Z(d). On va démontrer la nucléarité en utilisant le critére de
Pietsh sous la forme donnée dans ([8], p. 296). Il suffit de vérifier le

LEMME 1.6. Pour toute semi norme p, x de Dr(d) il existe une partie
équicontinue V du dual fort, une application T, ;, de R X N dans V et une
mesure bornée p sur R X N tels que

@ < [ | Toale)l duls, ) pour g€ Deld)

et application
(x, ) eRXN— T, (p)eC
est mesurable.

Démonstration. Pour ¢ € Z¢(d) on peut écrire

11
PN = [ g0 ds
en utilisant (1.2)

L") _ C ¢ |e™()
SR ML S % ) M TR

avec une constante C indépendante de % et ¢, d’ou en additionnant et
en posant L’ = L/28 il vient

1 *)
Prilp) < Ckélin.K l]'{}klfle ds.

Par conséquent le lemme est vérifié en prenant pour V le polaire de la
semiboule unité relative a p,’ ., pour mesure

:Z%(@ds sur Nx K

k=1

et Papplication

()(s
Toals) = S0k -

CoOROLLAIRE 1.7. Les espaces D(d) et Z_(d) sont nucléaires, complets,
de Montel et réflexifs.
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Démonstration. L’espace Z(d) est limite inductive stricte d’espaces
de Fréchet nucléaires Py (d), donc il est tonnelé complet et nucléaire
par conséquent de Montel et en particulier réflexif (pour tout ceci, voir
par exemple Schaefer [25]).

Les espaces de distributions de Gevrey sont par définition les duals
forts des espaces précédents. Comme pour les distributions on a une
notion de support et on montre que le dual de Z_(d) est constitué des
éléments a support limité a gauche aussi on le note &, '(d).

CoOROLLAIRE 1.8. Les espaces 2'(d) et &_.'(d) sont nucléatres.

Démonstration. On sait que le dual fort d’une limite inductive
stricte d’espaces de Fréchet est la limite projective des duals forts
(cf [24, Exp. 18) d’ol1 le corollaire en utilisant le fait que le dual fort
d’un Fréchet nucléaire est nucléaire et que la propriété de nucléarité est
stable par limite projective.

2. Convolution dans 2, (d)

On a la propriété de régularisation:

ProrositioN 2.1. Soient Te Z,'(d) avec supp T C [a, + o[ et
pe D (d) avec suppo C[b, +o[, alors la fonction 6 = T x ¢
définie par

8(2) = <T(s) @t — 5

appartient ¢ Z_.(d) et supp8Clc, + o[ ot ¢ =a+ b De plus
Papplication bilinéaire

2,(d) X 2,d)=(T,¢) > T *pc2.(d)

est hypocontinue.

Démonstration. Avec les hypothéses sur les supports on vérifie
facilement que 8(f) = O pour ¢ < a + b. Il reste 4 montrer que pour
toute semi norme on a p; ,(f) < 4-co. Par définition on a

prx(f) = sup <T“)’]§:}i =2 | @n

k=0

Quand ¢ reste dans K la fonction s — ¢(t — ) reste 4 support dans un
certain intervalle du type ]— o0, g], par ailleurs la continuité de T sur
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2,(d) se traduit par I'existence d’une semi norme p;’ ¢ telle que

KT, 9] < Cprx(¢)  pour toute ¢ € Z,(d).

Cette derniére inégalité permet de déduire de (2.1) la majoration

|99 — o)
rx() <C st‘EIII;’ MJI*M,L7 *
)

Posons Ly = inf(L,L’), Ky = {t —s;teK,se K'} et admettons
provisoirement le

LeMME 2.2. 1l existe une constante C telle que

M, < CHEMM,  pour tout j, k = 0. 2.3)

7

Alors en combinant (2.2) et (2.3) il vient

I (P(D)(u)l
0) < C sup —L
PL'K( ) = iero Mﬂl 01)

>0
c’est 4 dire

P1.x(0) < Cpr,.x(p) < +o0.
Enfin, comme les espaces sont tonnelés, I’hypocontinuité découle de la

continuité séparée qui est immédiate en reprenant les inégalités
précédentes.

Revenons 4 la démonstration du Lemme 2.2. On vérifie aisémment
que

. P(Dd
inf [x#9(p — x)P—24] = L _

o<a<p (2%)»’
d’ou découle l'inégalité (2.3) en posant p = j + ket C = 24,

Enfin, pour la convolution des distributions de Gevrey, on démontre
par une technique analogue a celle de la proposition précédente la

ProposiTiON 2.3. L’application bilinéaire
2,/(d) X 2,(d)3 (T, ¢) ~ T x pc 2,(d)

se prolonge par continuité en une application bilinéaire hypocontinue de
2.'(d)x 2.,'(d)dans 2,'(d) qui fait de D '(d)une algébre commutative.
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3. Distributions de Gevrey & Valeurs Vectorielles

La définition des distributions de Gevrey a valeurs dans un espace
de Banach Y suit le méme schéma que dans le cas des distributions
vectorielles de Schwartz [23].

DfriNiTiON 3.1.  On définit les espaces
7', Y) = L(Z@);Y)

et
2:(d,Y) = £(2(d); Y)

avec la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées.
On vérifie facilement que par exemple

2,(d, ¥) = lim L(@,(d); ¥).

Les propriétés de nucléarité énoncées dans le corollaire 1.8 per-
mettent d’écrire

DE,Y)=2d)§Y

et
2,d,Y)=2/d)§ Y

ou & désigne le produit tensoriel topologique complété pour 'une des
topologies 7 ou e sans qu’il soit besoin de préciser car ici elles
coincident (cf [25]).

Pour les fonctions a valeurs vectorielles on peut définir les espaces
9(d, Y) et 2,(d, Y) en étendant de fagon évidente les Définitions 1.1
et 1.2 au cas vectoriel.

Enfin, terminons ces préliminaires par la convolution des distribu-
tions de Gevrey vectorielles. Comme dans le cas des distributions
ordinaires, I’extension au cas vectoriel, des applications bilinéaires telles
que la convolution, est basée sur laProposition 3 de Schwartz, [23,p. 37,
Tome 2], que I’on ne reprend pas ici car cela obligerai 4 faire encore
beaucoup de rappels. Indiquons seulement que pour utiliser cette
proposition on doit vérifier que les espaces Z.(d), Z'(d) 2,'(d)
possédent la propriété ¢d’approximation stricte” (cf [23]), ce que
P’on vérifie en recopiant presque mot pour mot le cas des distributions
([23] T.I. préliminaires). Ceci fait, on peut alors énoncer les extensions
des Propositions 2.3 et 2.1 au cas vectoriel. On considére trois espaces
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de Banach Y, i = 1,2, 3 et on se donne une application bilinéaire
continue de Y; X Y, dans Y, que I'on note (x, y) — x - y, alors pour
la convolution dans Z.,'(d, Y)on ala

PrOPOSITION 3.2. On peut définir une et une seule convolution
(T, 8)—> T xS
qui soit une application bilinéaire séparément continue de
2.d,Y) X D,/(d,Yy) dans 2,(d,Y,)
et qui vérifie pour T, Se 2.'(d) x,€ Y,
(T ® x,) * (S @ %) = (T * S) ® (%1 * %)

Remarque 3.3. Dans les applications 'application bilinéaire est
souvent du type

AeY, =2(Y,,; Y, xeY,—> AxeY,
ou du type
AeP(X,;X)=Y,, BeZ(X,;X,)=Y,>ABecZ(X,;X,)=7Y,.

On trouvera des exemples de telles situations dans [14].
Comme pour la convolution on déduit de la Proposition 2.1 la
propriété de régularisation:

ProposiTiON 3.3. La convolution est une application bilinéaire
séparément continue de

DA, Y) X D4, Y,) dans D.(d, V).

Remarque 3.4. Nous n’utiliserons pas ces deux derni¢res propo-
sitions dans la suite de ce travail, cependant elles sont indispensables
quand on veut passer du point de vue solution élémentaire au point de
vue probléme de Cauchy avec second membre.

4. Problémes de Cauchy Bien Posés dans les Distributions de Gevrey

On utilise les mémes notations que dans le §1. Avant d’énoncer le
théoréme qui correspond au Théoré¢me 1.6 §I, on doit poser les
définitions suivantes.
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DfrFINITION 4.1.  On dit que le probléme de Cauchy est bien posé
au sens des distributions de Gevrey d’ordre d (en abrégé: P satisfait a
la condition C(d)) si et seulement si la distribution P admet une solu-
tion élémentaire E appartenant a &, '(d, £(X; D)) avec supp EC
[0, 4 oo[:

ExP=8®I,, P+E=8®I. 4.1)

DEFINITION 4.2. A la suite (M,,) on associe la fonction M( ) définie
par

[A[F
reC M) = :
€C — exp M(Y %(M)

Avec M, = k¢ on a M(X) = dfe | A ]1/%.

DériniTION 4.3. Une région 4 du plan complexe est appelée une
d-région si elle est de la forme

A={ReA =al|A[+ b} (4.3)

ol a et b sont des constantes >0.
Avec ces définitions on a le

THEOREME 4.4. Lopérateur P = Yo A, @ DF satisfait a la
condition C(d) si et seulement si il existe une d-région A dans laquelle
P;Y existe et satisfait pour tout € > 0 & la majoration

| Pi* llxap < C exp(e Re A + cM(}) (4.4)

avec des constantes positives C et ¢ qui dépendent de e.

La démonstration suit les mémes idées que celle du Théoréme 1.6 §1,
mais avec quelques complications techniques, aussi pour éviter de
nous répéter on indiquera surtout les étapes en détaillant seulement
les point nouveaux.

5. Démonstration du Théoréme 4.4.

A. Démonstration de la Condition Nécessaire

On fixe comme au §1 une fonction & qui est cette fois dans Z(d) et
on pose encore E, = E(f,), on obtient grace 4 (4.1)

PE, = I, — H, (5.1)
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ou I’on rappelle que

HA = Z AkE(‘l‘k.A)
k=0
et

bra) = (=1 e 3 (B (oo

j=1

Le comportement en A de H, est précisé par la

ProposiTioN 5.1. 1l existe une constante C, un entier n et un nombre
L > 0 tels que

[ Hyllxox < C(1 4 | A|)? e cReMALY - poyr Red > 0. (5.2)

La démonstration va découler d’une suite de lemmes. Tout d’abord,
comme

| Hyll < Csup |l EGhr.)ls

on a besoin du

LemME 5.2. Awvec les notations précédentes on a s, , € 2,/(d) et pour
tout L > 0 il existe une constante C telle que

Parx(Pea) < C(1 + | A et eMW/D—eReA pour Red >0 (5.3)
avec K = [—1, ']

Démonstration. 11 est clair sur Pexpression de i, , que cette
fonction appartient & 9,(d), d’autre part en remarquant que §' est
nulle sur [—1, ¢] on vérifie que I'inégalité (5.3) est conséquence du

LemME 5.3. Pour K = [a, b] on a la majoration
Parx(e7) < prx(p) exp(M(A/L) — a Re d) (5-4)

pour tout L > 0, p € D(d) et Re A = 0.

Démonstration. Majorons I'expression

D(eMoft)) = et Z ( ) (—X)E-7 pU(2)

§=0
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en utilisant 'inégalité suivante, qui découle de la définition de p, 5,
sup | p(0)] < M;L'p; k(o)

il vient pour Re A > 0

k
sup DHep(1) < puelg) e 3. (1) 131 L
€.

=0
, .
on écrit alors

- 3y

et on reporte dans I'inégalité précédente en remarquant que par défini-
tion

i
(—I—I%L) ! < MO,

on trouve
k

< prxlp) eM@/D—aRer . [k Y ( f) MM,

i=0
et enfin, en utilisant la log-convexité de la suite M, : M;M, ; < M, ,
< PL.K(¢) eM(A/L)-—aRe/\ . (ZL)k Mk

d’ol 'on déduit 'inégalité (5.4).

Terminons la démonstration de la Proposition 5.1. On majore
| E(¢ 2)il en utilisant la continuité de E € L(2_(d); £(X; D)) qui se
traduit par: pour tout € > 0 il existe des constantes C et 2L >0
telles que

IE@lxsp < Chori-eci)  pour e Dy(d). (5.5)

Finalement on obtient I'inégalité (5.2) en appliquant (5.5) avec e = 1
a4 = Y, , et en tenant compte de (5.3).

Remarque 5.4. Bien que supp E C [0, 4 oo[ on ignore si on peut
prendre € = 0 dans (5.5) car contrairement aux distributions les
distributions de Gevrey ne sont pas en général localement d’ordre fini.

En combinant (5.1) et (5.2) on trouve que l'opérateur P, est inver-
sible dans une région de la forme

A={\ReX > a4 b
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11 ne reste plus qu’a démontrer la majoration (4.4). Dans la région A
on a I'expression de P'inverse

Pyt = E(6)) ol — Hy)™

d’ot1 1a majoration de Py en utilisant (5.4) et (5.5) avec 4 = 6,,0on a
pour tout € > 0

| P;il < Cexp(e Red -+ C" | A [|1/%) (5.6)

avec des constantes positives C et C’ qui dépendent de e.

B. Démonstration de la Condition Suffisante

La construction d’une solution élémentaire E se fait formellement
comme au N°3 §1. On pose

¢ D(d)— E(p) = f _BO(—) X .7)

ou I' est le bord orienté d’une d-région ol I’'on a (5.6). Pour démontrer
que (5.7) défini bien un élément de 2'(d, £(X; D)) on a besoin
d’estimer le comportement de O(—A), c’est le

LemMME 5.5. Pour tout intervalle I = [g', g] il existe une constante
C telle que

| 9(—N)I < Cpu(p) exp(g Re A — M(A/L))
pour tout p € D(d) et tout L > 0 et Re A = 0.

Démonstration. On majore l’expression

o == 1) . " g(t) dt
en utilisant 'inégalité
SUPI<P"°’(t)l P(@) ML,
on trouve
| (—A)| < Cpy(p) MiL* | X|F g-9Rer

d’oli 'on déduit I'inégalité du lemme en remarquant que par définition
ona

Inf(M,L* | A %) = exp(—ML)).
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On termine la démonstration de la condition suffisante en vérifiant,
de fagon tout a fait semblable au cas des distributions, que E est bien
1a solution élémentaire cherchée.

6. Un Théoréme de Perturbation

On dira que le probléme de Cauchy est régulier pour un opérateur
d’évolution si on a, en gros, une perte fixe de dérivabilité en ¢ entre le
second membre et la solution, par exemple c’est le cas des équations
des ondes, de la chaleur, etc. Avec ce vocabulaire, le théoréme qui suit
peut s’interpréter en disant: en ajoutant des termes d’ordre inférieurs
a un opérateur d’évolution régulier, on obtient un opérateur qui en
général cesse d’étre régulier mais qui satisfait toujours & une condition
C(d). On suppose que I'espace D est inclus dans X avec une injection
continue I ce que 'on indique par D C X.

DfriNiTION 6.1. Le probléeme de Cauchy est dit régulier pour
Popérateur P = Y o A, ® D[, si les conditions suivantes sont
satisfaites:

(a) pour un certain y Pinverse P;' existe dans le demi plan
ReA = vy;

(b) et vérifie dans ce demi plan

1
| Pit lxox = O (W)

et

1P ap = O (at):

(On donnera des exemples de problémes réguliers au §1 du Chap. II.)

On se donne des opérateurs de perturbation B, & = 0,..., m — 1
qui vérifient ’hypothése:

(H). L’opérateur By, est continu de D), dans X avec D, C X et pour un
certain 0 < 0, < lona

Dy, C Dy, avec Dy = (D, X),, .

On désigne par (X, X;), une méthode d’interpolation (il est inutile
ici de préciser laquelle) qui donne lieu & une inégalité de convexité
pour les normes des opérateurs. C’est A dire, si L est un opérateur
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continu de I'espace de Banach X; dans Y avec
Wy = ”L ”X,-"Y,- 1= 1, 2,

alors c’est aussi un opérateur continu de X, = (X,, X;), dans
Yy, = (Y,, Y,)p avec une norme @, qui vérifie

Wy < fv‘é‘e : wle

(voir par exemple [17]).
Pour unifier les notations on pose B,, = 0, alors opérateur perturbé
0 s’éerit
Q=Y (4 + By)D* =P + B.
k=0
Onale

THEOREME 6.2. On suppose que le probléme de Cauchy est régulier
pour P et que les opérateurs B, satisfont @ Ihypothése (H). Alors
Dopérateur perturbé Q satisfait a la condition C(d) si 1]d =
SUPg_p, m-1(R + 1 — mb,) <1 et reste régulier quand 1/d < 0.

Démonstration. Pour utiliser le Théoréme 4.4 on est amener a
déterminer une régionou Q, = Y. (4, + B,) A est inversible. Comme
P est régulier on peut écrire pour Re A >y

O, = P, + B, = (Ix + B,P;Y)P,

par conséquent Q, sera inversible quand || B,P; lyx < 2. Ona
| ByPit lyox < X I AP Bl lyox
k=0

et en passant par I'intermédiaire des espaces Dy,
S I By log x| P llxg,

L’inégalité d’interpolation permet de majorer || Pyt lx-p, » en effet
on a par hypothese g

_ _ C
Wy = I Pt lxox <m

580/7/3-5
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et
— _— _1 C l A ‘1n
Wy = || Py HX_’D\<\——_—])\V’”“1|RCA|

et par conséquent

. A |1—mby
I P ooy, < €L pir s pour Red . 62)
En combinant (6.1) et (6.2) il vient
~ LA Ilc+1 mo,
”BAPAIHX—»X\CZ TTRea]

k=0
soit en posant 1/d = supy_, ,-1(k + 1 — mb,),

c A

“ BAP;IHX—-)X | R I |

pour Red =y

Donc si 1/d << 1 on trouve que Q, est inversible dans une d-région

Ape 1
Rex| 52

et ReA =y

et y vérifie

- HEYS
o R

et 4 fortiori (4.4). Si de plus 1/d < O alors le probléme reste régulier
car 0, sera inversible dans un demi plan et vérifiera de fagon évidente
les inégalités de la Définition 6.1.

Appliquons ce théoréme a ’étude de la perturbation du générateur
d’un semi groupe fortement continu, on obtient le

CoROLLAIRE 6.3. Soit A le générateur d’un semi groupe fortement
continu et D son domaine muni de la topologie du graphe. On se donne un
opérateur B continu de Dy = (D, X), dans X avec 0 < 0 < 1. Alors
Popérateur D, @ I — 8, Q (A + B) satisfait a la condition C(d) avec
1jd=1-—8

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme
précédent, il suffit donc de vérifier que le probléme de Cauchy est
régulier pour l'opérateur D, — A4. Il est bien connu (cf [27]) que la
résolvante R, = (A — A)~! existe dans un demi plan ReA > y et y
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vérifie les conditions

IRl = O (gog) @ IRillon = O (Rot)

On termine par la

Remarque 6.4. L’exemple trés simple qui suit montre qu’on ne
peut en général améliorer les résultats précédents.

On prend X = L¥R), A = i(d*/dx*), D = H*(R), ainsi 'opérateur
D, — A est du type de Schrodinger et il est trivial de vérifier que A4 est
générateur d’un semi groupe fortement continu dans X. Perturbons 4
par Popérateur d’ordre 2 B = —d?/dx? qui est continu de H¥R) =
(H* L%),/, dans L2 Par transformation de Fourier dans L% R) on
constate que le spectre de 'opérateur A 4 B est 'image numérique
pour ¢ réel du polynéme —i§* 4 £2, par conséquent (A — 4 — B)™!
existe dans une d-région avec d = % mais dans aucune d-région pour

d> %

Chapitre 1l: Applications a3 Quelques Problémes Mixtes

Notations

On désigne par £2 un ouvert de R", son bord I” est supposé de classe
C® et Q est situé localement d’un seul coté de I'. On note de fagon
classique, H*(£2) I'espace des distributions sur 2 dont les dérivées
jusqu’a Pordre s sont dans LEQ) H (L) I'adhérence de 2(R2) dans
H4(L), la norme sur H*({) est notée |||, o ou |||lp sis = 0, et on
omettra I'indication de I'ouvert quand il n’y aura pas de confusion
possible. On note par y, la trace sur I" de la dérivée normale intérieure
d’ordre k. Les opérateurs aux dérivées partielles seront toujours
supposés a coefficients dans C*().

1. PerTURBATION DE CERTAINS PROBLEMES CORRECTS

Soit
aa1+ ety

A=AxD)= 3} a(xD (avec D = ——-—-———)

- o a,
|a|<2m 0x%y,..., Ox%n

un opérateur fortement elliptique et formellement auto-adjoint sur Q.
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On suppose £ borné, alors il est bien connu que A(x, D) définit un
opérateur auto-adjoint dans L%(Q) quand on prend pour domaine
D = H®*™ N H™ Avec ces hypothéses 1'opérateur d’évolution
D2 — A(x, D) est correct au sens de Pétrowsky (cf [18]). On se
propose d’étudier 'effet d’une perturbation de A4 par des termes
d’ordre inférieur. On se donne un opérateur d’ordre & < 2m

B= Y bx)D
la|<k
alors on va démontrer que si & << m le probléme de Cauchy reste
régulier pour 'opérateur D2 — (4 + B) par contre des que k£ > mon
perd en général la régularité. De fagon précise on a le

TuforkME 1.1. Si k > m Dopérateuwr D2 — (A(x, D) 4+ B(x, D))
satisfait & la condition C(d) avec d = m/k — m, X = L*(2) et D =
Hm  Hym, Si k < m le probléeme de Cauchy est régulier au sens de la
Définition 6.1, Chap. I, §2.

Démonstration. On applique le théoréme de perturbation abstrait
du Chapitre I 4 'opérateur D2 — A. Pour cela on doit vérifier que le
probléme de Cauchy est régulier pour cet opérateur. L’opérateur A
est auto-adjoint et on peut le supposer négatif sans restreindre la
généralité, ainsi son spectre est inclus dans ]—o0, 0]. D’aprés la
théorie spectrale on a

) 1/ p | i Reu>0
= A oo < § fmat & Ren 20

d’ot1 'on déduit

) 1| A2 si |argd| < n/4
2 __ 1
(A2 — A)7 xox < 31/2 [ReA-ImA| si |argd| > nf4

soit finalement

I8 — Ay lgox = O ( pour Red>0. (L)

Trrex)
[A] ReA
D’autre part A — [ est un isomorphisme de D sur X, par conséquent
[ 2lp ~lxll+ | Axlxy  pour xeD,

et il vient en utilisant (1.1)

(0 — Ay |lgop = O (T)TI%I%ET) pour Reil>0. (1.2)
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Donc le probléme est régulier grace a (1.1) et (1.2), il reste & vérifier
que l'opérateur de perturbation B satisfait 4 la condition (H) du
théoréme abstrait. L’opérateur B(x, D) est continu de H* dans L2,
or (en prenant par exemple la méthode d’interpolation holomorphe
(cf {17])) on a H* = [H¥ L%, avec 8 = 1 — k[2m et & fortiori
Dy = [D, L*, C H*. L’application du théoréme abstrait montre que
Popérateur D? — (A + B) satisfait 4 la condition C(d) avec 1/d =
1 — 20 = k — m/m et en particulier que le probléme reste régulier si
k< m

Remarque 1.2. L’étude de ce probléme d’évolution est classique
dans le cas & << m (voir par exemple [15 et 16]) mais I'intérét du
théoréme précédent est de mettre en évidence la raison pour laquelle
on se limite d’habitude 4 une perturbation d’ordre inférieur au degré
de 'opérateur divisé par deux.

Enfin profitons de cette occasion pour corriger la valeur manifeste-
ment erronée de d dans ’annonce de ce théoréme dans la troisi¢me note
[2]: il faut remplacer 2m/2m — k par m[k — m.

2. ProBLEMES DU TYPE DES ONDES ITEREES
AVEC LES CONDITIONS DE DIRICHLET AU BORD

1. Enoncé du Théoréme

On se donne un opérateur différentiel linéaire du type des ondes
itérées, c’est a dire de la forme:

P = P(D,,D,,x) = DA — 2D 2A(x, D,) + B(x, D)

avec la notation D, = (8/0x, ,..., 0/0x,) et ou A et B satisfont aux
hypothéses H, et H, :

(Hy) A(x, D,) est un opérateur linéaire d’ordre 2 dont la partie
principale vérifie pour une certaine constante ¢ > Q

Ax, £y =Y ax) E8 > c| €12 powr (€R™ e xefl.
(Hy) B(x, D,) est un opérateur linéaire d’ordre 4 dont la partie
principale vérifie

B, §) = (A%, &)
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ExempLE. P = (D2 — d)? avec 4 = ¥ | 2/ox2.

De fagon un peu vague, disons que I'on étudie le probléme mixte
suivant: Etant donnés f (¢, x) et les conditions initiales v;(x), trouver
u(t, ») “dans une classe convenable” vérifiant

P(D,,D,,x)u(t,x) = f(t,x) dans R+ X £,
Yot = yu =0,
D0, x) = v(x) k=0,1,2,3.

On montrera par un contre exemple que ’on ne peut avoir un
probléme régulier en la variable ¢, néanmoins on va démontrer que ce
probléme est bien posé dans les distributions de Gevrey, De fagon
précise on a le

THEOREME 1.1. On suppose que les opérateurs A et B satisfont aux
hypotheses (H,) et (H,) et que ouvert Q2 est borné. Alors Uopérateur

P=DA®I—-2D2®A+5,QB
satisfait a la condition C(d) avec X = L¥Q), D = H%2) N H3*£2) et
d = 6/5.
Démonstration. En utilisant le critére du Théoréme 4.4 (Chap I,
§2) tout revient a étudier dans quelle région A 'opérateur

P, = M — 2224(x, D) + B(x, D)

est un isomorphisme de D sur X. Remarquons pour commencer que
I’on peut se limiter 4 étudier I'injectivité de P, car ce probléme aux
limites est d’indice nul. En effet 'opérateur B est fortement elliptique
et on a les conditions aux limites de Dirichlet, donc d’aprés un
théoréme de Girding (cf [18]) 'opérateur P, est d’indice nul. Par
conséquent on est ramené 4 démontrer le

TuEoREME 1.2. Il existe une constante C et une d-région A (d = 6/5)
dans laquelle on a

collttllso < Cl|Pull  pour ueD, (1.1)
avec 0 = arg A (| 0| < 7/2), ¢y = cos®d. En particulier on a

Pt lxsp = O(IA 1) dans A.
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La démonstration de théoréme est assez longue, aussi on commence
par en indiquer le principe. Il s’agit de démontrer une inégalité a
priori pour un opérateur elliptique qui dépend d’un paramétre
complexe A dont 'argument @ varie dans 'intervalle ouvert 1 —=/2, =/2[.
Selon une méthode classique, on procéde en trois étapes: (a) coefficients
constants dans R_™, (b) coefficients variables dans R ", (c) globalisation
au moyen d’une partition de 'unité sur . Mais, et c’est la la difficultée
nouvelle, il faut évaluer & chaque étape le comportement en fonction
de A des constantes qui interviennent dans les majorations, et ceci
particuliérement pour | arg A | — 7/2. Pour cette raison il est commode
d’utiliser des normes qui dépendent du paramétre A, comme dans [1],
et d’autre part pour la globalisation on doit utiliser une famille de
partition de l'unité sur £2 qui devient de plus en plus fine quand
[arg A | — 7[2.

2. Casoit Q = R, et P= (D2 — Ay

Soit @ un ouvert de R", on utilise sur H™(¢) la norme suivante qui
dépend du parameétre complexe u

m
e = X 12 2o
k=0

si m = 0 on écrit simplement || ||, et on note (, ) le produit scalaire
dans L% @). Dans ce numéro il s’agit de normes sur R, * = {x; x,, > 0},
aussi on omettra l'indication de I'ouvert dans la norme.

Dans le cas particulier oit A(x, D) = 4 on a la proposition suivante
qui est le point crucial de la démonstration du Théoréme 1.2.

ProposITION 2.1. I existe une constante C pour laquelle on a

cost ¢ 22: [ A [* il A2y |2 << C (A2 — d)%u |2 (2.1)

k=0

pour toutuec D = H* N Hy? et A avec Re A > 0 et § = arg A

La démonstration découle d’une suite de lemmes. On commence
par un lemme relatif 4 I’équation des ondes ordinaire. On désigne dans
toute la suite par C diverses constantes indépendantes du paramétre ).
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LemmMme 2.2. Il existe une constante C > 0 telle que l'on ait
Ccos® 6(| A [l u|P + || du |?) < [|(A* — D)u

+[A|20039lfFY0“‘m (2.2)

pour ue Z(R,"), ReA >0 et I' = R* 1

Démonstration. En dévellopant le carré scalaire, on trouve
Q% — Ayl = [A[S [l - | du? — 2 Re(h¥(u, dw)).  (2.3)

Pour établir la majoration on doit distinguer deux cas:

ler Cas. |6| < m/4. La formule de Green s’écrit

a0 = -]z

d’ou en prenant la partie reelle
—Re((u, 4u)) = (Re ) (T o= H ([ rou7um)
mais comme dans ce ler cas on a Re A2 > 0, on en déduit
—Re(A¥(, Au)) = —Re (Az - [ vou Sy
et en reportant dans (2.3) il vient

+ 12 — A [P = A ]? 4] due |

MPU. Yol * V1t
r

d’ot découle immédiatement I'inégalité (2.2) pour |0 | < =/4.
Mais évidemment I'utilité de 1'inégalité (2.2) réside dans le

2¢me Cas. w/4 < 18] < mf2. On peut aussi écrire la formule de
Green sous la forme

(u, 4u) = (du, w) + 2¢ Imf Yok * otk
r
d’olt

Re(A(u, Au)) = (Re X2)(u, 4u) - iIm 3 - Im f Yol - yelt
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en majorant en module il vient, en utilisant 'inégalité évidente

| Re A 2

2| Re A | |(u, du)| < Iz\lzlReAZHIuIIZJrW—HAuH?,

et en reportant dans (2.3)

(AP =R ) (| A= lP + gl u?)

<2 — AJul + 4 A[7cos 8| [ yqu -

d’ot I'inégalité (2.2), en remarquant que dans ce 2éme cas
[A]2— | ReA?] =2]A|2cos? 4.

En itérant, on va en déduire le

LeMME 2.3. 1l existe une constante C > 0 telle que
2
C cost 8 (Z | X [ )| d2-hy ||2)
k=0

<02 — AYuf + [N feos 8 | [y -7

b

pour u€ Y(R,™) N H? et Red > 0.

Démonstration. On applique le lemme précédent 4 v = (A2 — d)u
pour u € Z(R,*) N H2, il vient

Ccos? 6| A [*|(A* — d)u [P + [|(A* — 4) du )

< (A® — 4Pull + | X[ cos 8

H

f‘yz"")’_au

on minore chaque terme du ler membre en utilisant encore le Lemme
2.2:
Ceos? 6(1A Pllull + (1 du|?) <N — )|l car ueHp
et
Ccos?8 ([ A 2] du [P + || A% |?)

b

<02 — 4) du? + | AP eos €| [y -y

d’ot1 I'inégalité (2.4) en combinant ces trois derniéres inégalités.
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Pour démontrer la Proposition 2.1 il reste 4 majorer le terme
| [yae you, Cest le

LeMME 2.4. 1l existe une constante C pour laquelle on a
A freos | [y <—C 10w — gy (2.6)
Ve TV S o2 g ’

pour ue 2(R.*) N Hy? et Re A > 0.

La démonstration de ce lemme se fera au moyen de deux sous
lemmes. Auparavant introduisons les notations suivantes:
On note la transformation de Fourier par

i(£) = f Ty dy on x- £ =Y xE
et la transformation de Fourier partielle
e, x,) = f 1e_"””"*'u(x’, x,)dx’  avec x = (x, x,),
R"™

on note la transformée de Laplace par une majuscule, par exemple
& +e — AL &1
O, p) = [ e™™E, x,) ds,
0

Pour abréger, on pose

’ ’ ak ’
uk(x ) = yku(x) = ox A u(x ’ xn)

2, =0

Le lemme suivant donne I’expression des traces u, et %3 en fonction du
2éme membre.

LEMME 2.5. On définit la fonction f par f(x', x,) = (X — 4)? u(x, x,)
six, >0etf=0six, <0. Alors pour uc Z(R.") " Hy? on a avec
les notations précédentes

oF
dy(¢) = f’a}; (&, 0
et

A ’ ’ aF ’
4y(&') =F(§,l)—l—a};(f,0

o { désigne la racine carrée de N> + | &' |2 vérifiant Re { > 0.
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Démonstration. On note encore u le prolongement par 0 pour
%, < 0 de u(x’, x,). On a au sens des distributions sur R*

O — AP =f— ty ® 8sc0) — t @ -0 »
et par transformation de Fourier en x’ et de Laplace en x,, il vient
(O | & 2 — p22 A€, p) = F(€, p) — 4(&) — pis(€).

Les deux membres sont des fonctions holomorphes de p pour
Re p > 0, le premier membre ayant un zéro d’ordre >2 pour p = {
on a donc aussi

ay€) + L) = F(£,0)
et

oF
dy(&') = £ (¢,0)

d’oui 'on tire les expressions cherchées de i, et 4, .
Revenons 4 la démonstration du Lemme 2.4. L’égalité de Parseval
LR
s’écrit

@yt [ ule) ) de' = [ (&) B(E) d,

on majore cette derniére intégrale en utilisant les expressions trouvées
pour i, et #; il vient

f Uglls

Or par définition on a

( 21,.)71—1

<fl€llg—§2d§'+f|%~ﬁld£'- @)

R0 = [ e*f(€, x) dx,

+

et

% (fl; Z) = J' __xne-{x,f(gr’ xn) dxn

Ry

d’ol I'on déduit en utilisant I'inégalité de Schwarz

P& 0P < regr [ 1€ 5 d, 28)
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et

(6 0] < rers [, 1w e, 29)

En reportant (2.8) et (2.9) dans (2.7) on trouve

1,

On est donc conduit a préciser le comportement de Re £ en fonction
de A, C’est le

Cff ( | I|{ecgl |3 Re? l2) | (&, x,)I2 ¢ dx, . (2.10)

LemMME 2.6. Soit { laracine carrée de \* + | &' |? vérifiant Re { > 0,
alors pour Re A > 0 on a

[Re | = cosB(j A2+ | & |B)N/2 (2.11)
et évidemment
[E] < (A4 & B2

Admettons provisoirement ce lemme et finissons la démonstration de
la Proposition 2.1. En combinant (2.10) et (2.11) il vient

7. lf(gla xn)l2 '
[ 1w < €[] oogart e 4 den

d’ou
[AJ2

1 4 U
< Ccoszﬁjf (A1 +] £’|2)lf(§’xn)12d§ dx,,

|)\lzcosﬁ{fu2—1g

soit encore

cos2 g I/ 1%
ce qui démontre le Lemme 2.4 et en reportant (2.6) dans (2.4) on
obtient finalement 'inégalité (2.1).

Il reste 4 démontrer le Lemme 2.6, ce qui est un simple exercice de
trigonométrie. Par raison d’homogénéité il suffit de prouver (2.11)
quand | A |2 4+ [ £ |2 = 1 et on peut aussi supposer que 0 < 8 < #/2.
Posons alors r = | A |2, dans ces conditions on a

2=X4|&P2=re¥t+]1_—r7,
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et en posant { = o + 78 avec o > 0, il vient
o2 — B2 =1—7r+rcos2f =1—2rsin20 (2.12)

et
2af = rsin 20 = 2r sin 8 cos 6.

Raisonnons par 'absurde, si on a « << cos 8 alors ’égalité précédente
implique
rsinf < B

et par conséquent
o — B2 << cos?f —r2sin28 =1 — (1 + r?)sin2 @
d’ou
<1 —2rsin?f

ce qui contredit I’égalité (2.12), on a donc nécessairement Re { = o >
cos 6.

3. Cas ou A et B Sont a Coefficients Variables dans R ™

En utilisant le procédé de Korn, on passe au cas des opérateurs a
coeflicients variables:

P, = M — 224(x, D) + B(x, D).
ProrosiTION 3.1. Il existe une constante C > O telle que

Ccos® O flullgn <[Pyl + [ APl 0lp1 + 71l elanr 3.1
pour ue D(R,™) N Hy?, supp u C B(0, 7) et Re A > 1.

Démonstration. On note les parties principales 2 I'origine par

AP = Y a(0D%  BP= ¥ 50D = (40"

ja[=2 Joc|=4

On peut toujours se ramener au cas 4" = 4 et B® = 42 par un
changement de variables linéaire qui conserve I’hyperplan x, = 0.
On suppose que la fonction u 4 son support dans la boule B(0, 7) de
rayon 7 centrée a 1’origine.

Commengons par un lemme sur I’équivalence des normes dans la

boule B(0, 1).
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LemMmE 3.2. 1l existe des constantes C, et C, > O telles que
2
Colluly, < X | M P dRu|| < C flu|2, (3.2)
k=0

pour tout ue D(R,™) N Hy® avec supp u C B(0, 1) et | A| > 1.
Démonstration. On désigne par ¥ I'ouvert borné B(0, 1) N\ R, *, il
est bien connu que pour un ¢ assez grand l'opérateur 42 4 ¢ est un
isomorphisme de H4(V) N H* V) sur LY V). On en déduit, en utilisant
les inégalités d’interpolation dans les espaces H*, que I’on a bien (3.2).
Récrivons I'inégalité de la Proposition 2.1 en tenant compte de (3.2)

Ccos® 0| ully,, <A — d)u]. (3.3)
Alors I'inégalité (3.1) découle immédiatement de (3.3) et du
LemME 3.3. 1l existe une constante C pour laquelle
| Py — (R — APult < CLAPT| 0l + Crl @i,

pour ue D(R,™) avec suppu C B(0,r) o 0 <7 <1 et ReA> 0.

Démonstration. On a
| Py — (A% — APu|f < | A |[(A(x, D) — A)u || + [(B(x, D) — B Jul|
et grace 4 la régularité des coefficients de 4 et B

SCAPruly +lulh) + Clrllully + 1l ull)

ce qui peut encore s’écrire avec les normes dépendant du paramétre

1/r
S CHAPRr | ullgn -+ Crllullyr-

La Proposition 3.1 est complétement démontrée.

4. Fin de la Démonstration du Théoréme 1.2

On se place maintenant dans 'ouvert borné £, commengons par
construire une famille de partitions de 'unité dépendant d’un para-
métre 7.
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Tout d’abord on aura besoin de la

Remarque 4.1. 1l est possible de construire un recouvrement de 2
par des domaines de cartes locales, de fagon a ce que toute boule
B(x, r) N Q soit incluse dans le domaine d’au moins une carte dés que
le rayon 7 est assez petit mais indépendant du centre x.

Par exemple on recouvre R™ par le réseau de tous les cubes ouverts de
cotés de longueur 2 et dont les sommets ont des coordonnées entiéres.
Par une homothétie de centre 0 et de rapport suffisamment petit 4, on
transforme ce recouvrement en un recouvrement par des domaines de
cartes locales de £2 et par construction toute boule B(x, £/2) est incluse
dans P'un de ces domaines. On fixe pour la suite un tel systéme de
cartes et on peut toujours supposer que les difféomorphismes associés
transportent toute boule B(x, r) N 2 a lintérieur de B(0,7) " R,
pour 7 < hf2.

Construisons maintenant une famille de partitions de 'unité
“uniformes” sur R®. On fixe une fonction 8 € Z(R") avec B(x) > 0 si
[x| <letB(x) =0si|x| > 3/2 et on pose

yx) = Y Blx —j).

jEZ™

Il est clair que ¢(x) > 0, y € C*(R") et y(x + j) = y(x) pour x € R*
etj € Z". On définit o(x) = B(x)/y(x) et on vérifie immédiatement que
les fonctions a;(x) = a(x — j) j € Z" réalisent une partition de 'unité
de R” relative au recouvrement par les boules B( j, 3/2). Finalement on
définit par homothétie la famille de partitions dépendant du para-
metre 7

wirlt) =a (o (x = 2j))  jez

subordonnée au recouvrement de R"™ par les boules de rayons r:
B(2r/3 j, r). Grace &4 'invariance par translation, il existe une constante
C telle que

[

C
sup | DP (%)) < 57 pour [pl <4 et O0<r<
xeR" r

Pour alléger les notations on note dans la suite par o la fonction o, , et
on supposera toujours que r < #/2 de fagon 4 ce que chaque boule
B; = B(2r/3 j, r) N L soit incluse dans le domaine d’une carte.

On pose u; = o; - u, ainsi ¥ = Y ; u; , avec ces notations on a le
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Lemme 4.2. 1l existe une constante C > 0 telle que

Ccos® 0l u;llgp < || Pruellp, + 71l #la1/r.5,

IR (N e o, + ) (@)

pour ue P(2) N H2($2),jeZ r >0, Rer > 1.

Démonstration. La fonction u; a son support dans B; qui est incluse
dans une carte, on peut ainsi lui appliquer 'inégalité (3.1):

Cocos® 0| u;llgn < Pyay |l + | X127 | 945 llg,rr + 7 11 85 la,1rp - 4.2)
D’autre part, puisque #; = «; * %, on vérifie aisément que
I ke < Cll#lli,asm,3, k=0,.,4

et

1 1
| Py — ;P | < C AP 7 Il % lly,17r,8; + C; il 2 lls,1/r,B, -

En combinant ces deux derniéres inégalités avec (4.2) on trouve (4.1).

Revenons 4 la démonstration du Théoréme 1.2. Pour obtenir une
inégalité sur £2, on fait la somme en j des inégalités (4.1) en remarquant
que chaque boule B; en rencontre au plus 2" autres et que

% lla2e < Z Il 2 llg,2,02 -
]

On trouve avec une constante C > 0 telle que

1
Ccos® Ol ullos < Pl + 7l wllasr + 11 #llg2r

AR (el F e lhan)  @3)

pourue 2(2) N H2 et Red > 1.

Pour obtenir I'inégalité (1.1), il reste 4 déterminer pour quelles valeurs
de X on peut faire passer au premier membre de (4.3) les termes de
perturbation. En comparant les coefficients des normes || ||, £ = 0,..., 4
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on trouve les cinq conditions suivantes, ou 'on pose pour abréger
¢y = cos® b,
CCO —7r 2 %CCO »

Cop || —1—1=1C 1N q,

Ce M= L — L A > 4C A g,
1 1 A2

Ces NP — 5 — 5 — 1A= E > geiape,
1 1 A2 A2

Cep At = 5 — L AL IAE S e,

On est donc conduit 4 prendre r = $Cc, et il vient pour A la condition:

C
|’\|>c—82—

pour une certaine constante C > 0, et comme ¢, = cos® § = | Re A/A 3,
on trouve finalement que A doit satisfaire a4 une inégalité de la forme

ReX = a| X[ + b
qui définie une d-région A (d = 6/5) o 'on a
cos? 0| ullg 0 < Cll Pl

pour uc D et Ae A. Ce qui démontre en particulier 1'inégalité (1.1),
de plus, pourAe 2 ona

I Py llxap = O(l A7)
car
1 AR

cos0  |ReAP oA dans 4

Remarque 4.3. On ignore si la valeur trouvée pour d (6/5) est
optimum, par contre on montrera au numéro suivant que 'on ne
peut améliorer de fagon qualitative les résultats de régularité en ¢ des
solutions.

Remarque 4.4. On aurait pu étudier avec les mémes méthodes, le
cas plus général des opérateurs du type des ondes itérées m fois

580/7/3-6



440 CHAZARAIN

(D2 — 4)y™) avec les conditions aux limites de Dirichlet y,u = 0
k = 0,..,m — 1. On s’est limité au cas m = 2 car le cas général
conduit a des développements techniques fastidieux qui n’utilisent
rien de nouveaux du point de vue des idées.

5. Un Contre Exemple

On peut se demander s’il ne serait pas possible d’obtenir, en
améliorant ces résultats, des résultats de régularité en ¢ analogues 2
ceux que I'on a pour ’équation des ondes ordinaires (cf. par exemple
[15,16]). En particulier, on pourrait espérer que l'opérateur P,
réalise un isomorphisme de D sur X, non seulement quand A appartient
a une d-région, mais pour A dans un demi plan Re A > . Car il doit en
étre ainsi si 'on veut traiter ce probléme mixte par la méthode de la
transformation de Laplace en ¢ ou par la technique des semi-groupes
fortement continus. La réponse est négative, en effet ’étude du cas
particulier le plus simple montre déja que I'on ne peut pas obtenir
mieux qu’un région logarithmique pour 4. En réalité ceci n’est pas
surprenant car la partie principale de opérateur P(D,, D, , x) est
hyperbolique mais non strictement hyperbolique. D’ailleurs une
situation analogue, mais relative au cas du probléme de Cauchy dans
R™ pour un opérateur a coeflicients constants, a déja été étudiée par
Hormander [10, p. 147] qui démontre des résultats de régularité en se
plagant dans des espaces du type 2(d).

Le contre exemple est le suivant: on prend Q2 = ]—1, 41|,
P = (D2 — d?/dx?)?, X = L¥2), D = H*n Hy? Dans ce cas trés
simple on peut déterminer explicitement pour quels A I'opérateur
P, = (A® — d?/dx?)? n’est pas un isomorphisme de D sur X, c’est la

ProrosiTiON 5.1. Les nombres complexes X pour lesquels P, n'est pas
un isomorphisme, sont les solutions de
2A+sh2A =0 ou de 24 —sh 22 = 0.

Démonstration. 1l s’agit de déterminer les A pour lesquels le
probléme suivant admet une solution non identiquement nulle:

(A% — d¥dx?)? u(x) = 0 —1 < x << 4],
u(+1) =0,
du
E(il) =0.

On remarque que si # est solution alors u(—x) I’est aussi, par consé-
quent il suffit de chercher les solutions paires ou impaires.
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Les solutions paires sont nécessairement de la forme
u(x) = a ch Ax + bx sh Ax,
on détermine les constantes @ et b en écrivant que u satisfait aux
conditions aux limites en x = 1. On obtient le systéme
achA +bshA =0
ash)+ b(shA +Achd) =0
qui admet une solution non nulle si et seulement si 2A + sh 2A = 0.
De méme, on trouve des solutions impaires non nulles si et seule-
ment si vérifie 21 — sh 2A = 0. Ce qui démontre la proposition.

On a alors besoin d’un résultat élémentaire sur la localisation des
zéros de ces équations.

LeMME 5.2. Les fonctions 2\ + sh 2X et 2A — sh 2X admettent une
infinité de zéros, qui vérifient pour | A | assez grand

41X ~ erirerl,

Démonstration. En comparant les zéros de la fonction 2A + sh 2A
a ceux de sh 2A on vérifie facilement que cela montre que 2X + sh 2A
admet une infinité de zéros. Alors par raison de parité il y a une
infinité de zéros a parties réelles positives, et en utilisant 1’équation
qu’ils vérifient on trouve que ceux ci satisfont &

4{)\|8-2Re'\W1.

De méme, pour 2A — sh 2, ce qui démontre le lemme.
Finalement on déduit que ’opérateur P, est un isomorphisme quand
A est dans une région logarithmique de la forme

A Red =z alog(l +1A)+8 avec a>0

et par conséquent dans aucun demi plan Re A > y.

3. EquartioNs peEs ONDEs AVEC CONDITIONS
DE D¥RrIVEE OBLIQUE NULLE AU BoOrD

1. Enoncé du Théoréme
On considére un opérateur'du type des ondes

P =D — A(x, D,)
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ou A est un opérateur d’ordre 2 vérifiant ’hypothése H; du §2. On se
donne un opérateur b(x, D,) de dérivation d’ordre 1 4 coefficients reels
qui n’est jamais tangentiel sur le bord de 2, c’est 4 dire de la forme

b(x, D) = B(x) 56— + T(x, D,)

ou T(x, D) est un opérateur de dérivation tangentielle sur I" = 02, 8
une fonction qui ne s’annule pas sur I, et 9/0n, désigne de fagon
habituelle la dérivation selon la direction conormale relative 3 4:
0 a

=— == ) ay(x) cos(n, x;) —.

6”A ZZ,J K > 3x,
En gros, on étudie le probléme suivant: étant données f(2, x), v,(x)
k = 0, 1 trouver u dans une “‘classe convenable” vérifiant

(D& — A(x, D)) u(t, x) = f(t, x) dans R, X £,
b(x, Dyu =0 sur T,
DFu(0, x) = vy(x) pour k=0,1.

Pour ce probléme on va démontrer le

TrEOREME 1.1. On se donne un opérateur différentiel A(x, D,) dans
un ouvert 2 borné et on suppose qu’il satisfait a 'hypothése H, du §2. On
lui associe un opérateur non borné A dans L () = X en prenant pour
domaine espace D = {u; u € H¥2) et bu = O sur I'}. Alors I’opérateur

DERI—8§,R®4
satisfait a la condition C(d) avec d = 5/4.

La démonstration suit les mémes idées que celle du Théoréme 1.1 §2,
aussi on va seulement insister sur les points nouveaux.

D’aprés le critére abstrait on est ramené a I’étude du spectre de
I'opérateur 4 de domaine D. 11 suffit encore ici d’étudier I'injectivité
de P, = (A — A) car ce probléme aux limites est d’indice nul comme
étant homotope au probléme de Neumann (cf. [10, p. 265]). Par
conséquent le Théoréme 1.1 découlera du

THEOREME 1.2. Il existe une constante C et une d-région A (d = 5/4)
telles que
(cos 042 [ uflp0 < ClI(A® — A)u|| (1.2)

pourue D, Acdet§ = argA.
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C’est 'analogue du Théoréme 1.2 §2 et la démonstration en est sem-
blable, aussi on n’indique que la 1ére étape de sa démonstration: le cas
des coefficients constants et homogénes dans R.*, qui est d’ailleurs le
point crucial dans ces questions.

2.Casou Q =R"et A= 4
On pose aussi I' = R,
n-1

0 0

ou les #; sont des constantes reelles.
Le but de ce numéro est de démontrer la

PropositioN 2.1. Il existe une constante C > O telle que
Coeos? (| A 4[| u | + || du|?)
<= — Ay |? + cos 8[| bull,, .+ cos? 0| bull, . (2.1)

pour ue D(R.™) et Re A > 0.
Ot la notation || [|; , r désigne la norme sur H#(R"') qui dépend de A
et qui est définie par

1 g = [ UNE 1€ P2 ()2 e

La démonstration de cette proposition se fera au moyen d’une
succession de lemmes. On part de l'inégalité (2.2) §2 que on récrit ici

Ccos® O(| A 4[| u|P + || du |?)

<2 — AP+ (A eos 6| [y 7

pour Re A > 0 et u € (R, ™).
On est donc conduit 4 exprimer les traces yu = u; ({ = 0, 1) en
fonction de

(2.2)

J&, %) = (X — Dulx',x,) six, > 0ect0sinon
et de

o) = (), 0) = (o + T

) u(x’, x,)

’
Ly=0

c’est le
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LeMME 2.2. Avec des notations analogues a celles du Lemme 2.5 §2,
on a pour u € I(R.")
g, 0 —¢(¢)

L+ 4T(¢)
a(&) = iT(§) 4(¢) + ¢(£)

ﬁo(f') =

ou { est la racine carrée de X2 + | &' |? vérifiant Re { > 0 et T(¢') =
Tict tik -
Démonstration. On a au sens des distributions
(R —Nu=f—u @80 — th @ izpm0) »
d’our par transformation de Fourier-Laplace
(2 41 ¢ 12— %) O, p) = F(€, p) — (&) — pig(£)-
Alors en faisant p = { on trouve la relation
4,(¢) + Lay(€) =F(¢, )
et par hypothése on a
(&) — T(£) 4(¢) = §(¢)

d’ou l'on tire &, et 4, .
On est maintenant en mesure de majorer u y.ul, c’est le
Yolt Y1

LemME 2.3. Il existe une constante C > O pour laquelle on a

C|A|2cosouryou;§

1
< cos2 @

(I® — d)u | + cos® 8| bu |lf 5 , 1 + cos O bulll, 1) (2.3)

pour ue P(R,™) et Re X > 0.

Démonstration. En utilisant les valeurs trouvées pour 4, et 4, et
Pinégalité de Schwarz, il vient

— (TIFP+I8R) . G+ IBE
[ wa| < e[ mmp e + o % @9
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Comme 7(£') est reel, on a | {+:¢T|>|Rel|, et en utilisant
I'inégalité (2.11) §2

[{+iT| = cos B(| A |2 4| & |2)1/2

En reportant dans (2.4), on trouve avec une constante positive C > 0

<f EIUFR+1¢P df'*‘f P2 FP de'

¢ 1 f o "ty cos?O(| A2+ | & |?) cos (1 A [* + | £ [2)/2

et en utilisant 'inégalité (2.8) §2 il vient facilement

CINEeos b | [y | < oy [[[ 178, %02 a8 s,

+cosoj(1 +1EDI§RdE
+oos0 [ (1241 B¢ a ]

ce qui démontre le lemme. Enfin I'inégalité de la Proposition 2.1
s’obtient en combinant (2.2) et (2.3).

On termine ensuite la démonstration du Théoréme 2.1 avec le méme
technique de perturbation que celle utilisée pour son analogue au §2.

Remarque 2.4. Nous n’avons pas de contre exemple montrant que
Popérateur (A2 — A) n’est pas un isomorphisme de D sur L2 quand A
parcourt un demi plan Re A > y. Néanmoins il y a un contre exemple
de Tkawa [11], qui montre que Pon ne peut avoir en général des
résultats de régularité analogues 4 ceux que ’on obtient pour I’équation
des ondes avec les conditions aux limites de Neumann ou de Dirichlet.
En effet cet auteur démontre que I'inégalité d’énergie associée i ce
probléme n’est plus satisfaite.
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