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Let (£2, #, 1) be a o-finite measure space, 4 be an m-completely accretive
operator in L!'(2) (4 is m-accretive with resolvant J,=(/+14)"' satisfying
usia+k=>Ju<Ju+kfork>=0), and j: 2 x R - [0, oo ] be measurable in x e Q,
convex, and ls.c. in r € R with j{x, 0) =0. We consider the operator A + B where B
is the operator in L'(£2) defined by

we Bu iff  j(r)=jlu(x))+ (r—u(x)) w(x)forany re R, ae. xe £2.

We define natural m-completely accretive extensions of 4+ 8 in L'(Q2) and
study their dependence with respect to j and different cases where 4 + B is itself
m-completely accretive; we consider also the evolution problem

dujdt + Au+ Bu>s f, u(0) = uy.

© 1993 Academic Press, Inc.

(2, B, u) est un espace mesuré. Dans plusieurs articles [V1, V2, St],
J. Voigt étudie le probléme

d
£+Au+ Vu=0  sur [0, o[, u(0)=uq (1)

o —A est le générateur d’'un semigroupe continu d’opérateurs linéaires
positifs sur L2(2) (1<p< ), uge L?(Q2) et V:2 — R est mesurable. En
général — (A4 + V) n'est pas générateur d’'un semigroupe continu sur L?(£)
de telle sorte qu'il y a réellement un probléme a définir une solution de (1).
Pour expliquer sa démarche et la généralisation que nous proposons dans
le cas non linéaire, nous allons nous restreindre au cas V' > 0. Il approche
alors (1) par le probléme

d
:t"+Au,,+(V Amu,=0  sur [0, o[, u,(0)=u,.

* Ce travail est une partie d'une thése de Doctorat de I'Universitat Essen, Allemange.
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L'opérateur —(A4 + V A n) est clairement un générateur de telle sorte qu’il
existe une unique solution u, e €([0, co[; L”(£2)). Il remarque que (u,)
converge dans %(]0, co[; L?(£2)) de telle sorte que la limite u peut étre
considérée comme une solution généralisée de (1): cette solution définit
donc un semigroupe (S(7)),,, d’opérateurs linéaires positifs sur L7(£),
mais en général ce semigroupe nest pas continu. Il dit que V est
A-admissible lorsque S(7) est continu, note alors — A4, le générateur de ce
semigroupe et étudie les propriétés de l'opérateur 4,.

Plus récemment W. Arendt et Ch. Batty dans [AB] considérent un
probléme analogue, mais avec V:Q — [0, oc ] mesurable. D’un autre c6té,
il y a 20 ans, H. Brézis et W. Strauss [BS] considérérent le probléme

u+ Au+ plu) >, (2)

ou — A est générateur d’'un semigroupe continu de contractions sous-
markoviennes sur L'(2), fe L'(2) et f est le sous-differentiel 4; d’une
fonction j: R — [0, oc ] convexe s.c.il. avec j(0)=0: ils montrent 'existence
d’'un unique (v, w)e L'(2)x L'(£2) tel que

ut+Au+w=f we B(u).

Leur démarche est analogue d’une certaine maniére a celle ci-dessus: ils
approchent (2) par le probléme

u; + Au, + pi(u))=f

ot B, = (1/A)I— (I+ AB) ') est approximation Yosida de § (cf. [Br]) et
prouvent que (u,;) converge dans L'(£2); la limite u est alors une solution
exacte de (2). Leurs résultats ont été étendus a une classe d’opérateurs A4
non linéaires: les opérateurs m-complétement accrétifs (en abrégé mca,
cf. [BC1); heuristiquement — A4 est générateur d’un semi-groupe continu de
contractions non linéaires e *** de L'(£2) vérifiant

ui+k=e "u<e "a+k

Le lien entre les problémes (1) et les problémes (2) passe par la théorie des
semigroupes non linéaires: nous le rendrons précis a la Section 5 de cet
article. Disons heuristiquement que les deux problémes sont équivalents.
Dans le cas f linéaire, on a f(u)=vu avec ve R™; 'extension dans le cadre
non linéaire du probléme considéré par Voigt consiste donc a prendre un
graphe f(x) dépendant de x € 2, ou de fagon équivalente une fonctionnelle
J: 2 xR - [0, oo] convexe s.c.i. mesurable; dans le cas linéaire Vu, on aura
J(x, ry=1V(x) r* la possibilité pour j de prendre la valeur + o étendra
aussi le cas considéré par Arendt et Batty.
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L’objet de ce papier est I'étude du probléme
u+ Au+ (-, u)af (3)

ou A est un opérateur mca de L'(Q) et B(x, r}=dj(x, -)(r) avec j: 2x R —
[0, ©] convexe s.ci. mesurable; suivant la démarche de Voigt, nous
associerons a ce probléme un opérateur mca de L'(2), en fait d’ailleurs
en général deux opérateurs mca que nous noterons 4 et A (voir leur
construction et leurs propriétés générales a la Section 2); nous étudierons
les cas ou le probléme (3) admet une solution exacte (voir Section 3) et les
cas ou les deux opérateurs A" et A coincident (voir Section 4).

1. DONNEES ET RESULTATS PRELIMINAIRES

On se donne (£, B, 1) un espace mesuré que I'on suppose o-fini pour
simplifier. Suivant [BC], on note .#(£2) I'espace des fonctions numériques
mesurables définies y — p.p. sur Q; pour u e .#(£2), on pose

Ju=Jﬂ u(x) du(x)

qui est défini si ¥ >0 u— p.p. ou si u est u-intégrable; pour u, ve .#(£2), on
pose

u<vojj(u)<jj(u) pour tout je %,

ou = {j:R— [0, oc];j convexe, s.ci, j(0)=0]}.
Pour 1 <p< oo, LA(Q)=L"(£, B, 1) est I'espace de Lebesgue classique
dont la norme sera notée |- ,; il est clair que

ue H(Q2),veL?(Q), ugv=uecl?(2) et fu {,<lv |,
futl, <o l, et |ul,<lvl,
ou pour ue #(Q), ut =sup(0, u), u” =(—u)*.

Un opérateur complétement accrétif, en abrégé ca, est une application
A M(2)— P(M(Q)) vérifiant

U—d<€u—u+ AMv—1=>) VYve Au, i € A, 4> 0.

Si X est un sous-espace vectoriel de .#(£2), un opérateur m-complétement
accrétif, en abrégé mca, dans X est une application 4: X - 2(X) ca et
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vérifiant R(/+ Ad)=X pour tout A>0; alors J{=(/+44)"" est une
application de X dans X vérifiant

jj(J;u—J;'a)sjj(u—a) Vi, deX,jed, (1.0)

Dans toute la suite, 4 est un opérateur mca dans L'(€2) vérifiant 0 e 40.
On notera d’autre part #(£2) I'ensemble des j: 2 x R — [0, oc] vérifiant
u—pp. xeQ j(x,-)e # etpourtoutre R j(-, r)est y-mesurable. (1.1)

Pour je #(R2), on pose f(x, r)=0dj(x, - )(r) défini u— p.p. x€ 2 pour tout
re R par

sef(x,r)<=jlx, Yz jx, r)+s(F—r) pour tout Fe R,
et on définit opérateur B dans L'(Q) par
we Bu<ww,ueL'(Q) et w(x)eB(x, u(x))u—pp. xe2. (1.2)

On a le résultat suivant:

LEMME 1.1. B est mca dans L'(Q).

Preuve. Le résultat se déduit des arguments classiques sur les fonction-
nelles convexes (cf. par exemple [Br]) que nous rappelons ici:

Evidemment, u—p.p. xe£, B(x,-) est un graphe maximal monotone
dans R avec 0epf(x,0), et donc pour Ai>0, (/+iB(x,:)) ' est une
contraction normale croissante de R dans R; on pose T (x,r)=
(I+AB(x,-)) ' (r); alors on a T,(x,0)=0,

AT (x, r)—= T {x, FY) < j(r—F) “L—Dp.p. Xe, Vr,ieR, je %.
Etant donné fe L'(2), on a
u+ABusf<>uel'(2) et u(x)=T,(x, f(x)) p—p.p. xe 2.

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de montrer que pour
tout re R, T,(-, r) est mesurable; a cet effet, nous remarquons que

) i
T,(x,r)=r—24-lim Jalx, r+h)y—ji(x, r)’
h—>0 h

ou

AN IR
JA(X,’)—slgg{uls rl +j(x,s)}. | (13)
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Draprés [BC, Corollaire 2.4], on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1.2. A+ B est ca.

En général, 4+ B n’est pas mca dans L'(2); ceci méme dans le cas
linéaire univoque avec j finie correspondant & — A4 est générateur d’un
semigroupe de classe C,, sous-markovien dans L'(Q) et

Jn=ivx)rt  on Ve(Q), V=0

(cf. [VI1, Exemple C.1; V2, Exemple 4.1).
Cependant A4 + B est mca sous 'hypothése

J(-r)e LA(Q)+ L™(Q) VreR. (1.4)
Plus précisément, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 1.3. On suppose (1.4). Alors il existe une T-contraction
W: L' (Q)— L'(Q), c'est-a-dire une application de L'(2) vérifiant

[omn—wiins<fu-Hr vriero,

telle que pour tout e L'(Q), il existe une unique solution ue L'(£2) de

u+ Au+ W(f)af, W(f)e Bu.

Remarque 1.4. Si j(x, r)=j(r) est indépendant de x et finie, alors la
condition (1.4) est automatiquement vérifiée; en fait, compte tenu du
résultat de [ BC, Théoréme 6.17], on sait que, si j(x, r) =j(r) est indépendant
de xeQ sans I'’hypothése j(r) est finie, alors 4+ B est mca dans L'(£2).
Combinant ce résultat avec la Proposition 1.3, on voit que A + B est mca
si j{x, r)=jo(r) +Jj,(x, r) avec j, vérifiant (1.4) et j e #.

Preuve de la proposition 1.3, On suit la méthode de [ BS]. On note pour
i>0, B, =(1/A)I— (I+ AB)~') I'approximation de Yosida de B; on sait
(cf. [Br, Proposition 2.11]) que B, est I'opérateur associé a la fonctionnelle
j; définie en (1.3).

Etant donné fe L'(£2), il existe une unique solution u, = u,(f) de

u,~.+Au,~.+B,¢u,§9f
L’opérateur A + B, étant mca, on sait (cf. (1.0)) que

ulf)<f (15)

580:114:1-5
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D’autre part, utilisant Paccrétivité compléte de 4, on a (cf. [BC,
Proposition 2.2])

(f—udf)~ Biu,(f ) — (f—u(f) = B,u;(f)) 20

J‘zuuv/‘»uuf)}
et donc

[ @ =) + BN - B D) <[ (/=1 (16)

En particulier

I Bu, (< IS (1.7)

Fixons maintenant d’abord fe L'(£2)n L™(£2) et considérons u;=u,(f),
v,=(I+AB)"'u;. D'aprés (1.5) et compte tenu de 'accrétivité compléte de
B, ona

loallx < sl S 1SN

puisque B u(x)e f(x,v,(x))u—pp x€f, ona
Hx,r) 2 Bui(x)(r—vi{x))  VreR
et donc

—Jjx = Il =< Ba () <j(x, Iflc+1)  u—pp.xel

Compte tenu de Phypothése (1.4) et l'estimation (1.7), on a alors

| B;u; ||, < const.

Puisque les restrictions de 4, B 4 L*(€2) sont monotones, d’aprés le résultat
de [Br, Théoréme 2.4], on en déduit que

w;,—>u, Bu;—»w  dans L*(2)lorsque 4| 0.

Draprés les propriétés de fermeture des opérateurs mca dans L'(R) (cf.
[BC, Proposition 3.47]), on a

u+ Au+waf, we Bu.

On note maintenant pour tout felL'(Q)nL*(Q), W(f)=L>—
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lim,,, B,u;(f). Utilisant (1.6) et le lemme de Fatou, on a pour
S fe L' (Q)n L™(Q)

[wn-wiins<[u- (1.8)

et donc W se prolonge par densité en une unique application de L'(Q)
dans L'(£2), encore notée W, vérifiant (1.8) pour tout £, fe L'(R).

Etant donné fe L'(Q), considérons une suite (f,),<L'(2)n L*(Q)
telle que f, — f dans L'(£2), et soient u, les solutions correspondantes de

y+ A+ W(S,)3 s WU, € By
on a d’aprés (1.8)
W(f.,)—W(f)  dans L'(RQ)
et aussi
u,=(I+A) ' (f,— W) —»u=(I+A4)"' (f—W())  dans LY(Q);
donc, par fermeture de B,

u+ Au+ W(f)sf, W(f)e Bu. |}

Remarque 1.5, En utilisant la théorie des perturbations dans un espace
de Banach a dual uniformément convexe, on peut, avec le méme raisonne-
ment, montrer que A + B est mca dans L'(£2) sous I’hypothése

Ip>1telquej(-, r)e LP(2)+ L™(£2) VreR.

En fait, on montrera plus loin que 4 + B est mca sous la seule hypothése

J, el (R2)+ L™(R) VreR.

Rappelons pour terminer cette section encore quelques définitions et
résultats techniques dont on aura besoin dans la suite.

Etant donné une suite généralisée (A4,),., d’opérateurs, on note lim inf 4,
lopérateur de graphe {(u, v); il existe une suite généralisée (u;, v;);c;
convergeant vers (u, v) avec v;€ A,u; pour tout iel}.

Si A, est ca pour tout i€/, alors lim inf A, est ca; si A, est mca dans
L'(£2) pour tout i€ [, les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) liminf A, est mca dans L'(£2).
(i1} ((I+A;)"'f),., converge pour tout fe L'(2) L*(£2).
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De plus alors (/+44,) ' f— (I+Aliminf 4,) "' f dans L'(2) pour tout
feL'(2), A>0. Notons que la preuve de la Proposition 1.3 montre que,
sous les hypothéses de cette proposition, on a

A+B=liminfA+B,.

Nous utiliserons le lemme de demi-fermeture suivant:

LEMME 1.6. Pour n=0,1,.., o0 soient A, des opérateurs mca dans
L'(R2), u,, v,e L' (Q) et supposons

(i) A,=liminf4,

(i) wu,—u,, dans L'(82)

(iii) (v,) est bornée dans L'(82) et v,— v, dans o(L'(R2), L'(2)n
L*(2))

(iv) v,eA,u, pour n=0,1, ...
Alorsv, . eA u,.

Preuve. 11 suffit de noter que A4, U {(u.,, v, )} est un opérateur ca dans
L) (cf. [BC, Proposition 2.67). |

Etant donné je ¢, on note ¢j° 'application définie par
inf ¢,(r) si r>0
% reR—-<0 si r=0
sup &,(r) si r<O
avec la convention habituelle: infg= +00, supg=—o0. Si je £(R2),
3% x, ry=3j(x, -)° (r) est définie u— p.p. x, pour tout reR.

Si pour n=1,2,.., w0, j,€ #(RQ), B, est Popérateur associ¢ défini par
(1.2), alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Jalx, 1) = jlx, r) p-p- (x,r)
(i) alx, )= @5 (x,r) p-p. (x,r)
(iti}) 0j..(x, -)=lim inf &/ (x, -) p.p- x
(iv) B, =liminf B, ;

(1.9)

et nous écrirons alors pour simplifier j, — /.

2. EXTENSIONS MCA DE A + B

Dans cette section, nous allons montrer que I'opérateur 4 + B admet au
moins une extension mca dans L'(2) et mettre en évidence deux extensions
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mca particulieres que I'on notera A" et A”. Dans la Section 4, on étudiera

un certain nombre de cas ou il y a coincidence entre A" et 4.

On utilisera essentiellement une technique de monotonie fondée sur la

remarque suivante:

LeEMME 2.1. Soient j,,j,€ #(82), B,, B, les opérateurs dans L'(Q)

associés. Supposons que
ajl < ajZ
au sens suivant:

Ux, ry < Nx, r) pp (x, 1)

Pour i=1, 2 soient f,, u,e L'(2) vérifiant
u;+ Au;+ B, f;
alors on a
(y—u)" <(f,=/1)"
et donc, en particulier
Lisfi=uy<u,.

Preuve. Notons d’abord que, par (2.0), on a

Jae ) +jilx, 5y 2 X, )+ jolx,5) Vr2s, p—pp. xef

En effet, fixons x € £2; on peut toujours supposer que
re D(j,(x, ), se D(j,(x, -)).

On a alors

jax )= sl )= [ 3y dr e[ o0, o0l

jl(x,r)—j,(x,s)=Jq G%x, 1) dt €]—o, o]

Compte tenu de (2.0)
0 >j2(x9 f’) —jZ(xa S) 2jl(x’ r)—jl(x’ S)> —C

d’ou (2.1).

(2.0)

(2.1)
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Maintenant, soit pour i=1,2 w,e L'(£2) tel que
U+ Au,+ w3 f;, w, € Bu,.

Fixons & > 0.
Puisque A est ca, on a

f (fa—wo—u)—(fi—w,—u)=20
luy>u; + k}

et donc

J.(uz—ul—k)++f' (wz—w,)sj.(fz—f,—k)J'.

{(wy>u +k}
Montrons que
wy 2w, —p.p.sur {u,>u, +k}

ce qui achévera la preuve du Lemme.
On a d’apres (2.1) et la définition des opérateurs B,, B, (1.2)

(s ua) + (s uy)

210 u2) + 5 )

2 uy+wiluy—up)+ ol us) +wolu, —uy) {2.2)
U—p.p.sur {u,zu}.

Puisque u; e D(B,), j:(-, u;) < co p— p.p. sur £; alors, en simplifiant (2.2),
on a
{wy—wy)(u, —uy) <0 U-p.p.sur {u, = u,}
et donc
Wy =W, u—p.p.sur {u,>u}. |

Montrons maintenant le résultat suivant:

PROPOSITION 2.2. Soit je #(Q) vérifiant
Jx,r)=0pu—pp.xef pour tout r<0. (2.3)

Alors

(1) A;:=liminf, A+ B, est une extension mca de A+ B dans
LYQ).
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(ii) Etant donné une suite (j,), € Fo(Q2) vérifiant (2.3) pour tout ne N
ainsi que

0, <08  pourtour neN, (2.4)

Jn—Js (2.5)

alors A;=liminf, A, ; plus précisément pour tout feL'(Q) et i>0,

(I+4A4,) ' f>U+14;) " f dans L' () et p.p. sur Q. En particulier, si
Jal-s rYe L} (2) + L=() pour tout r >0,

A,=liminf 4 + B,,

ou B, est I'opérateur associé a j, dans L'(R).

Preuve. (1) Etant donné m > 0, définissons
™) = j inf(m, BO(x, 5)) ds. (2.6)
0

Evidemment, j™e #(2) et j™ vérifient j™(-,r)e L}(Q2)+ L™ (Q) pour
tout re R; notons B™ l'opérateur associ¢ dans L'(Q); alors, d’aprés la
Proposition 1.3, 4 + B™ est mca dans L'(£2) pour tout m > 0. Etant donné
feL'(), posons u" = (I+ A+ B™)"' f D'aprés le Lemme 2.1, ™ décroit
lorsque m croit. Puisque u™ < f, (™) converge dans L'(£2) lorsque m — oo.

On a ainsi montré que lim inf 4 + B™ est mca dans L'(£). Montrons
maintenant que c’est aussi une extension de A+ B: étant donné v e Ay,
w € Bu, considérons f=u+v+w;ona

u+ Au+ B"us f—(w—m)*
et donc
U’ —u<g(w—m)",
ceci prouve que
um - u dans L'(£2)lorsque m — o
et alors
A+ Bc limminf A+ B™

(2) Considérons maintenant une suite (j,), vérifiant les hypothéses

de (ii), et montrons

lim inf 4 + B™ =lim inf (lim inf 4 + B7'),
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ou B7 est 'opérateur associé a j7 définie par (2.6) en remplagant j par j,,,.

Définissons
T, )= [ (inf B, ) ds.
On a
07, <0j,<dj VneN;
donc

agrLer <o YneN, m>0,

ou jr, j» sont les fonctionnelles correspondantes a j,, j, définies par (2.6).
Fixons fe L'(2) et considérons u,,, ii,, uy, #" les solutions correspon-

dantes avec les notations évidentes.
Draprés le Lemme 2.1, on a

YneN,m>0

et, d’aprés I'étape (1),

a" —i,=inf i

n

m
n

- .
uy > u,=infu
m

u” -»u=infu”  dans L'(£2)lorsque m - .

De plus, on a

i, — i =inf i, dans L'(2) lorsque n — 0.

Nous allons prouver
" =u" Vm>0.

Il en résultera que

=

=infd,=inflinf 47 =infinf &7 =inf &” =inf u
n m

n m n m m

(2.7)
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et donc, puisque i, > u, > u Yne N, finalement u, - u dans L'(2) lorsque
n— oo ce qui prouvera

lim inf A + B™ =lim inf (lim inf 4 + B7").

Puisque &, — # = u p.p., on aura aussi

u,=(I+liminf A+ B7) "' fou=(I+liminf A+ B")"'f p.p.surQ.

(3) Pour prouver (2.7) notons d’abord que, grice a (2.5) et (1.9),
Gr'(x, ry=inf(m, 8j2(x, r), &3, \(x, r), .) > inf(m, 8%(x, r)) = (@7)° (x, )
p-p. (x, r) lorsque n — oo, c'est-a-dire
A+ B"=liminf 4 + B"
ou B est l'opérateur associé a j** dans L'(2). D’aprés la Proposition 1.3,
il existe W e Bmi™ tel que
a4 Aar +wl'sf,
Wil ¥m>0,neN.

Puisque W7 < m, il existe une suite extraite (n,;), telle que

”m
n

—%”  dans 6(L™(Q), L'(Q)).

=,

On a
o™, <AL

et, d’aprés le Lemme 1.6,
w”e Bma™ Ym >0,
enfin, par demi-fermeture de 4 (cf. [ BC, Proposition 3.4])

im 4+ Aa" + W s,
ce qui prouve

(]

am=u" pour tout m>0.

(4) Appliquant les résultats de I'étape (2) avec 'approximation de
Yosida j; de j, on a

lim inf A + B” = lim inf (lim inf 4 + BY').
m A m
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Mais lim inf,, A + B7 2 4 + B, et donc, 4 + B, étant déja mca dans L' (),

liminf A+ B"=liminfA+ B, =4,

ce qui achéve la démonstration de la proposition. |
Si, & la place de (2.3), on suppose
Jx,r)=0pu—p.p. xeQ, Vr=0,

alors, de méme, l'opérateur 4, :=liminf; , 4+ B, est une extension mca
de A+ B dans L'(Q); on peut en effet soit refaire le méme raisonnement,
soit appliquer la Proposition 2.2 en remplagant A, par Au= —A(—u),
J(x,ry=j(x, —r). Etant donné je #,(2) quelconque, on définit alors les
opérateurs

Aj+ = (Al )i4’ AI” :(Aj+ )j,’
ou/,,j_ sont les fonctionnelles de #(£2) définies par
Joer)=jlx, r*),j (x,r)=j(x, —r )u—pp. xe, VreR.

Par définition, on a

A =liminf (liminf 4 + B, ), A, =liminf (liminf 4 + B, ),
A—0

i—0 u—0 H—0

ou pour A, u>0, B, ,u=B,u* +B,(—u ). On vérifie les proprictés
suivantes:

ProPOSITION 2.3. (i) Les opérateurs A', A sont des extensions mca
de A+ B dans L'(Q); pour tout 1>0 et fe L'(£2)

(I+74, ) "f<U+247) " f (2.8)

et il y a égalité pour fe L'(2)* (=LY (2)*).
(i) D(A})=D(A; )=D(A)n D(B) et

o Jutl - < Ll 4 00°C, Wy Vue LYQ)!
(ili) Etant donné j,, j,€ #(R2),
0y < 8j, = pour tout 4 >0, fe L'(Q) 2.9)
! Rappelons (cf. par exemple [BCP]) qu'étant donné un opérateur 4, |u| , :=inf{Me [0, o ];

il existe v, € Au, tel que u, —» u, Jlv, | < M} et D(d) = {u, lul < o }; si A est m-acerétif, alors
|u] q=sup;.o A ul =lim; L, [|A,ul.
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(T+2A7) " f<SUH247) s (T+24]) f<U+ad4,) ' f
(87| € 0),| = pour tout . >0, fe L(82) (2.10)
(T+2A4;) 7 (=fT)SU+AAS) T f<U+AA}) T (f)
(I+2A) (= )SU+24;) f<U+AAL) ().
(iv) Etant donné une suite (j,), de #,(Q) telle que

Jo— 1 16,1 <16f] pour tout n (2.11)

on a pour tout A>0, fe L'(Q),
(I+74; ) '<liminf(I+ 44, ) !

Slimsup (I+A4,) ' f<UI+A4) 'fpp.  (212)

En particulier, si A" = A, alors

A=A, =liminfA; =liminf A, .

Preuve. D’aprés la Proposition 2.2, A, est une extension mca de
A+B,, o0 B,u=B(u") est l'opérateur associé a j,; appliquant a
nouveau cette proposition A4, =(A4; ); est une extension mca de
A, +B_>A+B,+B_=A+B, avec B_u=B(—u"), de méme A4 est
une extension mca de 4 + B.

Donnons-nous maintenant une suite (j,), vérifiant (2.11) et montrons
(2.12). On peut toujours supposer A= 1 en remplagant A, j, j, par id, 2j,
4j.. Fixons fe L'(2). Etant donné A, u >0, appliquant le Lemme 2.1, on a

(I+4+B ) 'f<U+A+B,, . +B, )'Sf

noAp

et a la limite lorsque u — 0,
uy=(I+A4, +8,, ) ' f<SU+4, +B,; )" f=v]
D’aprés la Proposition 2.2,
vi—>(I+ A7) ' fpp. lorsque (n, i) > (0, 0)
et donc

limsup (I+A4}) ' f=limsup lim u}<(I+ A4} )" f.

n— o« n—-+x 4i—0
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On montrera de méme la premiére inégalite de (2.12). St 4 =4, =14,
on a alors pour tout fe L'(£2)

(I+A;) 'f-»U+4) 'f pp sur;
puisque (/+ A7)~ ' f<f, on a bien
(I+A47)" Vi ( I+A4) 'f dans L'(Q)

et donc 4;=liminf A ; de méme A,=liminf 4, .

Les megalltes (2. 12) 1mp11quent en particulier I'inégalité (2.8). Lorsque
felLl(2)* =U+A+B, ) 'f20 et donc u; —(I+A+BA_+)’f
il en resulte que (I+A7) f= (I+4,) 'f= (1+A ) ' f; de méme, si
—feL()", I+ A} *'f (I+A4,) 'f=U+4,) lf

Montrons maintenant le point (11) Supposons d’abord que ; vérifie
(2.3) et donc A=A, =4, Fixons uel'(2) et considérons u}=
(I+e(A+B,)) 'upoure, A>0;0nau|u=(I+cA;) 'ulorsque 4}0.
Puisque

£

u—u'

= ||(A +B£)£qu< IuIA+B;

il

Sul g+ IBiully < lul g +18°C, w)ll,

on aura a la limite

< lula+ 187°C, W)l

¥

et donc D(A) N D(B)< D(4)), lul, < |ul,+19j°C, w)ll;- Réciproquement
considérons d’abord ue D(A ) veAu, etpourneN, u,=(I+n(A+B, ) !
(v+nv); on a u; | (I+nA, )” (u+nv)=u lorsque AlO et par accrétivité
de 4,

sl +m | Byus |y < lu+ nofy
et on déduit
Nully + 7 lul 4 +nlul g <2 lu+nvjl,;
ceci étant vrai pour tout ne N et puisque |u|z=||0j°(-, u)|,,
|t 4+ 1107°C-, )l < 2 [0l

Il en résulte que |ul,+ 16/°(-, u)ll <2 |ul,, pour tout ueL'(2) et en
particulier D(A y= D(A) A D(B). On a ainsi prouvé (ii) lorsque j vérifie
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(2.3); on montrera de méme (ii) lorsque j(-, r)=0 pour r>0; dans le cas
général, on aura donc

D4 y=D((4;.),)=D(A; )nD(B.)
=D(A)YnD(B_)nD(B,)=D(A) D(B)
et

lul 4 < lul g +107% ()l
<l g+ 187 ol + 185% (o 1)l = [l o+ 159, w)l

le cas de A, est similaire.

Pour prouver le point (iii), notons que si &/, < dj, (resp. |¢/,| < |dj,]) alors
& m <oy (resp. |37 "I <1875, ou J " (x, 1) = 5 {(87%x, ) A n)—
(¢j%x,s)” Am)}ds. Les inégalites (2.9), (2.10) s’obtiennent alors &
la limite dans les inégalités correspondantes pour 7™, j5™ dues au
Lemme 2.1. |

3. Cas oU A + B EST MCA

Nous ignorons si en général 4 + B mca implique que A + B est mca dans
L'(9). On a cependant le résultat suivant:

PROPOSITION 3.1. Supposons que A+ B soit mca dans L'($2) et
Yue D(A)~ D(B), Au ou Bu est un singleton. (3.0)

Alors A+ B est mca dans L'(Q).

Preuve. Etant donné fe R(/+A+ B) et u=(I+A+ B) 'f, notons
W(f) l'unique élément de Bun (f—u— Au). Montrons que W est une
contraction pour la norme | -[f,; il en résultera immédiatement {cf. preuve
de la Proposition 1.3) que R(/+ A+ B} est fermé et donc égal a
R(I+ A+ B)=L'(Q).

Pour neN, considérons B" [lopérateur associ¢é a j,(x,rj=
{5 (16/°(x, 5)| A n)(signs)ds (qui vérifie (1.4)) et W, la T-contraction de
L'(£2) associée définie dans la Proposition 1.3. Etant donné f€ R(I/+ 4 + B),
u={I+A+B) 'f, w=W(f) considérons w,=(w An)v (—n); on a

u+ Au+w, 3 f+(w,—w), w, € B"u.
Draprés (3.0), w, = W, (f+ (w,—w)) et donc
W) —wl <2 |w,~wll
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Il en résulte que W,(f)— W(f) dans L'(Q) et donc W est une
T-contraction. |

D’aprés la Proposition 1.3, 4 + B est mca dans L'(22) si j(-, r)e L(Q)+
L*(82); comme nous I'avons annoncé dans la Remarque 1.5, 4 + B est mca
sous des hypothéses beaucoup plus générales. Montrons d’abord le résultat
suivant:

PROPOSITION 3.2. Supposons L'(Q) séparable et qu'il existe une
topologie t sur L'(R2) telle que:

(i) pour toute suite (w,), bornée dans L'(Q) convergeant dans t, il
existe (§2,)x, suite de B avec |, 2, = Q telle que

VkeN, (WX ) converge faiblement dans L'(£2,).

(i) vreN, {weL'(Q);|w| <j(-,r) lIwll, <|rl} est relativement
sequentiellement compact dans .

(i) V(u,,v,), suite dans le graphe de A|,\ gy, 1 «q, avec (u,) bornée
dans LY Q) L™(Q), u,, = u dans L'(Q) et (v,) bornée dans L(2), v, —» v
dans ©, on a ve Au.

Alors il existe une T-contraction W:. L' (Q)— L' (Q) telle que pour tout
fe LNRQ) il existe ue L'(82), solution (unique) de

u+ Au+ W(f)sf, W(f)e Bu.

En particulier, A+ B est mca dans L'(Q).
Preuve. Fixons d'abord fe L'Y(Q2)n L™(Q) et considérons pour 4, u>0

u, ,=(I+A+8B,,) [
Montrons qu’il existe (4,, u,)— 0 tel que

u, . —udans L'(Q), B, Ui, . —wdans 1

ns B n Hn

avec u+ Au+w>sf, we Bu.

D’aprés la Proposition 2.3, il existe (4,,u4,)—0 tel que v, , »u=
(I+A;")"'f On a dautre part |[B; ,u, Il <|f], et, puisque [u; ], <
A/

JCy =M =D < By <TG [/l + 1)

D’aprés ’hypothése (ii), on peut donc supposer, aprés extraction d’une
sous-suite, que B; , u, , —w dans 7. D’aprés I’hypotheése (iii), u + Au +

Ans Bn " Ans Hn

w3 f. D’aprés I'hypothése (i) et le Lemme 1.6 on a we Bu.
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Etant donné { f,) une suite de L'(2)n L>(£2) dense dans L'(£2), on peut
par procédé diagonal, choisir la méme suite (4,, u,,) — 0 pour toutes les
fonctions f,. Notant w, =t~ lim B, , u* la fonction correspondant a f,

AnUn™" dp, pin

définie ci-dessus, d’aprés ’hypothése (i), on aura pour tout k, /

An, Hn Ans Hn

[ Oo—w)r <timint [ (B, 48, = Bi, !, )"

A

on conclut alors comme dans la Proposition 1.3 que R(/+ A+ B)=
L'(2). |

Nous donnons maintenant quelques corollaires de ce résultat.

COROLLAIRE 3.3. Supposons L'(2)c L™ (Q).2 Alors pour tout je #,(R),
A+ B est mca dans L'(§2).

Preuve. On applique la Proposition 3.2 avec t=a(L'(2), L'(2)). La
propriété (i) est immédiate puisque u est o-fini. Puisque les bornés de
L~ () sont =-faiblement séquentiellement relativement compacts, les
bornés de L'(£2) sont séquenticllement relativement compacts pour t©
et la propriété (ii) s’en suit. Enfin la propriété (iii} est vérifice d’aprés
[BC, Proposition 3.4] puisque 7 est la topologie faible de Ly(Q2)=
LI(Q)LI‘Q). l

COROLLAIRE 3.4. Supposons j(-,r)e LY(Q)+ L*(Q) pour tout reR.
Alors A + B est mca dans L'(Q).

Preuve. On applique la Proposition 3.2 avec t=0(L'(£2), L'(2)n
L*(£2)). Donnons-nous une suite croissante (£2,) de 4 avec u(£2,) < o et
U Q,=2. 1l est clair que 'hypothése (i) est vérifice avec cette suite (£2,).
Pour vérifier 'hypothése (ii), donnons-nous une suite (w,) bornée dans
LY(Q) avec |w,|<j(-, |r])=fe L (Q)+ L™(R2); puisque fyg €L'(R), il
existe une suite que nous noterons encore (w,) telle que (w, x,, ) converge
faiblement dans L'(£2) pour tout k; étant donné ge L'(Q)n L™ (), on a

'f(w,.—wm)g'<“(wn—wm)gxm +2f /81
Q2.8
et donc
imsup | [ (=g <2 1fer v
70— $2 82

* En particulier si € est fini ou si 2= {x;},.» avec inf, u({x;})>0.
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ceci prouve bien que (w,) converge dans (L'(2), L'(2)~ L=(R)). Enfin
I’hypotheése (iii) est vérifiée d’aprés [ BC, Proposition 3.47]. |}

Peut-étre plus intéressant, comme le montre I'exemple qui suit, est le cas
particulier suivant de la Proposition 3.2:

COROLLAIRE 3.5. Supposons qu'il existe une suite (Q,), de # avec
U, 82, = 2 vérifiant

(i) f J(x,r)du(x)< oo VreR keN.

2

(ii) A vérifie la propriété de demi-fermeture suivante: pour toute suite
(u,,v,) dans le graphe de Al i, o) avec (u,) bornée dans LY(2)n
L*(RQ), u, — u dans L'(2), (v,) bornée dans L'(2), xq,v, = 1q,v faiblement
dans LY (2,)VkeN, on a ve Au.

Alors A + B est mca dans L'(Q2).

Preuve. 11 est évident qu’en choisissant comme topologie 7 sur L'(2) la
limite inductive de la topologie faible de L'(2,), les hypothéses (i), (ii), et
(iii} de la Proposition 3.2 sont satisfaites.

EXEMPLE 3.6. On se donne £ un ouvert de R® a:QxRY->RY
mesurable en x e 2, continue monotone en ¢ € RY vérifiant

la(x, §)l <ag(x)+ CIE|” 'u—pp.x, VEeR" (3.6)
l{I”<alx, &) Eu—pp.x, VEeRY, (3.7)

on l<p<aw, age LF(Q) (p'=p/(p—1)), C< .
On considére A4,, 'opérateur univoque de L'(2) défini par

Aqu= —div a(-, grad u)
avec

D(Ay)={ue L'(Q)n L™(Q)n W?(R2);diva(-, grad u)e L'(2)}.

A, est ca, car, en effet, étant donné u, tie D(A4,), Te Wh*(R), T' =0,
T(0)=0, 0n a

T(u—d)e WLP(Q) A L(Q) A L™(Q)
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de telle sorte que

[ (Aou— Aoa)(T(u—12))

=j (a(-, grad u) — a( -, grad i))(grad u —grad a(T'(u—u)) =20

d’ou I'on obtient le résultat (cf. [BC, Proposition 2.2]).

On voit facilement que R(I+i4o)2L'(Q)nL™(Q) (cf. p. ex.
[BBGGPV]; dans le cas Q borné, ceci est trés classique, cf. [LL,
Théoréme 27).

On note A la fermeture de 4, dans L'(£2) qui est donc un opérateur mca
de L'(Q). Appliquant le Corollaire 3.5, on a le résultat suivant:

PropPoSITION 3.7. Sous les hypothéses de I’Exemple 3.6, supposons qu’il
existe F une partie fermée de Q telle que

(i) j(-,r)eLl (2\F)VreR;
(ii) F est polaire par rapport a W'-?(R").?

Alors, A+ B est mca dans L'(Q); plus précisément R(I+ A(Ay+ B))>
LY ()~ L™(Q) pour tout >0 et A+ B est la fermeture dans L'(Q) de
Ay + B.

Preuve. Draprés le Corollaire 3.5, il suffit de montrer qu'étant donné
une suite («,) de D(A4,) bornée dans L'(2) n L*(R2), u, — u dans L'(Q) et
(Aou,) bornée dans L'(2) avec 4yu, — v faiblement dans L], (€2\F), alors
ve Au. On va montrer qu’'en fait ve A,u.

Notons d’abord que (u,) est bornée dans W () puisque, par (3.7),

[ lgrad u, 17 < [ al, grad u,) - grad u, = [ Ao, -, < gy I Nt

et donc ue W) ?(Q) et u, — u faiblement dans W ().
Notons maintenant que —diva(-, grad u)=v dans 2'(Q\F); ceci se

3 Rappelons que F est polaire par rapport & W!?(R") si pour tout K < F, K compact, pour
tout £> 0, il existe { € W"?(R"), {=1 au voisinage de K et vérifiant |{|| 4., <e. De fagon
équivalente (cf. [DL], 11§ 5, dans le cas p=2), F est polaire si pour tout K< F, K compact
et tout w > K, w ouvert, pour tout ¢> 0, il existe { € Wi P(w), 0<{ <1, { =1 au voisinage de
K tel que |, lgrad {|” <e.

580/114/1-6
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montre par un argument classique de monotonie que nous rappelons. On
peut toujours supposer que

u,—»upp.surQ,  a(-gradu,)— hfaiblement dans L” ().
On a v= —div h dans 2'(Q\F).

Fixons pe Z(Q\F), {€ 2(Q\F)" avec {=1 au voisinage du support
de p. On a

jg’a(-, grad u,) grad u, = —fu,,a( -, grad u,,) -gradC+J u,(Ayu,
- —fuh-gradC+'[qu=jCh~grad u.
Alors pour te R,
tfpv= t J (h-grad p=Ilim J {a(-, grad u,) - grad(u, —u+tp)
= lim sup J‘ {a(-, grad(u—tp))-grad(u, —u+tp)
=tJCa(-, grad(u — tp)) - grad p.

Divisant par 1> 0, 1 <0 et faisant  —> 0, donne | pv= [ a(-, grad u) - grad p.
Donc v= —div a(-, grad u) dans 2'(2\F).

Puisque F est polaire, on a en fait v= —div a(-, grad ) dans 2'(Q2) et
donc ue D(Ay), v=A,u. Rappelons encore I'argument classique: étant
donné p e 2(R2), ¢ >0, considérons w ouvert contenant Fnsupp p (qui est
négligeable) tel que [, |pv—a(-, gradu)-grad p| <e; choisissons alors
{e WyP(w) avec 0<({ <1, { =1 au voisinage de Fnsupp p, |igrad (|| ,<e.
On a alors

‘Jpv——a(-,grad u)-gradp‘

= ‘ f{(pv—a(-, grad u) - grad p—fpa(-, grad u) - grad {
<e+||pllc lla(-, grad u)l , &

Donc | pv={a(-, grad u) - grad p et v= —diva(-, grad u) dans 2'(2). |
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Remarqgue 3.8. Le résultat de la Proposition 3.7 étend ceux de [VI, V2,
St, Section 3] obtenus dans le cas
a(x,{)=L(p=2)j(x,r)=3 V(x) (Ve L (2\F)").

loc

Terminons cette section par le résultat suivant qui étend celui de [V,
Proposition 2.13 et Corollaire 4.3], dans le cas linéaire.

PROPOSITION 3.9. Supposons que D(B) soit un core pour A, c’est-a-dire

Vv € Au, 3 une suite (u,) dans D(A) ~ D(B) et pour tout (38)

n, v, € Au,, tels que u, — u, v, — v dans L'(Q).

Alors A + B est mca dans L'().

Preuve. Montrons d’abord qu’étant donné une suite (j,) dans _#(Q2)
avec |0/, <|dj] et j,— 0, alors A =lim inf 4;". Puisque D(8) est un core,
il suffit de montrer qu’étant donné ue D(A)n D(B), ve Au

u,=(I+ A7) Hu+v)->(I+4) " (u+v)=u
Onau=(I+A+B5")y " (u+v+((&°u) A k) v (=1)) et donc
N, —ully < u,— U+ A+ B~ (u+ o)l + 1 5ull,.

Puisque |0/ u| <|0/°ul e L'(Q) et §jou—0 pp., par définition de 4",
fu, —ull; = 0.

Appliquons la premiére étape avec j,=j—j" Fixons fe L'(Q) et
considérons u; ,=(/+A+B, )" 'f. wi =B} ,u, . Il existe des suites
4510, 1,10 telles que w7, — wy dans o(L', L' n L™) lorsque / — oc, pour
tout n et k, wi—w" dans o(L', L' nL™) lorsque k — oc, pour tout n.

Puisque v, ,=(I+A+ 8B, ) ' (f—w} ), daprés le Lemme 1.6, on a

u:=(1+Aj+)""f=(]-f—Aj:)'"l (f—w")

n

On a aussi w”" € B"u. Maintenant on peut toujours supposer w7 | — [wl,
[wi| —|w"| dans o(L', L'~ L™) et donc |w"| < |w"*!| p.p. pour tout n.
Puisque (w") est bornée dans L'(£2), on a alors w" — w dans L'(£2) lorsque
n-— oo, avec we Bu et, d’aprés la premiére étape, u=(I+A4)" "' (f—w).
Ceci prouve que 4 + B est mca. |

4, COINCIDENCE ENTRE A ,* ET A i

Nous ignorons si en général 4" = 4" ; nous donnons dans cette section
un nombre de cas ou cette coincidence a lieu.
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(a) Hypothése sur j

Si A+ B est mca dans L'(£2), alors évidemment A" =4 =4+ B. En
particulier, si j(-, r)e L'(Q2)+ L™(2) Vre R, d’aprés le Corollaire 3.4, alors
Aj+ =A;(=A4+B). En fait, on a le résultat suivant:

PrOPOSITION 4.1. Supposons j(-,r}e L'(2)+ L*(2) VYr=0 (resp.
Vr<0), alors A=A,

Preuve. D’aprés le Corollaire 3.4

A7 =(4;), =(A+B.), =liminfl(4+B, +B, )

J

Ar=(A;),,=A, +B, =(limlian +B, )+B,
AlO

Considérons pour fe L'(Q) u=(I+A4;") 'f;ona
u+A, u+wsf avec weB,u

et donc

u=(I+4, )" (f—w).
Alors

u,;=(I+A+B;, ) ' (f—w)ludans L'(Q) lorsque 4§ 0.
Puisque u; <u, w;=08) (-, u;)<w ¥i>0 et alors
u,+Au;, +w,+B, ua3f—w+w,<f Vix>0.
On en déduit
u,<(I+A+B,+B, ) 'f

=(I+4, +B, _)"'f

et donc a la limite
uSU+(4,), ) ' f=U+A4]7) " fSU+A") ' f<u
et donc
A=A .

Remarque 4.2. 1l suffit en fait de supposer que B, (resp. B_) est tel
que A+ B, (resp. A+ B_) est mca pour tout opérateur 4 mca dans
LY(Q).
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(b) Cas semi-linéaire

On considére le cas ou 4 est linéaire, éventuellement multivoque, c’est-a-
dire le graphe de A4 est un sous-espace vectoriel de L'(£2) x L'(2). On a la:

PROPOSITION 4.3.  Supposons A est linéaire. Alors A = A .

Preuve. Posons pour 4, u>0,fe L'(2)u, ,=(I+A+B, ,+B, ) 'f
Pour 2 fixé (resp. u fixé), on a

u; ,tu* (resp.u; ,lu,)  dans L'(Q) (4.0)
et, par définition,

wla=(I+Ar)""f (resp.u,tu=(I+A4,)"/).

Posons T=(I+ 4) "' qui est un opérateur linéaire, positif de L'(Q); on a
donc

Uy oy = Tf—-TB, . u, ,—TB u

o= Wi, u
et par (4.0), alors
u, ,2Tf-TB, LUt~ TB, u;,
u, <Tf-7TB; ,u, ,—TB, _u,
d’ou 4 la limite
u,z2Tf—liminf TB, ,u*—TB,
u*<Tf—TB, ,u*—limsup TB, _u

u,

"
et donc
a<Tf-limsup TB, ,u'—limsupTB, _u,

<Tf-liminf 7B, ,u*—liminf TB, _u,<u.

m
Comme u < i d’aprés la Proposition 2.3 (i), ona u=a. ||

Remargue 4.4. Ce résultat montre, pour un opérateur A linéaire, qu’il
existe un (unique) opérateur 4, mca dans L'(£2) vérifiant:

pour toute suite (j,) dans #(Q) vérifiant |dj,| <|djl, A+ B, est
mca pour tout n, j, —j, on a A;=liminf(4+ B,).

En particulier si j(x,r)=3V(x)r* avec V:Q2~—[0, 0] mesurable,
A, =liminf 4 + (V A n) I est un opérateur linéaire mca et pour toute suite
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(j,) de #(2) vérifiant [j2x, r)| < V(x)r, jx,r)—>3V(x)r® pp. sur
QxR,onaAd,=liminf 4, . Ceci précise les résultats de [V1, V2].

(c) Cas symétrique

Nous nous donnons ¢: L?(2)— [0, 0] convexe s.ci. avec ¢(0)=0.
Rappelons (cf. [BP, BC]) que le sous-différentiel 8¢ défini par

L>E&¢(u)¢»¢(ﬁ)>¢(u)+_'-v(d—u) Vie LY(Q)

est ca si et seulement si
dun(G+k))+o((u—Kk)v a)<d(u)+ ¢(d) Yu, e LA(Q), k>0. (4.1)
Nous supposons que (4.1) est vérifiée et prenons pour A4 l'opérateur mca

dans L'(€2) défini par d¢, cest-d-dite A=3¢,10)m1r0m’ 2 (cf. [BC]).
Notons que 'on a D(4)*' = D(¢)n L ()~ L*(2)"". En effet

D(A) = D(All_l(Qir\L’lsl))LI = D(g)n L' (Q2)n LI‘(Q)U;

siue D(¢)n L' (Q2)n L™(2),
(I+4A4) 'u—udans LY(Q2) lorsque 4 0

puisque D(3§) =D(#)*" (cf. pe. [Br], Proposition2.11); de plus,
(I+3A4) "u<u de telle sorte que (I+4i4) 'u—u dans L'(2) lorsque
A10.

On a le résultat suivant:

PROPOSITION 4.5.  Supposons que I'opérateur A mca dans L'(Q) est défini
par ¢: L3 (2) - [0, ] convexe, s.c.i. au sens ci-dessus. Alors A =4, =
Popérateur A; mca dans L'(2) défini par la fonctionnelle convexe, s.c.i.:

b, ueLZ(Q)H¢(u)+Jj(~, w)e [0, oo ].

En particulier:

D(A)" = {ue LNQ)~ L (2); plu) < o0, (-~ w) € LI(2)} -

Preuve. 1l est clair que la fonctionnelle ¢, est convexe, s.ci. et vérifie
(4.1) et donc la fermeture A, dans L'(2) de 34,10, 1~ (q, €St mca dans
LY(Q).

Notons que 'on a ¢, ., <¢; et lorsque (4, u)—>0 4, ., (u)—
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¢,(u) pour tout ue L}(Q); donc $,. . +; _ — &, au sens de Mosco et ainsi
(cf. [At])

(I+8¢, .4, V' foU+0)" ' f

dans L*(2) pour tout fe L}(Q).

Etant donné fe L'"*(£2), on a lorsque (4, ) »O0u, ,=(I+A+B, , +
B, ) 'f=U+d, ., ) 'foU+34)'f dans L%*Q2), et donc
(I+AN) ' f=U+A7)  f=U+3¢) ' [ |

Remarque 46. Si A est un opérateur linéaire univoque mca dans
L'(£2), il existe ¢: L*(2)— [0, oc] convexe s.c.i. vérifiant (4.1) tel que A4
soit défini par ¢ au sens ci-dessus si et seulement si 4|, o). xq €St UN
opérateur symétrique de L*(82); alors la fermeture 4, de Al gy (0
dans L*(£2) est un opérateur auto-adjoint et

$lu) = {j (1/2) 145%)*  siue D(A4}?)
4w sinon

(cf. [Br, Proposition (2.15)]).

Notons d’autre part que sous les hypotheses de la Proposition 4.5, D(A,)
est dense dans L'(£2) si et seulement si D(A;| gy =) €st dense dans
L), cest-a-dire

fue L) L™ (Q); ¢(u) < o0, j(-, u)e L'(22)} est dense dans L*(£).

En particular donc, si A est linéaire univoque, D(A,) est dense dans L'(£2)
si et seulement si

{ue D(AYH ALY ()~ L*(Q);j(-, u)e L'(2)} est dense dans L*(£2).
Ceci étend dans un cadre abstrait la Proposition 5.8 de [V1]; nous en
donnons ci-dessous une autre généralisation dans un cadre concret.

(d) Un autre exemple ot A} = A/

Nous reprenons les hypothéses de 'Exemple 3.6; avant d’étudier un cas

ol A" = A, notons I'extension suivante de la Proposition 5.8 de [V1]:

ProPOSITION 4.7. Sous les hypothéses de I’Exemple 3.6, étant donné
I1<g<oo,onaD(A})=D(A;)=L"(Q) si et seulement si
{ue Wir(2)n LNR2) A L=(Q);j(-, u)e L'(2)}

est dense dans LY(S2).
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Preuve. Rappelons d’abord que D(A )=D(A; )— D(A)n D(B) (cf.
Proposition 2. 3(11)) Compte tenu de I’accretlvnc comp]ete des opérateurs, il
est clair que D(A )= L'(Q) si et seulement si D(4)~ D(B)~ L™ (Q) est
dense dans L9(£2 ) (cf. Proposition 3.4 de [BC]). Etant donné ue D(A)n
L™(Q)etu,=(I+eA) "u, onau,—udans L'(2), u, borné dans L=(Q),
u.e D(Ay) et Aqu,= —diva(-, grad u,) borné dans L'(R2); donc u, est
borné dans W} 7(Q) et ue W 7(£2). D’autre part pour ue D(B)n L*(2),
on a [j(-,u) < |ull, 13/°, u)ll,. Donc D(4) n D(B) n L=(Q) =
{ue WyP()n LY (2)n L™(Q); j(-,u)e L'(£2)} et la condition nécessaire
est prouvée.

Réciproquement donnons-nous u € WiP(Q) n L'(Q2) n L=(2) avec
Jji, u)eL (2) et considérons u, ; ,= (I+¢&4 +£B,1,#)"u; on a u,; ,€
D(A,) et

o s —ull3+e [ al-, grad u, ;) grad(u, ., — u)

e (Botten M=, ) <o [ o, wy<e [ u)

d’ol en utilisant les hypothéses sur a(-, ¢) et 'inégalité de Holder:

P

C
o4 . uuzse{jj( )+ laol - Ngrad w4 s ,ugraduup}

Donc [[(I+¢4;") lu—u|,= 0(\/2) lorsque ¢—0, ce qui prouve la
condition suffisante. |

Nous supposons maintenant que a:Q2xRY—>R" est strictement
monotone en £ e RY, c’est-a-dire

(a(x,&)—a(x, &) (¢ —E)>0  pp.xeQ, V¢ EeRY, E£E (42)

Dans ce cas, on peut caractériser la fermeture 4 de A4, dans L'(2) (cf.
(BBGGPV]) mais ceci n’est pas notre propos. Cette hypothése de stricte
monotonie va nous permettre de prouver 4 = 4 pour tout je #(Q).

PROPOSITION 4.8. Sous les hypothéses de I'Exemple 3.6 et ’hypothése
supplémentaire (4.2), on a A = A pour tout j€ #(£2).

Nous utiliserons de fagon essentielle le lemme suivant:
LEMME 4.9. Sous les hypothéses de la Proposition 4.8, {ue D(A,);

lully + Nl o + | Aoull, S M} est relativement compact dans W ;5(2) pour
tout M< o et 1 <g<p.
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Ce lemme est di pour l'essentiel a L. Boccardo et Th. Gallouet (cf.
[BG1]); nous en rappelons rapidement Iargumentation dans notre cadre
plus général (cf. [ BBGGPV]):

Preuve. Considérons une suite (u,) de D(A,) bornée dans LY(2)n
L*™(R2) avec (Ayu,) bornée dans L'(Q). Alors (u,) est bornée dans
W #(R). Pour démontrer le lemme, on peut supposer u, — u p.p. et il suffit
de prouver que pour tout ¢>0

lim |{grad «,—grad u,|>¢}|=0.

nom-— x

Etant donné M, ¢ >0, posons

c(x, M, e) = min{(a(x, &) —a(x, E)NE~EY &1+ 18 <M, |E— & >}

on a c(x, M, e)>0 pp. xe£2, grice a (4.2).
Alors pour >0

{|grad u,—grad u,,| > ¢}
< {legradu,| +|grad u, | =M} U {|u,—u,| =6}
{e(-, M, e)< 8}

Hap—u,,) <% c(-, M, &)= 8, |grad u, —grad u,,| > ¢}

=:0Q,u,u2,u0,

c C

et on vérific facilement, grace aux hypothéses

const
M?’

1
@) <55 [ (lgrad u, | + lgrad w,, )7 <
lim [£2,]=0 Vé >0,

lim 125]=0 YM, >0,
-0
1241 <|{(al-, grad u,) — a(-, grad u,,)) grad(u, — u,,) X ;. _ i <57} =6}

(Aoty — Agu J((4, — 1) A 8%) v (=57))

1
<5j
<0 j |Aou,| + | Ao, | < const -9,
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d’ou

— 1
lim {|grad u, —gradu,|>¢} <const-(5+m>+ Q2.1 V6, M, e>0.

Faisant alors d — 0, puis M — oc, on obtient le résultat. |
Donnons enfin la

Preuve de la Proposition 48. Considérons fe L'(Q)nL*(Q)et u, ,=
(I+A+8B,,) 'f Daprés le Lemme 4.9, {u; ;4 p>0} est relativement
compact dans W 9(Q2) pour 1 <g<p. On a donc

loc

u, —u', u -

/.,At—*uu’ u.uqﬂa u,‘t

7

dans W 4(Q), d'ou
a(-, grad u; ,)—a(-, grad u,), a(-, grad u,) — a(-, grad u)
a(-, grad u; ,) — a(-, grad u*), a(-, grad u*) — a( -, grad i)

dans L[ (£) pour tout 1 <r<p'.

Fixant £e D(22)*, on a
[w.,c+al gradu, ) grad &> [ 2B, ,ui~B, u,,
et donc a la limite lorsque 4 — 0, puis u— 0,
fgé +a(-, grad u) -grad &

>[fe—timint [ B, ,u ~limint [ B, u

p#—0 #

Avec le méme raisonnement pour % on en déduit
[w—a) ¢+ (a(, grad ) —a(, grad i) - grad ¢ >0.

Par densité ceci est encore vrai pour tout e W ?(2), ¢ >0; appliquant
avec { =i —u, on obtient a=u. |

5. APPLICATIONS AU PROBLEME D’EVOLUTION

Dans cette section, nous allons appliquer les résultats précédents au
probléme d’évolution
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%+Au+3uaf sur JO, T[
' (PC)
u(0)=uy,.

Rappelons d’abord (cf. [Lé Théoréeme I11.2.3]) qu’é¢tant donné A4 un
opérateur mca dans L'(Q), pour tout uge D(A) et fe W 1(0, T; L'(R2)) il
existe une unique solution forte de

%+Auaf sur 0, T[
(P)
u(0)=u,.

cest-a-dire ue W' (0, T; L'(Q)), w'(1)+ Au(t)>f(1) pp. t€]0,T[,
u(0)=uy,. Si 4 est la solution correspondante a id,e D(A), fe
W' Y0, T; L'(2)), on a

Jwn=an < w—int+f[ (/=Hr viero.T)

de telle sorte que I'application (u,, /) — u se prolonge par continuité en
une T-contraction E“ de D(A)x L'(Q)* dans %([0, T]; L'(R2)). Pour
u,e D(A), fe L'(Q), u= E*(uy, f) est 'unique bonne solution au sens de
la théorie des équations d’évolution non linéaires de (P) (cf. [BCP]). Nous
noterons S le semi-groupe engendré par A: S4(1) ug = E*(uy, 0)(2).
Rappelons également qu’étant donné une suite généralisée (A4,);.,
d’opérateurs mca dans L'{€2), les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) A=liminf 4,

(it) Pour tout u,€ D(A), il existe une suite généralisée (u ,),.; avec
ug, ;€ D(A)) telle que S*(¢) uy ,— S*(1) u, dans L'(2) uniformément pour
t 2 0 bornee.

(iii) (a) Pour tout u,e D(A), il existe une suite généralisée (uy ;).
avec u, ;€ D(A4,)) telle que u, ; — uy dans L'(9).

(b) Pour toute suite généralisée (uq ;,/fi);c; avec uy ;€ D(A)),
fieL(Q), uy,;—u,eD(A) dans L'(Q2), f,—»f dans LYQ), on a
E*uq i f)) = E*(up, f) dans €([0, T]; LY(Q)).

En effet (i) <> (iii) est un résultat classique des problémes d’évolution dans
un espace de Banach (cf. [Be, Proposition 1.24]); pour I'équivalence
(i) <> (i), on se raméne a4 la convergence des semi-groupes dans un

*On note comme d’habitude Q =10, T[ x 2 muni de la mesure produit et on identifie
L'(Q) avec L0, T, L'(£2)).
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espace de Hilbert (cf. [Br, Théoréme 4.2, et BC, Theorem 5.5] pour une
démonstration analogue).

Rappelons enfin (cf. [BC, Théoréme 5.1, Proposition 5.3]) qu'étant
donné A mca dans L'(2), D(A4) est un convexe vérifiant

u, tie D(A), k>0=un (+k), (u—k) v iie D(A),

et qu’il existe une unique projection P: L'(Q2)— D(A) définie par

Pu—t< Pu—ii+ A(u— Pu) Vue L'(Q), ue D(A), A>0.

En fait P est la fermeture dans L'(Q2) de P31, OU P, est la projection
orthogonale sur la fermeture dans L?(£2) du convexe D(A)n L*(2); on a
aussi Pu=1lim; _,(/+ AA) ' u dans L'() pour tout ue D(A). On notera
P =:P5r; et pour tout uge L'(Q), fe LY(Q), E*(uy, f)= E*(Puy, f).

Dans toute la suite, 4 est un opérateur mca dans L'(Q), jeﬁ,(Q), B est
Popérateur associe 4 j, 4,7 et 4, sont les extensions mca dans L'(Q) de

A + B définis a la Section 2. On a D(A )—D(A ~)=D(A)n D(B) et donc
D(AS )— DA, )— D(A)n D(B) que I'on notera D(A D(A, ). D’apres la théorie
gcnerale pour tout ug€ D(A, j) et f€ L'(Q), E* (uy, £} et E* (uy, f) sont
deux solutions généralisées de (PC). Par définition de 47, 4, et le resultat
rappelé ci-dessus,

E* (ug, )= lim lim u;_,, E*% (uy, f)=lim lim u,_,
A=0pu—0 u—-0i-0

dans €([0, T]; L'(£2)), ou u;_, est la bonne solution de

d
l:i'"+AuM+B,1 Y,

(PC; )
u)., ;4(0) = u()'

On a le résultat suivant pout £+ et E4 :

PROPOSITION 5.1.  Avec les notations ci-dessus:

(i) E4 (uq, /) E" (uy, f) Yuge L), fe L1(Q).
(1) Si jy, jo€ F(Q) et 0j, <, (resp. |0j,| <10),|), alors pour tout
u,e LY(Q), feL'(Q)

E*%(ug, NYSEAug, f) et E4ug, )< E(ug, f)

(resp. E*n(~ug, —f V< E*(ug, [YSE(ug, f*) et E4(~uy, —f ) <
E4a(uy, ))SE"(ug, 7))
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(ili) Etant donné (j,) une suite de #(Q) avec \dj,| <|dj|, j,— Jj, on a
pour tout uge L'(R2) et fe L'(Q)

E4 (Porasuo, £)1) <lim inf E4(ug, £)(1)
<lim sup E%n(uq, £)(1) < B4 (Prrz—uo, £1)
pour tout te )0, T]; en particulier si
EA;(PD—(Z:—)HOaf)=EA’+(P'[_)[_§:3u()sf) =, (5.0)
alors E*(uy, [) et E*n(ug, f)— u dans €(]0, T]; L'(2)).

Remarque 5.2. Insistons sur le fait que les résultats de la Proposi-
tion 5.1 concernant les opérateurs E; par exemple concernant le point (ii)
et se restreignant au cas ou A j“‘ =A; =4, il est immédiat d’aprés la
théorie générale des équations d’évolution et les résultats de la Section 2,
qu'étant donné u, € D(4, j), fe L'(Q),

E'n(ug, f) et E'(ug, )= EMuo, f)  dans €([0, TT L'(2)):

par contre la convergence lorsque u, ¢ D(A, j) est un résultat pour lequel
il mexiste pas de théorie générale (cf. [Br. Probléme 16] qui a notre
connaissance est encore ouvert). Nous ignorons cependant sous quelles
conditions générales la condition (5.0) est assurée; notons cependant
différents cas:

(a) Casouj=j, (resp.j )avec uge D(A)caralors A, = A" =4,
et 4, =A

(b) Cas linéaire (A et B sont linaires) car alors A" =4, D(4, j),
D(A,,), D(4; ) sont des sous-espaces avec D(A, ) D(A; )nD(4; ) de
telle sorte que

Poan= PD(A..i)PD(A“): PD(A.j)PDM,_r

(c) Cas ol A est linéaire avec D(4)= L' (Q) et D(A) n D(B) dense
dans D(B); en effet alors D(A, )=D(B,), D(4, )=D(B_), D(4,))=
D(B) de telle sorte que Przu0 = Poaryto, + + Porayko, - -

Preuve Proposition 5.1(1) et (ii). Etant donné j,, j.€ %(82) avec
&jy <8, et uge L'(RQ), posons u, = ProjpzUe. 42 = Projsras;4e; pour
i=1,2,4, p>0 considérons ) , solution de (PC, ,) correspondant a
up=u,, B=B;;on a

E*(ug, f)=lim lim o ,

A—=0u—=0

E*ug, f)=lim lim .
u—=0:i-0 '
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Utilisant (2.9),

uz_—_lin})(l%»aAg)"uoglirr})(1+8A,f)"u(,=u,.

Drautre part B} , < B; , et donc u} ,<uj ,. Passant a la limite on obtient
E4s(uo, YK E*(uo, ). E*alitg, )< E*nluo, f).

Les autres inégalités de (ii) se déduisent de la méme maniere. Enfin le point
(i) s'obtient en remarquant que u, ,lu, lorsque 2] 0 et u, ,Tu’ lorsque
ui0. |

Pour la preuve du point (iii), nous allons suivre la démarche de la
Section 2 et d’abord montrer le cas particulier suivant:

LEMME 5.3. Soit je #,(Q2) vérifiant (2.3). Alors pour tou! uye D(A),
feL'(Q)

EA+B*(u0,f)—*EA’(u0sf) dans €(10, T]; L'(2)).

Preuve. Notons d’abord que l'on peut supposer wuzeD(A) et
fe W' (0, T; L'(R)) puisque les applications E sont des contractions de
L'(2)x L'(Q) dans %([0, T]; L'(R2)). Posons u;=E**"%(u,, ). On a
alors

u; décroit lorsque A décroit (5.1)

puisque B; croit lorsque 4 décroit;
|| B u,l Loy S el Ly + A1 LYQ) (5.2)

puisque, par accrétivité de 4 dans L'(Q),
D1 o)+ [ 1B < [ A0 signg w0
dt Q o Q A A Q J

enfin on a

df

dt

o)< 20l + 2 1o+ T (a2 G ) (53)
LY@y

En effet par accrétivité de A4 dans L'(Q),

d
P lu (e +h) = ()l + 1Biu (1 + h) = B, (Dl < | f (e +h) = f(D]
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d [|du,
allao]

< [0

S

et donc

— 1 B;u, (1)~ ()] |>

JdBu( f)

dans 2°(]0, T[);

puisque [[(du;/dr)(t)l, = lu(t) 44 5, - si0)s il €n résulte

| due;

[u;(1)] 4 ] 7 + I Bu;(t)—f(1)

(1)

t

<luolav s pioy— 1Big— SON + 2 [ Bu; (1) — f(1)

"d
zjox‘dt

~(s)| ds

d’ou (5.3) en intégrant compte tenu de (5.2).

Drapres (5.1), u;{t)—u(t) dans L'(2) pour tout te [0, T]. D'aprés
(52) et (5.3), u(t)e D(A)n D(B)=D(A,) pp. te(0,T). Puisque A4,=
lim inf A + B;, utilisant la théorie générale des équations d’évolution, on a
p.p. s€(0, T)

u;(s+-)- Eu(s), fls+-)) dans %([0, T—s]); LY (2))
et donc u; — u dans 6(]0, T]; L'(£2)) et
u(s+ty=E4u(s), f(s+-)(1) v¥se ]0, T, te[0, T—s]). (54)

Puisque B;20, u,(t) < E*ug, f)(¢} et a la limite u(r) < E*(uq, /N1);
notant P la projection sur D(4,), on a

u(t) = Pu(t) < PE*(uq, f)(1)
et donc d'apres (5.4), pour 0<s<7,0<t<T—s
u(s + 1) < EY(PE(ug, f)($), fls+-N(1).
Passant a la limite lorsque s — 0, on obtient

u(t) < E(Pug, f)(1) V1€ 10, T] (5.5)
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Enfin Pug=1lim, (I +¢€4,) 'uo<lim,_, (I1+e4) ' uy=u, et donc
u1y= E* B Puy, (1) Vie[0, T].

Passant a la limite grace a la théorie générale des équations d’évolution, on
obtient

u(t) = EY(Puq, f)(1) Vie [0, T],

ce qui, avec (5.5), achéve la preuve du lemme. |

Preuve Proposition 5.1(iii). Posons vy = Ppz—ue. On a &,>3j, , +
¢/ _ = dj_; on en déduit d’abord en utilisant (2.9)

P57y = lim (1+8A/:‘)"u0<lim (1+£Aj7)41 Uy = g
=0

£—0
et puis, compte tenu du point (ii) de la Proposition 5.1,

EA):'(MO’ f)sE(ALU"‘ ‘(uo, f)SE“tJiU"'Jr(voy f) (56)

Maintenant pour 4> 0,

EW Vi s(vg, £)< EY-*2nsi(pg, f). (5.7)

Puisque voe D(4; )=D(4;, +B, ,)etA;, +B  ,=liminf, , 4, +B, , ;
(cf. Prop.23(iv)), on a grice a la théorie générale des équations
d’évolution,

EY-*Pui(vg, f) = EY- 8- i(vy, f)  dans €([0, TLLN®R));  (58)

en fait en reprenant les notations de la preuve de la Proposition 2.2, on a

E4- " 8ivg, [) < EY- " P eilvg, )< EH-+ By, £

la suite E ”’f-*‘s?:(vo, /) étant monotone, la convergence dans (5.8) est
aussi p.p. sur 2 pour tout re [0, T].
Passant a la limite dans (5.6) + (5.7) on obtient donc

lim sup E n(uo, £)(1) < EY-+Bei(vg, £)(1)

o

pp.sur Q,  Vte[0,T);

ceci est vrai pour tout A>0, utilisant alors le Lemme 5.3, avec 4, a la
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place de A, compte tenu de la décroissance de E*4-+%+.:(y,, f) lorsque 4
décroit, on a lorsque 4 — 0

lim sup E4n(uq, /)N 1) < E4(vo, f)1) V1€ 10, T].

n— x
L’autre inégalité se montre de maniére identique. |

Pour achever cette section, notons enfin I'extension de la formule de
Trotter et Kato dans le cas symétrique:

PROPOSITION 5.4. Supposons que A soit 'opérateur mca de L'(Q) défini
par 0P ou P est une fonctionnelle convexe s.c.i. sur L*(Q) vérifiant (4.1).
Rappelons qualors A7 = A" =: A; (cf. Propositiond.5). Alors pour tout
uoe D(4,),

n— o

) ! I n
SA4(t) ug= lim (SA (-’;) P—M—MS’B (;) Pm) Uy (5.9)

dans L'(2) uniformément pour t >0 borné.

Remarque 5.5. Ceci étend le résultat de [4B] dans le cas A= —4
sur RY,

si xef2 ou r=0

0
Jx, r)={ ;

4+ sinon
€ étant un ouvert quelconque de R": dans ce cas S%(1) Prguo = g1 a-

Preuve. D’aprés la Proposition 4.5, A, est I'opérateur mca de L'(£)
défini par &;:u— P(u)+[j(-,u)dp. Daprés [KM], pour tout u,e
LY(2)~ L¥2), on a (5.9) avec convergence dans L(£2). Mais le terme de
droite est <€u, de telle sorte que la convergence est aussi dans L'(£2). Par
densité ceci est vrai pour tout uye L'().
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