
JOURNAL OF ALGEBRA 31, 47-471 (1975) 

Weitere Bemerkungen zu einem Problem 
der Schnittheorie und iiber ein Mat3 von A. Seidenberg 

fiir die lmperfektheit 

BODO RENSCHUCH 

Piidagogische Hochschule “Karl Liebknecht,” 
Sektion MathematiklPhysik, I.5 Potsdam, DDR 

Technische Hochschule “Carl Schorlemmer” Leuna-Merseburg, 
Sektion Mathematik und Rechentechnik, 42 Merseburg, DDR 

UND 

WOLFGANG VOGEL 

Martin Luther Universitiit Halle, Wittenberg, 
Sektion Mathematik, 401 Halle, DDR 

Communicated by D. A. Buchsbaum 

Received March 5, 1974 

Das Problem (bzw. die Vermutung) von D. A. Buchsbaum in [3] wurde im 
Wesentlichen durch die Arbeiten [28] und [25] erledigt. Nach [28] blieb 
zunichst noch das folgende fiir die Schnittheorie interessante Problem 
iibrig. 

Seien I’ und W zwei irreduzible algebraische projektive Varietaten im 
n-dimensionalen Raum iiber einem beliebigen Grundkijrper K. Sei C eine 
(irreduzible) Schnittkomponente von b’ und W, CC Vn W. Wir setzen 
voraus, dal3 sich V und W eigentlich in C schneiden, d.h. 

dim(C) = dim(V) + dim(W) - n. 

Mit ;(C, V W) bezeichnen wir die Schnittmultiplizitat von V und W in C 
im Sinne von Weil [30]. Hierzu diirfen wir ohne Beschrankung der Allge- 
meinheit nach [30] voraussetzen, daD eine Varietat, etwa W, ein vollstandiger 
Durchschnitt ist; dies bedeutet idealtheoretisch, da6 das definierende (homo- 
gene) Primideal pw von W ein Ideal der Hauptklasse in K[x,, , x, ,..., x”] =: R 

447 
Copyright 8 1975 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/81942041?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


448 RENSCHUCH, STkKRAD AND VOGEL 

ist, also pW = (F,,...,F,) mit p = n - dim(W) und Formen Fi E R, siehe 
z.B. [31, Kap. VII]. W habe im folgenden diese Eigenschaft. 

Mit p(C, V W) bezeichnen wir die idealtheoretische Schnittmultiplizitat 
von V und W in C, siehe z.B. W. Grobner [5]. Sei A der lokale Ring von L’ 
in C. In [28] wurde nun das folgende Problem formuliert: 

Existiert eine Ringinvariante I(A) von A, so daB gilt: 

p(C, T’ W) - i(C, v W) = I(A) ? P) 

Geometrisch bedeutet dieses Problem etwa folgendes: Wir nehmen einmal an, 
da8 wir die \rarietat W so abandern bzw. “deformieren”, dal3 wir eine neue 
(irreduzible) Varietat blr’ erhalten, die ein vollstandiger Durchschnitt ist. 
AuBerdem sollen sich v und W’ wieder eigentlich in der vorgegebenen 
Komponent C schneiden. Hierbei werden die Schnittmultiplizitaten 
;(C, V w’) und p(C, V w’) im allgemeinen stark von i(C, I’ W) bzw. 
,IL(C, V W) abweichen (siehe hierzu z.B. Korollar 4). Das Problem (P) 
besagt aber nun, dal3 sich eine derartige Deformierung von W zu W’ in der 
Differenz der beiden Schnittmultiplizitaten nicht bemerkbar macht, d.h. 
also 

p(C, v W) - i(C, v W) = p(C, v W’) - i(C, v W’). 

Ein erstes Gegenbeispiel fur (P) wurde aber in [26] gegeben. Es ist nun nicht 
einfach, explizit Beispiele anzugeben, fur die ,(C, v W) # i(C, v W) gilt. 
Hierzu wird immer wieder das vie1 studierte nicht perfekte Primideal von 
Macaulay zitiert, siehe z.B. [5,6]. Eigentlich ist es erst mit den anregenden 
Untersuchungen in [6] miiglich, mehrere nicht triviale Beispiele fiir unser 
Problem (P) anzugeben. Wir mussen namlich bei der Wahl solcher Beispiele 
den folgenden Hilfssatz beriicksichtigen, der sich aus den Bemerkungen nach 
Korollar 2 in [28] ergibt (vergleiche such die Folgerungen 2 and 4 in [ll]). 

HILFSSATZ 1. Seien pv und pw die (homogenen) Primideale aus R, die V 
bzw. W dejinieren. Die foZgenden Bedingungen sind iiquivalent: 

(i) Der (idealtheoretische) Bezoutsche S’atz (im Sinne von [5], siehe such 
[IS]) gilt fiir pv und pw nicht, also 

h&v 3 PW> f h&v) h,(pw)- 

(ii) Es existiert eine (eigentliche) Schnittkomponente CC V n W mit 

p(C, v W) - i(C, v W) >, 1. 

(h,,(a) sei die Ordnung der Hilbertfunktion van a). 
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Bemerkung. Wenn die Bedingung (ii) erfullt ist, dann kann V nicht lokal 
perfekt sein im Sinne von Rees [16], siehe hierzu [7]. Damit kann insbesondere 
V nicht (global) perfekt sein, d.h. pV ist notwendig imperfekt (siehe [5]). 

Wir wollen daher in dieser Note weitere nicht triviale Beispiele zu diesem 
Problem (P) studieren, die such gewisse Informationen liefern. So ermiiglicht 
uns z.B. das Korollar 3 dieser Note eine kritische Diskussion iiber ein von 
Seidenberg in [21] betrachtetes Ma0 fur die Imperfektheit von Polynom- 
idealen; siehe hierzu die Bemerkungen nach dem Korollar 3. AuSerdem 
gibt das Korollar 4 eine Antwort auf eine Problem, das in [26] angedeutet 
wurde. AbschlieDend geben wir dann in dieser Note (siehe Satz 2) mit Hilfe 
der lokalen Kohomologie die Ringinvariante I(A) an, wenn sie existiert. 

Weitere Untersuchungen mit Hilfe der lokalen Kohomologie schiel3en 
sich an. Dies liefert insbesondere eine (lokale) notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, wann eine nulldimensionale Vereinigung von zwei gleich- 
dimensionalen Cohen-Rlacaulay-Varietaten eine Buchsbaum-Varietat ist 
(Vgl. die Definitionen und siehe Korollar 12). (Unter den Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 1 ist diese Frage fur den Durchschnitt nicht interessant, da er 
nach [5], 153.6 dann wieder eine Cohen-Macaulay Varietat ist.) 

SATZ 1. Sei Y eine beliebige natiirliche Zahl. Dann existieren (irreduxible, 
projektive) Varietiiten V wad W, so daJ3 sich V und W ez&ntlich in einer Kompo- 
nente CC V n W schneiden, W ein vollstiindiger Durchschnitt ist, und es gilt 

p(C, v W) - i(C, v W) = 7. 

Beweik. Wir betrachten nach W. Grobner [6] die Veroneseschen Ideale 
vdsrn . Ton diesen Veroneseschen Varietaten V(vd,,J (die durch v~,~ definiert 
sind) bilden wir die Projektion aus dem uneigentlichen Punkt der xi-Achse 
auf die Hyperebene xi = 0. Die Primideale, die diese Varietaten definieren, 
bezeichnen wir mit ~2,)~ . In [6] wird nun gezeigt, daB man durch derartige 
Projektionen von Veroneseschen Varietaten imperfekte Varietaten erhalten 
kann. Nun kann man auf die Varietaten V(v$J wieder diese Projektionen 
ausfiihren, etwa auf die Hyperebene xj = 0, j # i. Dadurch erhalt man 
Primideale v~~;~*..~‘, und wir sprechen von mehrfachen Projektionen der 
Veroneseschen Ideale. In [19] werden nun brauchbare Methoden entwickelt, 
mit denen man in vielen Fallen explizit die Basiselemente der Ideale v$~‘*...’ 
aufstellen kann. Hierauf werden wir stets zuriickgreifen. 

Wir betrachten nun in diesem Sinne die Ideale v~~*...~~-” fur m > 4. 
Sie definieren (irreduzible) Raumkurven im 3-dimensionalen projektiven 
Raum. Durch eine einfache Umnumerierung der Unbetsimmten (xi -+ xiTl) 
erhalten wir fiir jedes m ein 2-dimensionales Primideal pV , das die folgende 



450 RENSCHUCH, STiiCKRAD AND VOGEL 

Basis besitzt (siehe [19]): 

p y = : (x,x, - x3x3 , x;“-2x3 - xy, x,“-“x3” - x:-*x4 ). . . , 
m-2 

x93 
2 m-3 

- x3 x4 
WI-1 

,x3 - x3x4 *-*) c &% 9 Xl > x3 , x3 , x41. 

Fiir W w&len wir die Varietat mit dem definierenden Primideal 
Pw=(x 1 , x4). Die Schnittkomponente C, in der sich V und W eigentlich 
schneiden, wird ein Punkt mit dem definierenden Primideal pc = 
xi, x,, x3, x4). Dies ergibt sich aus dem Summenideal (py, x,, x4) = 

is, , x4 , xa.x3 , XT-~, xr-l), das ein Primarideal q, ist. 
p(C, V W) ist nun nach [5] die Anzahl der Glieder in einer unverkiirz- 

baren, aber maximalen Kette von pc-prim&en Idealen qi: 

qc =: %C%C . ..C%k*“Fv) =:pc* 

Man bestgtigt daher leicht, dal3 gilt 

p(C, V W) = 2m - 3. 

Wir behaupten nun, da8 i(C, V W) = m ist. 
Fiir den Beweis seien V und W zuniichst wieder beliebige Variettiten im 

obigen Sinne mit den definierenden Primidealen pv und pW . Mit h,(p,) und 
h,(pW) bezeichnen wir ihre (idealtheoretischen) Ordnungen, d.h. es sind 
die Leitkoeffizienten der (klassischen) Hilbertfunktion von pv bzw. pW (siehe 
hierzu [5]). Dann gilt nach [4], F ormel (8) und nach [23, Kapitel V, Theo- 
reme 11, die fur uns whichtige Gleichung: 

MP”) MPW) = c 4c, v w Mk), (*) 
c 

wobei die Summe iiber alle hijchstdimensionalen Schnittkomponenten 
CC V n W genommen wird, d.h. also, in denen sich V und W eigentlich 
schneiden. 

Fur die Zwischenbehauptung haben wir in unserem Beispiel nur eine 
Schnittkomponente C. Da W und C vollstindige Durchschitte sind, werden 
die Ordnungen h,(pW) und h,(p,) durch das Produkt der Gradzahlen ihrer 
Basiselemente von pW bzw. pc geliefert, also 

MJw) = 1 und Md = 1. 

Damit reduziert sich unsere Behauptung auf h,(p.) = m. 
Fiir die Berechnung der idealtheoretischen Ordnung stehen aber nun 

mehrere Methoden zur Verfiigung. So gelingt es sehr haufig, mit Hilfe der 
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Syzygientheorie (siehe [S]) die Hilbertfunktion H(t, py) von einem (homo- 
genen) Polynomideal zu berechnen. Auch in unserem Fall ist es nach [19] 
moglich, und es gilt 

WY Pv) = m (;) + (m + 1) (E) + 1 - (” ; ‘) , 

also h,(py) = m. 
Aber such die Diskussion in [271, Section 1 iiber die Ordnung des Schnittes 

einer algebraischen, projektiven Varietat mit einer Hyperflache liefert 
brauchbare Methoden, insbesondere eine (mehrmalige) Anwendung der 
Korollare der Hilfssatze 2 und 3. Hiermit best%@ man ebenfalls h&p,) = m. 

Damit haben wir insgesamt 

p(C, VW)- i(C, V W)=(2m - 3)- m = m - 3. 

Wlihlt man nun m = r + 3 > 4, so ist der Satz bewiesen. Q.E.D. 

In [26] wurde nun eine neue Klasse von Variettiten (sogenannte Buchs- 
baum-Varietaten) eingefiihrt, die eine Verallgemeinerung der Cohen- 
Macaulay Varietiten darstellt. Da nach Hilfssatz 1 die Varietaten V im 
Beweis des Satzes 1 keine Cohen-Macaulay Varietaten sind, sol1 im Hinblick 
auf das von A. Seidenberg betrachtete lMaB fur die Imperfektheit untersucht 
werden, ob sie Buchsbaum-Varietiten sind. Hierzu schicken wir einige 
Definitionen aus [25] und [26] voraus. 

DEFINITIONEK. Sei (A, m) ein lokaler Ring (noetherscher, kommutativer 
Ring mit Einselement). Ein System von Elementen a, ,..., a, urn hei& 
schwache A-Sequenz, wenn fur jedes i = l,..., I gilt: 

tn [(al ,.**I u&J: UJ c (a, ,...) qq) wobei Y < dim(A). 

(Fur i = 1 setzen wir (a, ,..., a,-& =: (0)). 
A hei& ein Buchsbaum Ring (kurz B-Ring), wenn jedes Parametersystem 

von A eine schwache A-Sequenz ist. 
Sei (V, 0,) eine algebraische projektive Varietat (im Sinne von [22]). v 

heiDt eine Buchsbaum Varietat (oder kurz B-Varietit), wenn fur jeden Punkt 
x E V der lokale Ring Oy,x ein Buchsbaum-Ring ist. 

Nach [26], Satz 3 gilt, daB unser Problem (P) eine Losung besitzt, wenn v 
eine Buchsbaum Varietat ist. 

Urn zu entscheiden, ob die Varietiten V im Beweis des Satzes 1 B-Varie- 
t%ten sind, benijtigen wir eine Verscharfung des Satzes 5 in [26]. Eine Analyse 
des Beweises von diesem Satz 5 in [26] ergibt den folgenden 
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HILFSSATZ 2. Sei (A, m) ein Zokaler Ring mit dim(A) = codh(A) + 1 = 2 
(codh bezeichne die homologische Kodimension; siehe z.B. [23]). Die folgenden 
Bedingungen sind iiquivalent : 

(i) A ist ein Buchsbaum Ring. 
(ii) Es gibt ein Element a E m mit dim A/(a) = 1, so daJ 

m U(a) + U(aa) Ll (a) und m U(0) = (0). 

(iii) Fiir jedes Element a E ltt mit dem A/(a) = 1 gilt 

m U(a) + LT(az) C (a) und m G(O) = (0). 

(Dabei bezeichnet C(a) fiir ein Ideal a C A den Durchschnitt der htichstdimen- 
sionalen Primiirkomponenten oon a). 

Dieser Hilfssatz 2 erleichtert uns die Entscheidung, ob die in dieser Note 
betrachteten Varietaten Buchsbaum-Varietaten sind oder nicht. Sei z.B. V 
eine Varietat, die man durch Projektionen einer Veroneseschen Varietat 
erhalt. Bis auf den Nullpunkt ergeben sich die Punkte von solchen proji- 
zierten Varietaten V eindeutig aus den Punkten der (singularitatenfreien) 
Veroneseschen Varietat, siehe [7, Kapitel I]. Daher ist der Nullpunkt auf 
derartigen Varietiten V ein singularer Punkt; in der Tat sind diese Varietaten 
V z.B. keine arithmetisch normalen Varietaten, d.h. ihre Koordinatenringe 
sind nicht ganz abgeschlossen, siehe hierzu [21, S. 6091. Die anderen Punkte 
sind aber auf V regular. Darum geniigt es, den Halm OV,Z von solchen 
Varietaten V im Nullpunkt x zu untersuchen, urn zu entscheiden, ob V eine 
Buchsbaum-Varietlt ist oder nicht. 

Mit diesen Bemerkungen kehren wir nun zuriick zu den Varietaten V im 
Beweis des Satzes 1. Mit Vm bezeichnen wir die 2-dimensionalen Varietaten 
im 4-dimensionalen projektiven Raum, deren definierende Primideale 

(2,3....,rn--2) 
%Wi , m 3 4 sind und die man dadurch erhalt, dal3 in u~;~....~m-e’ 
die Unbestimmten xi durch xjll ersetzt werden. Mit diesen Bezeichnungen 
erhalten wir das 

KOROLLAR 3. Wenn m > 5 ist, dann ist V, keine Buchsbaum-Varietiit. 
V, ist eine Buchsbaum- Varietiit. 

Beweis. Nach dem Beispiel in [26] ist V, eine B-Varietat. Fiir m > 5 
betrachten wir den Hilfssatz 2(iii). Hierbei sei (A, m) der lokale Ring von 
V, im Nullpunkt x1 = ... = .Y* = 0 mit dem maximalen Ideal tn. Wir 
studieren zunachst eine Primarzerlegung von 

(&&..’ m-2) 
, x,) = (Xl 3 x2 , $-‘> n (x2 , x3 , 4 

n (x2 , x4 , x:-l, x;Zp2, x:-3x32 ,..., x1x:-2). 
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Hieraus folgt, dal3 x1xs2 4 w$..~~-~), x2), aber x,x, liegt im Durchschnitt der 
hiichstdimensionalen Primarkomponenten. Dies zeigt, da13 fur m 3 5 gilt 

llt Lqx,) A) g (xp) A. 

Nach Hilfssatz 2 und Definition ergibt sich damit, da13 V,, , m > 5, keine 
B-Varietat ist. 

Bemerkungen. A. Seidenberg benutzt in [21, S. 6201 die Differenz von 
kohomologischer Dimension und Kodimension von Polynomidealen als Mal3 
fiir die Imperfektheit. Lokal bedeutet dies, die Differenz dim(A) - codh(A) 
als ein MaB fur die Abweichung von der Cohen-Macaulay Struktur zu 
betrachten. Das Korollar 3 diirfte aber zeigen, dal3 diese MaRe nicht gut 
genug derartige Abweichungen angeben. Wir meinen dies im folgenden 
Sinne: Sei fur m > 4A,, der lokale Ring von der Varietat V, im Nullpunkt 

Xl = ... = .t,, = 0. Aus dem Beweis des Korollars 3 ergibt sich 

2 = dim(A,) > codh(A,) = 1. 

Dies bedeutet, dal3 fiir alle m 3 4 stets dim(A,) - codh(A,) = 1 ist, also 
von m unabhtigig; dies gilt such fur die von A. Seidenberg betrachtete 
Differenz der entsprechenden globalen G&en fiir die (imperfekten) Prim- 
ideale w~~*...~‘+~), m > 4, denn die kohomologische Dimension ist 3 und die 1,771 

Kodimension ist 2. Der Satz 1 und insbesondere das Korollar 3 zeigen aber, 
da13 die Varietaten V, sich durchaus qualitativ (speziell hinsichtlich der 
Ringstruktur von A,) unterscheiden. Dieser qualitative Unterschied wird 
such durch die lokale Kohomologie deutlich, siehe hierzu die dritte Bemer- 
kung am Ende dieser Note. Dies durfte bedeuten, daf3 die Primideale 
UD&..‘~-*) nicht schlechthin als “gleichwertige” imperfekte Primideale 
anzusehen sind, obwohl ihre zugehorigen Varietaten V,, C Pk” nach 
A. Seidenberg [21, S. 6091 nicht arithmetisch normal sind; siehe in diesem 
Zusammenhang such Theorem 3 und die Bemerkung iiber Theorem 3 in 
[21, S. 6201. Theorem 3 zeigt aber such, daB fur alle m >, 4 die Varietaten 
Vm nicht k-normal sind. 

Diese Bemerkungen diirften zur Ausschau nach einem anderen MaB fur 
die Imperfektheit bzw. Abweichung von der Cohen-Macaulay Struktur 
anregen. Auch das Yerschwinden und Nichtverschwinden von lokalen 
Kohomologiegruppen diirften hierfiir nicht geeignet sein, da ein solches MaD 
fur die hier betrachteten lokalen Ringe A, ebenfalls keinen Unterschied 
liefert. In diesem Zusammenhang siehe [lo, S. 1331, wo Struktureigenschaften 
von lokalen Kohomologiegruppen ein MaO fiir die Singularitat in einem 
Punkt liefern. Wenn wir (lokale) Cohen-Macaulay Ringe und Buchsbaum 
Ringe betrachten, dann deckt der Hilfssatz 3 dieser Note die Struktur- 
unterschiede ihrer lokalen Kohomologiegruppen auf. 
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Bemerkungen. In dem Beweis des Satzes 1 konnten wir die Varietat W 
und die Schnittkomponente C festhalten. Im Hinblick auf das hagangs- 
problem von Buchsbaum [3] ist aber von Interesse, ob wir fiir die Aussage 
des Satzes 1 Varietlten V und C vorgeben konnen. Das folgende Korollar 4 
zeigt, dal3 dies in der Tat miiglich ist. Dieses Korollar gibt aul3erdem eine 
negative Antwort auf das Problem, das in [26] angedeutet wurde: 

Sei V im n-dimensionalen projektiven Raum Pkn eine (irreduzible) 
Buchsbaum-Varietlt. Der projektive Kegel C(V) C PE+’ iiber V (siehe z.B. 
[30]) ist dann nach [26] im allgemeinen keine Buchsbaum-Varietat. Hierzu 
wird in [26] die B-Varietat V, C Pk4 ( im Sinne des Korollars 3) betrachtet. 
Sei x die Spitze des Kegels C( V,) und Oc(v,),r der Halm von C( V,) in X. Mit 
Hilfe der Parameterideale q = : (.x1 , x4 , xsc) Oc(v,),r , Y > 1, zeigt man dann 
leicht, daS Oc(v,),x kein B-Ring ist; man rechnet namlich nach, daB 

W~(~4hh) - edq, OCW,L~) = y 
ist. 

Xach [25, Satz lo] folgt dann, da0 Oc(v,),Z kein B-Ring ist. We in unserem 
Problem (P) konnen wir such hier diese Untersuchungen auf die Schnit- 
theorie beschranken, d.h. wir lassen nur solche Parameterideale zu, die aus 
den definierenden Gleichungen irreduzibler Varietlten im PF+l gebildet 
werden. Dies liefert also das folgende Problem (P’): 

Sei C(V) der projektive Kegel einer B-Variettit F’ C Pkn. Seien W und C 
irreduzible Varietaten im PF+‘, so da13 sich V und W eigentlich in C 
schneiden und W ein vollstandiger Durchschnitt ist. Existiert eine 
Ringinvariante 1(A) des lokalen Ringes -4 von 17 in C, so dal3 gilt: 

p(C, C(V) W) - i(C, C(V) W) = I(A)? 

Das folgende Korollar 4 gibt nun eine Antwort auf diese beiden Bemer- 
kungen. 

KOROLLAR 4. Sei V C Pk5 die d yea amensionale projektive Varietiit mit ‘d’ 
dem de$nierenden Primideal 

pv = : (x1x1 - x2x3 ) x1*x, - x23, X1X32 - x22x4 , x2x42 - x2) 

C k[x, ,..., x5]. 

Sei C der Nullpunkt x1 = ‘. ’ = xr, = 0 und Y eine beliebige natiirliche Zahl. 
Dann exist&en (irreduzible) vollstiindige Durchschnitte W,. im Pk5, so daJ sich 
V und W, eigentlich in C schneiden, und es gilt: 

p(C, v W,) - i(C, v WJ = Y. 
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Beweis. Wir definieren die folgenden Varietaten W, . Sei WI mit dem 
definierenden Primideal 

Fur Y >, 2 sei W,. mit dem zugehijrigen Primideal 

pr = (x1 , A-4 ) x&l + Xjr). 

Die Beweismethoden des Satzes 1 liefern dann: 

und 

p(C, v Wl) - i(C, v W,) = 1 

p(C, v W,) - i(C, v W,) = Y, Y > 2. Q.E.D. 

Wir haben bisher nur eine irreduzible Buchsbaum-Varietat konnengelernt 
(siehe Korollar 3). Das folgende Korollar zeigt nun, dal3 man durch Pro- 
jektionen von Veroneseschen Varietaten weitere B-Varietaten erhalten 
kann. Hierzu betrachten wir im obigen Sinne die Projektion o:“,‘. Indem wir 
die Unbestimmten wieder umnumerieren (xi + xi+J erhalten wir das 
Primideal 

lng =: (xlx‘q - x2x3,x1x5 - x2x4, x2x5 - x32, 3 5 x x - x42, x12x3 - x2”) 

in K[x,, xi ,..., x5]. Dieses Primideal definiert eine 2-dimensionale Varietat 
V(w,:“:) in Pkj. 

KOROLLAR 5. V(t$‘) C Pk” ist eine Buchsbaum-Vurietiit. 

Beweis. Auf Grund der Bemerkungen nach dem Hilfssatz 2 haben wir 
zu zeigen, daB der lokale Ring O,,, von Vim Nullpunkt x x1 = **. = x5 = 0 
ein B-Ring ist. Hierzu benutzen wir Hilfssatz 2(ii). Daher ist der Beweis 
geliefert, wenn wir nachweisen, daD die (globale) Beziehung 

(3 ,a-., x5) U(wI”,‘, x2) + q&j’, x2”) c (t#, x2) 

in k[xO , x1 ,..., x5] gilt. Hierzu geben wir die folgenden Primlrzerlegungen an: 

(lug, x2) = (x2 ) x3 , x4 ) x5) n (x1 , x2 , x’32, x3x5 - xl) 

n (X12, 3c2 , "32, x4 , 4, 

dabei ist das Ideal (xi , xa , x32, x3x5 - x42) (x1 , x2 , x3 , x4)-primar. 

48113713-6 
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<&‘, Xga) = (%*P X3 9 X4 9 X5) fT (Xl”, X1X3 9 X2*, X1X4 - X*X3 I 
X1X5 - X*X4 , X*X5 - X3*, X3X5 - X4*) 

n (x,3, x1*x3 ) Xl”4 - x*x3 ) x2*, x2x4 , x32, x4*, x5) 

=: 91n q2n q3- 

Fiir die Herleitung dieser Primarzerlegungen wollen wir nur auf eine Haupt- 
schwierigkeit hinweisen; namlich, dab q2(x1 , x2 , x3 , x,)-prim& ist. Hierzu 
bemerken wir zunlchst, daB (xr2, x*2, x34, x4”) C qa C (x1 , x2 , x3 , x4). 
Daher kann qs nur die folgende Primarzerlegung besitzen: q2 = q r~ q’, 
wobei q(q , x2 , x3 , x4)-primar und q’(xr ,..., x5)-primar sind. Wenn wir 
nun zeigen, dal3 q,: x5 = q2 ist, dann ist die Primkeigenschaft von q2 nach- 
geweisen. Sei hierzuf 0.B.d.A. eine Form, die nur von x, ,..., x5 abhangt, dann 
haben wir nachzuweisen, daB aus x5 f E qs folgt, dal3 f E q2 . Mit allgemeinen 
Ansatzen fur die Formen f (module q2 gerechnet) kann man durch einen 
miihsamen Koefhzientenvergleich dann die Relation q2: x5 = q, bestgtigen. 

Diese angegebenen Primarzerlegungen liefern: 

U(& x2) = (t& x2 , x1x3) 

iY( lDg ) x2’) = (top; ) x2*, x12x4) 

(&’ ) x2) = (x12x3 ) x1x4 , x1x5 , x2 , x3*, x3x5 - x42). 

Hiermit betsatigt man die obige Beziehung, und dies liefert den Beweis. 
Q.E.D. 

Die Varietaten V, die wir bisher studiert haben, besitzen die auffallende 
Eigenschaft, daB in der Basisdarstellung ihrer definierenden Primideale 
stets eine Form zweiten Grades auftritt. Daher scheint uns ein Beispiel 
interessant zu sein, in dem dies nicht der Fall ist. Hierzu betrachten wir in 
obiger Bezeichnungsweise das Ideal n$3*4.5). Durch eine Umnumerierung 
(xi + xi+r) der Unbestimmten erhalten wir das Primideal 

&3’4.5) 
= (x:x3 - xc, x$; - x2x3*, x,x,” - x:x;, x*x: - x33j) 

in K[xs , x, ,..., x4]. Dieses Primideal definiert eine 2-dimensionale Varietlt 
V =: V(IIJ$~,~*~)) im Pk4. 

KOROLLAR 6. V C Pk4 ist keine Buchsbaum-Varietiit. 

Beweis. Wir stellen hier kurz zwei Beweismethoden zur Diskussion. 
Wir betrachten eine Primarzerlegung von 

(P v , x3) = (x1 , X2 , X3) n (X23, X3 , x42) n (xl , X2? X3 , X4*). 
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Wie im Beweis von Korollar 3 liefert der Hilfssatz 2(iii) wieder, da13 I’ keine 
B-Varietat ist. 

In dem anderen Beweis gehen wir auf die geometrische Deutung des 
Problems (P) zuriick. Hierzu betrachten wir die beiden Varietaten W und W’ 
in Pk4 mit den definierenden Primidealen pw =: (x1, x4) bzw. pw* =: 
(Xl +x4 7 3 x ). Die einzige Schnittkomponente von V n W und V n W’ ist 
der Nullpunkt x1 = **a = x4 = 0. Mit Hilfe der Relation (*) im Beweis des 
Satzes 1 ergibt sich: 

i(C, v W) = i(C, v W) = h&l,) = 7. 

Wir bemerken hierzu nur, daR man analog den in [6] angegebenen Methoden 
such die Hilbert-Funktion von pv berechnen kann: 

H(t, pJ/) = 7t - 2. 

Aus den PrimPrzerlegungen: 

(P ",%,X4) = ("1,X4 > x*3, XQ5, w32) 

und 

(P “,X1 + x4,x3) = (x3,x*3, Xl + X4,%X43, %2x42) 

folgen p(C, V W) = 9 und p(C, V R”) = 8. (Hierbei ist es niitzlich, wieder 
die Methoden aus [27], Section 1 heranzuziehen). Damit erhalten wir 

2 = p(C, v W) - i(C, v W) # p(C, v W) - i(C, v W) = 1, 
Q.E.D. 

Mit diesen Beweismethoden kann man weitere 2-dimensionale imperfekte 
Varietaten V angeben, die keine B UC s aum-Varietaten h b darstellen, z.B.: 

V C Pk4 mit dem definierenden Primideal 

(1,3.4,6) _ 
ml7 -: (+lc4 - x2x3 ) x:x3’ - x;, x,2x; - x2”x, , x1x3” - x,3x,2, 

x35 - x22x43 > 

(L3.4) _ 
ml6 -: (xIpx4 - x,3, x1x; - x:x, ) x1x; - x2x;, x2x: - x,“) 

(siehe hierzu [26], Satz 2) oder 

pa =: (x3x3 - x1x3 + x32, xo3xz - x0x13 + 3x,x,x22 + x2x33, x02x22 - x13x2 

+ x13x33 + 2x,x33 - x22x32, x0.x23 - x12x2x3 + x1x3” + x23x3 , 

xpv x32 - x24 - x34) 
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(Dal3 Pa keine B-Varietat definiert, folgt aus der Primarzerlegung 

(P A ,x2) = (X0,X2 9 x32) n (Xl", X2,X3) 

fJ (x0", X0X3 f X32, Xl21 XlX33, X2 , X34). 

pa liefert die (idealtheoretischen) definierenden Gleichungen der in [l, S. 831 
studierten Raumkurve. Insbesondere ist also pa imperfekt), oder 

(1.2.4.5.6) _ 
% - (x1x32 - x:x4 , xtxp2 - x:x3 ) x1.X; - x2x:, 

X13X3X4 - x25, x2x44 - X35) 

oder 
(1.3,4,5.6) _ 

%l - (x1x42 - x2x32, x14x4 - x2*, x12x32 
3 

- X2 X4, 

- 4 X1&3 - x22x43 > X2X45 - x36). 

Die bisherigen Beispiele (bis auf PA) entstanden alle durch Projektionen von 
Veroneseschen Varietaten. Daher wollen wir noch ein Beispiel studieren, 
das wohl nicht durch solche Projektionen entsteht. U’ir betrachten hierzu 
die von Hartshorne studierte Fliche H C Pk4 in [8, 3.4.21. Aus der dort 
angegebenen allgemeinen Nullstelle erhalten wir mit den Methoden aus [19] 
das folgende Primideal 

PH =(X,X4 - X2X3, X0X1X2 - XOX22 + X12X3,XOX2X3 - X,X2X4 + X1X329 

X x0x3x4 - xox42 + x33) in &o, Xl ,*.., xql. 

Diese F&he H besitzt nach [8] eine Singularitat im Nullpunkt und ist in 
den anderen Punkten singularitatenfrei. Fur die Untersuchung, ob H eine 
Buchsbaum-Varietat ist, kijnnen wir daher die Beweismethode des Korol- 
lars 5 benutzen. 

KOROLLAR 7. Die Hartshornesche Fkiche H C Pk4 ist eine Buchsbaum- 
Varietiit. 

Beweis. Sei A =: k[x, , x1 , x2 , x3 , xJ(~, ...., Za) mit dem maximalen 
Ideal m =: (x1 ,... , x4) A. Der Beweis ist also nach Hilfssatz 2 geliefert, wenn 
wir gezeigt haben: 

In w%f r X3) 4 + WH9 XQ2) 4C(PH, X3) A. 

Es gilt die folgende Primarzerlegung 

h-h , X3) = (X3,%X4 9 xOX2(xl - x2)a xOx2x4 9 xOX42) 

= (x0 3 Xl ) 3c3) n (x0 , x3 1 x4) n (x2 , x3 , x4) n (3 - x2 , jc, , x4) 
n (xl , x2 9 X3, XP2), 
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also U((p, , xs) A) = (+(x1 - x2), xs , x1) A; daher gilt 

WRY P 3 x “)) zu berechnen, bereitet Schwierigkeiten. Daher gehen wir wie 
folgt vor: Die minimalen Primideale von (pH , x3”) A sind wieder p1 =: 
(x2 > x3 3 x,J A und ps =: (xi - xq , x3 , x4) A. Man mu13 dann nachrechnen, 
da8 

WPlY 3 x32) 4 

= (x32, x4 > xdcz + x1x3) A n (x32, x3 - x4 , xo(xI - x2) + x1x3) A. 

Man best%@ wieder, da0 U((p, , x32) A) C (xi, xp , x3 , x42) A. Daher ergibt 
sich: 

WJ, , x32) A) C WP, , x3) A) n (x1 , x2, x3, x47 A = (pHI x3) A 
Q.E.D. 

AbschlieBend kehren wir zuriick zu dem von A. Seidenberg [21] betrach- 
teten MaB fur die Imperfektheit von Polynomidealen. Wir haben in dieser 
Note nur solche Varietaten VC Pkn studiert, fur die die Differenz der 
kohomologischen Dimension und Kodimension eins betragt. Daher geben 
wir das folgende 

PROBLEM 1. Existieren zu jeder vorgegebenen kohomologischen Dimen- 
sion und Kodimension (irreduzible) Buchsbaum-Varietaten im Pk* ? 

Eine Analyse der Beispiele in dieser Note und weiterer Beispiele liefert 
uns das: 

PROBLEM 2. Sei V C Pkn eine (irreduzible) Varietat mit dem definieren- 
den homogenen Primideal p. Sei p = (pi ,...,pJ eine Minimalbasis von p, Y 

der Maximalgrad und s der Minimalgrad der Basiselemente pi, i = l,..., t. 
Wenn Y = s + 2, ist dann V keine B-Varietat ? 

Man konnte einen Augenblick daran denken, dal3 V eine B-VarietPt ist, 
wenn Y = s + 1. Aber das Beispiel rn~~*3,4) (siehe die Beispiele nach Korol- 
lar 6) und such das Korollar 4 widerlegen dies. 

Wir wollen nun fiir unser Problem (P) mit Hilfe der lokalen Kohomologie 
eine Ringinvariante I(A) angeben, die nach [26], Satz 3 auf Buchsbaum- 
Varietaten existiert. Hierzu zeigen wir zunichst, daD die lokalen Kohomo- 
logiegruppen eines B-Ringes endlichdimensionale Vektorraume sind, also 
insbesondere endliche Lange haben. Diese Eigenschaft ist such von besonde- 
rem Interesse fur den Beweis des Hauptsatzes in [13] (siehe die Proposition A 
und Lemma 7.1.) Das Lemma 7.1 in [13] liefert eine hinreichende Bedingung 
dafiir, daB gewisse lokale Kohomologiegruppen noethersch sind. Hiervon 
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gilt aber such die Umkehrung; dies zeigt schon eine Analyse des Beweises 
von diesem Lemma 7.1. Diese notwendige und hinreichende Bedingung 
wurde such in [20] bewiesen und verallgemeinert. Wir haben also da13 

KOROLLAR 8. Sei (T, Q) ein reguliirer lokaler Ring, und sei A = T/a, 
wobei die zugehiirigen Primideale von a alle dieselbe Dimension haben. Das 
maximale Ideal m von A ist m = Q/a. Dann sind die folgenden Bedingungen 
tiquivalent 

(i) H,i(A) hat endliche Lange fiir alle i = O,..., dim(A) - 1. 

(ii) Fiir jedes Primideal p # m aus A ist der lokale Ring A, ein Cohen- 
Macaulay Ring. 

In [20] wird untersucht, in welchen Zusammenhang die Bedingungen (i) 
und (ii) stehen, wenn A kein Quotient eines regularen lokalen Ringes ist. 
Insbesondere wird dort gezeigt, da13 fiir einen beliebigen lokalen Ring A aus 
(i) die Eigenschaft (ii) folgt. Indem man zur Komplettierung von A iibergeht, 
liefern die Beweismethoden von Lemma 7.1 in [13] das folgende Korollar, 
siehe also such [20]: 

KOROLLAR 9. Sei (A, m) ein lokaler Ring. Wenn H,,,i(A) fiir all i # dim(A) 
endliche Lange besitzt, dann ist jeder Teil eines Parametersystems aus A dimen- 
sionsungemischt bis auf eine m-primare Komponente. 

Fiir den Beweis des Korollars 9 zeigt man zunachst, dal3 aus der Voraus- 
setzung die Bedingung (ii) des Korollars 8 folgt und auDerdem gilt 

ht(p) + dim A/p = dim A fur alle p E Spec(A). 

Die Behauptung des Korollars 9 ist dann klar (siehe [20], Satz 4). 
Fiir unsere Problematik beniitigen wir mehr Struktur fiir die lokalen 

Kohomologiegruppen. Wir beweisen hierzu den 

HILFSSATZ 3. Se-i (A, m) ein Buchsbaum-Ring der Dimension d > 0. Dann 
ist 

m Hmi(A) = 0 fur alle i = O,..., d - 1, 

d.h. diese lokalen Kohomologiegruppen H,,,i(A) von A mit dens Trtiger m sind 
endlichdimensionale Vektorriiume iiber A/m. 

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall i = 0. Wir wahlen ein Element 
a E m, das Teil eines Parametersystems ist. Fiir geniigend groBes n gilt dann 

nt H,O(A) = m(0: mn) = m(0: an) = m(0: m) = 0. 
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Wir benutzen jetzt Induktion nach d. Fiir d = 1 ist nichts mehr zu zeigen. 
Sei d > 1 und ebenfalls codh(A) > 1. Dann betrachten wir ein Element 
b em, das Teil einer Primsequenz ist. Fur jede natiirliche Zahl n haben wir 
die folgende exakte Sequenz: 

O-AZ:-A/b”+O, 

die die lange exakte Sequenz induziert: 

0 + &“(A/bn) + &l(A) 2 f&l(A) -+ H,,,l(A/bn) 

-+ Hm2(A) -+ H,,,2(A) --f ... 

Daher erhalten wir fur jedes i die Epimorphismen: 

Hmi(A/bn) - 0: b”. 
H$*(A) 

Da dim(A/b”) = dim(A) - 1 ist, gilt nach Induktionsvoraussetzung 
m H,,,i(A/b”) = 0 fiir alle i = O,..., d - 2. Wegen des Epimorphismus 
haben wir dann such m [O:H;l(Ajbn] = 0 fur alle i = O,..., d - 2. Daher gilt 
fiir jedes i = l,..., d - 1: 

0 = (j m [0: H,,icAbbn] = nt i=j (0: HmitAjbn) = m H;(A); 
Tl=l ?Z=l 

siehe zur letzten Gleichung z.B. D. Kirby [14, Prop. 51. Da codh(A) > 0 
vorausgesetzt war, ist &O(A) = 0 (siehe z.B. [15, Prop. 2.1]), und die 
Behauptung ist in diesem Fall bewiesen. Sei nun codh(A) = 0. Allgemein ist 
fur Buchsbaum-Ringe A und geniigend grol3es n: 

&O(A) = (0: my = U(O), 

siehe [26, Kor. 1.41. Daher ist nach [25, Kor. 131, A’ =: A/U(O) ein B-Ring. 
Ferner gilt, dal3 codh(A’) 3 1 ist. Damit ist m H,,,i(A’) = 0 fur alle 
i = I,..., d - 1. 

Da H,O(A) ein artinscher A-Modul ist (siehe z.B. [15, Prop. 2.1]), gilt 
H,,,i(HmO(A)) = 0 fur alle i > 1. Daher folgt aus der exakten Sequenz: 

die Isomorphie &i(A) E Hmi(A’) fiir alle i > 1. Damit hat man nach dem 
ersten Teil des Beweises 

m Hmi(A) = nt IY&,,~(A’) = 0 fiir alle i = l,..., d - 1, Q.E.D. 



462 RENSCHUCH, STiiCKRAD AND VOGEL 

Bemerkungm. 

(1) Die Umkehrung von Hilfssatz 3 gilt nicht. Hierzu betrachten wir 
in K[xi , x2 , x3 , x4] das Ideal 

und bilden den lokalen Ring 

mit dem maximalen Ideal tn. 
Nach den Beispielen aus [25], Section 4 folgt: A ist kein B-Ring, aber 

rZ/ U(0) ist ein B-Ring. Ferner rechnet man nach, dal3 m U(0) = (0) in A gilt; 
also 

ltt H,O(L4) = m (0: ?lP) cm U(0) = (0). 

Aus der exakten Sequenz 

O-+ L7(0)-+-4+A/U(O)+O 

und ttt U(0) = (0) folgt 

f&,+4) cx f&nl(AI U(O)). 

Nach Hilfssatz 3 ist H,,,l(A/U(O)) ein endlichdimensionaler Vektorraum. 
Damit sind die lokalen Kohomologiegruppen IYT,,,~(A), i = 0, 1, von A 
endlichdimensionale Vektorraume, aber A ist kein B-ring. Diese Bemerkung 
liefert uns das: 

PROBLEM 3. Existiert eine rein kohomologische Charakterisierung der 
B-Ringe ? 

(2) Der Hilfssatz 3 und Korollar 8 liefern eine brauchbare notwendige 
Bedingung dafiir, wann eine algebraische, projektive Varietat V C Pfin eine 
Buchsbaum-Varietat ist, namlich: Sei W eine beliebige Untervarietlt von V 
mit einer Dimension 21. Wenn k’ eine Buchsbaum-Varietlt ist, dann sind 
die lokalen Ringe von V in W Cohen-Macaulay Ringe. (Siehe hierzu 
such [26, Korollar 1.41). Dies bedeutet, dal3 eine B-Varietat hijchstens 
singulare Punkte besitzen kann, die nicht notwendig Cohen-Macaulay 
Punkte zu sein brauchen. Diese Bemerkung zeigt erneut, dal3 die VarietPt V, 
die wir im Korollar 4 studiert haben, keine B-Varietat ist. In diesem Rahmen 
ist also such von Interesse, ob Untervarietaten arithmetisch Cohen-Macaulay 
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Varietaten sind, siehe hierzu z.B. [13, Section 141 und die dort zitierte 
Literatur. 

Mit dem Hilfssatz 3 kijnnen wir nun die Ringinvariante fur B-Ringe 
angeben. 

SATZ 2. Sei (A, in) ein d-ditnensionaler (d > 1) Buchsbaum-Ring. Fiir 
jedes Parameterideal q van A gilt 

mit 

Wq) - eo(q, -4) = W 

I(A) = z (” i ‘) dim,&H,,,i(A)). 

(e,(q, A) sei die Multiplizitiit van q in A.) 

Beweis. Wir fiihren Induktion nach d. Nach Hilfssatz 3 k&men wir in 
I(A) such die Lange von H,<(A) als A-Modul nehmen. Fur d = 1 gilt 
nach [25, Prop. 121: 

V) = W(O)), also I(A) = Z(H,,,O(A)). 

Sei d > 2. Wir setzen wieder A’ =: A/U(O), und wir wahlen ein Element 
a E nt, das Teil einer Primsequenz in A’ bildet. Wir betrachten die exakte 
Sequenz 0 + A’ -% -4’ + A’/(a) ---f 0. Wir bemerken, dal3 nach [25, Prop. 121 
A’ ein B-Ring ist und daher ist nach Hilfssatz 3 m II,,,” = 0, also ins- 
besondere a H,,,i(A’) = 0 fiir alle i = O,..., dim(A) - 1. Daher induziert 
die obige exakte Sequenz die folgenden exakten Sequenzen 

0 + H,,i(A’) + H,,,“(A’/(a)) + HF(A’) --t 0 

fiir all i = O,..., d - 2. Fur den Induktionsbeweis bemerken wir noch, dal3 
I(A’) = I(A’/(a)) und nach [25, Prop. 121 gilt: 

I(A) = I(A’) + I(IY&,~(A)) = Z(ff,O(A)) + I(A’/(a)). 

Daher folgt nach Induktionsvoraussetzung 

I(A) = W,O(A)) + x (” y ‘) Wmi(A’/(a)) 
= Z@&‘(A)) + z; (” ; ‘) [l(&,,‘(A’) + W~I+~(A’NI~ 
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nach den obigen exakten Sequenzen 

= Z(H,O(A)) + y [(f 7 f) + (” ; ‘)] w?t”(4) 
i=l 

= Z(H,O(A)) + y (” f ‘) Z(H,i(A’)) 
i=l 

vgl. hierzu den letzten Beweisschritt in Hilfssatz 3 

= z (” ; ‘) w?Ii(4. Q.E.D. 

In [3] wurde vermutet, dal3 stets I(A) existiert und 

I(A) = dim(A) - codh(d). 

Indiesem Zusammenhang liefert der Satz 2 das 

KOROLLAR 10. Sei (A, m) ein B-Ring mit 0 < t =: codh(A) < 
dim(A) =: d. Es gilt I(A) = dim(A) - codh(d) genau dann, wenn 

(i) codh(A) = dim(A) - 1 und Hi-l(A) z A/m, oder 

(ii) codh(d) = 1, H,,,$4) = 0 fiir aZZe i = 2,..., d - 1 und 
H,l(A) z A/m. 

Beweis. Da (“;‘) - (d - t) > 0 ist, gilt nach Satz 2 

I(A) 3 (d - t) WW,,)). 

Das Gleichheitszeichen steht hier genau dann, wenn codh(A) = dim(A) - 1 
oder codh(A) = 1 und H,“(A) = 0 fiir alle i = 2,..., d - 2. 

Beachtet man nun noch, da13 I(A) > (d - t) Z(H,,t(A)) > (d - t) gilt, 
dann ergibt sich die Behauptung. Q.E.D. 

Kennt man von einem B-Ring die Invariante, so erhalt man durch das 
Korollar 10 Informationen iiber die lokalen Kohomologiegruppen. Sei z.B. A 
der lokale Ring der V, (siehe Korollar 3) im Nullpunkt X, = ... = xq = 0. 
Dann liefert das Korollar 10, da nach Satz 1 I(A) = 1 ist: 

f&O(A) = 0 und H,1(A) gg A/m. 
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Im Hinblick auf die in dieser Note studierten Beispiele geben wir noch das 
Korollar 11, das such fur den Beweis des Satzes 3 beniitigt wird. 

KOROLLAR 11. Sei (A, in) ein d-dimensionaler (d 3 1) lokaler Ring 
mit codh(A) = d - 1. A ist genau dann ein Bucksbaum-Ring, menn 
m Hgl(A) = 0 ist. Die Inwariante ist dann I(A) = Z(H,$-‘(A)). 

Beweis. Der Wert der Invariante ergibt sich nach Satz 2. Wir fiihren 
Induktion nach d. Fiir d = 1 folgt die Behauptung aus dem [25, Satz 5(ii)]. 
Sei d > 2. Dann existiert ein Element a em, das Teil einer Primsequenz in 
A ist. 

Fur jede natiirliche Zahl n haben wir die exakte Sequenz: 

a” 
0 --+ A ---f A -+ Ai -+ 0. 

Da (a”) Elmi Cm Elmi = fiir alle i = O,..., d - 1 erhalten wir hieraus: 

0 --t H,,,i(A) -+ H,i(A/(an)) + Hzl(A) --f 0 

fur alle i = O,..., d - 2.Da nach Voraussetzung Hk2(A) = 0 ist (siehe 
z.B. [15, Prop. 2.1]), folgt also 

Damit ist such m Hg2(A/(an)) = 0. Zusammen mit der Bemerkung, da13 
codh(A/(a”)) = dim(A/(a”)) - 1 ist, folgt aus der Induktionsvoraussetzung, 
dal3 A/(a”) ein B-Ring ist. Daher gibt es Elemente a, ,..., adpI , so da0 fiir 
jedes System von natiirlichen Zahlen It, ni ,..., rid-i gilt: 

tn [(an, a:,..., a::;‘): ayi] C (an, a?,..., a?;l) 

fur all i = I,..., d - 1 und m (0: an) = (0) in A. 
Hieraus folgt nach [26, Korollar 1.41, daD das Nullideal in A bis auf eine 

m-primare Komponente ungemischt ist. Da in diesem Induktionsbeweis 
codh(A) >, 1 ist, mu8 das Kullideal ungemischt sein. Sei nun b, ,..., b, ein 
beliebiges Parametersystem aus A. Dann gilt (0): b, = (0) in A. Daher folgt 
wieder, daB A/(b,) ein B-Ring ist. Daher bilden b, ,..., b, in A&b,) eine 
schwache Primsequenz. Zusammen mit m ((0): b,) = (0) folgt hieraus, dal3 
b, , b, ,..., b, eine schwache Primsequenz bilden. Kach [25, Satz 51 folgt dann 
die Behauptung. 

Die Umkehrung ergibt sich aus dem Satz 2. Q.E.D. 

Die Beispiele in dieser Note und das Korollar 11 liefern 2-dimensionale 
lokale Ringe A, fiir die H,,,l(A) endlichdimensionale Vektorraume sind. Urn 
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weitere Beispiele fur Buchsbaum-Ringe geben zu kiinnen, beweisen wir 
zunachst den Satz 3, der das Korollar 11 verallgemeinert. 

SATZ 3. Sei (A, m) ein d-dimensionaler (d > 2) lokaler Ring, so day die 
lokalen Kohonwlogiegruppa H,,,i(A) = 0 fiir alle i # 1, d. Die folgenden 
Bedingungen sind dann iiquivalent 

(i) H,,,l(A) ist ein endlichdimensionalw Vektorraum, d.k. m H,,,l(A) = 0. 

(ii) A ist ein Buchsbaum-Ring. 

Wenn H,,,l(A) # 0, dann ist A kein Cohen-Macaulay Ring, und es ist 
codh(A) = 1. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 folgt aus (ii) die Bedingung (i). Fur die Umkeh- 
rung sei zunachst d = 2. Dann folgt die Behauptung aus Korollar 11. Sei 
d > 3. Im folgenden Hilfssatz 4, (i) werden wir zeigen, dal3 unter den Voraus- 
setzungen des Satzes 3 (d > 3) gilt m H,,O(A/(a, ,..., a,)) = 0 fiir alle 
i=l ,***I d - 1 und fur jeden Teil a, ,..., ai eines beliebigen Para- 
metersystems von A. Hieraus folgt dann fiir geniigend grol3es n mit 
A’ =: A/(a, ,..., a,): 

tit H,,,O(A/(a, ,..., a,)) = in (0: .,rnn) = 0, 

also 0: mn = 0: m, d.h. in A gilt (a, ,..., ai): mn = (a1 ,..., ai): m. Nach 
Korollar 9 ist aber (a, ,..., aJ bis auf eine m-primare Komponente ungemischt. 
Daher gilt 

nt U(a, ,..., ai) L (a, ,.,., ai). 

Nach [25, Satz 5(ii)] folgt dann die Behauptung. 

Fur den Beweis des Satzes 3 bleibt also noch zu zeigen 

Q.E.D. 

HILF~SATZ 4. Tinter den Voraussetzungen des Satzes 3 gilt: Fiir jedes 
Parametersystem a, ,..., ad, d > 3, sind 

(i) m H,,,“(AI(al ,-.-, ai)) = 0 fiir alle i = l,..., d - 1, 

(ii) H,I(A) E H,l(A/(al ,..., a,): m) fiir alZe i = l,..., d - 2, 

(iii) H,,,i(A/(al ,..., a,):m)=Ofiir alle i#l, d-i. 

Beueis. Wir fiihren Induktion nach i. Sei i = 1. Die exakte Sequenz 

0 --f A 4 A -+ Ai --t 0 

liefert die exakte Kohomologiesequenz 

0 + H,,,O(A/a,) -+ Hml(A) -% H,,,l(A) -+ H,,,l(A/al) -+ 0 



PROBLEM DER SCHNITTHEORIE 467 

und H,,,i(A/(a,)) = 0 fur alle i = 2,..., d - 2. Da a, . H,,‘(A) Cm H,,,l(A) = 0 
ist, gilt H,O(A/a,) g H,l(A), H,,,‘(A/(a,):-m) E H,,l(A/(al)) g H,,,l(A) und 
H,,,i(A/(a,): m) z H,,,i(A/(u,)) = 0 fiir alle i = 2,..., d - 2. Wegen 
m H,,r(A) s m H,,,O(A/u,) = 0 ist fur geniigend grol3es n aul3erdem 

hieraus folgt 

(al): mn = (ai): m; 

0 = (ul):m~+l~(ul):mn = O:a:(.,):m mn = H,O(A/(a,):m). 

Fur i = K - 1 sei alles gezeigt, und k < d - 2. Sei A’ =: A/(u, ,..., ukJ: m. 
Die exakte Sequenz 

0 -+ A’ 2 A’ + A’,@,) A’ --+ 0 

induziert die exakte Sequenz 

0 -+ H,O(A’,@,) A’) -+ H,l(A’) + &:(A’) -+ Hml(A’,+zk) A’) + 0, 

da wegen dim(A’) = d - K + 1 3 3 die Induktionsvoraussetzung 
H,,,2(A’) = 0 liefert. Da aul3erdem 

a, &,,‘(A’) C m H,l(A’) g m f&l(A) = 0 

ist, gilt 

H,O(A’/(a,) A’) zx H,,I(A’) cz fL1(A), 

H,,l(A’/(u,) A’) E H,,,l(A’) g H,,:(A) 

und 

H,i(A’/(u,) A’) = 0 fur alle i = 2,..., d - k - 1. 

Sei A” =: A/(u, ,..., u,):m. Da der A-Modul 

(a, ,***, 4 : Ma1 ,..., ubl): m + (uk) 

die Krull-Dimension Null besitzt, ergeben sich aus einer langen (lokalen) 
Kohomologiesequenz dies Isomorphien: 

H,,,l(A”) gg H,,,‘(A’/(u,) A’) s E&l(A) 

und 

H,“(A”) z H,,,i(A’/(u,) A’) = 0 fiir alle i = 2,..., d - k - 1. 

Wir zeigen nun, da0 m H,O(A/(u, ,..., Us)) = 0 ist. Hieraus folgt dann wie 
beim Induktionsanfang fIrno = Hmo(A/(u, ,..., al,): m) = 0. Urn dies zu 
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beweisen, betrachten wir den durch a,: nt L ((al ,..., ak-l): m + (+)): ml” und 
Uk c (a, ,..., a,-,): m + (uJ induzierten natiirlichen Homomorphismus 

p (al,): m/(u,) + ((al ,..., a,_,): in + (Us)): m”/(ul ,..., u~,_~): m + (uk). 

Wir bemerken, daD der Induktionsbeweis aul3erdem noch liefert, da8 v 
fiir jede natiirliche Zahl n das folgende Diagram kommutativ macht: 

Hml(A) Fz HmV’) 
!iZ Ii? 

H,,,O(A/(u,) A) : H,“(A’/+z,) A’), 

d.h. q ist ein Isomorphismus. Damit ist 

0 = Koker(v) = ((al ,..., a,_,): m + (uJ): mn/(ul ,..., a&: m + (ah.): m. 

Daher folgt fiir geniigend grol3es 12: 

m H,,,“(AI(~l ,-.., 4) 
= (a, )...) G) + m ((al ,-.., 4: Wk ,..., 4 

c (a, ,..., al,> + m (((al ,..., Q-~): m + (uk)): m”)/(ul ,..., uP) 

= (a, ,..-, 4 + m ((al ,..., CL,): m + (al,): m)/(ul ,..., uk) 

= 0. 

Fiir den Induktionsbeweis war K < d - 2 vorausgesetzt. Der letzte SchluD 
fiir m H,,,O(A/u, ,..., uB)) = 0 ist aber such noch fiir k = d - 1 miiglich, 
d.h. est gilt 

m H,O(A/(u, ,..., q)) = 0 fiir alle i = l,..., d - 1. Q.E.D. 

Der Satz 3 liefert uns ein weiteres Kriterium, wann ein lokaler Ring ein 
B-Ring ist. Insbesondere besitzt dieses Kriterium gute Anwendungen fiir die 
Vereinigung von Cohen-Macaulay Varietlten. Der Durchschnitt a n b von 
zwei perfekten Idealen a, b ist namlich im allgemeinen kein perfektes Ideal. 
Notwendige und hinreichende Bedingungen hierfiir tindet man z.B. in 
[12, Section 31. Wenn a ein vollstgndiger Durchschnitt ist, dann kann man 
nach [2, Theorem 2.11 unter gewissen Voraussetzungen stets erreichen, dal3 
in a n b das Ideal b perfekt ist. Fiir unsere Problematik interessieren aber 
Buchsbaum-Strukturen, hierzu geben wir das 

KOROLLAR 12. Sei (A, m) ein d-dimension&r (d > 2) lokuler Ring. Dus 
Nullideal (0) in A sei Durchschnitt von ravei Ideulen (0) = a n b, so duj3 A/a 
und A/b d-dimensionale Cohen-Mucuuluy Ringa sind und dim A/(a, b) = 0. 
Die folgenden Bedingungen sind dunn Zquivulent 
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(i) m = (a, b), 

(ii) A ist ein Bucksbaum-Ring. 

Beweis. Wir betrachten die beiden exakten Sequenzen 

und 
O+a+A+A/a--+O 

0 + a + A/b - Al(a, 6) - 0, 

webei die letzte Sequenz aus dem noetherschen Isomorphiesatz folgt. Da 
A/a und A/b d-dimensionale Cohen-Macaulay Ringe sind, folgen: 

Hmi(A) g H,,,i(a) fiir alle i = I,..., d - 1 

und 

H,,,‘(a) = H&‘(A/(a, b)) fiir alle i = l,..., d - 1. 

Daher ist Hmi(A) z H,i(a) = Hkl(A/(a, 6)) = 0, da dim A&a, b) = 0, fur 
alle i = 2,..., d - 1, und trivialer Weise H,O(A) = 0. Damit sind die 
generellen Voraussetzungen von Satz 3 erftillt. Fiir i = 1 haben wir noch 

f&,‘(A) E H,,,‘(a) z H,,,O(A/(a, 6)). 

Daher ist nach Satz 3 A ein B-Ring genau dann, wenn 0 = m H,O(A/(a, b)) = 
m (A/(a, b)) ist (siehe hierzu z.B. [14, Prop. 5]), und dies ist mit der Bedin- 
gung (i) Iquivalent. Q.E.D. 

BEISPIEL. Das Korollar 12 zeigt sofort, da13 der lokale Ring 

ein Buchsbaum-Ring ist. Fiir d = 2 wurde bisher dies direkt (wie in [25, 
Section 41) oder mit Hilfe von Hilfssatz 2 bestatigt. Beide Wege waren mit 
unbequemen Rechnungen verbunden. 

Bemerkungen. 

(1) Mit diesen Betrachtungen und Proposition 16 aus [25] kijnnen wir 
fiir eine beliebige Dimension B-Ringe mit der homologischen Kodimension 0 
oder 1 angeben. Nach Hilfssatz 3 existieren also beliebig viele lokale Ringe 
der homologischen Kodimension 0 oder 1, so dal3 die lokalen Kohomologie- 
gruppen (das maximale Ideal als Trager) endlichdimensionale Vektorriiume 
sind, die nach einer Bemerkung in [9, S. 4121 sehr selten vorkommen sollen. 

(2) Das Beispiel zu Korollar 12 liefert folgendes: Das Ideal a =: 
(x0 9 Xl ,**-, x& n (xd ,..., xa& C K[x, ,..., xZd-r] ist imperfekt, und fiir jede 
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zu a relativ prime Form F, a: F = a, besitzt das Ideal (a, F) eine triviale 
Komponente und ist sonst ungemischt (fiir d = 2 siehe hierzu [5], 153). 
Fiir jedes Element fry -4 mit dim Al(f) = dim(A) - 1 ist A’ =: A/(f) 
wieder ein Buchsbaum-Ring mit codh(A’) = 0, aber A’/iY(O) ist kein Cohen- 
Macaulay Ring (siehe in diesem Zusammenhang such die Prop. 12 und 15 
in [25]). 

(3) Wir kehren nun noch einmal zu dem Mal3 von Seidenberg [21] 
fur die Imperfektheit zurtick. Wir haben in dieser h:ote mehrere imperfekte 
Primideale kennengelernt, fiir die dieses MaD den Wert eins liefert. Die 
letzten Ergebnisse, die wir mit Hilfe der lokalen Kohomologie gewonnen 
haben, zeigen erneut, daD dieses MaB von A. Seidenberg zu grob ist. Diese 
Primideale definieren nimlich (projektive) Varietaten (V, 0,), so da8 die 
lokalen Kohomologiegruppen von den Halmen Ov,x in Punkten N E V 
unterschiedliche Struktureigenschaften besitzen; denn wir kiinnen nach den 
bisherigen Beispielen und Resultaten die folgenden Unterschiede feststellen: 
Diese lokalen Kohomologiegruppen sind 

(al) nicht noethersch (siehe die Korollare 8 und 4), 

(aa) noethersch (siehe das Korollar 8 und die Beispiele nach Korol- 
lar 6), 

(as) endlichdimensionale Vektorraume (siehe Hilfssatz 3). 

In diesem Fall (as) kijnnten wir noch einmal hinsichtlich der Dimension der 
Vektorraume unterscheiden, siehe hierzu z.B. das Korollar 10 und den Satz 3. 

Note added in proof. Siehe such d’ f 1 ie o gende Arbeit: J. Sttickrad and W. Vogel, 
Toward a theory of Buchsbaum singularities, Preprint, University of Halle, 1975. 
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