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Résumé. Cet article a pour objet I'étude d’une construction associant a toute droite de pente p. 4
(p et q premiers entre eux et g < n) un mot de longueur n sur I'alphabet {0, 1}. Nous moatrsns
que nous obtenons par cette construction le langage constitué de tous les facteurs des suites de
Sturm. Nous formulons. aprés avoir obtenu une équation tonctionnelle dont la solution est la
série génératrice de ce langage, une conjecture reliant cette série génératrice 2 la fonction d’Euler.

Abstract. In this paper, we study a construction which connects to each line with slope p/q (such
that ged(p,q)=1 and g<n) a word of length n over the alphabet {0, 1}. We show that this
construction yields the language of all the factors of the sturmian sequences. We first obtain a
functional equation whose solution is the generating function of this language, and then we give
a conjecture relating this generating function to the Euler function.

Etant donné un entier n =2, nous considérons ’ensemble des entiers p, g et r
vérifiant les trois conditions

(a) O<p<g<n,

(b) 0<i-<g=n,

(c) (p,q)=1 Cest a dire les entiers p et g sont premiers entic eux.

Nous étudions alors le mot f=f,f>...f, écrit sur 'alphabet {5, 1} et défini par

_[pitr _[p(i—1)+r]
=2

pour toui 1= i< n, [x] désignant la partie entiére du rationnel x.
Le mot f ainsi obtenu est le mot associé a la droite d’équation

y= p X +—r.
9 49
Notre but est d’étudier le langage formé par ’ensemble des mots de longueur n
associés a ces droites dans lesquelles p, g et r vérifient les conditions a, b et c. Les
motivations de cette étude sont de nature arithmétique et Cohen [5] nous a signalé
qu’il serait intéressant de dénombrer ces mots.
Cetie construction associant A une droite un mot est classique et apparait réguliére-
ment dans la littérature sous diverses formes.
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Ll a été€ considérée pour la premiére fois. semble-t-il. par I’asironome Johan
Bernoulli (1772) qui voulait calculer la suite de nombres [mé£+3] pour toutes les
valeurs entiéres de m connaissani ie déveioppemeni en fraciion coniinue du nombre
irrationnel & et en utilisant seulement ’epération d’addition (voir [29]).

Le plus souvent, les auteurs de ces travaux se placent dans le cas de droites a
pente irrationnelle qu’ils codent par des mots infinis. On pourra se référer pour cela
aux travaux dans [14, 4, 18] pour le 19°™ siécle et aux articles dans {6, 9, 10, 11,
15, 16, 19, 12, 13] pour le 20*™,

Les mots infinis ainsi obtenus portent des noms trés variés tels que caractéristique
du nombre irrationnel & suite de Beatty, suite de Sturm, suite de Bernoulli, suite
“two-distance”, suite linéaire et, dans un cas particulier, suite musicale [8, 17].

Ils interviennent aussi dans de nombreux domaines comme la géométrie hyper-
bolique, I'approximation Diophantienne et les équations Diophantiennes (on pourra
consulter I'article de Series pour plus de développements) et méme le pavage du
pian ou le calcul des cycles lunaires (voir [8, 17]).

Coven et Hedlund [6] ont montré que les suites de Sturm codant les droites a
pente irrationnelle passant par I’origine (il s’agit dans ce cas d’'un codage) sont les
mots infinis non périodiques dont tout facteur de longueur finie f vérific la condition
(C) suivante.

pour toute factorisation f = fiuf>vf; ou u et v sont de néme
(C) longueur, les nombres de lettres 1 dans u et dans v difiérent au
plus d’une unité.

Nous montrons que I'ensemble des mots de longueur » consiruvits (il ne s’agit
plus ici d’'un codage) a partir des droites “rationnelles” y=(p/q)x+{r/g) ou p. q
et r vérifient les conditions a, b et ¢ est exactement i’ensemble des facteurs de
longueur n des suites de Sturm.

De plus, Ia démonstration que nous donnons est constructive puisqu’elle permet
dc ictrouver, a partir d’un facteur de longueur # d’une suite de Sturm, une diviie

“rationnelle” donnant ce mot.

Remarquons que nous n’obtiendrions pas tous ces facteurs si nous avions con-
sidéré une autre famille de droites, comme par exemple les droites 2 pente rationnelle
passant par l'origine (r=90). Par contre, on pourrait montrer que dans ce cas cette
constructicn est un codage.

Ensuite, nous évoquons les liens entre les mots obtenus a partir de ces droites,
les développements en fraction continue et les morphismes itérés.

Nous nous intéressons également aux propriétés algébriques de ce langage D
constitué par I’ensemble des facteurs finis des suites de Sturm. Nous établissons la
non algébricité de ce langage et nous montrons que son complémentaire est algé-
brique, résultat analogue a un théoréme de Berstel sur les morphismes itérés [31.
Par contre, la question de I'ambiguité du langage complémentaire reste ouverte.
Nous montrons que ce probléme est trés proche d’une conjecture daus [1] et de
problemes d’ambiguité de langages algébriques résolus dans [7].
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Enfin, nous obtenons une équation fonctionnelle dont est solution la série
génératrice des mots du langage D. Cette équation fonctionnelle ne permet hélas
pas d’énumérer ies mots de longueur n de D. Nous conjecturons que ce nombre
de mots est donné par

n

—1+ 3 (n=i+De(i),

dans laquelle ¢ est la fonction d'Euler ¢(p)={m|m <p et (m, p)=1}.
L’exactitude de cette conjecture permettrait alors de confirmer I'ambiguiié¢ du
langage complémentaire du langage D.

1. Un langage défini par ‘“‘codage” de droites

Considérons, pour tout entier n=2, I’ensemble A(n) constitué par les droites
Jd’équation y = 8(x) ol

6(x)=-§-.x+§, les entiers p, g et r vérifiant
(D)) 0<p<ags<n, ¢ (1)

(D.) 0sr<gsn,
(D;) (p,q)=1 (p et q sont premiers entre eux). )

Par une construction analogue a celle considérée dans [16] pour les droites de
pente irrationnelie, nous allons associer a chaque droite y=4(x) un mot sur
I’alphabet X = {0, 1}.

Soier: 4cuc un entier n =2 et y = 8(x) une droite appartenant & A(n). Considérons
I’application ¥ z<sociant a cette droite le mot ¥ (8)=f=/f/... f» de longueur n
(f; € X) défim visuellement de la maniére suivante:

pour tout k, 1< k=< n, I, désignant I'intervalle Jk—1, k], si & ]
cuupe une droite d’équation y = ¢ (ceN) sur la bande verticale
ayant pour projection I,

alors f, =1, sinon f; =90. ),

s~

(2)

Plus formellement, les lettres fi di mot W(8)=f.f,...f, vérifient
Sfe=[8(k)1-[8(k—-1)]
ou [x] désigne la partie entiere du nombre x.
Exemple 1.1. La Figure 1 donne un exemple de “codage™ pour n= 10 et la droite
appartenant a A(10) d’équation y = 6(x) ou
S(x)=3x+3.

On obtient pour cette droite y = 6(x) le mot Y (8)=1000100100.
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Remarque 1.2. L’application ¥ ne définit pas un codage de ces droites. En effet ¥
n’est pas injective. Par exemple, pour n =3, considérons ies droites d’équations

8(x)=1x et A(x)=lx+1.

Ces deux droites appartiennent a A(3) et vérifient ¥(8)= ¥(A)=010.

Dans la suite de cet exposé, nous allons nous intéresser au langage constitué de
tous les mots ¥ (8) obtenus a partir des droites y = 8(x) appartenant aux ensembles
4(n), langage que nous caractériserons dans les paragraphes suivants.

Considérons donc le langage D défini par

D ={fe X*|il existe une droite 8 appartenant

a A(n) ou n=|f| telle que ¥(8)=rf}. (3)

Dans cette définition, | f| désigne la longueur du mot f {c’est & dire son nombre de
lettres).

2. Une premiére propriété du langage D

Considérons le morphisme @ de X* sur lui méme défini par

P(0) =1, P(1)=0.

donnant une interprétation de @ sur les droites.
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Proposition 2.1. Si fc D alois @(fc D.

Preuve. Soient fe D et n=|f| sa lorgueur. Alors, il existe une droite appartenant
a A(n) d’équation y=6(x) ou 8(x)=(p/q)x+(r/q), et telle que ¥(6)=f Con-
sidérons alors la droite d’équation y = A(x) ol

Q_Px_'_‘I"’"‘l.
q q

Clairement, cette droite appartient a A(n) car, comme p et g sont premiers entre

e B H alrf

eux, il en est de m€me pour g—p ei ¢q. Soit g = ¥{(A). Nous allons montrer que
g=P(f). Or

— —_ ._.l —_
A(x)=q px+q 4 =x—-(£x+£)+q——l. (4)
q q q

Soit maintenant keN, 0<<k<n et posons 8(k)=s+(t/q) ou s,teN et 0st<gq.
Ainsi s =[8(k)}. Nous avons alors 8(k+1)=s+((t+»)/q) et, d’aprés (4),

Alx)=

—fr=1 —t-p-
q +2q 4 1'

Ak)=k-—s+ et Ak+1)=k-—s

Examinons alors les deux cas poscibles pouvant se présenter pour la (k +1)ieme
lettre f;., du mot f= ¥(8).

Cas 1: fi,, =0 c’est a dire, sur la bande verticale ayant pour projection jk, k+1],
la droite y = 8(x) ne coupe aucune droite d’équation y =c (ceN). Ainsi

Ji1=0 © 0=st<t+p<q.
Alors
t+p<qg = 0<sq-t-p—-1 = qs2q—-t—-p—1,

t<q > 0sqg-i—-1i<gq

Nous déduisons alors de ces deux inégalités que la droite y = A(x) coupe la droite
d’équation y = k — s+ 1 pour x appartenant a I'intervalle }k, k+1],etdonc gx,, = 1=

& (farr)-

Cas 2: fi+,=1 C'est a dire, pour x appartenant a l'intervalle ]k, k+1], la droite
d’équation y = §(x) coupe la droite y =5+ 1. Ainsi

fisi=1 © 0=st<g=t+p
Alors

gst+p = g—t-p<0=>2¢q-t-p—1<qg,

<
-

I<g = 0<sqg-t-1<q
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De ces deux derniéres inégalités, nous déduisons que la droite d’éaquation y = A(x)
ne coupe aucune droite y = ¢ (c€N) pour tout x appartenant a P'intervalle ]k, k +1],
et donc gisy =0=P(fir1).

De ces deux cas, nous déduisons la propriété annoncée, a savoir la droiie
d’équation

- j—r—1
ol SO s

q q

;,, \

donne par ¥ le “mot opposé
(p/q)x+(r/q). 1O

celui obtenu pour la droite d’équation y=

10 et la droiie appartenant a A(10) d’equatlon y=8(x) ou
(8) =0111011011. La droite d’équation y =3%x +3 admet alors

3. Caractérisation du langage D

Dans ce paragraphe, nous donnons une caractérisation des mots du langage D
en montrant que ce sont les mots de X* dont tout couple de facteuss de méme
longucur vérifient une condition simpie sur le nombre de lettres 1 qu’iis contiennent.

Soit f un mot de X*. Comme on désigne far |f] 1a longueur du mot £, on note
|fl« 1e nombre d’occurrences de la lettre x dans le mot f.

Exprimons maintenant cette condition. Soit f€ X*. Nous dirons que le mot f

vérifie la condition () si et seulement si

©) {pour toute factorisation f = f,uf,uf; ot |u|=|v|,
ona-1<|u|,—|v],s1.

Considérons maintenant le langage L constitué de tous les mots autres que 0™ et
™ (m=0) et satisfaisant cette condition (C), c’est a dire

L={fe X*|f vérifie (C)N{0", 1" |m =0} (5)
Theoréme 3.1. Les langages D et L sont égaux.

Nous démontrerons ce théoréme en montrant la double inclusion de ces langages.
Pour montrer aue D < L, nous uiiliseroiis le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit f un mot de D tel que f = ugv avec |g|=n et |g|,=m. Alors, toute

droite y = 8(x) appartenant a A(|f|), telle que ¥ (8) =, a une pente a vérifiant

m-—1 m+1
<< ——, (6)
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Preuve. Soit fe D ol f = ugv avec |g|=n et|g|, = m < n. Alors, d’aprés la définition
de ¥, toute droite y = J(x) appartenant a A(|f)), telle que ¥ (8) = f, vérifie
(8lu|+n)—-S(ul)<m+1.

En effet, si cela n’était pas, nous aurions |gl, = m+ 1. Ainsi, ia pente a de la droite
y = 8(x) vérifie a <(m+1)/n. Pour des raisons analogues, nous avons

S(Jul+n)=58(u))>m-1.

Et la pente a de la droite y = 8(x) vérifie alors a>(m—1)/n. O
Lemme 3.3. Le langage D est inclus dans le langage L.

Preuve. Soit f un mot de D tel que | f| = n et soit une factorisation de f en f = fuf>uf;
ou
gq=lul=[ol, |uli=p, |oli=ps.

Soit y = 8(x) la droite appartenant 2 A(n), de pente a, telle que ¥(8) =f. D’apreés
le Lemme 3.2, nous avorns

-1 +1 -1 S+ 1
P T B BT

g q q q

' x

Nous en déduisons —1<p,—p,<+1.
Ceci étant vrai pour toute factorisation de f ou les facteurs u et v ont méme
longueur, le mot f vérifie alors la condition (C) et donc fe L. Ainsi D L. [

Remarque 3.4. 1l est immédiat de constater, d’apres la définition du langage L, qu’un
mot [ appariis nt 2 L si et seulement si le mot @(f) appartient 3 L ou & est le
morphisme échangcant les lettres 0 et 1. De plus, f étant un mot de L, ce mot f ne
peut avoir a la fois deux lettres 0 et deux lettres 1 consécutives.

Compte-teru de cette remarque, considérons un mot f appartenant a L et débutant
par la lettre ;. Alors, il existe un entier m =0 tel que le mot f s’écrive

(E) f=0u,0u0... 0u,0u,,, avec

(E,) pourtoutil<isn, u;=1"ou u;=1""",

(Ey) u,,,=1"oul<s<sm+1.
Considérons alors le mot réduit de f. noté r,,(f'), obtenu en effectuant les substitutions
suivantes:

(R,) a chaque facteur Ou, (1<i<n) est substituée la lettre 0 si |u;|=m, 1 si
lu|=m+1,

(R,) au facteur Ou, ., est substitué soit la lettre 1 si [u,.,| = m + 1, soit le mot vide
€ Si U,y | < m.

Nous obtenons alors la propriété suivante qu’il est immédiat de vérifier compte-
tenu de la condition (C) que vérifient les mots de L.
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Proposition 3.5. Si fest «n mot débutant par la lettre 0 et autre que (017)"01° (s < m),
alors f appartient a L si et seulement si le réduit r,(f) de f appartient a L (la réduction
r, dépendant de I'écriture (E), (E,) et (E,) de f}.

Remarque 3.6. La Proposition 3.5 serait fausse si, dans la définition de la réduction
r., au dernier facteur Ou,., nous substituions la lettre 0 au lieu du mot vide dans
le cas ol Ou,., =01™. En effect, considérons par exemple le mot

£=01110111011011.

On vérifierait aisément que ce mot est bien un mot du langage L. Le mot r,(f),
d’aprés notre définition, est le mot 110 qui appartient bien a L. Par contre, si I'on
substitue au dernier facteur 011 la lettre 0, nous obtenons ie mot 1100 qui, lui,
n’appartient pas a L.

Lemme 3.7. Le langage L est inclus dans le langage D.

Nous allons donner une interprétation de cette inclusion, c’est a dire une
démonstration qui indiquera comment, étant donné un mot de L, retrouver I’'équation
d’une droite dont I'image par ¥ est ce mot.

Preuve. Par récurrence sur la longueur des mots de L. Soit f un mot de L. 5i | f|=2
alors les seuls mots possibles sont f =01 et f=10. Alors la droite d’équation y =3x
donne par ¥ le mot 01, et la droite d’équation y =}x+3 donne par ¥ ie mot 10.
Ces deux mots 01 et 10 appartiennent donc bien a D.

Soit maintenant f un mot de L de longueur n > 2. Supposons que le mot f débute
par la lettre 0. Si tel n’était pas le cas, en raisonnerait sur le mot @(f) en utilisant
la Proposition 2.1. Si j est un mot de la forme (01™)*01° ou s =< m, il est immédiat
de constaier que la droite d’équation y = 8(x), ou 6(x)=(m/m+1)x, appartient a
A(|f]) et vérifie ¥(8)=£ Ainsi fe D. Sinon, soit g =r,,(f) le mot f réduit (m=0)
ou la réduction r,, est définie par les substitutions:

01” se réécriten 0,  01™"' se réécrit en 1.

D’aprés la remarque et la proposition précédentes, g € L et|g| <|f|. Ainsi ’hypothése
de récurrence nous assure qu’il existe une droite appartenant a A(|g|) d’équation
y=08(x)ou dé(x)=(p/q)x+(r/q), et vérifiant ¥(8§) = g. Considérons alors la droite
d’équation y = A(x) ol

p+qgm r

x+ .

ptg(m+1) p+q(m+1)
Nous allons montrer que cette droite 3 = A(x) vérifie ¥(A) =4 2r Jonc que le mot
S appartient au langage D.

Montrons tout d’abord que y = A(x) appartient & A(|f|). Nous obtenons:

(a) (n+gm.p+q(m+1))=1car (p,q)=1i.

(b) Sachant que g =r,,(f) = ¥ (8), nous en déduisons g <|g|, et donc |g|,=p car
8(q)=p+(r/q).

Aix)=

(7)
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De plus, comme g =r,,(f} et d’apres ia forme (R,) dc cette réduction; le mot f

| B

de longueur minimaie esi obienu lorsque |g|, = p. Ainsi
n=|fl=zp(m+2)+{g-H(m+1)
=gl(m+1)+p
=g(m+1)+p carlg|=q.

Ces deux points (a) et (b) nous assurent que la droite y = A(x) appartient & A(n).
Montrons maintenant que ¥(A)=f Soient ieN, 0<i</|g| et k la partie entiére
de 6(i), c’est a dire

8(i)=k+> ou keN,0<a<g.
I’

Ainsi, les i premiceres lettres de g sont k lettres 1, et i — k lettres 0. Montrons alors
que les premiceres lettres de ¥ (A) sont

k(im+1)+(i—k)m=im+k lettres 1,
(8)

k+{i—k)=1 lettres 0,

ce qui assurera la cohérence avec les i premieres lettres de g compte-tenu de la
réduction r,, effectuée sur f (voir (R,)). Pour montrer cela, calculons la valeur de
A au point (m+1)i+k. Or

ptam r I el -
ptqgim+1)" p+q(m+1) p+qg(m+1)

Alx)=

Nous obienans alors

—gk—q(m+1)i
Ali(m+ 1)+ k) = (m+ itk 2k glm* D)

ptqg(m+1)
+ pi — gk
= mi+ ks TP
pt+q(m+1)
Or
s(i)=Li+l=k+2,
9 49 q
ce qui implique pi+r = gk + a. Et ainsi
, a
Ailm+1D)+kK)=mi+k+ (9)
p+gi (m+1)

Comiime 0< a < g, nous avons évidemment 0<a <p+q(m+1).
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Ainsi, parmi les (m+1)i+k premicres lettres de ¥ (A), exactement mi+ k sont
des lettres 1 et nous obtenons donc bien (8). Ce raisonnement étant vrai pour tout
entier i vérifiant 1<i</|g|, nous déduisons de (8) la propriété suivante.

Si la (i+1)iéme lettic de g = ¥ () est

(i) la lettre 1, alors il lui correspond dans ¥'(A) un facteur constitué de

m(i+1)+k+1—(mi+k)=m+1 lettres 1,
i+1—i=1 tettre O,
(ii) la letire C, alors il lui correspond dans ¥ (A) un facteur constitué de
m(i+1)+k—(mi+k)=m lettres 1,
i+1—i=1 letire 0.

Il nous reste maintenant 8 montrer que tous ces facteurs de ¥(A), chacun d’eux
correspondant & une lettre de g, commencent tous par la lettre 0. De maniére
équivalente, montrons que ¥ (1) = 0,,(g) ou O,, est le morphisme défini par 9,,(0) =
01", @,,(1)=0:""". Pour cela, montrons que, pour tout entier i vérifiant 0<i=<|g|,
A(i(m+1)+k) et A(i(m+1)+k+1) ont méme partie entiere. Or, d’aprés (9}, nous
avons

a
i(m+1)+k)=mi+k+————— )
Alilm+1)+k)=mi+k prqmil)’ (10)

a ptgm

AMilm+1+k)=mi+k+ +
(i(m+1) )= mi ptqg(m+1) p+q(m+1)

(11)

Or a+p+tqm=p+g{m+1)+a—q et de plus 0sa <gq. Ainsi, (10) et (11) oni
méme partie entiére.
Comme nous venons de montrer que ¥(A)=0,,(g) ou O,, est le¢ morphisme

inverse de la réduction r,, vérifiant g =r,,(f), nous obtenons, d’ apres la définition
(R,) de r,,, ¥(A)=u ol u est le facteur gauche de f iel yue f = uv et
{le mot vide si f se termine par 01™"',
v=9 . (12)

101 sinon (s vérifie alors 0<<s<m).

i esi alors immédiat ¢ constaier que la droite y = 3(}6), don’n"—i'par ‘If ie mot u

]0 IfI]

Ceci termine la preuve du Lemme 3.7 et, compte-tenu du Leme 3.3, nous
obtenons le Théoréme 3.1. [
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De cette preuve du Lemme 3.7, nous déduisons immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 3.8. Soit g un mot du langage D. Soit O,, la substituiion (le morphisme)
définie par 9,,(0)=01" et @,,(1)=01""",

Si la droite d’équation y = 8(x) ou 8(x)=(p/q)x+(r/q) vérifie ¥(8)=g, alors
la droite d’équation y = A(x) ou

ptgm . 7

A x)=
)=+ D pramtD)

appartient a A(|f|) ot fest le mot f=¥(A)=0,,(g).

Exemple 3.9. Soi. g =01 obtenu a partir de la droite 6,(x)= (3)x. Considérons le
morphisme © = @, ({0) =01 et ©(1)=011). Alors ©(g) =01011 est le mot obtenu
a partir de la droite d’équation y = 8,(x) ou 8,(x) = (i)x.

De méme ©@°(g)=0101101011011 est obtenu a partir de la droite d'équation
y = 8,(x) ou 8,(x) = (i5)x. Nous en déduisons que, pour tout n =0, @"(g) est le mot

0101101011011010110101101101011011 ...
de longueur F;, ., obtenu a partir de la droite d’équation y = 6,(x) ou

F2n+l

6n )':— )
(x F:.’.n+2x

la suite F,, étant la suite de Fibonacci F,--1, F,— 1, F, ., =F, 1 F,_,.

Le mot @"(g) converge alors vers le mot infini de Fibonacci cbtenu, en utilisant
la méme construction ¥, a partir de la droite d’équation y = ax dans laquelle
a = }(—1++/5). Remarquons que « admet pour développement en fraction continue
a=(0;1,1,.,1,...).

4. Une propriété arithmétique des mots du langage D

Nous déduisons des résultais du paragraphe précédent le théoréme suivant.
Théoréme 4.1. Soient f, un mot de D et O,, le morphisme défini par 6,,(0)=01" e
0,.(1)=01""" o m=0. Alors, la suite (f,),-, de mots de D définie par f, = O, (ﬁ,)
converge vers le mot infini f obtenu, par la méme construction ¥, a partir de la droite
d’équationy = ax ot a =3(—m+(m(m +4))'?). De plus, le développement en fraction

,,,,,,,,

coniinue de « esi w = (0; 1, m, 1,m 1,i,...).

Preuve. Soient f, un mot de D et 0,, le morphisme du théoréme. Soit Ia droite
y = 8o(x), ol &¢(x)=(ns/go)x +(r/q.), vérifiant ¥(5,)=f,. Posons f,= Pol 4o TEP-
résentant la pente de cette droite. Nous déduisons du Corollaire 3.8 que la droite
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d’équation y = 8,(x) ou

+qom r
0 (V] .
51(3('): p { l1\x-r ' { €1 1)
Potgolin+1)  potgolm+1)
vériﬁef, ‘P(S )-- @ (fo ). Soit
P Po+ gom
W= = T
G Do G\t T i)
la pente de la dreoite 8,. Alors
1 1
tl:’*" J{ e L \‘—14_111 +¢ \
17T 4o/ \Po 7‘f--i l‘i["\il Y

Ce raisonnement nous assure que, pour tout n=1, le mot f, = O, ( fy) vérifie
f» = ¥(8,) oula droite d’équation y = §,,(x) est donnée par 8,(x) = (p,/qg.)x +(r/q.,)
avec

Pn_ L
Qo 1+1/[m+(Por/Gu-)]

Ii est aiors ciair que ia suite (f,),-o de mois de i3 converge vers le mot infini f
obtenu a partir de la droite d’équation y =ax ou « est le nombre ayant pour
dévelcppement en fraction continue o —(0; ¥, m 1 = ). Ainsi a vérifie a =

(m+a)/(m+a+1) d'ou nous déduisons a =3(—m+vVm(m+4)). O

5. Propriétés algébrigues du langage D

Dans ce paragraphe, nous utiliserons la terminologie habitueliement employée
en théorie des langages (voir [2]). D’apres la caractérisation donnée précédemment
pour le langage D (ensemble des mots vérifiant la condition (C)), nous obtenons
immédiatement la propriété suivante.

Proposition 5.1. Tout facteur f d un mot de D, autre que 0" ou 1%, appartient aussi

W)

Remarque 5.2. Cette derniére propriété, évidente sur les mots de D, ne i’esi pas si
I’cn raisonne sur les droites considérées ici et leur “‘codage” V. En effet, si f est un
mot du langage D, alors il existe une droite 8 appartenant a A{|f|) telle que f — ¥ (3).
Cette droite a alors pour équation y = &§(x) ot 8(x)={p/q)x+(r/q) avec g<|f]|.

Si g est facteur de j, c’est & dire f= ugy, il n’est nullement évident qu’il existe
une droite d’équation y = A(x) ot A(x)=(p'/¢")x +(i'/ g’} avec ' <|g|, ct tclle que
¥{A) = g. Ce résultat (Proposition 5.1) n’est qu’une conséquence de la caractérisa-
ticn du langage D que nous avons donnée.
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Dans [6], Coven et Hedlund ont counsidéré et caractérisé les mots infinis
“Strumiens’ ou suites de Sturi, mots obtenus par “codage” ¥ des droites d’équation
y =ax ou a est un nombre irrationnel. Coven et Hedlund ont montré que les suites
de Sturm sont les mots infinis non périodiques dont tout facteur de longueur finie
vérifie la condition (C).

Compte-tenu de cette caractérisation des suites de Sturm et de la définition du
langage D, nous obtenons alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.3. Le langage D est constitué de I'ensemble des facteurs ( finis) de toutes

les suites de Sturm, excepté les mots ne comportant que la lettre 0 (respectivement la
lettre 1).

Preuve. Si le mot f est un facteur de longueur finie d’une suite de Sturm, alors,
d’apres [6], f est un mot du langage D.

Réciproquement, soit f un mot du langage D. Montrons, par récurrence sur la
Irngueur du mot f, qu’il existe une suite de Sturm ayant f pour facteur. Si fe mot
S est de longueur 2, f est soit le mot V1, soit le mot 10 qui sont tous deux facteurs
de la suite de Fibonacci (exemple précédent), et en fait facteurs de toute suite de
Sturm. Soit /' va mot du langage D tel que |f|>2. Considérons alors le mot g,
réduit du mot f, g=r,,(f). Le mot g est un mot de iongueur |g| <|f]|. Suivant les
cas, g est soit un mot du langage D, soit le mot 0* ou le mot 1*.

Si g est un mot du langage D, g est facteur d’une suite de Sturm coirespondant
a une droite d’équation y = ax ol «a est irrationnel. Si g est le mot 1* (respectivement
0%), alors g est facteur de la suite de Sturm obtenue partir de la droite d’équation
y=ax ol a est le nombre irrationnel dont le développement en fraction continue
esta=(0;1,k1,k1,k...)(resp. a=(0; k, 1, k, 1,k 1,...)). Ainsi, dans tous les
cas, le réauit g = r,(f) du mot f est facteur d’une suite de Sturm associée a la droite
d’équation y = ax. Considérons maintenant le nombre irrationnel 8 défini par

P 1
=———,
1+1/(m+a)
c’est 4 dire le nombre irrationnel dont le développemeni en fraction coniinue esi
B=(0;1,m a,a,,a,as,...) ot a=(0; a, a,, as,...).

Dr’apres le théoréeme 4.1 (cf. preuve), a la droite d’équation y = Bx correspond le
mot infini obtenu en appliquant le morphisme ©,, au mot infini obtenu a partir de
la droite d’équation y = ax. Ainsi, ie mot f est facteur de la suite de Sturm correspon-
dant a la droite d’équation y =8x. [

Remarque 5.4. Si I'on restreint ies droites considérées ici (ensemble A(n)) aux
droites dont la pente est rationnelle et qui passent par I'origine (r=0 dans (1))
alors le langage obtenu par “codage” de ces droites n’est pas le langage L (relation
(5)). Nous n’obtiendrions pas avec cet ensemble de droites tous les facteurs des
suites de Sturm.
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Intéressons nous mainienar.: aux propriétés algébriques du langage D.

Nous obtenons un résultat analogue a ceiui donné par Rerstel dans [3]. Rerstel
monire en effet que ’ensemble des facteurs gauches d’un mot infini obtenu par
morphisme itéré A partir d’une lettre est un langage dont le complémentaire est un
iangage algébrique. Or, compte-ieniu de la caracifrisation donnée du langage D,
nous constatons immédiatement le fait suivant.

Le langage D restreint aux mots débutant par la lettre 0 est constitué de I'’ensemble
des facteurs gauches de i’ensembie des mots infinis obtenus par itérations successives
des morphismes 0,, (8,,(0)=01", 0,(1)=01""" od m=0).

Nous obtenons alors le résultat suivant, analogue 2 celui de [3].

Théoréme 5.5. Le langage D

est un langage algébrique.

Preuve. (1) Clairement, D n’est pas un langage algébrigue. En effet, considérons
le langage M = DN 01701*01" ol 1" désigne ie langage rationnel {1*|k=1}. Nous
avons

M ={01'01701%|il existe m =0 tei qus i, j, k< {m, m+1}}.

Or, il est bien connu que ce langage ne peut étre engendré par une grammaire
algébrique. En conséquence, le langage D n’est pas un langage algébrique car
autrement le langage M le serait également.

(2) Soii maintenant C = X™*\D. C est alors le langage C =0*u1*U A ol A est
le langage (||x|| désignant la valeur absolue de x)

A=1{fc X*|il existe une factorisation f = f,uf>vf;
avec |u| =|v| et [||ul, —[v|,[|=2}.

Considérons alors la grammaire algébrique dont les régles de dérivation sont les
suivantes (1 désignant le mot vide):

E->TXT

707|171

x->0x0|1x1|1p0|001

p->0p0|1p1|170]0x 1

v->0ol]iel|071]1x0.
Ainsi, tout mot appartenant a A peut étre engendré par cette grammaire a partir de
I'axiome ¢, et réciproquement, cette grammaire n’engendre que des motis de A. Les
symboles non terminaux p et o permettent d’engendrer deux facteurs u et v de
méme longueur dont les nombres de lettres 1 qu’ils comportent difféerent d’au moins
deux unités. Le langage A éiant ainsi un langage algébrique, il en est de méme pour

le langage C, complémentaire du langage D, car il est I'union des deux langages
rationnels 0% et 1* avec le langage A. Ceci termine la preuve du Théoréme 5.5. [



Sur les facteurs des suites de Sturm 395

Intéressons nous au probléme de I'ambiguité du langage C compiementaire du
langage D. Considérons le langage E = C n0170170170. Nous constatons, d’aprés
la condition (C) vérifiée par les mots du langage D, que

Ce langage E est analogue au langage {a™b"c”||m —n|=1 ou |n—p|= 1} dans [1],
que les auteurs ont conjecturé €tre un langage ambigu. De méme, le langage C est
veisin de certains langages algébriques considérés par Flajolet [7] qui prouve leur
ambiguité en montrant que les séries générairices de ces langages admettent une

infinité de poles. Nous formulons donc lz conjecture suivante.

Conjecture 5.6. Le langage algébrigue complémentair2 du langage D est un langage
ambigu.

6. Equation fonctionnelle donnant la série génératrice des mots du langage D

Darnis ce aragrapm, nvus donnons une equauon fonctionneiie dont ia série
génératrice des mots du ilangage D est solution. Considérons la série génératrice
f(x, y) des mots du langage D se terminant par la lettre 1. Elle st définie par

o~
bt
w
N’

Jxy)= 1 a,x"y’
n=1,p=1
ou a, , est lec nombre de mots de D ayant exactement n lettres 0, p lettres 1, et se
terminant par la lettre 1.
La série génératrice d(r) des mots de D définie par

diiv=% d " (14)
“myeg i “n* \ 7
n=2
ot d, est le nombre de mots de D de longueur n, se déduit alors simplement de la

’ - ” e
série généroirice f(x, y).
o2 J \NTFY T
Pranasition 6.1, La sdrie esndratrice d(1) est donnée par d(t) =2f{t, t).
A AUpUSicaUEe Uese s sC FERCTLINAC £12) r \T7s AR N BV
Preuve. La série d étant la série génératrice des mots de D, nous avons 4, =
¥ b on b act le nombre de mots de D avant exactement n letires 0 et p
L-n+p=m Up,p VW T p YO AV ATUSIIURL WL sadURS BV J &
lettres 1. Ainsi, d’aprés la Propositien 2.1, nous avens b, ,=a,  +a...et nous en

rie f(x, y), le esultat annoncé, 4 savoir

2.
Dy
=
5
-}
s
N
o,
0
=
L]
(¢4
w
Q..
D
=r]
=]
=
o
=
(=%
o
Xy
l'D v

En considérant 'ensemble des substitutions permettant d’obtenir les mots du

langage D, nous obtenons I'équation fonctionnelle suivante dont est solution Ia
série génératrice J{x, 3'}.
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Théoréiie 6.2. La série ginératrice f(x, y) est donnée par

1—p™ . o
fx,y)=g(x,y)+ ¥ xy =y Y (fy™ xy™ )+ fxy™ )
m=1
+ 3 y(fOx", yx™ )+ frx™, yx™))
m=0
+ ¥ flxy™ xy™™),
m=0

m+1 m
Xy Xy
x, 4 + m+ + m
g% y)=r7 mzﬂ( 1—xy™*! l—xy)
m+i m+’ m
VX (1—y™) )
+ S‘ y— a——' m+2
"‘l( -y Y (l—y)(l—xv )

Preuve. Soit D, 'ensemble des mots de D se terminant par la lettre 1, langage dont
flx, y) est la série génératrice. Ce langage D, se décompose alors en la réunion
disjointe de deux langages A et D’ définis par A=A, UA,U A, et D'= D,\A, ol
les langages A,, A, et A; sont les suivants:

A={01"r=1et m=1},
={(10""")1|r=1et m=1},
A;={(01"")01°|[r=1et 1<s< m).

La série génératrice a(x, v) des mots du langage A est donnée par

m m+1 m+2
Xy X (1-y™)
a(x,}’)= Z ( - +V ) m+l y/ )m+2)>' (15)

m=1 l_x_"m "1 _yx 1_“)(1

De plus, tout mot de D’ s’obtient & partir d’un mot de D, de longueur strictement
inférieure en effectuant 'une des deux substitutions 0O,, ou I',, sur ce mot. Ces
substitutions sont définies dans les quatre cas (suivant que m=1 ou i =0) ci-
dessous. Plus précisément, les substitutions O,, (respectivement I,,) permettent
d’obtenir tous les mots de D' commencgant par la lettre 0 (respectivement la iettre 1).

Cas 1: Pour tout m=i 0,(0)=01", 0,(1)=01""". Cette substitution est
effectuée pour tous les mots de D, ayant n letires 0 ei p ietires 1 en concaiénani a
droite des mots obtenus
- soit le mot vide,

- soit tous les mots de ia form 01Y pour i<g<=m.

Ul faut alors retrancher tous les mots de D, ayant (n+1) lettres 0, p lettres 1
(n=1 et p=1) et se terminant par la lettrc 0 auxquels on appilique !a méme
substitution. Nous obtenons aiors le terme

«I_vm
L(anp_Jr_ap")xnﬂ? |n+p)m+l’\1+x} - )
y

L‘ap,H!.X'H‘"}“”I”’”+va (16)
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ou les deux sommations sont effectuées pour toutes les valeurs de n, p et m vérifiant
i=l,p=letm=1.
Ainsi, aprés simplification, et comme a,, =1 pour toute valeur de p (d’aprés la
définition de la suite a, ,), nous avons

o pymt 1-y™
=Z(an,p_{_ap’")xni»py(nip)mlpxy y
-y
+3 a,,x" Tyt
wyymtl
m__*) —
+2X xy oy ™ (17)

les sommations se faisant toujours pour n=1, p=let m=1.

Cas 2: Pour out m=1 I,(0)=10" TI,(1)=10""". Cette substitution est
effectuée pour tous les mots de D, ayant n lettres 0 €t p lettres 1 en concaténant a
droite des mots obtenus la lettre 1. Nous obtenons alors le terme suivant:
S_’= 2: (an‘p+ap'n)x(n+pbm+,;yn+pfl‘

n=l,p=l,m=1

~~
=
Q2
~—

Cas 3. 0,0)=0 A,(1)=01. Cette substitution est effectuée pour tous les mots
de D, ayan. n lettres 0, p lettres 1 (#=1 et p=1) et se terminant par la lettre 1.
Nous obtenons alors le terme

S:= Y a,,x""Ty" (19)
n=1,p=1

Cas 4: TI,(0)=1, I'/(1) = 10. Cette substitution doit étre effectuée pour tous les
mots de D,

(a) ayant n lettres 0, p lettres 1 et se terminant oar la lettre 0, ce qui nous donne
le terme Sy, .

(b) avant n lettres 0 et p lettres 1 et en concaténant aux mots obtenus la lettr
i, ce Gui nous donne l¢ terme S,

Il faut alors retrancher tous les mots de D, ayant (n+1) lettres 0, p lettres 1
(n=1 et p=1) et se terminant par la lettre 0 auxquels on applique la méme
substitutior:, ce qui nous donne lc terme S,;.

Ces trois termes et le terme résultant sont alors les suivanis

Su= :Z la,,,,x AL (20)
n=lp>

Se= T (anp,tap.)x Py, (21)
i

Sy = IZ Ia,,,,,J,,x"’y"J“”"', (22)
nelop=

S,=8,+5,,—Sa4. (23)

Ainsi, aprés simplification, et compte-tenu du fait que a,, =1 pour toute valeur de
p (d’aprés la définition de la suite a, ,), nous obtenons

+ ¥ (a,,ta,,)x"y"rr (24)
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Ainsi, a partir des mots du langage A et en itérant ces quatre substitutions
correspondant a ces quatre cas, nous obtenons tcus les mots du langage D,.

On constate également que seuls les mots du langage A ne peuvent €tre obtenus
a partir d’un mot de D, par 'une de ces substitutions, ceci d’aprés la définition de
D, (tout mot de D, possede au moins une lettre 0 et une lettre 1) et d’aprés la
définition du langage A et des subsiitutions considérces. La série génératrice f(x, y)
du langage D, est alors

JSx, y)=a(x, y)+85+8:+85;+85,. (25)

10 2

En reportant dans ceiic équation les valeurs obtenues dans les formules (135}, (17),
(18), (19) et (24), nous déduisons de la définition de la série génératrice f(x, y)
I’équation fonctionnelle du Théoréme 6.2. O

A PTaide du langage de calcul symbolique MACSYMA, nous avons obtenu ies
premiéres valeurs suivantes pour les nombres a, , a partir de cette équation fonction-
nelle (Table 1).

Le nombre d, de mots de D de longueur n comprise entre 2 et 30 est donné dans
la Table 2.

L’équation fonctionneiie dorit f(x, y), ia série génératrice des mots du langage D
se terminant par la lettre 1, est I'unique solution ne permet pas d’obienir une
expression simple de la série génératrice d(x) du langage D.

Table 1
Nombres a,, , (n+p=<21).
pil 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2¢

n

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 1 2 3 5 7 9 12 i5 18 22 26 30 35 40 45 51 57 63 70
3 1 3 3 4 7 9 10 13 16 19 22 25 29 34 37 41 47 52

4 1 3 4 4 5 10 12 12 15 18 23 26 27 32 37 41 45

5 1 4 5 7 S5 6 13 18 17 17 19 26 32 35 35 39

6 1 4 4 6 9 6 7 16 22 23 22 21 24 34 45

7 i 5 6 7 11 i2 7 8 20 21 28 32 31 26

R 1 5 6 7 g8 15 15 8 9 24 33 31 37

9 i 6 6 8 9 14 18 19 9 10 28 40

10 1 6 7 9 9 11 18 23 22 10 11

11 1 7 8 10 13 11 18 21 30 27

12 1 T 7 8 12 12 14 23 24

13 1 8 9 11 12 18 13 25

14 1 8 9 12 13 20 15

15 1 9 9 11 13 15

16 1 9 10 11 14

17 1 i0 11 14

18 1 10 10

19 1 11
20 1
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Table 2
Nombres d, (2< n=<30).
] 2 3 4 5 6 7 8 9 16 11 12 13 14 15 16
d, |2 6 i2 22 34 53 74 i02 i34 176 222 280 344 4i6 496

n 17 i8 19 20 21 22 23 24 25 2¢ 27 28 29 30

d, 592 €94 814 942 1082 1232 1404 1584 1784 1996 2226 2468 2738 3016

En expioiiani ics iabicaux de nombres ci-dessus, nous avons constaté que la série
d(x) pouvait s’exprimer en fonction de !’indicatrice d’Euler. Considérons la série
génératrice du langage D

d(x)= Z d,x",
n=2

et la série d’Euler définie par

P(x)= 3} e(n)x", (26)

n=1

dans laquelle ¢(n) est le nombre d’entiers inférieurs & n et premiers avec n.

Remargue 6.3. Pour tout n=2, le nombre de droites de A(n) est

n

card(A(n)) =¥, ip(i). (27)

i=2

Nous for:inulons la conjecture suivaiite, reliant la série génératrice du langage D
a la série d’Euler.

Conjecture 6.4. La série génératrice d(x) du langage D est donnée par

x{(x -1+ H{x)

d(x)=— (28)

((X) (l__x)z \«v)
De fagon équivalente, le nombre de mots de longueur n=2 de D est

d,=-1+Y (n—i+1)e(i). (29)

i=1

Remarque 6.5. La Conjecture 6.4 implique la Conjecture 5.6 du fait de la non
algébricité de la série indicatrice d’Euler ®(x) et de la relation (28). En effet, d(x)
n’est donc pas une série algébrique si la Conjecture 6.4 est vraie, et il ¢n est alors
de méme pour la série génératrice du langage complémentaire de D. Or, le iangage
complémentaire de D étant algébrique, ce langage est alors ambigu.
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Remarque 6.6. Sachant que

3a’

2
ke

3 o(i)=22+0(nlog n),

nous en céduisons, si la Conjecture 6.4 est exacte, que d, est asymptotiquement
équivalent & n*/w” et que le rapport card(A(n))/d, a pour limite 2 pour n tendant
vers i’infini.
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