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R&urn& Cet article a pour objet I’Ctude d’une construction associant ;i toute droite de pente T,, 4 
(p et 9 premiers entre eux et 9 d n! un mot de longueur n sur l’alphabet (0, 1). Nous mon:r:ins 
que nous obtenons par cette construction le langage constitue de tous les facteurs des suites de 
Sturm. Nous formulons. apris avoir obtenu une equation tonctionnelle dont la solution est la 
serie generatrice de ce langage, une conjecture reliant cette serie generatrice A la fonction d’Euler. 

Abstract. In this paper, we study a construction which connects to each line with slope p/q (such 
that gcd( p, q) = 1 and q s nj a word of length n over the alphabet (0, 1). We show that this , 
construction yields the language of all the factors of the sturmian sequences. We first obtain a 
functional equation whose solution is the generating function of this language, and then we give 
a conjecture relating this generating function to the Euler function. 

Etant don& un entier n 2 2, nous considerons I’ensemble des entiers p, q et Y 

verifiant les trois conditions 

(a) O<p<qSfl, 

(b) OSK_:SIZ, 

(c) ( p, 4) = 1 c’est a dire les entiers p et 4 sont premiers entre eux. 

Nous etudions aiors le mot f =f& . a . fn ecrit sur l’alphabet {O, I) et defini par 

f [ 

pi+r p(i-l)+r .-_ - - I I[ 4 J 4 3 

pour toui: P 5 z . G n, [x] designant la partie entiere du rationnel X. 

Le mot f ainsi obtenu est le mot associe 5 la droite d’equation 

P y-x+;. 
9 

Notre but est d’etudier le langage forme par I’ensemble des mots 

associes 5 ces droites dans lesquelles p, q et r verifient les conditions a, 6 et c. Les 

motiwations de cette etude sont de nature arithmetique et Cohen [S] 

qu’il serait interessant de denombrer ces mots. 

Ceite Construction associant a une CkOiie un mot cst classique et a 
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~l:c 5 jt6 c~&dkk POW la premi&e fois_ semble-t-ii, par l’astronome Johan 

Bernoulli (1772 j qui voulait calculer la suite de nombres [ pns +i] pour toutes les 

valeurs en&-es de w connaissani le &vel~ppemeni en fraction a;ontinue du nombre 

irrationnel 6, et en utilisant seulement l’aperation d’addition (voir f20]). 

Le plus souvent, les auteurs de ces travaux se placent dans le cas de droites B 

pente irrationnelle qu’ils cadent par des mots infinis. On pourra se &f&r pour cela 

aux travaux dans [H, 4, IS] pour le lgiGme sikcle et aux articles dans [6, 9, 10, I I, 

15, 16, 19, 12, 131 pour le 20”“‘. 

Les mots infinis airrsi obtenus portent des noms trks varies tels que caract&istique 

du nombre irratlonnel 5, suite de Beatty, suite de Sturm, suite de Bernoulli, suite 

“two-distance”, suite lineaire et, d ans un cas particulier, suite musicale [8,17]. 

11s interviennent aussi dans de nombreux domaines comme la g5ometrie hyper- 

bolique. l’approximation Diophantienne et les equations Diophantiennes (on pourra 

consulter l’article de Series pour plus de d&eloppements) et msme le pavage du 
plan ou le calcul des cycles lunaires (voir [8,17]). 

Coven et I-Iedlund [6] ont montre que les suites de Sturm codant les droites & 

pente irrationnelle passant par l’origine (il s’agit dans ce cas d’un codage) sont les 

mots infinis non periodiques dont tout facteur de longueur finieJ v&ific la condition 

(C) suivante. 

(C) 

pour toute factorisation f =fi ufzvJJ oti u et v sont de &me 

longueur, les nombres de lettres 1 dans u et dans v different au 
plus d’une unite. 

Nous montrons que !‘encemb!e des mats de !ongueur z ccns;lrzits (il ne s’agit 

plus ici d’un codage) & partir des droites “rationnelles” y = ( p/q)x + (r/q) oti 0: q 

et r vkrifient les conditions a, b et c est exactement l’ensemble des facteurs de 

longueur n des suites de Sturm. 

De plus, la dkmonstration que nous donnons est constructive puisqu’e!!e permet 
-3, k&b i~~lUUV~1, -n+t~e*rr~- 5 partir d’un facteur de loiigtietir ii d’yuze suite de Sturm, tine dlcbitr: 

“rationnelle” Connant ce mot. 

Remarquons que nous n’obtiendrions pas tous ces facteurs si nous avions con- 

sidk6 une autre famille de droites, comme par exe,mple les droites B peqte rationne!le 

assant par l’origine (r = 0). Par contre, on pourrait montrer que dans ce cas cette 

construction est un codage. 

Ensuite, nous ivoquons les liens entre les mots obtenus & partir de ces droites, 

les dkeloppements en fraction continue et les morphismes it6r6s. 
Nous nous irkessons kgalement aux propriktis algbbriques de ce langage D 

constitui par l’ensemble des facteurs finis des suites de Sturm. Nous ktablissons la 

non algebricit6 de ce langage et nous montrons que son compl6mentaire est algk 

SUF les morphismes it&k [3], 

ire reste ouverte. 
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Enfin, nous obtenons une kquation fonctionnelle dent est solution la skie 

g&k=atrice des mots du langage p3r. Cette equation foncthmelle Ppe permet Pmilas 

pas d’hum&-er ies msts de iongueur n de D. Nous conjecturons que ce nombre 

de mots est donne par 

n 

-l+ C (n-i+l)cp(i), 
i=l 

dsms laquelie p est la fonction d’Euler rp( p) = {m 1 m < p et (m, p) = 1). 
E’exactitude de cette conjecture permettrait alors de confirmer i’amblguii6 du 

langage complkmentaire du langage D. 

baggage mites 

Considhns, pour tout entier n 2 2, Z’ensernble A(n) constitue par les droites 

&5quaiion y = 6(x) oti 

s(X)=Px+L, les entiers p, q et r vkifiant I 

Par une 

4 4 

(D!) O<p<qSn, (1) 
(Is) Ow<qsn, 
(D;) ( p, q) = 1 ( p et q sont premiers entre eux). 

construction analogue k celie zgnsidkrke dans [E6] pour les droites de 

pente irrationneiie, nous aiions associer & chaque droite y = S(x) un mot sur 

I’alphabet X = (0, 1). 

Soier; h1c un entier n 3 2 et y = 6(x) une droite appartenant ti A (n ). Considkrons 

I’appiica tion !P scsociant B cette droite le mot p(S) =f=fifi . . . fn de longueur n 

(A E X j d%nl visuellement de la man&e suivante: 

pour tout k, 1 6 k s n, Zk designant l’intervalle ] k - 1, k], si 6 
cwpe une droite d’Cquation y = c (c E N) sur la bande verticale (2) 
arant pour projection Ik, 

alors fk = 1, sinon fk - 8. / 

Plus formellement, les lettres fk 8’ i mot !!+5) =f& . . . fn V6rifeZi 
fk=[W)l-VW-01 

oti [x] dksigne la partie entikre du nombre x. 

La Figure 1 dcmne un exemple de “codage” pour n = 10 et la 

appartenant & A( IO) d’6quation y = S(X) oia 

6(X)=++;. 
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Fig. 1. Le mot associ6 h _v=fx+$. 

Remarque 1.2. L’application V ne definit pas un codage de ces droites. En effet * 

n’est pas injective. Par exemple, pour n = 3, considerons ies droites d’equations 
r,-SfifS-1 n+ 1/ y - V\-%j k& ‘v’=r\\rr _ -) ou 

S(x)=={ x et A(x)=fx+$. 

Ces deux droites appartiennent a A(3) et verifient V(6) = p(h) = 010, 

Dans la suite de cet expose, nous allons nous interesser au langage constitue de 

tous Ies mots W (8) obtenus 5 partir des droites v = ii(x) appartenant aux ensembles 
A(n), langage que nous caracteriserons dans les paragraphes suivants. 

Considerons done Ie langage D defini par 

D = {f~ X* 1 il existe une droite S appartenant 

a A(n) oti n = IfI telle que p(S) =f}. 
(3) 

Dans cette definition, IfI designe la longueur du mot f (c’est a dire son nombre de 
lettres). 

2. Une i&e 

Considerons le morphisme @ de X* sur lui mcme defini par 

oritrer que le langage est ferm6 par ce morplzis~e, et c:ci en 

r les dioites. 
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ve. Soient fE D et n = IfI sa longueur. Alors, il existe une dioite appartenant 

B A(n) d%quatioll y = 6(x) oti S(x) = (p,lq)x+(r/q), et telle que P(S) =J: Con- 

sidhons alors la droite d’equation y = A(x) oh 

A(x),4-px+q-‘-* 
9 4 * 

Clairement, cette droite appartieut i A(n) car, comme p et q sont premiers entre 
-5-s _A__^ eux, il efi 23i de II~EIC yuw 4 - p et q. Soit g = W(A). Nous allons montrer que 

g = a(f). Or 

~(x),4-px+4-‘-1~x_ P,_$ .+!e* 
9 9 ( ) 4 4 q 

(4) 

Soit maintenant k&J, O&k<< et posons S(k)=s+(t/q) oii s,tEhJ et Ost<q. 

Ainsi s =[8(k)]. Nous avons alors S(k+l)=s+((t+n)/q) et, d’aprks (4), 

A(k)=k-S-+ 
q-t-l 

et A(k+l)=k-s+ 
2q-t-p-l 

4 4 ’ 

Examinons a!ors les deux cas posfibles pouvant se presenter pour la (k + l)ikme 

lettrefk+l du motf= q(6). 

Gs 1: fk+, = 0 c’est & dire, sur la bande verticale ayant pour pro.jectiori jk, k + 11, 

la droite y = S(x) ne coupe aucune droite d’equation y = c (c E N). Ainsi 

. 
Jr(+,=O a Oact+pcq. 

Alors 

t+p<q * Osq-t-p-13 qs2q-t-p-l, 

ct 

t<q * osq-t-lcq. 

Nous dgduisons alors de ces deux in6galitk que la droite y = A(x) coupe la droite 

d’gquation y = k - s + 1 pour x appartenant & I’intervalle ] k, k + 11, et done gk t l = 1 = 

4(h+,). 
CQS 2: fk+* = 1 c’est h dire, pour x appartenant h l’intervalle ]k, k + 11, la droite 

d’kquation y = 6(x) coupe la droite y = s + 1. Ainsi 

f k+I=l e O~tcq~t+p. 

Alors 

q=wQ ==3 q-t-p<0 * 2q-t-p-P<q, 

et 
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De ces deux dernikres i&galids, nous deduisons que la droite d’kquation y = .I! (x) 

ne coupe aucune droite y = c (c E N) pour tout x appartenant 2 l’intervalle ]k, k + I], 

et done gk+l = 0 = @(jjj+1). 

De ces deux cas, nous diduisons la proprZt.6 annonc6e5 B savoir la droite 

d’dquation 

Y 
_4-P_x+F-1 

4 4 

donne par V le “mot 0pposC” B celui obtenu pour la droite d’equation y = 

(Pl&+(rlq). n 

Dvpda. 9 9 CzAnd! ” 
dyJs uq#.* *.&I. LIWl~llL NC = I:! et ia droite appartenant 2~ A( IO) d’kquation y = S(x) oti 

S(X) =;x++. A1 .ors !P( 8) = 011101101l. La droite d’equation y = $x f s admet alors 

pour codage le mot j’= !00011001,08 - @(*P(S)). 

Dans ce paragraphe, nous donnons une zaractkrisation des mots du iangage D 

en montrant que ce sont les mots de X* dont tout couple de factews de m$me 
;onguzur v&fient urIe condition simple sur le nombre de iettres i qu’ils contiegment. 

Soit f un mot de X*. Comme on dkigne far Ifl la longueur du rntit f, on note 

Ifix le nombre d’occurrences de la lettre x dans le mot J: 

Exprimons maintenant cette condition. Soit f~ X*. Nous dirons que k mot f 

ukjie la condition (C) si et seulement si 

(C) 
* pour toute factorisation f = fi uf2vf3 air 1 ul = I ~1, 1 on a --lQ411+~,~1. 

Considhons maintenant le langage L constituk de tous Ses mots autres que 0” et 

1 M (m a 0) et satisfaisant cette condition (C), c’est B dire 

L={fe * i f vkrifie (C)}\{O”, 1 m I m b 0). (5) 

.I. Les langages D et E sont kgaux. 

Nous demontrerons ce thCoreme en montrant la double inclusion de ces iangages. 
Pour montrer cue D c k, li0iiS i_itilk?iOiiS ie lemme suivant. 

D tel que f = ugu avec lgl = n et (gi, = m. Aloes, toute 
(ffl), telle que V(S) =J a une pente cy v&rijiant 
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soit@ D oti f= ugu avec lgl = n et lgl, = m 6 n. Alors, d’aprh la definition 

de V, toute droite y = S(X) appartenant & A (If I), telle que !P( S) =J vMie 

(6lul+n)--S(lul)Cm+l. 

En effet, si ceia n’&ait pas, nous aurions J.qI . ! 2 m -I- 11 e Ainsi, la pente N de !JI droite 

y = S(X) vkifie cy < (m + l)/ n. Pour des raisons analogues, nous avons 

6(lul+n)-?s(lul)> m-l. 

Et Id pznte a! de la droite y = S(x) vhifie alors cy > (m - 1)/n. Cl 

emme 3.3. Le langage D est inch dans le langage L. 

-retwe. Soitf un mst de LI tel que If1 = n et sott une factorisation def enf =fi &$ufs 

Oii 

q = I4 = I49 M=PI, I4 =p2* 
%it y = S(x) la droite appartenant 5 A(n), de pente cy, telle que F(S) =f: D’aprks 

Pe Lemme 3.2, nous avons 

Pl -1 Pl+l et P24<_&P2+1 -<<a!- - - 
4 Y I! q ’ 

Nous en dkduisons - 1 G p, - p2 s + 1. 

Ceci 6tant vrai pour toute factorisation de f oti les facteurs u et u ont mcme 
longueur, le mot f vkrifie alors la condition (C) et done f~ L. Ainsi DG L. Cl 

I1 est immkdiat de constater, d’aprh la dbfinition du langage L, qu’un 

mot f appbAC. **:-nt & L si et seulement si le mot Q(f) appartient i L oti Cp est le 

morphisme ichangi3nt les lettres 0 et 1. De plus, f &ant un mot de L, ce mot .f x 

peut avoir 5 la fois deux lettres 0 et deux lettres 1 conshutives. 

Compte-tew de cette remarque, considkrons un mot f appartenant 5 k et debutant 

par la lettre i;. Alors, il existe un entier m 2 0 tel que le mot S s’krive 

(E) f= 9+&O z = . OuriOullt I avec 

(E,) pour tout i, lsisn, ui=lrn ou ~,=l”‘+‘~ 

(E2) %*+I = 1” oii OCsSm+l. 

Considhons alors le mot Gduit de f notk r,,, (f ), obtenu en e3ectuant les substitutions , 

suivantes: 

(R,) ?I chaque facteur Ou, (1 s i S n) est substitu6e la Bettre 0 si IUil = m, 1 Si 

I I ui =m+l, 

(R2) au facteur Ou,,+, est substitue soit la Iettre 1 si I u,+ ,[ = WI + 1, soit le mot vide 

E si Iu,+,ISm. 
?+?ous obtenons alors la propri& suivante q~. . . wUc .a....._Y.... 1’;1 f=zt imum6Aint fje jr&-i 

tenu tie la cchndition (C) que v&i 
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Sif est ran mot dkbutantpar la lettre 0 et autre que (O1”)nO1s (s s m), 

a!03 fizjpirtit3dt ii L si et se&men t si !e Gduit rP( f ) de f appartient ci L (la r6duction 

rP dependant de l’&riture (E), (E,) et (E2) de f ja 

g 3.6. La Progosition 3.5 serait fsausse si, dans la definition de !a reduction 
r m, au dernier facteur OUn,1 nous substituions la lettre 0 au lieu du mot vide dans 
le cas 06 091,+1 = 01”. En effect, considerons par exemple le mot 

f=01110111011011. 

On verifierait aisement que ce mot t bien un mot du langagz L. Le mot rz( f ), 
d’apres notre definition, est le mot qui appartient bien B L. Par contre, si l’on 
substitue au dernier facteur 011 la lettre 0, nous obtenons ie mot 1100 qui, lui, 
n’appartient pas a E. 

e 3.7. Le langage L est inch dans le langage D. 

Nous allons donner une interpretation de cette inclusion, c’est ti dire une 
demonstration qui indiquera comment, etant don& un mot de L, retrouver l’equation 
d’une drone dent E’image par V est ce mot, 

reuve. Par recurrence sur la longueur des mots de L. Soit f un mot de L. 3 1 f I= 2 
alors les seuls mots possibles sont J = 01 et _f = 10. Alors la droite d’equation y = $X 
donne par p le mot 01, et la droite d’equation y = ix + f donne par V le mot 10. 
Ces deuw mots 041 et 10 appartiennent done bien a D. 

Soit maintenantf’ un mot de L de longueur n > 2. Supposons que le mot f debute 
par la lettre 0. Si tel n’itait pas le cas, on raisonnerait sur le mot a(f) en utilisant 
la Proposition 2.1. 3 s est un mot de ia forme (Ol”jkO1” ou s b m, ii est immediat 
de constater que. la droite d’iquation y = 6(x), ou S(X) = (m/m+ 1)x, appartient a 
A(lf 1) et verifie !?‘(‘(6) =f: Ainsi f E D. Sinon, soit g = r,(f) le mot f reduit (VI 30) 
ou la reduction rm est definie par les substitutions: 

Oi” se reecrit en 0, OF+’ se r&crit en 1. 

D’apres la remarque et la proposition precedentes, g E L et lgl< I,fl. Ainsi I’hypothese 
de recurrence nous assure qu’il existe une droite appartenant a A (I& d’equation 
y=6(x)o~S(x)=(p/q)x+(r/q),etvCrifkn- t !P (6 ) = g. Considerons alors la droite 
d’equation y = A(X) orir 

;Z(xj =_P+qm x+ 
r -- 

p + q(m 4- 1) p+q(m+l)’ 
(7) 

Nous allons montrer que cette droite y = A (A) verifie F( A ) =J ;_“r Jonc que le mot 
f appartient au langage D. 

ontrons tout e y = h (x) appartient 5 A( 1 f I). Nous obtenons: 
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De plus, comme g = r,,(f) et d’aprks ira forme (R,) d- Q cette r&&!ction, le mot $ 
de longueur minim& esi obienu lorsque lgll = p. Ainsi 

Ces deux points (a) et (b) nous assurent que la droite y = h(x) appartient 5 

Montrons maintenant que !F( A ) =J Soient i E N, 0 6 i s lgl et k la partie entiere 

de S(i), c’est a dire 

S(i)= k-by oh kEN,OdQ<q. 
4 

Ainsi, les i premieres lettres de g sont k lettres I, et i - k lettres 0. Montrons alors 

<ue les premieres lettres de Iy (A ) sont 

k(m+l)+(i-k)m=im+k lettres 1, 
(8) 

k + I; i - k j = i iettres 0, 

ce qui assurera la coherence avec les i premieres lettres de g compte-tenu de la 

reduction r,,, effect&e sur f (voir (R,)). Pour montrer cela, calculons la valeur de 
A au point cm + 1)i-b k. Or 

A(x) = P+4m x+ 1 
=x+ 

r-9x 

p+qh+l? P+dm+U p+q(m+!)’ 

Nous outenwrs alors 

h:i(m+l)+k)=(mt-!)ifk+ 
r-qk-q(m+l)i 

p+q(m+l) 

=mi+k+ 
r+pi-qk 

p+q(m+!)’ 

6(i)=$i+L=k+f, 
4 

ce qui implique i+r=qk-ta. Et ainsi 

h(i(m+l)+k)=mi+k+ a 
p-t@d- I)’ 

(9) 

coimm OS a < ous awns &vi 
_ . 

ent J* 
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Ainsi, parmi les (m + 1 )i + k premieres lettres de !P( A ), exactement mi + k sont 

des lettres 1 et nous obtenons done bien (8). Ce raisonnement etant vrai pour tout 

entier i verifiant 1 s is lgl, nous deduisons de (8) la propriiti suivante. 

Si la (i + l)ieme fettrd de g = !P( 8) est 

(i) la lettre I, alors il lui correspond dans u’( A ) un facteur constitue de 

m(i+l)+k+l-(mi+k)=m+l lettres 1, 

i+l-i= P lettre G, 

(ii) la letrre 0, alors il lui correspond dans !P(h ) un facteur constitue de 

m(i+l)+k-(mi+k)=m lettres 1, 

i + 1 - i = I kttre 0. 

I1 nous reste maintenant a montrer que tous ces facteurs de V(h), chacun d’eux 

correspondant a une lettre de g, commencent tous par la lettre 0. De maniere 

equivalente, montrons que !P( A ) = O,(g) ou O,,* est le morphisme d&i par O,, (0) = 
Ol”, g,r,( 1) = 0; #*Ii*. Pour cela, montrons que, pour tout entier i verifiant 0s i S Ig/, 

A (i(m + 1) + k) et A (i( m + 1) + k + 1, ) snt dne partie en&e. Or, d’apres (9j, nous 

avons 

A(i(m+l)+k)=mi+k+ Q! 
P+Q(mfl)’ 

(lo? 

et 

A(i(m+l)+k)=mi+k+ a e-qm 
p+4;m+l)+pfq(m+l)* 

Or cu+p+qm=P+&m+l)+a-q et de plus O<a<q. Ainsi, (10) et (11) on~ 

mEme partie entiere. 

Comme nous venons de montrer que q(A) = O,,(g) ou 0, est k morphisme 

inverse de la reduction r,,, verifiant g = P;,~ (f), nous obtenons, d’apres la difinition 

(RJ de r,,, *(A) = u ou ti cst le facteur gauche de f iei que I_ wu et 

[le mot vide 
V=j 

si f se termine par 01 “‘+I3 

\Ol‘ sinon (s verifie alors 0s s 5 m). 
w 

1: est alors im~~&l;-~ -J- 
IuL u‘i Siii5tiik?T que ia Groite y = S(x), doniiaiii par 3P ie mot U 

sur I”intervalle IO, lul], donne par prolongement le mot f= uv par V sur l’intervalle 

309 Ml* 
eci termine la te-tenu du Lemme 3.3, nous 

o s le 
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De cette preuw du emme 3.7, ncus d&iuisons immediatement le r6sultat suivant. 

Soii g un mot du laragage Soit O,,: la substitwion (14 morphisme) 
dt;Jinie par 8,(O) = 01”’ et O,,,( 1) = 01 *‘+‘. 

Si la droite d ‘kquation y = S(x) 02 S(x)=(p/q)x-t(r/q) vhijie !P(S)=g, alors 
la droite d ‘equation y = h (x) oti 

p+qm x+ s” 
A(X)=- 

ptqbwtlj p+q(px+lj 

appartient ii i;(!,fl) otifest le mot f = p(h) = O,,,(g). 

Soi; g = 01 obtenu a park de la droite is,,(x) = (i)x. Considerons le 

morphisme @ = 0, (6(O) = 01 et @( 1) = 011). Alors O(g) = 01011 est lie mot obtenu 
$ partir de la droite d’equation y = S,(x) oti s, (x j = (-z)x. 

De mgme e’(g) =0101101011011 est obtenu a partir de la droite d’equation 

y ;= 6,(x) oti S,(x) = (A)x. Nsus en deduisons que, pour tout n 2 0, O”(g) est le mot 

0101101011011010110101101101011011... 

de longueur F_, 7 + z obtenu a partir de la droite d’iquation y = S,,(x) oti 

F 
s”(x)=3x, 

F 7,1+2 

la suite F,, etant la suite de Fibonacci FO - 7 1, F, -- I, I= 1 t1+I = F,i t &, . 

Le mot O”(g) converge alors vers le mot infini de Fibonacci cbtenu, en utihsant 

la m$me construction !P9 2 partir de la droite d’equation y = KY dans laquelle 

QII =1(-l + ~6). Remarquons que IY admet pour developpement en fraction continue 
a=~0;1,1,;,1,.J. 

Wous deduisons des resultats du paragraphe precedent le theoreme suivant. 

Soient fO un mot de D et @,,, le morphisme d&ni par @,,( 0) = Oh “’ ei 

oti rn 2 0. Alors, la suite (f,, ) ,, I+J de mots de 

cowerge vers le mot infini f obtenu, par la mi?me construcri 

d’kquation y = cyx oti a! = $( - m+(m(m+4))“‘). e plus9 Ie dheloppemenf era.fraction 

CtNiih4~ c.& cy f3i u - (0; i, iii, 1, m, 1, i?l, . . . ). 

ve. Soient f0 un mot de 
y = S,(X), ,~ S,lXj = (, fk/ qo)X + ( f-l q(,j, yki 
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d’equation y = 6,(x) oti 

wx) 
Cn’qom r 

=p-‘._ 

p0+g,!,n+1? X+po+q~(m+l) 
verifie fi = ?P( &) = O,( fO). Soit 

t1 
PI 0+40m =-= 
91 pO-+qo(m+l) 

la pente de la droite &. Alors 

Ce raisonnement now assure que, j3olur tout n 3 1, le mot fi, = Ok\fo) verifie 

J7 = !P( 8,) oti la droite d’tquation y = 6,,(x)estdonn~eparS,(x) = (p,Jq,++Wq,A 
avec 

ii est aiors ciair que Za suite (j;, jnzO de mots de h” fl converge vers le mot infini f 
obtenu a partir de la droite d’equation y = cux ou (Y est le nombre ayant pour 

develc nnmnent en frcaM;n- 
. rrnn+*wrrn _py”“.w.-w w.- _I-_“..VIL n7(~~ 1 m?4 1 .*..a WY......Ib H _ _ 9 **r. *, . . . . . . . ). Ainsi cy verifie (Y = 

(m+cy)/(m+a+l) d’oti nous deduisons a=!(-m+Jm(m+4)). Cl 

Dans ce paragraphe, nous utiliserons la terminologie habituehement employee 

en theorie des langages (voir [2]). D’apres la caracterisation donnee precedemment 

pour le langage D (ensemble des mots verifiant la condition (C)), nous obtenons 

immediatement la proprieti suivante. 

. Tout facteur f d’urr mot de D, autre que 0” ou I”, appartient aussi 
MB88 JnMRn*I. n ULS lecll~ju~jc U. 

Cette derniere propriite, evidente sur les mots de D, ne Test pas si 

l’on raisonne ‘s,r les droites considerees ici et leur “codage” !P_ En &et, si f est un 
mot du langage D, alors il existe une droite 6 appartenant a A(1 f I) tek cau+- P(6). 

Cette droite a alors pour equation y = 6(x) oti 6(x) -(p/q)x+(r/q) avec qslfl. 
Si g est facteur de _6; c’est a dire f = ugv, il n’est nullement evident qu’il existe 

(p’/Lj’)x t (i-‘/q’) avec q’c [gi, e: tek que 

p(A) = g. Ce resultat e cons6 
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Dans [6], Coven et Pkdl~nd ant considere et caract&%@ ks m~ls irrjni,r 

“Strumiens” QU suites de Sturm, mots obtenus par “codage” ‘P des droites d’equation 

y = a~ ou G est un nombre irrationnel. Coven et Hedlund ont montre que les suites 

de Stwm sent Zes msts in&k non phiodiques dont tout facteur de longueur finie 

verifie la condition (C). 

Compte-tenu de cette caracterisation des suites de Sturm et de la definition du 

langage D, nous obtenons alors le theoreme suivant. 

Le langage D est constitui de l’ensemble desfacteurs (@is) 

les suites de Sturm, except& les mots ne comportant (clue la lettre 0 (respeotivement la 

Iettre 1 j. 

reuve. Si le mot J’ est un facteur de longueur fnie d’une suite de Sturm, alors, 

d’apres [6-J, f est un mot du langage C. 

Reciproquement, soit f un mot du langage D. Montrons, par recurrence SUP la 

Iwgueur du mot J qu’il existe une suite de Sturm ayant f pour facteur. Si Ee mot 

f est de longueur 2, .f est soit le mot 31, soit le mot 10 qui sont tous deux facteurs 

de la suite de Fibonacci (exemple precedentj, et en fan facteurs de toute suite de 

Sturm. Soit f CA mot du langage D tel que ifi > 2. Considerons alors le mot g, 

reduit du mot f; g = r,,(f). Le mot g est un mot de iongueur /gj < ifi. Suivant les 

cas, g est soit un mot du langage D, soit le mot 0” ou le mot I”. 

Si g est un mot du langage Q g est facteur d’une suite de Sturm correspondant 
a une droite d’equation y = cyx oti cy est irrationnel. Si g est le mot 1 k (respectivement 

0”), alors g est facteur de la suite de Sturm obtenue a partir de la droite d’equation 

y = CYX oti cy est le nombre irrationnel dont le diveloppement en fraction continue 

est a=(Q;!,~,l,k,lik,...! (tesp.~~=(O;k,1,k,l,k,l,...)). Ainci,danstousles 

cas, le r&i~It 3 ; r,,(f) du mot f est facteur d’une suite de Sturm associee a la droite 

d’iquation y = u!yx. Considerons maintenant le nombre irrationnel /3 defini par 

p= l 
I+l/(m+c# 

c’est $_ dire lg fli‘-fi3kPP itf2t;riiifiP1 dr_~riP __-___-e _ 1e ASiiP:rir8tiPwgpni spa {cactior. cop,Q3page ff=;i ---__-_-_ 11”. WY... ._ --.r~V~~-“‘w.‘“‘ 

P~(O;l,m,a,,a,,a,,cr, ,... )o~~L~=(~;(Y~,cY,,~~ ,... ). 

D’apres !e theoreme 4.1 (cf. preuvej, a la droite d’equation y = fix correspond le 

mot infini obtenu en appliquant le morphisme 0, au mot infini obtenu a partir de 

la droite d’equation y = GSX. Ainsi, ie mot f est facteur de la suite de Sturm correspon- 

dant a la droite d’equation y = px. Cl 

Si l’on restreint ies droites consider&s iri (ensemble 

droites dont la pente est rationnelle et qui passent par l’origine (r = 

alors le langage obtenu par “codage” de ces 

(5)). Nous n’obtiendrions pas avec cet ens 
. 
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Lnteressons nous maincenart aux proprietes algebriques du langage D. 

Nous obtenons tin resultat anaiogue & celui don& par krste! dans 13-j. Rprctpl _“I”.“. 

montre en &et que I’ensemble des facteurs gauches d’un mot infini obtenu par 

morphisme it&e B park d’une l,,,,, -Lb . , fi*+ra es* **P langage dont le complementaire est un 
,-,- 1__ 1,-,-.- iangage algebrique. Or, compte-ten-i de ia @aia&a^fshirti &UUCX uu rahg;age D, 

nous constatons immediatement le fait suivant. 

Le langage D restreint aux mots debutant par la lettre 0 est constftue de l’ensemble 

des facteurs gauches de l’ensemble des mots infinis obtenus par iterations successives 

des morphismes O,, (O,(O)=Ol”‘, 0,(1)=01”‘+’ ou m>O). 

f+w~ obtenons alors le resultat su iwant 9nchlnCtilo ;I rnl~r; An r2i &.U..., U..UI”BUII U Wk.%41 uw LJJ. 

Corlme 5.5. Le langage D est un Iangage MW n!ghique dcmt !e cmqhhwtaire 
est un langage alg&ique. 

reuve. (1) Clairement, D nest pas un langage algebrique. En effet, considerons 

le langage A4 = D n 01+01+01+ oii I’ disigne le langage rationnel (lk 1 k 2 1). Nous 

avons 

M = (01 ‘OPOl” 1 il existe m 3 0 tei quc i, j, k E {r”2, m + 1)). 

Or, il est bien connu que ce langage ne peut ttre engendre par une grammaire 

algebrique. En consequence, le langage D n’est pas un langage algebrique car 
autrement le langage M le serait egalement. 

(2) Soit maintenant C = X*\ D. C est alors le langage C = 0* w l* u A ou A est 

le langage (11~ 11 d ’ ‘g esr nant la valeur absolue de x) 

44 fl= -ff= /X* 1 ii existe une factorisation f =fi r&v& 

avec lul= 1~1 et 11 lu[, +&ii z2j. 

Considerons alors la grammaire algebyique dont les regles de derivation sont les 
suivantes (ll designant le mot vide): 

insi, tout mot appartenant a A peut ctre engendre par cette prammaire a partir de 

l’axiome & et riciproquement, cette grammaire n’engendre que des mars de A. Les 

symboles non terminaux p et u permettent d’engendrer deux facteurs u et v de 

longueur dont les bres de lettres 1 qu’ils compottent different &au moins 

algibrique, il en est de rnsrne pour 

9 car il es% ~‘~~~o~ dcs de 

ve eorkne 5.5. CJ 
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Inthssons nous au problkme de I’ambigui’th du langage C compiementaire du 

iangage D. Considkons le langage E = CnO1+01+01+0. Nous constatons, d’aprh 
ia condition (C) vhifi6e par les mots du langage D, que 

E = {01”01”01~0~ m, n,p>O et (Ipn -4~2 ou In 432 ou IJF-ml~2)). 

Ce langage E est anaiogue au Iangage {a”%“~~~~rn-n~~l ou Irz-+~) dans [I], 

qce les auteurs ont conjecturi gtre un langage ambigu. De mime, le langage G est 
ains langages algdbriques consid&% par Flajolet [7] qui 

montrant que les skies ghhahiL;r;a de ces langages ad 

infnit6 de p&s. Nous form;a!oPs dew !5s csr?fectu*e suivante. 

Le langagg algh-iqlr 9 con;&henraire du langage D esl un langage _ 

6. Equation PonctionnelIe omant la sirfe gihihtrice des mats du 

Dans ce paragraphs, e. - :c_- R^_>-_^-_^ 
llUU3 uu1111u113 we iquation fonctionnelle dont la shie 

ghkatrice des mots do langage LI est solution. Considkons la shie gknkatrice 

J”(x, y j ties mots du iangage U se terminant par la lettre 1. Elle :st d6finie par 

OG a,, est lc nombre de mots de D ayant exactement n lettres 0, p lettres 1, et se 

terminant par la lettre 1. 

La skie g&Gratrice d(r) des mots de D d&he par 

d(i)= x d,?” 
n*2 

(14) 

061 d, est le nombre de mots de D de longueur n, se diduit alors simplement de la 
s&-ie g&M% Wice f( x, y ). 

prk@an&t;nm I; 1 
p”II*L.““ “. 1. La s&e gin&atrice d(t) est dsnn6e par d(t) = 2f( t, i). 

rewe. La sh-ie d &ant la shie ghkatrice des mots de nous avons d,, = 

n+p=tn h1.p oil h., est !e nombre de mats de I3 ayant exactement n lettres 0 et p 

let&es 1. Ainsi, d’aprks la Proposition 2.1 j now awns l&P = c!,;,~ + a,, . et nms en 

dkduisons, d’aprh !a definition de la s&-ie f(x9 y), le r&&at an 66, 5 savoir 

d(t) =2f(t, t). Cl 

En considkrant I’ensemble des substitutio 

nous obtenons l’equation foncti 

tenir Its mois du 

03”; est solutio!?. !a 



h&e 6.2. La sh? pin&-a?rice f (x, y ) est dorm& par 

f(ry)=Rb,Y)+ c xY~~f(xYm,x,‘““)+f(*y..+l,xYm~~ 
I?’ 2 1 - 

-+ 1 y(f(yxm,yxnJ+')+f(yx"+',yxm)) 
nJzG 

+ c .f-bYm,xYnJT’), 
m=O 

reuve. Soit D, l’ensemhle des mots de D se terminar?t par !2 !ettre 1, langage dc?r?t, 

ffx, y) 2 / _. est la skie ghkratrice. Ce langage D, se dtcompose alors en la r&.mion 

disjointe de deux langages A et D’ d&in% par A = A, u A+ A3 et D’= D,\A, oti 

les langages Ai, A2 et A3 sont les suivants: 

.4i =((O!‘“)‘Ir2 1 ct ZII> I>, 

A,=((10”““)‘11r~ et mal}, 

A3 = ((01 “J+2)r01F 1 r 2 1 et 1 s s s m}. 

La skie girkratrice a(x, y) des mots du langage A est donnee par 

XY )” + v yx’J::+, +xy .xyFJJ+2( 1 -y”) 

1 -Xf’ - 1-yx (1 - jl)(l -xj,‘JJ+Z) l 

(15) 

De plus, tout mot de D’ s’obtient i partir d’un mot de D, de longueur strictement 

infkieure en effectuant l’une des deux substitutions @,, ou I’JJJ sur ce mot. Ces 
substitutions sont d&nies dans les quatre cas (suivant que m 2 1 ou Fii = 0) cl- 
dessous. Plus prkis6ment, les substitutions On, (respectivement rm) permettent 

d’obtenir tous les mots de D’ commensant par la lettre 0 (respectivement ia iettre I). 

Cas I: Pour tout m 3 i O,,(O) = Ol”‘, O,(1) = Ol”? Cette scbstitution est 

ectuee pour tous les mots de D, ayant n lettres G et p iettres 1 en concatknant ii 

droite dcs mots obtenus 

- soit le mot vide, 
- soit tous les mots de Ia form W pour i 5 y^ G m. 

11 faut alws retrancher tous les mots de D, ayant (ri + 1) iettres 0, JJ lettres 1 

(n 2 1 et g 2 1) et se terminant par la lettrc 0 auxquels on app+e la mcme 

substitution. Nous obtenons alors le terme 
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oii les dzux sommations sont effectuees pour toutes les valeurs de n, p et m vkifiant 
.* -s 1 II? 1) v”H et WIH. 

Ainsi, apris simplification, et comme Q,~ = 1 pour toute valeur de p (d’aprts la 

Minitinn de la suite QJ, nous avons 

S, =x (a”,P+ CZp,n)*r,+Py(lli P)‘iItPX.+$ 

les sommations se faisant toujours pour n 2 1, p 2- 1 et m 2 1. 

Cus 2: Pour &out m 3 1 I+nl(0) = lo", r,,(l) = lO”‘+‘. Cette substitution est 

effect&e pour tous les mots de D1 ayant II lettres 0 ct p lettres 1 en co~cat~~a~t B 
droite des mots obtenus la lettre 1. Nous obtenons alors le terme suivant: 

&= c ia,*, + a~,,I)X(“+P)m+l’y’l+P + 1. /*n\ 
(10) 

n~l.p~l.f?z~l 

Cm 3: @&I! = 0, fig( 1) = 01. Cette substitution est effectuee pow tous les mots 

de I), ayan; n lettws 0, p lettres 1 (JZ 2 1 et p 2 1) et se termknt par la lettre I. 

Nous obtenons alors le terme 

S3 = 1 a,,,x”+pyP. (iSi 
n=l.p’i 

Cars 4: I’,(O) = 1, r,( 1) = 10. Cette substitution doit gtre effectuie pour tous les 

mots de D, 

(a) ayant pl lettres 0, p lettres 1 et se terminant oar la lettre 0, ce qui nous donne 

le terme S,, . 

(b) ayar;t n lettres 0 et p lettres 1 et en concathant aux mots obtznus la lettre 

1, -.- -,_f -_ .I CG yul nrurl3 GGii;tC !C fCiiZ2 S;z. 

I1 faut alors retrancher tous les mots de DI ayant (n + 1) lettres 0, p lettres 1 

(n 2 1 et p 3 1) et se terminant par la lettre 0 auxquels on applique la n-he 

substitutior:, ce qui nous donne It: terme &. 

Ces trois termes et le terme rhultant sont alors les suivants 

S 41 = c ap,,, x ‘Y”+‘, (20) 
,I~l.p’l 

S 42 = c hl., + ap,,,)Xpy’l+P+‘, w 
fl--l,p'l 

S 43 = c ap,n+ I x pVn+p+‘, (22) 

t12l,p21 

s4=s{!+&~--s43. CW 

. . A r-n. 
riaadad, ap1-2~ simplification, et compte-tenu du fait que ~a,~ = 1 pour toute valeur de 

p (d’aprks la d%nition de la suite &:,), nous o 

s4=y++ c (anpCapn)xpvn+P+'~ 
11 -xy ,,_l,P’l ’ ’ - 
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Ainsi, & partir des mot!: du iangage A et en it&ant ces quatre substitutions 

correspondant h ces quatre cas, nous obtenons tous les mots du langage Q. 

On constate igalement que seuls les mats du iangage A ne peuvent ?tre obtenus 

B partir d’un mot de D1 par l’une de ces substitutions, ceci d’aprks la definition de 

D1 (tout mot de D1 poss?de au moins une lettre 0 et une lettre 1) et d’aprh la 

definition du langage A et des subshtions csnsid&& --_-^^. La S&k g&it%:~l~iC~f(X, y) 

du langage D, est alors 

~(~,y3=zz(x,y)+s,+~~$~~+s~. (25) 

En reportant dans c;titic @ation les valeurs obtenues dans les formuier ( 65), (IT), 

(I@, (19) et f24), nous d6duisons de !a d%nition de la skie ghkatrice f(x, y) 

1’6quation fonctionnelle du Th6orkme 6.2. cl 

A l’aide du langage de calcul symbolique MACSYMA, nous avons obtenu ies 

premftres valeurs suivantes pour les nombres a,, & partir de cette equation fonction- 
nelle (Table 0). 

Le nombre d,, de mots de D de longueur n comprise entre 2 et 30 est donn6 dans 
la Table 2. 

i’iquation fonctionneiie dotit J(x, y j, ia s&e gG&ratrice des mots du lsngage D 

se terminant par la lettre 1, est l’unique solution ne permet pas d’obicenir une 

expression simple de la shie gh&ratrice d(x) du langage D. 

7 P 
n 

1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2G 
2 1 2 3 5 7 9 12 15 CS 22 26 30 35 40 45 51 57 63 70 
3 1 3 3 4 7 9 10 13 16 19 22 25 29 34 37 41 47 52 
4 1 3 4 4 5 10 12 ;2 15 II?! 2: 2: 27 32 37 41 45 
5 1 4 5 7 5 6 ‘13 18 17 17 19 26 32 35 35 39 
6 1 4 4 6 9 6 7 16 22 23 22 21 24 34 45 
7 i 5 6 7 11 12 7 8 20 27 28 32 31 26 
8 1 5 6 7 8 !5 15 9 3 24 33 3: 37 
9 I 6 6 8 9 14 18 19 9 10 28 40 

10 1 6 7 9 9 11 18 23 22 10 11 
11 1 7 8 10 13 11 18 21 30 27 
12 1 7 7 8 12 12 14 23 24 
13 1 8 9 l! 12 18 113 25 
14 1 8 9 12 13 20 15 
15 1 9 9 11 13 15 
16 1 9 10 11 14 
i7 1 10 I1 14 
18 I 10 10 
19 1 11 
20 1 

Table 1 
Nombres u,,,~ (n+ps21). 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 13 15 16 17 18 19 20 

---- -- ---_ 



Table 2 
Nombres d,, (2 6 n s 30). 

n 2 I 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

42 6 12 22 34 ST! 74 102 134 176 222 280 344 416 496 
. ------ __ ---- --_ 

K I 17 iI8 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

4, I 592 694 814 942 1082 1232 1404 1584 1784 1996 2226 2468 2738 3016 

En expioiiant ies iabkaux de nombres ci-dessus, nous avons constate que la skie 

d(x) pouvait s’exprimer en fonction de l’indicatrice d’Euler. Considhons la shie 

ghkatrice du Iangage D 

d(x) = c 4,x”, 
n 22 

et la s&-ie d’Euler difinie par 

@W= c 40)x”, (26) 
n=1 

dans laquelle cp( n) est le nombre d’entiers inferieurs 5 n et premiers avec n. 

w 6.3. Pour tout n 3 2, le nombre de droites de A ( II ) est 

card(A( n)) = i kp( i). i=2 07) 

Nous for;nulons la conjecture suivalrte, reliant la s&ie ghkatrice du langage DJ 

& la shie d’Euler. 

La s&e ghhatrice d(x) du langage D est donnke par 

x(x - 1) -I- Q(x) 
{;i (x) = -- ...-- 

(l-x)* l 

(28) 

De faGon equivalente, le nombre de mots de longueur n 2 2 de D est 

dii=-I+ i (n-i+l)rp(i). (29) 
i=l 

La Conjecture 6.4 implique la Conjecture 5.6 du fait de la non 

iti de la shie indicatrice d’Euler Q(x) et de la relatio 

n’est done pas une shie algibrique si la Conject 
g&h-atrice du langage co 

e, ce I 
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ue 6.6. Sachant que 

nous en Ceduisons, si la Conjecture 6.4 est exacte, que d, est asymptotiqinement 
bquivaient 5 n3,kr2 et que Ile rapport card(A( n j j/& a pour limite 2 pour n tendant 
vers i’infisi. 
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