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Résumé

Nous introduisons un foncteur de la catégorie des espaces tressés dans la catégorie des algébres de
Hopf tressées, associant a tout espace tréasge algebre de Hopf tressée d'arbres plans enracinés
Hp,r(V). Nous montrons que l'algébre de Nichols Weest un sous-quotient d&p r (V). Nous
construisons un couplage de Hopf non dégénéré étijre; (V) et Hp r(V*), généralisant ainsi
I'un des résultats de [Bull. Sci. Math. 126 (2002) 193—-239]. Lorsque le tressagesiede la forme
c(v; ® vj) = g;,jv;j ® v;, nous obtenons une quantification des algeébres de Hopf d’afbﬁjﬁ
introduites dans [Bull. Sci. Math. 126 (2002) 193-239 ; 126 (2002) 249-288]. Lotggue ¢/,
avecg une indéterminée €t ;); ; la matrice de Cartan d’'une algébre de Lie semi-sirgpwq(gﬂ
est un sous-quotient dé p g (V). Dans ce cas, nous effectuons le produit croisé{ger (V) avec
un tore puis construisons le double de DrinfeldH p g(V)) de I'algébre de Hopf ainsi obtenue.
Nous montrons quél; (g) est un sous-quotient d@(H p g (V)).
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Abstract

We introduce a functor from the category of braided spaces into the category of braided Hopf
algebras which associates to a braided spéca braided Hopf algebra of planar rooted trees
Hp, r(V). We show that the Nichols algebra &f is a subquotient of{p g(V). We construct a
Hopf pairing betweert p g (V) andH p g (V*), generalising one of the results of [Bull. Sci. Math.
126 (2002) 193-239]. When the braiding ©fs given byc(v; ® v;) = g; jv; ® v;, we obtain a
quantification of the Hopf algebrdsER introduced in [Bull. Sci. Math. 126 (2002) 193-239; 126
(2002) 249-288]. Wheg; ; = ¢/, with g an indeterminate an@; ;); ; the Cartan matrix of a
semi-simple Lie algebrg, thenl{, (gT) is a subquotient oH p r(V). In this case, we construct the
crossed product of{p g (V) with a torus and then the Drinfel'd quantum doulBH p g(V)) of
this Hopf algebra. We show théd; (g) is a subquotient oD (Hp r(V)).
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Introduction

Dans [2,3,10-12], A. Connes et D. Kreimer introduisent une algébre de Hopf d'arbres
enracinég{ dans le but d'étudier un probléme de Renormalisation en Théorie Quantique
des Champs. Dans [4—6], nous introduisons une algébre de Hopf des arbres enracinés
plans décoré%i?R dont la construction généralise celleHg. Nous montrons que cette
algebre de Hopf est auto-duale et qu'il existe un couplage de Hopf non dégénéré entre
H,P,R et elle-méme. D’autre part, nous introduisons un fonctépirz de la catégorie’ect
des espaces vectoriels dans la catégorie des algébres de Hopf graduées, envoyant un espace
vectorielV sur I'algebre de Hopt p 2 (V), qui est isomorphe a l'algébre de HdﬂffD,,R,
lorsque le cardinal d® est égal a la dimension dé.

Dans ce papier, hous généralisons la construction de ce foncteur pour construire un
foncteurH p g de la catégorie des espaces tresEé¥ect dans la catégorie des algébres
de Hopf tressées graduées. En particulier, en identifiant la catédeciavec la sous-
catégorie de7 rVectdes espaces munis d’un tressage trivial, le fonctéprz coincide
avec la définition de [4]. Pour tout espace tre¥sd'algébre de Hopf tressél p gr(V)
possede une base de foréts; nous décrivons le coproduit dans cette base a l'aide de la
notion de coupe admissible et de I'action des groupes de tr&ssééous montrons que
tout couplage(,)v:V’ x V — K d'espaces tressés permet de construire un couplage
(,)x d'algébres de Hopf tressées ertte z(V') et Hp r(V), non dégénéreé i, )y est
non dégénéré. Lorsqué est de dimension finie, on peut donc construire un couplage
d’algébres de Hopf tressées non dégénéré éfpre (V) et Hp g(V*). Nous donnons un
sens combinatoire a ce couplage lorsduest un espace tressé diagonal ; en conséquence
de cette interprétation, nous démontrons par exemple la formule suivante (voir par exemple
[7,19]):

(mg!=>"q'.

o€eS,

Les modules de Yetter-Drinfeld d’'une algébre de Hopbnt des exemples particuliers
d’espaces tressés. Nous montrons que, dans célgag(V) est une algébre de Hopf dans
la catégorie des modules de Yetter—Drinfeldd®lous décrivons la structure de module de
Yetter—Drinfeld deH p g (V) dans la base des foréts et dans la base duale et nous montrons
gue 'algebre de Nichols d& est un sous-quotient dgp (V).

LorsqueV est un espace tressé diagonal symétrique, il peut étre considéré comme un
module de Yetter—Drinfeld sur I'algébre de Hapt K[Xl.il, i € D]. Dans ce cas, nous
pouvons effectuer un produit croigép g (V)4C, puis appliquer la construction du double
de Drinfeld pour obtenir une algébre de HapfH p r (V)). Cette algébre de Hopf contient
une copie dé{p g(V), une copie dé{p g (V)P et une copie d€.
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LorqueK = k(q), avecq une indéterminée et qué = (a;,;); jep €St une matrice de
Cartan finie, on considére I'espace tre¥sde basdv;);cp muni de la tresse suivante :

c(vi ®vj) =q“v; ®v;.

Soitg l'algébre de Lie associée a la matrice de Cargron montre qu’aloré(, (g) est un
sous-quotient d®(Hp g (V)).

Ce papier est organisé de la maniere suivante : la premiére partie est consacrée a des
rappels des principaux résultats de [4—6]. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons quelques
résultats sur les notions d’algébre, de cogébre et de bigebre tressées. La construction de
Hp r(V), avecV un espace tresse, est effectué dans la troisiéme partie : nhous montrons
gu'il s'agit d’'une algébre de Hopf tressée et nous décrivons sa tresse, son coproduit et son
antipode dans la base des foréts. La partie suivante est consacrée au couplageous
le construisons et décrivons ses propriétés. La cinquiéme partie est consacrée au cas ou
est un module de Yetter—Drinfeld sir Nous décrivons la structure de module de Yetter—
Drinfeld surHp g(V) et montrons que l'algébre de Nichols dfeest un sous-quotient
de Hp g (V). Nous décrivons également le produit croigé g(V)iC. Nous décrivons
l'algebre de HopfD(Hp r(V)) dans la derniére partie ; nous montrons également que
U, () estun sous-quotientde(H p z(V)) lorsqueV est bien choisi. Enfin, nous donnons
l'interprétation combinatoire du couplage); dans la derniére partie.

Notations. K désigne un corps commutatif de caractéristique null®edésigne un
ensemble non vide.

1. Algebres de HopfH p g(V) : rappels et notations
1.1. Arbres, foréts et coupes
Les définitions suivantes sont introduites dans [4—6] :

Définition 1. Un arbre enraciné est un graphe fini connexe et sans boucles; on suppose
gue I'un des sommets de ce graphe n’est I'arrivée d’aucune aréte ; ce sommet est appelé
racinedet. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en lpsdkder est le
nombre de ses sommets. drbre plan enracinég est la donnée d’'un arbre enraciné muni
d’'un plongement dans le plan. lppidsder est le nombre de ses sommets. L'ensemble des
arbres plans enracinés est n@ieg.

SoitD un ensemble non vide. Uarbre enraciné décoré paP est un arbre enraciné
muni d’une applicatior; de I'ensemble de ses sommets vExd image d’un sommet
par cette application est appeléécorationdes. L'ensemble des arbres enracinés décorés
parD sera notéTRD. On définit de la méme maniére I’ensele}ER des arbres enracinés
plans décorés pdp.

Pour toutd € D, on noteras, I'élément de7,P, formé d’un seul sommet décoré par
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Exemples.
(1) Arbres enracinés de poids inférieur ou égal a 5 :

uwhmbﬂ%w«h%ﬂn%?kﬁi

(2) Arbres plan enracinés de poids inférieur ou égal &5 :
cvh v v Ve b b bV v by Y T

Soit H,PR I'algebre associative librement engendrée Kupar les éléments d@,?R
Les mondmes en les arbres plans enracinés de cette algébre sont &maéséplanes
enracinées décoréed sera souvent utile de considérer 1 comme la forét vide. Lensemble
des foréts planes enracinées décorées estﬁﬁ;@ Le poids d’'une foré¥ =11 ...t, est
par définitionpoidgz;) + - - - + poidgz,).

Exemples.Foréts planes enracinées de poids inférieur ou égal aa:

FUVDTUR SUUNUE SUDE SR V0 SUURRE SO AV VR Y, {/ \} Y§

Soit ¢ € TPDR Une coupe élémentairele ¢ est une coupe sur une seule aréterde
Une coupe admissiblele ¢ est une coupe non vide telle que tout trajet d’un sommet
der vers un autre ne rencontre au plus qu’'une seule coupe élémentaire. Lensemble des
coupes admissibles deest notéAd(r). Une coupe admissible envoier vers un couple
(P°(t), R°(1)) € ]—'ER X TPDR, tel queR(¢) est la composante connexe de la racine de
t aprés la coupe, af(t) est la forét plane formée par les autres composantes connexes,
placées dans le méme ordre.

D’autre part, sic, est la coupe vide de on poseP (1) = 1 et R (¢) = ¢. On définit
la coupe totaleder comme une coupg telle P (¢) =t et R (¢t) = 1. L'ensemble formé
des coupes admissibles dede la coupe vide et de la coupe totaler aest notéAd*(t).

Soit maintenant e }"P o F # L Il existety, ... 1, € TP rr lels queF =11...1,.

Une coupe admissiblele F est unn- uplet (cy, ... cn) tel quec; € Ad.(t;) pour tout

i. Si toutes les; sont vides (respectivement totales)est appelée la coupe vide dé
(respectivement la coupe totale @¢. L'ensemble des coupes admissibles non vides et
non totales de&- est notéAd(F). L'ensemble de toutes les coupes admissible#’ dest
noté Ad,(F). Pourc = (c1,...,c,) € Ady(F), on poseP¢(F) = P1(t1)... P (t,) et
RE(F) = R(t1) ... R (t).

1.2. Algébresip r(V) : notations et rappels

Soit V un espace vectoriel. L'algébre de Hopfp r(V) est construite dans [5],
partie 3.5. Il s’agit de I'algébre librement engendrée par les arbres enracinés plans décorés
par des éléments dé, les arbres étant linéaires en chacune de leur décoration.

Exemple.Sivi, vz, v3,v4 € V, dansHp g(V) :
SATAES BCETh SR SO 5

v1+v2
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Ce sont des algebres graduées par le poids, le poids d’'une forét étant le nombre de ses
sommets. Les résultats suivants sont des adaptations immédiates des résultats de [4-6] :
1. Soit(v;);ep une base d&. Alors I’ensemble?—'}lf",;,’ep} des foréts planes enracinées
décorées par des éléments{dge| i € D} est une base d& p (V).
2. OnnoteZp g 'ensemble des arbres enracinés plans (non décorég%) gt’'ensemble
des foréts enracinées planes (non décorées). B@itFp ; les sommets de&’
sont totalement ordonnés pat, 4 (voir [5], partie 3.4). On les indexe de sorte que
Sn Zb,d "+ Zb,d 51

. . ~ . .1 M 2: 4
Exemple. F =V 1; alors ses sommets sont indexés de la maniére suivarte :4 5.
Pourvs, ..., v, € V, on poseF (v1, ..., v,) la forét deHp (V) obtenue en décorant
le sommet; de F parv;. On pose alors, pour touté € Fp r de poids: :

F:V®" = Hp r(V),

VIR Qu, > F(vy,...,vy).
Tout élémentx € Hp (V) s'écrit alors de maniére unique=} .r, . F(vr), ol
vp € VOPOILF) nour touteF € Fp .

3. OnidentifieV etHp r(V)1viaveV — o, € Hp r(V)1.
4. On définit ;

Bt "Hp,rR(V)®V — Hp r(V),

XQ ey, —> B:—(}C),
ou pour toute forétF, B, (F) est I'arbre enraciné plan décoré obtenu en greffant
les racines des arbres de sur une racine commune décorée paiOn peut alors
munir Hp g (V) d’'une structure d’algébre de Hopf en définissantcomme l'unique
morphisme d’algébres d&(p z(V) dansHp r(V) ® Hp r(V) tel que pour tout
x€Hp r(V)ettoutve V:

A(Bf (x)) =B (x)® 1+ (Id® B;) o A(x).

La counitée est donnée pas(r) = O pour tout arbre enraciné plan décoré par des
éléments dé/ .

5. Soitc une coupe admissible dg s, , ..., s;, les sommets d@“(F), avedi < --- < i
ets;,,...,s; les sommets d&“(F), avecji < --- < ji. Soito, la permutation des,
telle queo,(r) =i, sir < k et j,_ sinon. Le coproduit dé{p (V) s'écrit alors pour
toute forétF € Fp g de poids:, v1,...,v, €V :

A(F(vl,...,vn))=( > PC(F)®RC(F)>(oc.<v1®-~®vn))

ceAdy(F)

:( Z PC(F)®RC(F))(GC-(UI®"'®Un))
ce Ad(F)
+F1,...,0)Q1+1® F(v1,...,v,),
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ou S, agit survV®" de la maniére suivanter.(vi ® - -+ ® vy) = Vo (1) ® * * + ® Vo (n)-
6. On considére I'application suivante :

y:Hp,R(V)%HP,R(V)(@V,
0 SiF # Ge,
F(vl""’v”)%{G(vl,...,vn—l)®°vn Si F =Goe.

SoientV, V' deux espaces vectoriels @)y : V' x V — K une forme bilinéaire. Il
existe alors une unique forme bilinéaire) : Hp r(V') x Hp r(V) — K telle que :
1. A4, y)=¢e(),YyeHpr(V);

2. (xy,2)=(x®Yy,A@@),Vx,y e Hp r(V'), z€ Hp r(V);

3. B Tx@w),y)=xQw,y(y),VxeHpr(V),weV' yeHpr(V);

De plus,(,) est un couplage d'algebres de Hopf graduées. Il vérifie :

VE=(0) & Hpr(V)t = (0);
V" =(0) & Hpr(V): = (0).

2. Espaces, algébres et cogebres tressées
2.1. Espaces tressées
On rappelle tout d’abord la définition d’un espace tressé (voir par exemple [1,8,9,20]) :

Définition 2. Soit V un K -espace vectorieletsait V® V — V ® V. On dira que(V, ¢)
est un espace tresse si I'équation de Yang—Baxter est vérifiée :

(c@ld)o(ld®@c)o(c®Id)=(1d®c)o(c®I1d) o (Id® c). Q)
Remarque.On ne suppose pasnversible.

Notation. Si (V,c) est un espace tressé, on notefa ® v) = v ® u. Pour éviter les
confusions, on ajoutera si nécessaire des indices. Par exemple, I'équation de Yang—Baxter
s’écrit :

ﬁ2’3 ® 61,3 ® u—)1,2 — I/_tl’z ® 61,3 ® 11_)2’3.

Commec vérifie 'équation de Yang—Baxtel,®" est une représentation du monoide
des tresses positivesizbrins B, avec

n?

g =

— —

i—1 n—i—1
agissant patd®‘— @ ¢ ® 1d®*~=1D (voir [8,9]). Si ¢ est inversible, cette action se
prolonge en une action du groupg.
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2.2. Algébres tressées et paires d'algébres tressées
Définition 3.
1. SoientA et B deuxK-algébres unitaires et :

¢c:BRA—->AQ®B

b®a—ag®b.

Ondira que(A, B, ¢) est une paire d'algébres tressée sion a:
a®l=a®1, (2)
1b=1®b, (3)
a®biby=a"2® b1 bs' (4)
a1 ® b =ar‘a? @ b2 (5)

Si A = B et sic vérifie 'équation de Yang—Baxter, on dira simplement gdec) est
une algébre tressée.

2. Soient(A, B, c1), (B, C,c2) et (A, C, c3) des paires d’algebres tressées. On dira que
(c1, c2, c3) Vérifie 'équation de Yang—Baxter si :

(c1®Id)o(ld®c3) 0 (c2®1d) = (Id ® c2) o (c3®1d) o (Id ® c1). (6)

Remarque.Si A = B =C etc1 =c2 =c3=c, alors(c, c, ¢) vérifie 'équation de Yang—
Baxter si, et seulement gi vérifie 'égquation de Yang—Baxter.

Les résultats suivants se démontrent par des calculs directs :

Proposition 4. Soit (A, B, c¢) une paire d'algebres tressee. Alofs® B est muni d’'une
structure d’algébre associative unitaire donnée gai ® b1)(a2 ® b2) = a1az ® b1ib>.
L'élément neutre est® 1. Ce produit sera appelé produit tressé de B.

Proposition 5. Soient(A, B, c1), (B, C,c2) et (A, C, ¢3) des paires d’algebres tressées,
telles que(cs, c2, c3) vérifie 'équation de Yang—Baxter. On définit alors
11'CRARB)—->(A®B)RC,
cRa®b—at®b’ed?,
2. (BRC)®A—-> AR (BR (),
bRc®a—at?Q@b%Q et

Alors (A ® B, C,11) et (A, B® C, t2) sont des paires d'algébres tressées. De plus, les
deux produits induits suA ® B ® C par la propositiord coincident.

Lemme 6. Soient(Aj, B1,c1) et (A2, B2, c2) des paires d'algébres tressées. Soient
¢;:A; — B;, i = 1,2, des morphismes d’algebres, et supposons @4eR ¢2) o c1 =
c20 (P2 @ ¢1). Alorsg1 ® ¢2: A1 ® B1 — A2 ® B2 est un morphisme d'algebrég; ® B;
étant muni du produit tres3é
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2.3. Cogebres tressées et paires de cogébres tressées
Définition 7.
1. SoientA et B deuxK-cogébres counitaires et :

c.BRA—>AQRB
bQa—ab.

On dira que(A, B, ¢) est une paire de cogebres tressée sion a :

e(@)b =¢(a)b, (7)
as(b) = as(b), (8)
i®d ®b=a ®a ®b2 9)
Qb @b =a2eb Qb (10)

Si A = B et sic vérifie 'équation de Yang—Baxter, on dira simplement gdec) est
une cogebre tressée.

2. Soient(A, B, c1), (B, C,c2) et(A, C, c3) des paires de cogébres tressées. On dira que
(c1, 2, c3) Vérifie I'équation de Yang—Baxter si (6) est vérifiée.

Les résultats suivants sont duaux des résultats des propositions 4 et 5 ;

Proposition 8. Soit(A, B, ¢) une paire de cogebres tressée. Aldr B est muni d’'une
structure de cogéebre coassociative counitaire donnéeqarp b) = (a’ @ b') @ (a”’ @b").
La counite est ® ¢. Ce coproduit sera appelé coproduit tresséAl® B.

Proposition 9. Soient(A, B, c1), (B, C, c2) et(A, C, c3) des paires de cogebres tressées,
telles que(cs, c2, c3) vérifie 'équation de Yang—Baxter. On définit alors
11'CRARB)—~>(A®B)RC,
c®a®b—at®bhie 2
2. (BRC)®A—-> AR (BR (),
bRc®a—at?Q@b%Q et

Alors (A ® B, C, 11) et (A, B ® C, 12) sont des paires de cogébres tressées. De plus, les
deux coproduits induits sut ® B ® C par la proposition8 coincident.

2.4. Bigébres et algébres de Hopf tressées

Définition 10. Soit A un K-espace vectoriet,: AQ A —> AQA, m:ARA— A, 1c A,
A:A— A®A,e:A— K.OndiraqueA est une bigébre tressée si :

1. (A,m,1,c) estune algébre tressée;
2. (A, A, g, c) estune cogebre tressée;
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3. A ete sont des morphismes d’algébres, c’'est-a-dire :

A(ab)=d'b' @ a"b", (11)
e(ab) = e(a)e(b), (12)
AD=1®1, (13)
e(l) =1 (14)

Remarque.La condition 3 équivaut amz et 1: K — A sont des morphismes de cogébres.

Soit A une bigebre tressée. Alofg A) est munie d’une structure d’algebre associative
unitaire donnée par le produit de convolution défini parg(x) = f(x")g(x”), d’élément
neutre donné par(t) = ¢(x)1. On dira queA est une algébre de Hopf tresséédsadmet
un inversel’ dans(L(A), x) ; T sera appelé antipode de

Proposition 11.Soit A une algébre de Hopf tressée. Son antip@deérifie:

T (ab) =T (b)T (@), (15)
T(a)®T(@)' =T@@")®@T(a). (16)

Preuve. A ® A est munie d'une structure d’algébre par le produit tressé et donc le produit
de convolution munitL(A, A ® A) d’'une structure d’algébre associative unitaire. On
montre queA o T etco (T ® T) o A sont deux inverses da dans cette algébre; par
suite ils sont égaux, ce qui prouve (16). On montre (15) de la méme mani@re.

Les résultats suivants, bien connus dans le cas des algébres de Hopf (voir par exemple
[4,5,8,15]), s’adaptent aux algébres de Hopf tressées :

Lemme 12. 1. SoientA et B deux algébres de Hopf, et sa@it A — B morphisme de
bigébregi.e. morphisme d’algebres et de cogebrédors ¢ est un morphisme d’algébres
de Hopf tressées, c’est-a-dire qgi@ Ty = T o ¢.

2.Soit A une bigébre tressée, graduée et conn@ee Ag est de dimensiof). Alors A
est une algébre de Hopf tressée.

Lemme 13.Supposons qud soit une bigebre tressée avec une tresseversible. On
munit A d’'un produit noté. défini parx.y = m o ¢ (x ® y). Alors A munie de ce
nouveau produit et de son coproduit est une bigébre tressée de tress@n note cette
structure AP,

Preuve. (2)—(5) et (7)—(10) pourA®P découlent des propriétés semblables pdur
Montrons que est associatif. Pour tous y € A, on pose 1(x ® y) = ® *.
Soientx, y,z € A. En notanin? =mo (m ®ld) =mo (Id @ m) :

—2
(x.y).z = (5%).2 = 22(3151) =22’3§1’3i1’2=m2( /Ef .x®y®z>.
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(On a utilisé (4) pour la troisieme égalité.)

—2
x.(y.2)=x.2y) = (21)71) $2=712518523 = 2 ( /i/ lx®y® z) .

(On a utilisé (5) pour la troisieme égalité.)

On conclut avec 'égalité des deux tresses.

Montrons (11) : soient, y € A. Un calcul simple utilisant (11) powt ainsi que (9) et
(10) montre que :

~ o~ ~12~2  ~3~1
Y@y =y T = @ m) (&i'x/@’x”@y/@y”)’

A(xy) — )")’/1,2(;2,4) ® ()’)‘;/3,4) )’6'7/1,3

S

= (m®m) ) .x/®x//®y/®y//

Ve

On conclut avec I'égalité des deux tressesi

Proposition 14. SoitA une bigébre tressée, graduée et conr{eeed g est de dimensioh)
dont la tresse est inversible. Alossest une algébre de Hopf tresséke plus, son antipode
est inversible et son inverse est I'antipode4f?.

Preuve. D’apres le lemme 12A possede un antipodé. De méme,A°P posséde un
antipodeT”’. Par définition de I'antipode, pour toute A :
THx" =x'Tx") =e(x)1,
TN =T'(x")x = e(x)l.
Calculons(T o T") » T : pour toutx € A :
(ToT)*T(x)=T(T'&))T(") =T(F'T'(x)) =T (e(x)1) = e(x)1.
(On a utilisé (15) pour la deuxieme égalité.)

Donc(T o T')» T = 1.(4). De méme, on montre quex (7 o T') = 1.4). Par unicité
de l'inverse dan€(A), T o T’ = Id. En appliquant ce résultat4’P, comme(A°P)°P = A,
onobtientT’' o T =I1d. O
3. Constructions des algébres de Hopf tresséésp (V)

Dans tout ce qui suif,V, ¢) désigne un espace tressé.

3.1. Construction de la tresse

Proposition 15. Il existe un unique :Hp g (V) @ Hp r(V) = Hp r(V) @ Hp r(V) tel
que:
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T(I®x)=xL1y1D=1Q y,

(2@ x)=(1d@m)o (t®Id) o (IdRT)(y1 ® y2® X) ;
T(Bf () ®x)=(1d® BN o(r@Id) o (IdQ 7)(y ® &, ® x) ;
T(oyRey) =0;Q ey ;

T(oy @x1X2) =(M @ |d) o (Id ®T)o(T® |d)(.w R x1® x2);
T(ey ® B (x))=(BT@Id)o(Id®@ 7)o (r ®Id)(e), ® x R »y).

ok wbhE

Preuve. Les formules précédentes permettent de déterminer de fagon urifiue G),
pour F et G deux foréts, par une double récurrence sur le poids dele poids d&5. O

Remarque. Si ¢ est le tressage trivial d& (c’est-a-dire la volte usuelle), alorsest le
tressage trivial dé{p z(V).

Théoréme 16.0n notet (x ® y) = y ® x ; t vérifie:

i®)2_1®x y®i y®1;
X®Y1Y2—x 2® 12y,
@By (y) =i2® B5 (7))
XD ®y =Xy,
. Bf(x) ® y=BLEH @y

wb;»NH

Preuve. Les trois premiers points sont des réécritures des trois premiers points de la
proposition précédente. Montrons le point 4. On pose :

X={yeHprr(V)| Xz ®§ =X1%2° ® y"? Vx1,x2 € Hp r(V)}.
Il est immédiat que & X. De plus, le point 5 de la proposition précédente implique que

e, € W quelque soitw € V.
Soientys, y2 € X.

X1X2 ® y1y2 = Xzt ® y1 Y2 par le point 2,

a¥n2te y1 y21’2 carys, y2 € X,

—1-2 —,2 =125 7513
X1 X2° Q@ y1y27 " =x1 ®Y1

Or,ona:

—12 o =34 o —24 o —1 —1 —24 o —34 o —12
X1 ®x23’ R y17 ® y2 ’3=x1 ’3®x2’ ®y13’ & y2©

=§-Y1®yz®x1®xz,

et doncX est une sous-algebre @t g(V).
Soitw € V, montrons queX est stable paB;/. Soity € X :

par le point 2.

X102 ® By (v) = 15272 @ B (7%)  par le point 3,
112x234®Bw13( 24 cary e X;

x_11x_22®B;5(y)’ =332 @ Byia(3724)  parle point 3.
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On montre alors quET? @ o4 ® 724 R et =P @ B2 R ¥4 @ eyt2 de la
méme maniére que précédemment et dbrest une sous-algébre stable Bgr pour tout
w eV, etdoncX =Hp g(V). On montre 5 de maniére semblablex

Par suite,Hp g (V) ® Hp r(V) est muni du produit tressé qui en fait une algebre
associative unitaire (proposition 4).

Proposition 17. SoientF', G € Fp r de poids respectifs etm et soienws, ..., vy4m € V.
On a alorst(F(v1,...,vn) ® G(Wpt1, .-y Ungm)) = G(wa, ..., wy) @ F(wyt1, ...,
wn1+n)a ou W1 Q@ Wygn = bn,m-(vl Q& Un+m)y avec

bym = DN

~— ~~
n m

Preuve. Récurrence sut = poidg F). Si F = 1, c’est immédiat. Supposons qiie= e,

et montrons le résultat par récurrence sur= poidgG). Si G = 1, c’est immédiat.

Supposons le résultat vrai polir= e et G’ de poids strictement inférieur . Deux

cas se présentent :

1.G =BT (H):alorsG i1, ..., Unim) = B,j;lﬂ(H(vz, .oy Unim—1)). On alors :

— _
T(F(v) ® G(v2, ..., Umt1)) = B;rm_ﬂz(H(UZ’ s Unt1) ) ® F(vll’z)
=G(wi, ..., wn) @ F(Wn+1),

avec
(W1 Q- @ Wmt1) = \ (V1 Q- ® Upg1)
~~ ~—
m—1 m—1
= E ; (V1® - QUnt1).
~—
m
2.G =G1G2, G1de degré — 1 comprisentre 2 e — 1. AlorsG (v 41, . - ., Upam) =
G1(v2, ..., v)G2(Vk+1, - .., Un4+1) €L par suite :

1 2 1,2
‘E(F(U]_) RG(vy,..., vm+1)) =G1(v2,...,v) G2(Vk41,---> Umy1) & F(v1)
= G(w19 R wm) ® F(wm+l)9

avec

W1 Q- @wpyt1) = (11 ® - QUumt1)

~— ~— —~
k—1 m—k+1 k—1 m—k+1

= Ex (V1 ® - B umt1)-
—
m
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Supposons le résultat vrai pour toute foFétde poids inférieur @ — 1. Deux cas se
présentent :
1.F=B"(H):alorsF(vy,...,v,) = Bf (H(v1,...,v,-1)). Par suite :

T(Fo1. .. 0n) ® GUns1. - . Unim))

12 -2
=GWUn+1, -5 Unm) & Bvi,ll (H(vla ey Un—1) )

= G(wl, ey wm) ® F(wm+17 e U)m_l,-n),
avec
(W1 ® @ Wpt1) = \ V1@ @ Unt1)

N~~~ ~~~ ~~

n—1 m n—1 m

= z z i .(Ul@"'@vn1+l)'
M~
n m

2. F = F1 F», avecF; de poidsk compris entre 2 et — 1.
Alors F(u1, ...,uy) = F1(u1, ..., ux) Fo(ugs1, ..., u,), d'ou:

1,2
T(F(Ul, oy Un) @ G(Un1, - - -, Un+m)) =G (Vn+1, - -+ s Untm)
2 1
® Fl(vla ey v]() F2(v](+17 L] Un)
=Gwi, ..., wn) @ F(Wnt1, ..., Wintn),

avec

(W1 Q-+ Q@ wpt1) = (V1 ® - QUmt1)

~ N T

k m  n—k k n—k m
= z z i (1® - QUnt1).
"
n m

Donc le résultat est vrai pour toutes forétetG. O

Corollaire 18. (Hp r(V), ) est une solution de I'équation de Yang—BaxtEret donc
(Hp.r(V),c) estune algeébre tressée.

Preuve. SoientF, G, H € Fp g, de poids respectifs, n, p. Soientu € V&, v € V&1,
we Ve Onaalors:

(ld®1)o(t®Ild)o (ld® t)(F(u) RGM) ® H(w))

=H®GRF)

~ N o M
P n m n P m
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( e ).(u®v®w):|
ST Y

=(H®GQ®F) \\ W (W®vw)

~ N~
- n m p -

(t®ld)o(d® 7)o (r®Id)(Fu) ® G(v) ® H(w))

=(HQ®RGQF) (
T N
m p n m n p
@@ (U®v®w)
—~
n m p

=(HQ®GQF) AN . u@vew)

—~
n m P -~

Les deux tresses apparaissant étant égales, on en déduH gugV), t) est une solution
de I'équation de Yang—Baxter.O

3.2. Construction du coproduit

Théoréme 19. Soit A.:Hp r(V) — Hp,r(V) ® Hp r(V) I'unique morphisme d'al-
gébres vérifiant, pour touse Hp g(V),ve V:

Ac(Bf () =B (x)® 1+ (d® B)) o Ac(x), (17)

Hp.r(V)® Hp r(V) étant muni du produit tressé. Alors. est un coproduit coassociatif
counitaire, de counité. Muni de ce coproduiti{ p g (V) est une algébre de Hopf tressée.

Remarque.Si ¢ est le tressage trivial d&, alorsA. est égal au coproduit défini dans
[4,5] (voir la section 1).
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Exemple.On prendV de dimension 1, engendré par. On prendii ® 11 = qv1 ® v1.
Dans la basé—'{vl} ~ Fp g, le coproduitA. est donné par :

Ac(l) = 11,

As) = .®1+1®.,

Aced) = o @14100e+(1+¢9).®.,

Al) = 1®14+101+.9.,

Acless) = «0e®1+1@ e +(1+g+¢)e @ +(1+q+¢H)..®.,
A1) = 1.014101.41 Q.4+ Q! e Qe+ . Qe
Ael) = IR141014¢1R0.+.0814+..0.4+¢.® ..,
A(V) = Ve1+19 V+..0.+(14¢.1,

Ady = ter1+iel+1e.+.01.

Preuve du théoréme.(7) et (8) sont évidents. On pose :
X ={x e Hp,r(V)|(9) est vérifiée pour tout € Hp z(V)}.

De fagon immédiate, & X. Montrons queX est stable paB;" pour toutv € V : soit
x e X.

Bf (x) @ Bf )" ®5
=B (") ® B, (x")" ® ¥+ d'apreés le point 5 du théoreme. 16
— Bl—j_ ( ) ® 1® yl,z +)El/ ® B{-}Q—Z(—l//) ® yl,z par (17)
a —1
= BHL(E) @102+ ¥ @B (V) @ 72 carreX,
1

¥ Tl o 12 o - e
=B, (x)) ® By (x)! ®y—~“ daprésle point5 duthéoréme.16
Montrons queX est une sous-algébre : soient x, € X.
X102 @ X1x2" @y

= (@122 © (A'2?) @ 742

—3
=—l/®x—22/ ®x—11 2”@)712
—1—35  —25—4  _
—xl x5 ®x’1/ xg ®y 1234 carxy, xp e X.
(X1XZ)/ ®(X1XZ)” ® y?
-2 —3
—1° =1 _
=xjx; ®x{ x5 ®y2’3
72713 51455 2345 | int 4 du théoréme 16
=x] x) ®x] xj ®7 par le point 4 du théoréme
Or,ona:
—2 =13 —14 —5 _ Y
i ®x @ ®x ©3*30=| LA | yex e e,
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Fon e e eiti= | [ | yorexenes.
Comme les deux tresses apparaissant sont édalesip g(V), d’ou (9). On montre (10)
de maniére semblable.

On considéred ={x e Hp r(V) | (A ®1d) o Ac(x) = (Id ® AL) o Ac(x)}. Montrons
queY est une sous-algébre : de maniére évidenteY1De plus, d’aprés la proposition 5,
Hp r(V)®Hp.r(V)® Hp,r(V) est une algebre associative ; d’apres le lemme 6, avec
(9) et (10),A. ® Id etld ® A, sont des morphismes d'algebresie (V) @ Hp r(V)
dansHp r(V) @ Hp r(V)QHp r(V) etdonc(A. ®Id) o A, et(ld ® A.) o A, sontdes
morphismes d’algebres dép g (V) dansHp r(V) @ Hp,r(V) ® Hp,r(V). Par suitey
est une sous-algebre.

Montrons queY est stable paB;| pour toutv € V : si x € Y, on pose(A, ® Id) o
Ac(x)=IdR@ AN o Ac(x) =x"Q@x" ®@x"".

(Ac®1d) o A (B (x))
=Bf(x)®1®1+x @B (x")®1+x' ®x"® B} (x")
=(Id® Ac) o Ac(By (x)).

DoncY = Hp r(V) et par suite,A. est coassociatif. Dong{p r(V) est une bigebre
tressée. La proposition 20 qui suit implique gne est homogéne de degré 0, donc
‘Hp r(V) estune bigébre graduée connexe. Par le lemme 12(2), c’est une algebre de Hopf
tressée. O

Proposition 20. Soit F € Fp g, de poids: et soitv € V®". Alors:
A(F)= > (PF)®R(F)(ac(v))
ceAdy(F)

= Y (PUF®RU(F))(a:) + F) 1+ 1® F(v),
ce Ad(F)

olla.:V® — V& est une application linéaire.
Preuve. Par récurrence sur. Si F = 1, c’est immédiat. Supposons le résultat vrai pour
toute forét de poids inférieurra— 1. Deux cas se présentent :
1. F = F1F», avec la forétF; de poidsn; strictement inférieur &. On a alors une
bijection :
Adi(F) — Adi(F1) x Ad(F2),
¢ — (C|Fy C|Fy)-

Par suite, sh =v1 @ vo € V&, v, € VO yo e VO2

Ac(F(v)) = Ac(Fi(v1) F2(v2))

= ( Z (PCl(Fl) ® Rcl(F]_))(aCl(Ul))>

c1€Ady(Fr)
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x( Z (P(F2)® Rcz(Fz))(aCZ(vz)))

cpe Ady(F?)
= Z (PU(F1) ® P?(F2) ® RN (F1)R2(F2))
ci€Ady(F;)
(ld® b, ® Id)(acl(vl) & acz(UZ))
= Z (PC(F) ® R°(F))(Id ® be ® 1d) (acr, (V1) ® dey, (v2)),
ce Ad(F)
ou b, est une certaine tresse (proposition 17). On prend ajots(ld ® b, ® Id) o (aqF1 ®
asz).
2. F = BY(Fy) : on a alors une bijection deld,(F) — {coupe totale d&'} dans

Ad,(F1) envoyantc sur cjr,. De plus, siv =u ® v,, avecu € V®"~1 alors F(v) =
B;:(Fl(u)). Par suite :

A(F)=F0) @1+ > (P(F1)®B"(R(F1))(a ®Id)(u®v,)
ce Ad,(Fy)

= Y (P(F)®R(F))(acv),
ce Ad(F)
avecac = dey, ® Id sic n’est pas la coupe totale déeta. = Id sinon. O

On peut décrire les applications a I'aide du monoidéS;" de la maniére suivante :

Proposition 21. SoientF € Fp g etc € Ad.(F). Soients, >p 4 --- >p.4 51 1€S sommets
de F. Soients;, ..., s;, les sommets d€°(F), i1 < - < ik, §j;,...,8; les sommets de
RE(F), j1 <+ < ji- Onposdi) = (i1, ..., ix) €t(j) = (ji, ..., ji)- SOithg ;) 'élément
deB, obtenue en reliant d’abord les sommets [ +1, ..., n aux sommetg, ..., j; dans
cet ordre puis les sommets. .., k au sommets, ..., iy dans cet ordre. Alors pour tout
S V®n, ac(v) = b(,-),(j).v.

Exemple.Si (i) = (2,4) et(j) = (1, 3,5), alors :
5

1 2 3 4
\ 12345_
by =/ \ \ - AT
1 2 3 4 5

1 2 3 4

5

Preuve. Par récurrence symidq F). Si F =1, c’estimmeédiat. Supposons la proposition
vraie pour toute forét de poids strictement inférieur ®eux cas se présentent :
1. F = F1F,, poidg F;) < n. Posons alors; = c|r,, c2 = c|F, €t:
i11,...,i1k €S sommets d@(Fy),
i21,...,i2k, lessommets d@?(Fy),
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Jil, ..., j1 les sommets d&“ (Fy),
J2.1s .-y j2.u, les sommets A& (F?).

Alors (i) = (i1,1, -+ - i1 kg 12,1 - -+ i2kp) 1) = (J1.1, -+ -5 JLIgs J2,15 - - - J2.15)- D€ plus,
d’'aprés la preuve de la proposition précédente, on alors :

ae = (Id®k1 Qbiyk, ® Id®12) 0 (dey ® dcy)
= (10 ® byy k, ® 1d®2) 0 (b(iy), () ® b, ()
par I'hypothése de récurrence
=bG).(j)-
2. F = BT (F1) : sic est la coupe totale d&, alors(i) = (1,...,n) et (j) =@, d’ol
bgy,(jy = ld = a.. Sinon, posons’ = c|r,. Les sommets d@¢ (F1) sontiy, ..., i, etles

sommets d&R¢ (Fy) sontji, ..., ji—1. De plus,j; = n. En posant;’) = (j1, ..., ji—1), On
a alors:

ac=(ars ® Id)
= (b;),(j» ®Id) par I'hypothese de recurrence
=bu).j)- O

Remarque.Si la tresse d& est inversible, alors leg. sont tous inversibles.
3.3. Antipode dé{p (V)

Pourtouti € {1,...,n — 1}, on pose:

T =(i,i +1) €Sy, oi=1_ “leBft.
-~ ~—
i—1 n—i—1
(Voir [18].) Pour toutr € S, soitt = 1, ... 7;, une décomposition réduite de On pose
alors:

br =0j;...0j.

Remarquons qui; ne dépend pas de la décompositiorrdehoisie.
Exemple.Soit

(123 4y,
=13 1 4 2)&~*

Alors T = 12711173, donc

be= LT

Remarque.b; estlatresse obtenue en reliant le sominat sommet (n), puis le sommet
n—1ausommet(n —1),..., puis le sommet 1 au sommetl) (du bas vers le haut).
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On utilise les notations de [4,5]. SoieAte Fp g, s1,...,5, S€S sommetss, > 4

- 2p.q 51. Soit ¢ une coupe de et soit W, ,(F) le résultat de cette coupe; soient
81,5, les sommets dé’V,f’d(F), Sy Zb.d ~-~>b,d s7. Il existe une bijection naturelle
oc entre les sommets dE et les sommets d&; ,(F); on poseo. € S,, telle que pour
touti, s(’w.) =6.(s;). Enfin, on notes,. le nombre de coupes élémentaires constituant

Théoréme 22.SoientF =ty ...1, € Fp g €tv e VOPOULH) Alors:

T(F) =" Y. (D™ Wi 4(F)(bo,v).

¢ coupe deF
Preuve. Récurrence semblable a celle de [4,5], utilisant la proposition 21.

Exemple.Soitv € V&4,

T(Y@)) = Y+t +.d (mv) + V)

— () = e (Z:[[u> .1 (Z[:[v) S (Z[[v)

Proposition 23. Les conditions suivantes sont équivalentes

1. 7 estinversible.
2. c estinversible.
3. T estinversible.

Preuve. 1= 3. Découle immédiatement de la proposition 14.
3= 2. Supposong inversible. Soit) " v; ® w; € Ker(c). On a alors, en utilisant (15) :

T(Z.U[.wj) :Zm o(T®T)ot(ey;, Dey,)
:Zmo(T®T)o(o®o)oc(vi Q w;)
-0,

ce qui implique quée_ e, e, =0 etdonc)_v; ® w; =0 : ¢ est injective.

Montrons quec est surjective. Soiv @ w € V @ V. Comme T est inversible,
d’aprés (15), en notarif I'idéal d’augmentation dé{p z(V), on aT ~*(M?) = M?. Par
suite, commé” est homogeéne, il existe v; @ w; € V @ V tel que) T (e, 0,,) = oy 0y,.
Onadonc:

e (VQ W) =e 0, = ZT(oviowi)
=) T(eg)T(o5) =Y (—ow;)(—e5)

= Z’w_z’v_; EXX) (c(Z v @ wi)>.
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Par suitep ® w = c(D_ v; ® w;) et donce est surjective.
2= 1. Découle immédiatement de la proposition 171

4. Dualité dans les algébreg{p z(V)

Désormais, tous les espaces tressés considérés ont une tresse inversible.
4.1. Propriétés de I'applicatiop

On rappelle que est définie dans la section 1.

Proposition 24. Soientx, y € Hp g(V).
Lyxy)=yx)e(y)+x®@1y(y).
2.7Qy(X) =y"2@ 512 ® 1, avecy (x) = x1 ® x».
3.y() ®F=y1"® 722 QiL2 avecy (y) = y1 ® y2.

Preuve. On peut se limiter au cas o= F (u1,...,u,) €ty = G(up41, ..., Un+m), QVEC
F,GeFpRr.

1. C'est trivial siG = 1. Sinon, il faut montrer que (xy) = (x ® 1)y (y), ce qui est
immédiat.

2. Si F n'est pas de la formée, les deux termes de I'égalité sont nuls. Supposons
F = Fre.

y® ]/(32) =G(wy,...,wn)® Fl(wm+1, cee wm+n—l) ® @ Wmtn>

<12 o =2 o =1 12 2 1
VIR X1T®Xx2 =G U1, - Uprm) Q@ F1(ua, .. up-1) Q@ ey,

/ / / /
=G(wy,...,w,) ® Fl(wm+l, el wm+n_1) R ey

i
m-+n

avec, d’'aprés la proposition 17,

w1®"'®wm+n= z i:i .(u1®"'®um+n)a

~—
n m
\ A}
©- By = LA
Wy Q Wy, = v (UL ® - ® Uptn)-
~— N~ ~—~
n—1 m n—1 m

Les deux tresses apparaissant étant égales, on a I'égalité demandée. Le point 3 se démontre
de la méme maniére.O

Lemme 25. Soitp = ZFE?P . F(urp) un élément primitif non nul dé(p (V). Alors il
existeG € Fp g, telle queug,, Soit non nul.

Preuve. Choisissong” =1t ... telle que :
l.urp#0;
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2.Siug #0,avecG =1;...1/, alorsl > k;

3. Side plug =k, alorspoidg#)) > poidg;).

Une étude simple des coupes admissibles (voir [4], lemme 77 et [5]) montre Gue si
possede une coupe admissibléelle queP(G) = B~ (t,) et R°(G) =11...t,_1e avec
ug # 0, alorsG = F et la coupe est unique. Par suite, dans la décomposition suivante :

Adp)= Y (F1® F) sy py),
Fl,erfp,R

VB (1,).11..1,_10 = Ac(uF) d’apres la proposition 20. De plus, commeest inversible, ceci
est non nul. Comme est primitif, nécessaireme®t(z,) = 1 et doncF =1t1...1,_1e.
Onprenddon& =11...1,—1. O

Corollaire 26. y|prim(Hp (v)) - Prim(Hp r(V)) — Hp r(V) ® V estinjective.

Preuve. Si p = ZFE?P.R F(up), par définition dey, y(p) = ZGE?P.R(G Q 0)(UGe).
Par suite, sp est un primitif non nul, d’aprés le lemme précédent, il ex&te Fp g, telle
gueug, st non nul, d'oy (p) estnon nul. O

4.2. Construction du couplage

Définition 27. Soient(V, c) et (V’, ¢’) deux espaces tressés et ity : V' x V — K
une forme bilinéaire. On dira que )y est un couplage d’espaces tressés si pour tous
vi,v2€ V,wi, w2 €V, (w1 ®wz, 12 ® 1)y = (W2 ® Wi, v1 @ v2)y.

Exemple.Si V est de dimension finie, on preitl = V*; le tressage’ est donné par :
VERVE S (VO V) -5 (Ve V) > Vi VE,

La forme bilinéairg(, )y est donnée paif, x)y = f(x).

Théoréme 28. Soient(V, ¢) et (V’, ¢’) deux espaces tressés et Qijy: V' x V — K
un couplage d’espaces tressés. Alors il existe un unique couplagénetéHp g (V') x
Hp.r(V) — K vérifiant:

1. A, y)yn=¢ey), VyeHpr(V);

. (x, D)y =¢e(x), Vx e Hp r(V');

2. (xy, DH=@x®y, Ac(@)n. Vx,y e Hp r(V'), z€eHpr(V);

2. (x,yD)H=(Av(x),y® 2, Yx e Hp r(V'), y,z€Hp r(V);

3. BTxw), Vy=cQw,y()x, Yx e Hp r(V), we V', ye Hp.r(V);

3. (., Bty @u)n=xx),yQv)y, VxeHpr(V), veV, yeHpr(V);

4. (x1®x2, 2@ V1)1 = (X2 Q@ X1, y1® y2)1, Vx1,x2 € Hp r(V), y1.y2€ Hp r(V');
5. (ey, ) =(w,v)y, VveV, weV’;

6. Six e Hp r(V'),y € Hp r(V) sonthomogénes de poids différents, alarsy); = 0.
7. VE=(0) & Hpr(V)F =(0);

7. V=0 & Hpr(V)E=(0);
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8. (X, TW)r=Tx),y)H, Yx €eHp r(V'), yeHp r(V).

Remarque.Si V et V'’ sont tressés trivialement, on retrouve le couplagedéfini dans
[4,5] (voir partie 1).

Preuve. Hp (V) étantune cogebre, son dual gradtie r (V)* est une algébre. Par suite,

il existe un unique morphisme d’algebrés Hp (V') — Hp g(V)*, tel que pour tout

weV ,PoBl =ykod, avecy,  Hp r(V) — Hp r(V) défini de la maniére suivante :
Yw(x) =x1(w, x2)y, 00y (x)=x1® x2.

On pose alorgx, y) = @ (x)(y). Comme® (1) = 1y, ,(v)+ = ¢, 1 est vérifiee. Comme
@ est un morphisme d’algebres, 2 est vérifiée. CordmeB,) = y,5 o @, 3 est vérifiée.

Comme 1 est un élément de type groupe Me r(V), d'aprés 2,x — (x,1)
est un morphisme d’algébres d€p g(V’) dans K. Comme y(1) = 0, d'aprés 3,
(B} (x), 1)3y = 0. Par suitex — (x, 1) coincide avee, ce qui démontre’l

Pourtouss e V,we V'

(o, @)1 = (B+(1® w), .‘U)H = (l® w, V(‘v))H =(1®w,1®v)y
=e(D(w,v)y = (w, vy,

donc 5 est vérifiée.
Pour montrer 6, on peut prendte= F (w1, ..., w,) ety = G(v1,...,v,). Le résultat
se démontre alors par récurrence sur le poidg de
On considéreX3 = {x € Hp r(V)/3 est vérifiée pour toug € Hp r(V), ve V}.
D'aprés 1,(1, Bt (y ® v))y = (B} (y)) = 0= (y(1), y ® v), donc 1€ X3. Soient
X1, X2 € X3.
(x1x2, B (y @ v)),
= (x1®x2, AC(Bj(y)))H d’aprés 2
=(n®x2.Bf () ®1+y ® B ("), daprés(17)
=(y(xD)e(x2), y®v)y + (11 ® y(x2),y ® ' ®v),, carxy,xz € Xa,
= (y(re(x2) + (11 ® Dy (x2), y® v),, daprés 2
= (y(x1x2), y ®v),, d'aprésla proposition 24-(1)
Donc X3 est une sous-algébre. Montrons gugest stable paB;; pour toutw € V'. Soit
x € X3!
(B (), Bf ()5, = (x ®w,y (B, (1))),, dapres3
=, Dx(w, v)ve(y)
=e(x)e(y)(w,v)y daprési
(y(Bf(x).y® U)H =1®w,y®v)ne(x)
=e@)e(y)(w,v)v.
Par suite X3 = Hp g(V), ce qui démontre’3
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Soitx € Hp. g(V). On pose :

Ye={x2eHpr(V) | (x ®x2, 72 @ V1)1 = (2 ® X, y1 @ y2),
Vy1.y2€ Hp r(V)},
Y ={x eHpr(V) | Y =Hpr(V)}.

On a immédiatement & Y et 1€ Y, pour toutx € Hp gr(V’). De plus, les propriétés 5
et 6 impliquent que pour tous:, wo € V', oy, € Y,,,-Une récurrence simple sur le poids
dex montre ques,, € Y, pour toutw € V' et pour toutx € Hp g(V’).
Montrons queY, est stable paB;r pour toutw € V', Soitx, € Yy.
(x® B} (x2).2® ),

=(x®xnew,z0y(y), dapres3

= (x 02w, 72 ®72® y_zl)H d’'aprés la proposition 24-(2)

=2QrXQw,y1QZQy2)H CarxyeY,,

= (x_zl, Re20i% y(») ® Z)H care, € Y1,

= (B (") @ % y®z), dapres3

= (B (x2) ®%,y®2z),, d'apréslethéoréme 16-(5)

Montrons que skj € Yy, x2 € Y,» pour toutx’, alorsxixs € Yy.

(X ®x1x2, 2@ V) H =(x @x1®x2, V2@ y1' ® 1)y d'aprés 2
= (x®x1®x2, 22 ® y_iz ® y_i’l)H d'aprés (10)
=(FMI®I®x2 Y| ®Z®Y]),; Ccarxiely,
= (x_ll 2RIy 0y, ®y2)H carxy € Yz,
= (1'%’ ®it% y1®y2),, dapres2
= (12 ® %, y1®y2)y dapres (5)

Montrons queY = Hp r(V’) : montrons quexy € Yy, pour toutx par récurrence sur le
poids dexz. On I'a déja vu poury = 1. Supposons le résultat vrai pour tout élément de
poids strictement inférieur a celui de. On peut se limiter aux deux cas suivants :

1.x2 = B} (x3) : alorsxs € Y, et cela découle immédiatement de la premiére remarque.

2. x2 = x3x4, avecxs et x4 Vvérifiant le résultat. On conclut immédiatement avec la
deuxiéme remarque.

Par suite, la propriété 4 est vraie.

On considére I'ensemble suivant :

Yo={xeHpr(V)|(x,y2)n=(Ac(x),y®2)y, Vy,z€ Hp r(V)}.

Le point 2 implique que & Y>. Montrons queY, est stable paB;; pour toutw € V’. Soit
X € Yo.
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(AC/( +(Z))7 y ® Z)H

=By () ®@1+x' @B, (x"),y®z), dapres(17)

=(x®w,y(»e@+ (y®y(2), dapres2et3

(x R w, y(yz)) d’'apreés la proposition 24(1)

= (By(x),yz),, d'aprés3

Montrons queY, est une sous-algebre : soieft x2 € Yo.

(x1x2, y2)n = (x1 ® x2,y'z’ ® y"'7"),, d'aprés 2
=(x1®x®x®x. Y ®®y' ®7"), carxi,xel,,
=(x®xex]®x.y®)y' ®®"), dapress
= (xx) ® x{x5. y®z),, d'aprés?2
= (Av(x1x2), y ®2)y,

Par suiteY, = Hp g(V’), ce qui démontre’2

Par suite, le morphisme : Hp (V') — Hp r(V)* estavaleur dans le dual de Hopf de
‘Hp r(V) et est un morphisme de bigébres tressées. Par le lemme @2¢1),= T* o &,
ce qui équivaut au point 8.

Montrons 7.

« : découle immédiatement de 5 et 6.

= : supposon¥+ = (0) et I = Hp g(V)* non nul. Comme(,) est un couplage de
Hopf, I est un biidéal dé{p r(V’). De plus, d'aprés 6] est gradué. Soit un élément
non nul de/ homogéne de poids minimal. Comme/ est un coidéalx est primitif.
Pour touty € Hp g(V), ve V, (x, B (y)n = (¥ (x), y ® v)y = 0 d’aprés 3 Par suite,
y@) eI@V+Hpr(VIQVE=IQV.0ry(x)e (Hp.r(V)),—1® V. Par minimalité
den, y(x) = 0. D’aprés le corollaire 26; = 0 : contradiction. Don@{p g(V)* = (0). On
montre 7 de la méme maniéere.O

Remarque. Lorsque V et V' sont de dimension finie et qug )y est non dégénéré,
Hp r(V') et donc isomorphe au dual graduéide z(V) comme algébre de Hopf tressée
graduée par I'isomorphisme :

Hp,r(V') = Hp r(V)*S,
x = (x,.)H-

4.3. Cas des espaces tresses diagonaux

Définition 29. (V, ¢) est un espace tressé diagonal s'il existe une bagep deV et des
scalaires tous non nudg ;, i, j € D tels que :
Vi @V =qi jvj Q.

La basgv;);cp est appelée base diagonalelde
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Remarque. L’ensemble]—'},””,’e’ep} des foréts planes enracinées décorés par des éléments

de la bas&v;);p estune base d&p (V). On l'identifie avec?-‘}f,R en identifianty; avec
i pour touti € D.

Proposition 30. 1. ]—'L’f"{ep} est une base diagonale dép r(V) : pour toutes foréts
F=F(u....,v,) etG =G, ..., v;,) dansFhiy <P,

G®F=qrcG®F, avecqrg= nqia,jﬁ-
a.p

2. Pour toute forétF € f,?R, A (F) = ZCEAd*(F) q.P¢(F) ® R°(F), lesq, etont des
scalaires non nuls, produits dg ;.

Preuve. 1. Découle de la proposition 17.
2. Découle de la proposition 20.0

LorsqueV est un espace tressé diagonal, on gdse V comme espace vectoriel, avec
¢’ défini parc’(v; ®v;) = g;,iv; ®v;. Remarquons qué’, ¢) = (V', ¢) si, et seulement si,
gi,j =q;,i pourtous, j € D. On vérifie que le couplage suivant est un couplage d’espaces
tressés :

(vi,vj)v =46 ;.

Il est évidemment non dégénéré. On a alors un couplage de Hopf non dégénéré entre
Hp r(V') etHp r(V).

4.4, Algébres{,(V) etB(V)
SoitH,.(V) la sous-algebre d& p g engendrée pas,, ve V.
Proposition 31. H,(V) est une sous-algébre de Hopf tressééler (V).

Preuve. On remarque qué{,(V) = vec{e"(v1,...,v,) | n € N, v; € V}. Le résultat
découle alors immédiatement des propositions 17 et 20.

Proposition 32. 1. Supposons qug )y soit un couplage d’espaces tressés non dégénére.
Alors H,(V’)* est un biidéal gradué de(p z(V), concentré en degré supérieur ou égal
a deux.

2. Ho(V)NH4 (V') estle plus grand coidéal de »_ g (V) qui soit gradué et concentré
en degré supérieur ou égalZa(et donc ne dépend pas @&).

Preuve.

1. Comme(, )% est un couplage de Hopf et ql&, (V') est une sous-algebre de Hopf
deHp r(V'), Ho(V)* est un biidéal. Comme, )3, vérifie 6 et queH, (V') est graduée,
Hl(V')* est gradué. Comme )7, restreint &’ x V est égal &, )y qui est non dégénéré,
(He(V)H)1=(0).
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2. Soit] un coidéal gradué d&, (V) concentré en degré supérieur ou égal a 2. Soient
v1,...,v, € V. Pourtoutx € I :

(‘vl"*vn’x)?{:(’v1®"'®°vn’x(l)®"'®x(n))7_(

€ (v’ ®-®V, Y Hpr(V)¥®I ®HP,R(V)®f> :
i+j=n—1 H
Commel est concentré en degré supérieur ou égal & 2, ceci est nul par la propriété 6, donc
I CH(V)NHS (VL. O
On pose alors :

R
T H.(V)NHL(V)E

B(V)

D’apreés la proposition précédente(V) ne dépend pas dé’ et est muni d’une structure
d’'algébre de Hopf tressée graduée par passage au quotient. D&/ pitidentifie avec
Ho(V)1. Enfin, le couplagé, )7, induit un couplageB(V’) x B(V) — K non dégénéré
vérifiant les propriétés 1,12, 2, 4, 5, 6 et 8 du théoréme 28. En particulierVsest de
dimension finieH, (V') s'identifie au dual gradué d&, (V).

5. Algébres de HopfH p g(V), avecV module de Yetter—Drinfeld
5.1. Rappels : modules de Yetter—Drinfeld
On rappelle la définition classique suivante (voir par exemple [1,13,14,17]):

Définition 33. Soit C une algébre de Hopf. Solt un espace vectoriel, muni d’'une
structure deC-comodule et d&€-module par les applications suivantes :

5:V—->CQYV, m-CV-—->YV,
v— vo ® vy, c®Uv—c.v.

On dira qug(V, m, §) est un module de Yetter—Drinfeld sd@rsi :

"

YveV,ceC, (cv)o® (c.v)1=cvS(")®c" v1.

On noterg- YD la catégorie des modules de Yetter—-Drinfeld €ur

SoitV eg YD. Alors (V, ¢) est un espace tressé avedéfini de la maniére suivante :

wRV=1v9.w v1.



L. Foissy / Bull. Sci. math. 127 (2003) 505-548 531

5.2. Construction

Théoréme 34. Soit C une algebre de Hopfy eg YD. Alors Hp r(V) est muni d'une
structure de module de Yetter-Drinfeld sar définie par récurrence de la maniére

suivante
cl =¢(o)], c.(t1...ty) =cWp.. . ey,
c.oy, =e.y, c.Bf (F) =B:‘,,'U(c’.F);

(1 =1®1, 8(t1...1n) = (11)0- .. (ta)o ® (11)0- - - (t)o,

5(ey) =v0® ey, 8(BJ(F)) = Fovo® B (F1).
De plus, le produit deHp g(V) est un morphisme de modules de Yetter—Drinfeld de
Hp r(V)®Hp r(V)dansHp r(V).

Preuve. Montrons d’abord quéip (V) est unC-module. Il s’agit de montrer que pour
toute forétF et pourtous1, c2 € ¢, c1.(c2.F) = (c1c2). F. Procédons par récurrence sur le
poids deF. C’est immédiat s = 1 et découle du fait Q& est unC-module SiF = e,.
Supposons le résultat vrai pour toute forét de poids strictement plus petit que le péids de
Deux cas se présentent :

1.F=t1...ty, n>2.

1
c1.(c2.F) = cl.(c; ).tl .. .c;").tn)

— D (D) e (1)
= (ePesP)rn. . (8"eS).1,  par hypothése de récurrence
= ((Clcz)(l)).tl .. ((clcz)(")).tn
=(c1c2).11...1,.

2.F =B/ (F1).Onaalors:

c1.(c2.F) = cl.BC'Z/_v(c/z.Fl)
_ p+ ’o
=B ) (c1(c5.F))

+ ) A 4
=B (c{cg).u((c/lc/Z)'Fl) par I'hypothése de récurrence
= (c102).F.

Montrons quéH p g (V) estunC-comodule. Il s’agit de montrer que pour toute foFét
Fy® Fy ® F1 = Fo ® F10 ® F1,1. Procédons par récurrence sur le poidsrieC’est
immédiat siF = 1 et découle du fait qu& est unC-comodule siF = »,. Supposons le
résultat vrai pour toute forét de poids strictement plus petit que le poidis Beux cas se
présentent :

1.F=t1...t,, n>2.

Fo® Fy ® F1=(t1)g. .. (ta)o ® (11)g - - - (ta)g ® (t1)0 - - . (ta)o
=(t1)o...-(t)o® (11)1,0. .- (t)1,0® (f1)1,1- .. (T)11
=Fo® F10x F1,1.
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(On a utilisé I'nypothese de récurrence pour la deuxiéme égalite.)
2.F=B}(G).Onaalors:

Fy® Fy @ F1=Gyvy ® Goug @ B (G1)
=Govo ® G1,0v1,0® B, (G11) par 'hypothése de récurrence
=F®F10® F1,1.

Par définition de I'action et de la coaction, le produitde (V) est un morphisme de
modules et de comodules, ce qui peut s'écrire : pourtowss Hp g(V), ceC:

c.(xy)=c".xc".y, (18)
(xy)o = x0y0 ® X1y1. (19)
Montrons queH p g(V) eg YD. Il s'agit de montrer que pour toute forét et pour
toutc € C, (c.F)o® (c.F)1 = ' FpS(c"") ® ¢”.F1. Procédons par récurrence sur le poids
de F. C'est immédiat siF = 1 et découle du fait qu& eg YD si F = e,. Supposons le
résultat vrai pour toute forét de poids strictement plus petit que le poidis Beux cas se
présentent :
1. F = F1 F>, lesF; de poids strictement inférieur au poids He
(c.F)o® (c.F)1=(c".F1" . F2)0 ® (¢'.F1c" . F2)1
= (¢".FDo.(c". F2)0 ® (¢".F1)1(c".F2)1
=P (F1)oS(c®)c® (F2)08(c®) ® ¢ .(F1)1¢®.(F2)1
=Y (F1)o(F2)08(c?) ® ¢?.(F1)1c¢®.(F2)1
= cV(F)o(F2)0S(c?) ® ¢?.((F)1(F2)1)
=D RS (c®) @ c? . (Fy).
(On a utilisé I'hypothése de récurrence pour la troisieme égalité.)
2.F =B (G):

(€. F)o® (c.F)1=(c".Go(c" v)o® B[, ((¢.G)1)
= c(l)GoS(c(g))c(4)voS(c(6)) ® B:('z)_vl (0(5).G1)
=cWGous(c?) @ B, , (¢¥.G1)
= c(l)GovoS(c(?’)) ® c(z).Bj;(Gl)
=cD FoS(c(s)) ®c?.F.

(On a utilisé I'nypothese de récurrence pour la deuxiéme égalitg.)

Proposition 35. SoitF € Fp g de poidsi, vy, ...,v, € V,ceC.Ona:

c.F(vy,...,v) = F(c(l).vl, e, c(").vn),
S(F(vla S Un)) =(v1)o... ()0 ® F((Ul)l, cees (Un)l)-
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Preuve. Récurrence simple sur le poids fie O

Soit V eg YD. Alors V est un espace tressé; d'apres la proposition1p,z(V)
possede un tressage De plus,Hp (V) eg YD, doncHp (V) possede un second
tressage’.

Lemme 36. T ett’ sont égaux.

Preuve. Il suffit de montrer quer’ vérifie les 6 propriétés de la proposition 15. Elles
découlent tous de calculs directsa

D’aprés le théoréme 1% p r(V) est muni d’'un coproduiA., la munissant d'une
structure d’algébre de Hopf tressée.

Théoréme 37. A. est un morphisme de modules de Yetter—Drinfeld4ger (V) dans
Hp r(V)® Hp r(V), C'est-a-dire:

(cx)®@@x) =cx @ x", (20)
x0® (x1) ® (x1)" = (x)o(x")o ® (x")1 ® (x")1. (21)
En conséquencé{p g(V) est une algébre de Hopf dans la catég(ﬁiED

Lemme 38. SoientV €& YD, be C,ze V. Alorsb'zo® b".z1= (b'.2)ob" ® (b'.2)1.

Preuve du lemme. CommeV €& YD :

(' 2)ob" ® (0'.2)1=bP7eS(b®)b?D @ bP .21 =b'z0®b" 2. O

Preuve du théoréme.Montrons (20) par récurrence sur le poidsadeéC’est immeédiat si
x = 1. Supposons le résultat vrai pour tgulle poids strictement inférieur a celui deOn
peut se ramener aux deux cas suivants :
1l.x= B;"(y) :
(c.x) ® (c.x)”
= AC(BC//.U(C/'y))
=B, () ®1+4(c".y) ® Boro((c'.y)") par(17)
=cx®1+c.y ® B ,(c”.y") daprés'hypothése de récurrence,
=cdx®cd 1+ .y .Bf ()
=cdx e x".
2.x = x1x2, avecpoidgx;) < poidgx). On a alors :
(c.(xlxz))/ ® (c.(xlxz))// = (' .x1¢".x2) @ (' .x1¢” . x2)"
=[(.x1) ® (¢ x)) [P x3) ® (¢Vxg)]
= (P [((¢®x7)gc®)-x) @ (12 xq) 4 (.5
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¢ (x1x2) @ ¢ (x1x2)" = ¢ (x1[(x])0.x5]) ® ¢”.((x])1x5)
= (P2 [((€Px])g)-x5] ® (cP.(1)1) (¢ x5).
(On a utilisé I'nypothése de récurrence pour la deuxieme égalité.)

On conclut & I'aide du lemme 38, avée= @ etz = x].

Montrons (21) par récurrence sur le poidsxdeC’est immédiat sik = 1. Supposons le
résultat vrai pour tou de poids strictement inférieur a celui deOn peut se ramener aux
deux cas suivants :

1l.x= B;"(y) :

x0® (x1) ® (x1)”
= yovo ® B, (y1)' ® By, (y1)"
= yovo ® By, (y1) ® 1+ yovo ® (y1)' ® By, (y{) par (17)
= yovo ® By, (y1) ® 14 (3)o(y")ovo ® ()1 ® By, ((")1)
=(xNo(x")o® (x)1® (x")1 par (17)
(On a utilisé I'nypothese de récurrence pour la troisiéme égalité).
2.x = yz, avecpoidgy), poidgz) < poidgx). On a alors :
x0® (x1) @ (x1)”
= y0z0 ® (y121)' ® (y121)”
=y020® (y1)' ((¥1D)") - z1)’ ® ((y1)")1(z0)"
=("o(y"0(z)0Z)0® (y)1(y")1.0-(z)1 ® (y")1.1(z")1
= ("0((y"0) @0z ® )1((")0) (N1 ® ()11
(On a utilisé I'nypothése de récurrence pour la troisieme égalité et la coassociatidité de
pour la derniéere.)
(xNo(x")o® (x)1® (x")1
= (3")0(("0-2")o(¥")1.0Z"0 ® ()1((¥"0-2'), ® (¥)1.1(2")1
— (y’)o(((y”)o)/.z’)o((y”)o)”(z")o ® (y’)l((y")o.z’)l ® (y//)l(ZH)l-

(On a utilisé la coassociativité depour la deuxieme égalité).
On conclut & l'aide du lemme 38, avée= (y")g, z=27". O

On peut donc effectuer un produit croi&g (V)#C (voir [1,14,17]). Cette algebre de
Hopf est notééig,R(V). Elle est décrite par la proposition suivante :

Proposition 39. Hp (V) etC sont des sous-algébres#& (V). De plus, I'application
suivante est un isomorphisme d’espaces vectariels

Hrr(V)®C — HE x(V),

xX®c— xc.
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Pour toutx € Hp g(V) ettoutc € C, cx = ¢’.xc”. Le coproduit est défini surp (V) C
H§ (V) par la formule suivante pour toutx € Hp z(V), en notanta (x) = xP @ x@

son coproduit dans{(§ (V) :
A(Bf (0) = Bf () @ 1+ xPwo ® B (x?). (22)

Enfin,C est une sous-algébre de Hopfﬂ%R(V).

Preuve. Montrons la formule (22). On not&.(x) = x’®x”. OnaalorsA (x) = x'(x")o®
(x")1.

Par suite :
A(Bf () = B () ® 1+x'(B] (")) ® B} ()1
=B (x) ® 1+ x"(x")ovo ® B ((x")1)
=Bl (v)® 1+ xPw® B (x?).

Le reste est immédiat.O

Remarque. H%»R(V) est une algébre de Hopf graduée en mettant les éléments de
homogénes de degré 0. On a albfs ,(V)o = C. Par suite, pour tout € N, HG (V) <,

est un bimodule de Hopf suf, doncH,CJ’R(V)l est muni d’une structure de bimodule
de Hopf surC en lidentifiant au quotient$ ,(V)<1/H$ x(V)o. On a les formules
suivantes : pourtoute V,b,ce C:

3G (ey¢) = voc’ @ ey, ¢”, Sp(eyc) =e,c’ @,
b.(eyc) = ey b c, (eyc).b = @ych.

Par suite, I'ensemble des coinvariants a dr@ié, , (V)1)°™ = {x € H§ p(V)1/8p(x) =
x ® 1} est 'ensemble dee,, v € V. Cet espace est muni d’'une structure de module de
Yetter—Drinfeld surC donnée par :

3(ey) =10 ® ey,

coy=c.0,.85(c") =0y ,c"S(") =oc.

Donc(HICJ,R(V)l)COi”V est isomorphe & comme module de Yetter—Drinfeld sar.
5.3. Dualité

Définition 40. Soient C et C’ deux algebres de Hopf et sojt)c:C' x C — K

un couplage de Hopf (éventuellement dégénéré). Sdfeeg yD, V' egf YD et soit
(,)v:V/ ® V- K. Ondira que(,)y est un couplage de Yetter—Drinfeld si pour tous
veV, VeV ,ceC,lelC:

(vg, O)c (v, Vv =V, cv)y, (23)

(c',v0)c (v, v)v = (' V', v)y. (24)
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Si (,)y est un couplage de Yetter-Drinfeld, alars)y est un couplage d’espaces
tressés. Le théoréme 28 s’applique donc. On a les propriétés supplémentaires :

Théoréme 41.Le couplagd, )y, vérifie:

9. B(x),c®Yceon=&,c.¥)H, VxeHp r(V"), yeHp r(V), ceC;
9. (®x,8(3)cgn=(c"x,y)n, Vx € Hp r(V), yeHp r(V), ¢’ €C.

(C'est-a-dire qudg, )¢ est un couplage de Yetter—Drinféld.
Lemme 42. Pour toutc € C, x e Hp r(V), y(c.x) = (' ® ).y (x) = c.y (x).

Preuve. On peut se limiter & de la formeF (vs,...,v,). Si F n'est pas de la forme
Ge, les deux membres sont nuls d'aprés la proposition 35F St Ge, d’apres la
proposition 35 :
y(c.x) = y(G(c(l).vl, e, C("_l)-vn—l)%(nxv,l)
= G(c(l).vl, e, c(”_l).vn_l) ® o 4,
=c.G(v1,...,v) Q" o,
="' ®c).yx). |
Preuve du théoréme.Montrons le point 9 par récurrence sur le poidsd€’est immédiat
six = 1. Supposons le résultat vrai pour taude poids strictement inférieur a celui de
On peut se ramener aux deux cas suivants :
1l.x=B}(2):
(8(), ¢ ® ¥) cgp = (z0v0, ) (Byf (1), ¥)
=(20®v0,¢' ® ") (21 @ v1, ¥())
=(z2®v,(®c").y()y
=(z®v.y(c.y)y
= (B (@).c.y)y-
(On a utilisé I'nypothese de récurrence pour la troisiéme égalité.)
2.x = x1x2, avecpoidgx;) < poidgx). On a alors :
(3. € ® ¥) gy = (¥D0(x2)0. €) o ((1)1(x2)1, ¥) ¢
= ((¥Do ® (x2)0, ¢’ ® ") ((¥D)1 ® (x2)1, ¥ ® "),
= (x1, ¢ Y (x2, "y )m
= (x1 ®x2, Ac.y))yy
= (x1x2, C.Y)H-

(On a utilisé I'nypothese de récurrence pour la troisiéme égalité.)
Le point 9 se démontre de maniere semblablel
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Théoreme 43. Sous les hypothéses précédentes, le couplage suivant est un couplage de
Hopf :

(e T HS g (V) x HS o (V) — K,

(ye,xb) > (y,x)n(c, b)c.

De plus, si(, )¢ et(,)y sont non dégénérés, alors ce couplage est non dégénéré.

Preuve. Si (,)y n'est pas dégénéré, alars), est non dégénéré et donc si de plugc
est non dégénére, alofs),,c est non dégénéré. Montrons qu'il s'agit d’un couplage de
Hopf : soientx1, x2 € Hp r(V'), c1,c2€ C', y e Hp r(V), b e C.

(x1c1x202, yb) 3y = (x1¢7.X2¢] €2, yb)34C
= (x1¢h.x2, y)H(cfe2, b)c
=(11®c1®x2, Y ® (70 ® (y)1) 4, (c] ® c2, b’ ®b")c
= (x1®x2,y ® (v")1) (1 ® €2, (y")ob' ®b")
= (x1c1 ® x2¢2, ' ()b @ (y")1b") e
= (x101 ® x2¢2, A(¥D)) e -

Les autres égalités se démontrent de la méme maniére.
5.4. Modules de Yetter—Drinfeld diagonaux

Définition 44. Soit V eg YD. On dira queV est diagonal s'il existév;);cp base d&v,
gi€C,qijeK,telsquepourtous j e D, §(v;) =g ®v; etg,.v; =gq; jv;. La base
(vi)iep est dite base diagonale dte

Remarques.

1. Par coassociativité, leg sont des éléments de type groupe. llIs sont donc inversibles
dansA et donc legy;, ; sont tous non nuls.

2. Soient, j € D; alorsv; @ v; = g;.v; ® v; =¢;, ;jvj ® v;, doncV est un espace tressé
diagonal de base diagondg);p.

3. Réciproguement, 37 est un espace tressé diagonal, on en fait un module de Yetter—
Drinfeld surk [X:%, i € D] en posans(v;) = X; ® v; et X;.v; =g jv;.

Proposition 45. SoientF = F (v, ..., vi,), G = G(vj. ..., v),) € Fp g.
1Lo(F)=gr®F,avecgr =gi; ... 8i,-
2.gr.G=qrcG,avecqrc = ]_[a,ﬂ ia. j -

Par suite,H p g(V) est un module de Yetter—Drinfeld diagonal, de base diagoﬁ@g.

Preuve. Découle de la proposition 35 et du fait que lgssoient des éléments de type
groupe. O
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Soit F € ]—‘ER. On définit|F| = (d; (F));cp (degré deF), avecd; (F) le nombre de
sommets d&' décorés pai; Hp g(V) devient ainsi une algébre de Hopf tressée graduée
parN?. Par la remarque 3 de la partie précédente, il s’agit d’une algébre de Hopf dans
CYD, avecC = K[X:, i e D].

Pourn = (n;);ep, m = (m;);ep, ON pose :

Gn,m = n(CIi,j)n[m'i-

i,j

Remarquons quer, ¢ est egal aj|r|, || pour toutes foréts’, G f}?R.

On appelleZp 'ensemble des éléments @& & support fini eNp I'ensemble des
éléments d&” & support fini. Pour toutn;);ep € Zp, On pose :

i) — nj
X0 = l_[ X;"eC.
ieD

On peut décriréi‘},,R(V) de la maniére suivante :

Théoréme 46.Hp g (V) etC sont des sous-algebres @it%R(V). De plus, I'application
suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Hpr(V)®C— HG o(V),
xQ®a— xa.

De plus, pourx € Hp gr(V), homogene et € Zp, on aX%x = g, xx X*. Le coproduit
est donné par

A(Xol)zxa ®XOI, A(x)ZZX/Xlx”|®x”,
oux € Hp r(V), homogéneA (x) =Y x’ ® x” son coproduit dang{p g(V), lesx’, x”
étant homogénes. En notaftl'antipode deH p g (V) et S I'antipode deH‘fJ,R(V), ona

pour tousxy € Hp g(V), homogéne et € Zp,
S(xx®) =X MT(x) =g L TEX
Preuve. Démontrons la formule pour I'antipodg:
(Id % 8) (xX%) = x' X ¥ e x a7 (x") = X' T (x")
=¢e(x)l= 8(xX°‘)1.

Donc S est un inverse a droite dd pour la convolution; par suite§ est bien I'antipode
deHS (V). O
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Exemple.Reprenons I'exemple de la partie 3.2. D&t%,R(V) :

Al
A(.

Al
A1

= 1®1,

= . X +1®.,

= .®X2+1®..+(1+q). ®.X,
= I1QX’4+1Q1 +.®.X,

)
)
.)
)
Aleed) = e ®X3 41000 +(14+¢+¢*). @.. X +(1+q+¢%).. ®.X3,
.)
)
)
)

- .

A( = 1.RX’+101.+10.X+¢% @1 X +¢..®.X*+.®..X,
A

1) = X2 +10.0+¢%1@.X24+. 91X 4+..0.X?4+¢. ®..X,
AV) = Vox?+1e V+..0.X2+(1+¢.0®1X,
Ad) = lex3+1ol+10.X2+.01X,

XF =qPodsh px.
5.5. Algébres+{,(V) et B(V)

On suppose qu& eg YD et qu'il existe une algébre de Hopf, V' eg YDet(,)y
un couplage de Yetter-Drinfeld non dégénéré emtteet V (par exempleC et V sont
de dimension finie, ou enconé est diagonal). D'apres la proposition 3%,(V) est un
sous-module de Yetter—Drinfeld dép (V) et donc une algébre de Hopf da@@D. Il
en est de méme poat,(V'). D'aprés les propriétés 8 et,84,(V’)* est un sous-module
de Yetter-Drinfeld et don®(V) est une algébre de Hopf da,'f:SVD. Plus précisément :

Théoreme 47(voir [1,16,18]). B(V) est I'algébre de Nichols d¥&.

Preuve. Il s’agit de montrer que :

1. B(V) est engendrée comme algébre par

2.Prim(B(V)) =V

Le premier point est immédiat. Sqgitun élément primitif deB(V) et supposons qu'il
n'appartient pas & . On peut alors le supposer homogéne de degré supérieur ou égal a 2.
Soitg € Ho(V) un antécédent dg, homogéne de méme degré gueOn a alors :

A@)=q@1+1®q[Ho(V)" @ Ho(V) +He(V) ® Ho (V)]

Par suite(q) + H. (V) N"H.(V) est un coidéal dét,(V), gradué et concentré en degré
supérieur ou égal & 2. Comri& (V') NH,. (V) est le plus grand coidéal graduéde(V)
concentré en degré supérieur ou égal a 2 (proposition 32(2)H. (V') NH.(V), donc

p = 0: contradiction. Don®rim(B(V))=V. 0O

Exemple.Soit g une algebre de Lie semi-simplg; ;) sa matrice de Cartag,e C*. On
prendg; ; = g“-i. Alors sig n’est pas une racine de I'unité, alaBgV’) est isomorphe a
u;(g) ; Sig est une racine de 'unitég (V') est isomorphe z‘a;;(g) (voir [1]).



540 L. Foissy / Bull. Sci. math. 127 (2003) 505-548

6. Double quantique d'une algébreHp z(V), avecV diagonal et symétrique
6.1. Construction du double

Soit V un espace tressé diagonal. Il est dit symeétriqug, si= ¢;; pour tout couple
(i, j). OnaalorsV,c) = (V/, ). On prend’ = k[ X, i € D].

Lemme 48. La forme bilinéaire suivante est un couplage de Hopf symétrique Endte
elle-méme Vo, B € Zp, (X, XP)¢ = qa.p.

Preuve. Immédiat. O

Par suite, d’'aprés le théoréme 43, on a un couplage de Hopjc :H%’R(V) X
H%,R(V) — K défini de la maniére suivante : paury € Hp r(V), o, 8 € Zp :
(xX*, yXP) = (x, ¥)qa.p.

On poseH™ = Hp,r(V) et H™ = Hp r(V)P. On peut donc construire un double
quantique entré($, (V) =HT1C etH§ ,(V)®P="H"1C al'aide de la forme bilinéaire
(, )34 (voir [8,9,14]). On le noteD(Hp r(V)). On poseX? = X~* € H*. On peut alors
décrireD(Hp r(V)) de la maniére suivante :

Théoreme 49. H*4C et H™#C sont des sous-algebres de(Hp g(V)). De plus,
I'application suivante est un isomorphisme d’espaces vectariels

(H™8C) ® (H*4C) — D(Hp r(V)),
yXP @xX% > yXPxx?.
On a de plus les relations suivantes, poyiB € Zp, x € H , y e H~, homogénes
Xx =qg [ X X8, XEy=quy XLy,
XPy=qpyX?, xXP=qpXx,
XPxe=x2xP,
1, m " " 1|y
X =20 gy (0 T E) O 0y X
Le coproduit est donné par
A=Y e, am =Yy ey,
AXY)=x2®Xx%, A(XP)=x®X’,

"

"
[y —Ix71
Xy .

ou A.(x) =Y x’ ® x” est le coproduit dec dansHp g(V) et A (y) =Y.y ® y" le
coproduit dey dansH p g(V).

Remarque. Les coefficientsg; ; €tant tous non nuls¢ est inversible; d'apres la
proposition 23T est inversible et donc les formules précédentes ont bien un sens.
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On considére l'idéal d®(H p r(V)) engendré par les élémerX§ — X¢, o € Zp. Il
s’agit d’'un coidéal : en effet,

AXY—X)=X"®@X* - X ® XS
= (X" - X¥)® X" + X¢ ® (X* — XJ).

Il est stable par I'antipode, ca(X® — X%) = X% — X_*. C’est donc un idéal de Hopf.
Le quotient deD(Hp,g(V)) par cet idéal est not®(Hp z(V)). On a immédiatement,
d’'aprés le théoréme précédent :

Théoréme 50. H™, H~ et C sont des sous-algebres dB(Hp z(V)). De plus,
I'application suivante est un isomorphisme d’espaces vectariels

H @H'®C— D(Hp,r(V)),
YRx® XY > xyX*.

On a de plus les relations suivantes, poiB € Zp, x € H*, y € H~, homogénes

—1
X%x =4, lexXa X%y =qa,1yy X, (25)
1=l
X =22 gy (0 TG )y,
x (y/// x) y// //X|y”’| Ix”’l (26)

Le coproduit est donné de la maniere suivanteAQuiix) = Y x’ ® x” est le coproduit de
xdansHp r(V) etA.(y) =Yy ®y” le coproduit de y dans{p g(V) :

A(X)ZZX/X_P‘”'@)CH, A(y)=2y"®y’X|y’/|, A(Xa)ZXOl®Xa, (27)

De plus, I'antipode est donné par

S =X"Tw), SG)=TTmx P s(x)=x"". (28)
Soninverse est donné par
STt =TrxH, sy =x7PITy),  sTHXY) =x" (29)

Preuve. Vérifions que les formules données donnent bien I'antipodB@ép r(V)) :
(S*ld)(y) =Y THNX Py XM= g 0 TG
= T_1<Z T(y’)y”) =T e(y)1) =e(y)1,
(dx$)(x) =Y X WIXHITR") =3 ¥ T(x") = e(x)1,
(Id*$)(X*) = X*X ™ =1=¢(X*)1L.
CommesS est un antimorphisme d’algebres :
S(T70) xM) = x HxWT (771 (x0)) = x,
S(X"y'T(y)) — T—l(T(y))XI—yIXIyI =y,
S(X™%) = x°.
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DoncsS est inversible et son inverse est donné par les formules annonages.

Proposition 51. SoientE € H™, primitif et homogeneF € H~, primitif et homogéne.
Alors, dansD(Hp gr(V)) :

[E, F1=(F, E)p(X'F1 = X 7IE1),

Preuve. DansH*, onaT(E) = —E, doncT Y(E) = —E. De plus,

EFQE'QF"=EQLR1I+1Q0EQ1+1Q1KQE,
FRF' @F"=FR191+19FQ®1+1x1QF.

Le résultat découle imédiatement de (26]n
6.2. Liens avec les groupes quantiques

Proposition 52. 1. SoientS une sous-algebre de Hopf graduée He, S’ une sous-
algebre de Hopf graduée di~. Alors SS'C est une sous-algebre de Hopf graduée de
D(Hp r(V)).

2. Soientl C {x € S| (x, §")3y =0} un biidéal graduéds etl’ C{f S | (S, )=
0} un biidéal gradué de’. Alors IS'C et S1'C sont des biidéaux d&s’C.

Preuve. 1. Soientxi,xz € S, y1,y2 € §', a1,a2 € ZP. On poseA(x2) = Y x4 ®
x5, x5, x5 €S, A(y) =D y1 ® y{,y1. 1 € S'. Alors x1y1 X“1x2y2X*2 est une combi-
naison linéaire de termes de la forme) y] y2X*1 %217 et est donc danss'C.

Montrons queA(SS’'C) € §S§C ® SS'C. Comme SS'C est une sous-algebre de
D(Hp.r(V)) engendrée paf U S’ UC, il suffit de montrer queA(x) € SS'C ® SS'C
pourx € S, 8" ouC. C'estimmédiat sk € C. Six € S, on peut le supposer homogene. On
a alors:

A =) ¥x Mgy esscessc.

On procéde de méme poure S'.

2. Montrons quel S’C est un idéal a gauche. Saite SS'C, abX® € IS'C. On peut
supposer et b homogenes. Il suffit de montrer quetbX® € 15’C dans les trois cas
suivants :

1.x € S : découle du fait qué est un idéal a gauche de

2.x €8 :onpose

(Ay®ld)oAy(@)=) d' ®ad"®d",

aveca’,a” oua” €I carl est un coidéal. AlorsabX® est une combinaison linéaire de
(S_l(x’),a’)Hc(x’”,a”’)Ha”x”fX"‘. Sia” ¢ I,alorsa’ ouad” eI C{beS| b, S)=
(0)}, donc(S~1(x"), a’)ye Ou (x”, @)y est nul. DonccabX® € I1S'C.

3.x = X# :alorsxabX® = qﬁ,|a|_|f|abXa+ﬁ elS'C.

On montre de méme qu’il s’agit d’'un idéal a droite. Pour montrer qu'’il s’agit d’'un
biidéal, il suffit de montrer que\(1) C I1S'C ® SS'C + SS'C ® IS'C. Soita € 1, on peut
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le supposer homogene. Alofsy (a) = > a’ ® a”, lesa’, a” homogénes;’ oua” € I, et
par suite :

A=) a' X" ®a"cISC®SSC+SSCRISC.

On procede de méme poSif’'C. O

Corollaire 53. SoientS une sous-algébre de Hopf graduéeldé, S’ une sous-algebre de
Hopf graduée dé{—, I C{x € S| (x, S")3y =0} un biidéal gradué de§ etI’ C {f € ' |
(S, )¢ = 0} un biidéal gradué de§’. Alors I'espace suivant est muni d’une structure de
bigébre provenant d®(Hp g (V)) :

SS'C
IS'C+SI'C
De plus, I'application suivante est un isomorphisme d’espace vectoriels

D(S, S, 1,1 =

S®S/®C—>D(SS/II’)
T o

AaQb® X" — abX®.

Exemple. Reprenons I'exemple de la partie 5.5. On prehg §' = H (V) et =1 =
Ho(V) N Ho(V)L. Alors § = B(V) et 5, = B(V)%P, A l'aide de la proposition 51, on
montre que :

1. Si g n'est pas une racine de l'unité, alo®¥(V) est isomorphe 5/{;(9) et
D(S, S, 1,1") estisomorphe &, (g) ;

2. Siq est une racine de l'unité, aloBV) est isomorphe ?aj;(g) etD(S, S, 1,1 est
isomorphe &, (g).

7. Interprétation combinatoire du couplage(,)
7.1. Action du groupe de tresses

Définition 54. Soitn € N*, X; ;, 1< i, j < n, desindéterminées. Pour toute tressel3,,
choisissong un diagramme représentantOn pose alors, pour tout croisemerdeg :

sic=. he)=i, b)=j, e()=1

i j
sic:zf\/j, he)=j, ble)=i, &(c)=—1

(c) +1 ..
On pose alor®, (X) = [, croisement dep XZ(E),MC) eK[X;;, 1<i,j<nl
Remarque. P,(X) ne dépend pas du choix dE; en effet, d’aprés [8], sb et D’ sont deux
diagrammes représentanton passe e I'un a I'autre par les opérations locales suivantes :

1. une isotopie, ce qui ne modifie pas les croisements et donc ne modifie (38s,
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2. une transformation

les contibutions de ces trois sous-diagrammes sont respectivﬁ’mﬁ]ﬂy,i, X Xl.‘j1 etl:
elles sont donc égales;
3. une transformation

(= ()
ijk ik

les contributions de ces deux sous-diagrammes sont respectiveiment , X ; ; et
XXX :elles sont donc égales.

Pour toutt € S,, on poseP:(X) = Py, (X) € K[ijl, 1<i,j < n] (on rappelle
que b, est définie dans la section 3.3). On remarque §ueX) est un mondéme de
K[X;;, 1<i, j <n] de degré lalongueur de

Exemple.On prendr = (1 3)(2 4). Alors

= XA

etdoncP; (X) = X1.3X1,4X23X2.4.

Le lemme suivant se démontre facilement par récurrence sur le nombre de croisements
d’'un diagramme de la tresge

Lemme 55. Soit (V,¢) un espace tressé avednversible etws, ..., w, € V, tels que
pour tousi, j, c(w; ® w;) = p; jw; ® w;, les p; ; étant des éléments d€. Alors pour
toutb € 3,

b.(w1® @ wy) = Pp(pij)(T(B).(w1® - @wy)),

our:B, — S, estla surjection envoyamt surt; pour touti <n — 1.
7.2. Applications aux algébrggp (V), avecV diagonal

Reprenons les notations des propositions 20 et 21. Pour toute coggitr, I'élément
de S, envoyant 1 suty, ...,k Surig, k+ 1 surji,...,k+1=n surj. Notons quer,
est un(k, I)-battage. Alors, par définitiom, = b ;) = b;.. D'apres le lemme 55, on a
alors:

Proposition 56. Soit F € F5 .. Les sommets de s sont totalement ordonnéspay :
Sn Zb.d -+ 2b.d 51. On noted; la décoration du sommet de F. On a alors:
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AdFY=" 3" Pri(qa.a) P (F) @ R*(F)
ceAdy(F)

= Y Pu(@aa)P(F)@R(F)+FRL+1QF.
ceAd(F)

Définition 57. SoientF et G deux éléments dé—‘ER. Soients, =p 4 -+ >p.a 51 l€S
sommets deF' ets;, >pq --- =p.a 57 les sommets d&. On noteS(F, G) I'ensemble
des applications de{1,...,n} dans{1, ..., m} vérifiant :
1.0 est bijective.
2.Pourtous, j e {1,...,n}, si Zhauts; = s;(i) ZgaucheSy(j)-
3. Pourtous, j €{1,...,n}, Sff(i) >haut5(/,(j) = Si >gaucheS -
4. Pourtout €{1,...,n},s; ets(’,(l.) ont la méme décoration.

/

Théoreme 58. SoientF, G € ]—'ER; on noted; la décoration du sommet dé indexé
pari. Alors:

(F.Gyw= Y Poldd.a)-
oeS(F,G)

Preuve. C’est vrai sipoidg F) # poid94G), car alors(F,G) = 0 et il n'y a aucune
bijection de{l,...,n} vers{l,...,m}. Supposons donpoidg F) = poid4G) = n et
procédons par récurrence suiSin =1, alors(eg, e4/)1 =84 4. De plus,S(eq, o4/) = {e}
sid = d’ ety sinon par la condition 4, d'oui le résultat.

Supposons la propriété vérifiée pour tduk n et soientF, G € }-1?,13 de poidsn.
Posonst' =t1...t,.

Sim=1:posonsF =1 = Bj(F/). Alors (F, G)r = (F', y4(G)) .

Si G n'est pas de la formé&’e,; : alors(F, G); = 0. Supposons (F, G) non vide et
Soito € S(F, G). Remarquons qués € SOM(F), s >naut racine der;. Par la condition 2,
3s] € somMG), s" >qauches;. Vs’ € somG) (i est l'image paw de I'indice de la racine
deri, c’'est-a-diren). DoncG = G’ey €to (n) = n. Par la condition 4¢’ = d : on aboutit
a une contradiction. Par suit&(F, G) = @, d’ou le résultat.

Si G = G’e, : alors pour touter € S(F, G), o(n) = n. Donc on a une bijection :
S(F,G) — S(F', G"), envoyant suro’ définie paiw’(i) = o (i). De plus,b, est obtenue
en ajoutant un brin a droite de la tressg ; par suite, Py, (X) = P ,(X). Comme
(F,G)yy = (F', G"), le résultat est acquis.

Sim > 1:posonsF’' =11...t,_1. Alors :

(F.G= D Prlaa)(F'. P(G))y,(tm. R(G))y,
ceAd(G)

> Po(qa.a)(F' PE(G))(tms RY(G)). (30)
ce Ad,(G)

Pour simplifier les notations, pour toutec S(F, G), on notef, : som F) — somG) la

bijection donnée paf (s;) = s;(l.). Soito € S(F, G) ; considérong,; (som(t,;,)). Soits” un
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sommet deG, tel qu'il existes € soM(#,), fo(s) >hauts’. SUpPpPOSONS’ ¢ f, (SOM(fy,)).
Alors s € f,(som(F’)). Soitt € som(F’), tel que f, (r) = s’. Commef, (s) >haut fo (1),
d'apres la condition 3s >gauchet. Or s € SONT1,,), t € SOMF’), doNCr >gayches, €t donc
s =t : contradiction, cas € sonm(z,), t € som(F’). Doncs’ € f(som,)). Par suite, il
existe une coupe admissibtg de G, telle queR“ (G) = f,(somt,)). Etant donnée la
définition d'une coupe admissible, est entierement déterminée pRfir (G) et donce,
est unique.

On a donc une application :

B:S(F.G)— | S(F.PG) x S(tw. R°(G)).
ceAdy(G)
semblable a celle de [4,5]. On montre facilement qu’elle est bijective. De plus, si
B(o) = (01,02) € S(F', P°(G)) x S(tm, R°(G)), alors by = (bs(1) ® bs(2))br(c), OU
bs(1) ® bs(2) €st obtenue en accollahg 1) a gauche dég 2. Par suite, siiy, ..., i)
sont les sommets d€“(G) et (j1,...,i) sont les sommets d&°(G), Py (Xq,.4;) =
Pgl(Xdia,d[ﬁ)PUZ(dea,d_,.ﬁ)Pt(, (X4;.4;)- En consequence :

(F.G= . Polaa)(F.PG))y,(tm. R(G)),,
ceAd,(G)

Z Z Z Py (dy, diy)

ceAd.(G) 1€S(F', P¢(G)) 02 S(F',R°(G))
X Poy(qaj, dj; ) Pr.(qd;a;)

> Po(qap.ap)-

S(F,G)

(On a utilisé (30) pour la premiere égalité et I'hypothése de récurrence pour la deuxiéme
égalité.) O

7.3. Applications lorsqu& est de dimension 1

Supposond’ de dimension 1. Soit alokg I'unique élément d&k tel quec(v @ w) =
gw ® v pour tousv, w € V. D'apres la remarque 2 suivant la définition 54, les résultats
précédents prennent la forme ci-dessous :

Proposition 59. SoientF, G € Fp r. On a:

AcF)= Y ¢ P(F)®R(F)
ceAdy(F)

= Y ¢OP(F@R(F)+FRL1+1QF,
ce Ad(F)

(F.G= Y, ¢

ceS(F,G)
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Définition 60 (voir [8]). Soitqg € K. Pour tout: € N*, k < n, on pose :

. n—1 — " = (n)q'
Mg =1+---4+4¢""" My'=D)y...(n)g, (k)q_m'

Pour toute foré# € Fp g, on pose :

(Fgt= [] (card(is’ esomF) s >haus})),-

sesomF)

Remarque. (F),! peut étre défini par récurrence sur le poids Kepar les formules
suivantes :

Wg!=1  (F1F2)g! = (F)g!(F2)g!,  (BT(F)) 1= (F)q!(poidgB™(F))),.
Proposition 61. SoitF € Fp r de poids:. Alors (F, e")y = (n)!/(F)4!.

Preuve. Par récurrence sur le poids d& C’est immédiat siF = 1. Sinon, deux cas se
présentent :
1.F=B%(G);onaalors:

_ (n—1,! (m)g! (n)g!
F,e"),, =(G,y(e" =(G,o" ) = L= =
( )H ( V( ))H ( ) (G),! (M)g!(G)g!  (F)g!

2. Il existe F1, F» foréts de poids strictement inférieuma telles queF = F1F>. On
posen; = poidg F;). On a alorsA (") = ZZZO(Z)q ok @ o" k. Par suite :

k=0

(F.o")y = (F1® F2, A(e"));, = (Fl ® Py, Z (Z)q ok ®.n—k)H

(" Fy, o")(F>, o2 0= (n)g! (n1)g! (n2)g!
(n1>q ( 1 )( 2 )H + 0 (F)g! (Fo)y!

— (n)q‘ — (n)q'
(FOq(F2)g! — (F)g!"

Soientny, ..., n; € Nf, avecn = n1 + --- + nx. Lensemble des éléments de S,
tels queo est croissante sud, ..., n1},{n1+1,...,n1+n2},...,{n1+ - +np_1+
1,...,n1+---+ny} estappeldat(ny, ..., n;). Notons quéat(l, ..., 1) = S,.

Corollaire 62. Soientny, ..., nx € N¥, avecn =n1 + - - - + n. On a alors:
(n)q! _ (o)
(gl g T
qr-c g oebat(ny,...,n;)
En particulier, pourk =n etny1=---=n, =1

(mg! = 4¢".

oeS,
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Remarque.La deuxieme formule est démontrée de maniere différente dans [7,19].

Preuve. Pour touti € N, on posd; = (B1)/(1), c’est-a-dire :

lo=1, hi=., lo=1, l3=1, 14:1, 15:1,...

Calculons(l,, ...1l,,, ®")x de deux manieres différentes.
Par définitionS(l,, .. .1, ., ") =bat(ny, ..., ni), donc:

(L W S )
oebat(n,...,ny)

De plus,(ln; .. .In )g! = (n1)g!. .. (nk)4!, donc :

_ (n)g!

T (n)g! .. (np)g!

d’ou le résultat annoncé.no

(Iny - ng ")
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