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On associe a toute hypersurface Z dans PV définie par I'annulation d’un
polynéme P deux fonctions Zéta { (P, s) et {g(P, s). Leur dérivée en zéro est relice
a la hauteur hgy(Z) de Z pour la métrique de Fubini-Study. Pour certaines hyper-
surfaces, on donne des expressions intégrales simples de {z(P, s). On en déduit le
calcul de la hauteur de certaines hypersurfaces toriques et de certaines quadriques.
Comme cas particulier, on obtient la hauteur de la grassmannienne G(2,4) vue
comme hypersurface dans P° grice au plongement de Pliicker: c’est un nombre
rationnel.  © 2000 Academic Press

1. INTRODUCTION: HAUTEUR DES HYPERSURFACES
PROJECTIVES

Soient 2 une variété arithmétique (ie., un schéma projectif intégre
régulier et plat sur Spec Z), .Z un fibré en droites hermitien sur 2’ et Z un
cycle de dimension (absolue) p dans Z. Notons deg le degré arithmétique
tel quil est défini dans [BGS] (p. 35-36 et 46-47) et ¢,(Z) la premiére
classe de Chern arithmétique de .Z sur 2 (cf. [GS], p. 177). On définit
(voir [Fa], [Bo], [BGS], et [Zh]) la hauteur de Z relativement a £ par
I’égalité:
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ha(Z)=deg(é,( L) | Z)eR.

Rappelons que si Z est le diviseur d’une section non nulle s € HA(%, £ %),
on a:

ho(Z)=dhz(X)+ | log Iscllpese(2)" (1)

Dans toute la suite, on appliquera ces notions lorsque Z =PV et
% =(0(1) le fibré en droites canonique (ample) sur PY muni de la métrique
quotient. Alors &5 coincide avec la hauteur définie dans [Fa]. Si Z est
définie par un polyndme homogeéne PeZ[ X, .., X)] de degré d, la
relation (1) devient :

log |P(zg, ..., Zn)|
ra =i+ o e e @
=dhm(PN)+f log |P(2, s zx)| db, (3)
SN+

ou dv est la mesure de probabilité uniforme (i.e., invariante par le groupe
unitaire U(N + 1)) sur la sphére unité #*¥+! dans CV*! et w la forme de
Fubini-Study ¢,(0(1)) sur PY(C).

Cette relation permet de calculer /555(PY) par récurrence en utilisant
I’egalité:

j log |zo| dv= —+ % 1 4)
FPIN+1 & 1% o 2]_:1]"
On trouve:
1 ¥ 21
hm(PN)=0NZ=5 Y > = (nombres de Stoll), (5)
p=1j=17

et la relation (2) se réécrit:
haw(Z)=doy+|  log |P(z)| v,
PN+

Le calcul de la hauteur d’une hypersurface de P" définie par ’annulation
d’un polyndme P est donc ramené a celui d’une intégrale de la forme
ijN—H lOg |P(Z)| dv.
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Dans cet article, on cherche a calculer l'intégrale fyzmlog |P(z)| dv
pour P un polynéme homogéne a coefficients entiers aussi général que
possible.

Dans la section 2 on définit deux fonctions (P, s) et (P, s) associées
a ce probléme. Ces fonctions ont été introduites par Bernstein—Gel’fand et
Atiyah (cf. [BG] et [ At]); des analogues p-adiques ont été considérées par
Igusa dans [Ig]. On étudie certaines de leurs propriétés en s’inspirant de
[BG], puis on donne quelques exemples élémentaires. On calcule en par-
ticulier la hauteur de certaines quadriques. A la section 3 on donne une
expression intégrale simple de {;(P,s) pour certaines hypersurfaces.
Comme application, on donne dans la section 4 quelques exemples de
calculs de hauteurs. Enfin on introduit a la section 5 une méthode moins
¢lémentaire, mais plus générale, basée sur la transformation de Mellin, qui
permet d’étendre les résultats de la section 4.

Cet article reprend pour I’essentiel le contenu de [CM ] que les auteurs
alors n’avaient pas jugé utile de publier en I’état. Depuis, la méthode
exposée ici a été employée avec succés afin de déterminer la hauteur
d’autres types d’hypersurfaces (cf. [Dal] et [BY1]) et représente encore
dans de nombreuses situations le seul procédé de calcul dont nous
disposions.

Il est a noter que I'introduction d’un paramétre complexe avait déja été
utilisée dans [ BGY] afin de construire explicitement certains courants de
Green par continuation analytique. Ce point de vue a depuis été développé
et étendu a d’autres situations dans [ Da2] et [ BY2].

2. FONCTIONS ZETA ASSOCIEES

L’objet de cette partie consiste, dans un premier temps, a associer a tout
polynéme P deux fonctions Zéta { (P, s) et (P, s) dont on montre que
la valeur de leur dérivée en s =0 est reliée a la hauteur, pour la métrique
de Fubini-Study, de I’hypersurface projective donnée par le lieu d’annula-
tion de P. On montre ensuite que cette relation fournit un outil de calcul
efficace de la hauteur des hyperplans et de certaines hypersurfaces quadriques.
On déduit comme cas particulier de cette étude la hauteur du plongement
de Plicker de la grassmannienne G(2, 4).

2.1. Définition et propriétés

Dans tout ce qui suit du désignera pour tout n € N* la mesure de Lebesgue
normalisée sur C”. Si (ay, ..., a,) € C", on notera |a| = (3 <;<, la;|*)"~
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DfrFiNITION 2.1. Soit N un entier positif et PeC[X,, .., Xy] un
polyndme homogene de degré d. On associe au polyndme P les deux
fonctions Zgta:

CoPos)=| 1P db,

2 d
Co(Pos)=[ e IPGP e

CN+1

Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement des définitions:

ProPOSITION 2.2.

— Pour tout polynome P, les fonctions { (P, s) et { (P, s) sont définies
et continues sur R(s)=0 et 'on a:

Co(P,0)=Cp(P,0)=1.

— Comme fonctions de P, {,(P,s) et {g(P,s) sont invariantes sous
laction du groupe unitaire U(N + 1).

— Ona: L (1,s)=Cg(1,5)=1.

On vérifie facilement, par exemple en utilisant le théoréme de Morera
(voir par exemple [ Ru], 10.17), que les fonctions { (P, s) et {z(P, s) sont
holomorphes sur R(s)>0. De plus, du fait de ’homogénéité de P, elles
sont liées par la relation:

ds
F<N+1+2>

WCAP, s). (6)

QE(Ps S) =

Le résultat suivant nous garantit I'existence des fonctions { (P, s) et
Cg(P, s) sur un voisinage du point s =0.

THEOREME 2.3.  Pour tout polynome homogéne PeC[X,, .., Xy], il
existe 0 e R** tel que les intégrales:
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j \P()|*dv et j e~ | P(2)|* du
PAN+1 CN+1

soient convergentes sur R(s)> — 0.

Avant de donner la démonstration du théoréme 2.3, déduisons-en grice
au théoréme de Morera (cf. [Ru], 10.17) et a la relation (6) le corollaire
suivant qui, a la lumiére de la relation (2), justifie I'introduction des
fonctions { (P, s) et {z(P, s) pour étudier la hauteur des hypersurfaces
projectives.

COROLLAIRE 2.4. [l existe e R** tel que L (P,s) et Cg(P,s) soient
holomorphes sur R(s)> —0. La fonction {,(P,s) (resp. Cg(P,s)) est
dérivable en zéro et:

CP0)=]  log|P(z)] db,

du

’ _ —lz1? _r
<resp. Ce(P.0)=] e log |P(2)] nN+1>'
De plus, on a la relation:

d
CoP.0)=C(P.0)+3 (1= ).

N 1

o y=—1I"(1) est la constante d’Euler et Hy=73;_, ; (lorsque N=0 on

convient que #;,=0).

Démonstration du théoréme 2.3. On démontre tout d’abord le résultat
suivant, qui est une conséquence directe des considérations développées
dans [BG] et [ At].

LeMME 2.5. (Bern$tein—Gel'fand). Soient ¢: C" — R une fonction €% a
support compact et Pe C[ X, .., X,,]. Il existe 6 e R** tel que I’intégrale:

1P, g.5)=|_ |P()|" p(x) di.
soit absolument convergente sur R(s)> — 0.

Supposons qu’on puisse écrire P(x) sous la forme P(x)=x{ --- x% O(x),
ou Q est un polyndme ne s’annulant pas sur le support Supp(¢) de ¢; le
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lemme 2.5 est alors une simple conséquence des théorémes classiques de
convergences sur les intégrales impropres.

Lorsque P est quelconque, on se ramene au cas précédent en utilisant le
théoréme de résolution des singularités d’Hironaka (cf. [Hi]). Pour cela,
soit 7: X — X := C" une résolution des singularités de P. L’espace X est une
variété complexe lisse et 7 un morphisme propre. De plus, si 'on note Z(P)
le lieu des zéros de P, Z(P):=n*(Z(P)) est un diviseur a croisement
normal et 7: X\Z(P) —» X\Z(P) est un isomorphisme.

En utilisant la compacité de Supp(¢), on peut trouver un recouvrement
fini (U,);c, de Supp(¢) tel que sur l~]j :=7n*(U;) on ait:

Py)=yi" oy 0,00,
ou Q; est un polynome ne s’annulant pas sur 17] et y, .., ¥, un systeme de
coordonnées local.
_Soit (4);c, une partition de l'unité associce fl (U)jes €t notons
du =n*(du). Localement, c’est-a-dire sur chaque U;, on a d,u D( y)
dy,---dy,, ou D; est un polyndme ne s’annulant que sur Z(P )m U
Drapres le théoréme des zéros de Hilbert, on a donc:

) )
Dy(y) =y -y Ry(y),
ou R; ne s’annule pas sur U;. On peut donc écrire I(P, @, s) sous la forme:

P @, S Z f 1|<1(1j)s+/7'(1j)'”|yn|oc£1j)s+/3£lj)

jeJ
x Qi(y) Ry(y) n* (02 ) (y) dyy -~ dy,.

ce qui nous ramene au cas précédemment traité, et le lemme 2.5 est
démontré.

Il nous reste a montrer que le lemme 2.5 entraine le théoréme 2.3.
Soit 7: R— R* une fonction ¥ a support compact non identiquement
nulle et considérons:

)= PG () du
CN+1
Comme P est homogene, il existe 4 et B des réels positifs tels que:
j \P(2)|* dv< AI(s) et f e~ | P(2)|* du < BI(s).
PN+ CN+1

On peut appliquer le lemme 2.5 a I(s) et en déduire donc I'existence d’un
0 € R** vérifiant les conditions requises. ||
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Remarque 2.6. On pourrait démontrer le théoréme 2.3 sans utiliser le
théoréme de résolution des singularités, en ayant recours au théoréme de
préparation de Weierstral3.

Remarque 2.7. Les fonctions Zéta { (P, s) et {(P, s) se prolongent en
des fonctions méromorphes sur tout le plan (cf. [BG] et [At]). Elles
veérifient des équations fonctionnelles (cf. [ Be]).

Nous concluons cette section par un lemme qui nous sera utile par la
suite:

LemMmE 2.8. La fonction:
(P, s)

d
F<N+ | +2S> 1P,

S

ou I'on a noté |P| g =sup,c g+ |P(z)|, est bornée sur R(s) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la relation (6). ||

2.2. Premiers exemples

2.2.1. Formes linéaires.

THEOREME 2.9. Soit L(z)=ayzo+ -+ +ayzy une forme linéaire en
N + 1 variables, dont les coefficients a=(a;)o<;<n€CN"" sont choisis de
maniéere arbitraire. La fonction {z(L, s) associée a L est donnée par:

(L, s)=|a|SF<;+1>.

Démonstration. 11 vient:

1 —|z|? s
Ce(Los) = [, 7" lagzo+ - +anzylduz)
_ |a|S —|Z|2 Sd . . . . d d
=N ) e |zo|* du(z) (invariance unitaire de du)
C

_laP —lzl? {5 |s —lz? _
=—— | e " |z|" du(z) car | e "' du(z)=m

v [ C

al® 2= + oo
=| | j d@j e st gy

/ 0 0

+ oo
= |a|sj e 2 dt, (par le changement de variable ¢ =r?)
0
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ce dont on tire que:
s
(L) =la T (3+1) 1
Par dérivation en s =0, on déduit du théoréeme 2.9 le corollaire suivant:
COROLLAIRE 2.10.
j log |agzo+ -+ +ayzy| dv=log |a| — 1 #y.
<yZNJrl
Remarque 2.11. On aurait pu déduire directement ce résultat par

invariance unitaire en utilisant (4).

2.2.2. Formes quadratiques.

THEOREME 2.12.  Soit me{0,.., N} et posons, pour tout zeCN*!
O(z)=z%+ --- +z2,. Pour tout s dans le demi-plan R(s) >0, on a:

F<’:>F<;+1>F(s+m)

o )

Ce(Q,5) =

(7)

Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes. On
démontre tout d’abord I’énoncé combinatoire suivant:

PrOPOSITION 2.13.  Soient k et p deux entiers strictement positifs. On a
les relations suivantes:

¥ <2a0>m<2a2p_1>:4k<k+p—1>, (8)
ag+ - +ay,_j=k \ 90 d2p—1 k

T P OB G v [

Démonstration de la proposition 2.13. Soit S(x) la série génératrice des
(*"); I'identité suivante est bien connue:

2 1 1
S(x)= ), < n> x”zli pour |x|<Z

n=0 \ 1 —4x

Pour démontrer (8) (resp. (9)) il suffit de calculer le développement en
série entiére de S?(x) (resp. S?*!(x)) au voisinage de 0 et de vérifier
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que leur k-éme coefficient est donné par (8) (resp. (9)). Or on obtient
facilement ces développements par dérivation successive de (1 —4x)~!
(resp. (1 —4x)~12). |

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2.12. On
commence tout d’abord par calculer {;(Q, s) pour s =2k un entier positif
pair:

1
Cx(0, S)ZW L:NH@7|2|2 |25+ -+ + 2| du
1 —1z12/1 .2 2 (2\k
:W L:mﬂe (|ZO+“.+Z”’| ) dﬂ.

11 vient:

(|22+ - + 221D = (224 - +22) (22 + - +22)F

I'k+1)
apg+1)---I'(a,,+1)

2a, 2a
Zg 0z,

Ik+1)

X 72by,,, 72by,
b0+“,z_:§_bm:k r(b0+1)F(bm+1) 0 "
by=0, .. by >0

Or
1
7j e~1Pzazt dx dy =5, ,T(a+ 1), (10)
T Jc

ce qui, en remplagant dans I'expression précédente, montre que:

rk+1)
I'(ag+1)---I'Ya,,+1)

CE(Q! S): Z
ay+ --- +a,=k
ay =0, ..,a,=>0

I'Cag+1)---I'(2a,,+1).

On se sert alors des relations binémiales (8) et (9) pour obtenir:

(o0, 5)= zsr<;+1>r<s+ng+1>/r<m;1> (m impair),
£(0, p<’;>r<;+1>r(s+m>/r(m>r<s+2m> o pai).

(11)
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En utilisant deux fois la formule de duplication de Legendre:

2z—1
ﬁ

on s’apergoit que les deux expressions données dans (11) coincident en fait
pour m quelconque.

On a donc démontré le théoreme 2.12 dans le cas ou s est un entier
positif pair. Pour conclure, il nous reste a prouver que la formule (11) reste
valide sur R(s) =0. Pour démontrer ce résultat on utilise le

(2z)= I(z) r<z +1>,

2

TaEOREME 2.14 (Carlson). Toute fonction d’une wvariable complexe,
analytique et bornée sur le demi-plan R(s) >0 et qui sSannule aux entiers
positifs est identiquement nulle.

Démonstration. Voir [Ti], 5.81. On peut également se ramener au cas
du disque unité ouvert et utiliser le théoréme de Blaschke (cf. [Ru],
15.23). 1

Le lemme suivant nous sera également utile:

LemMme 2.15. Sib=a>0, la fonction:

I'(s+a)

Sho>——"
I(s+b)

est bornée sur R(s)>0.
Démonstration. Cela découle directement de la formule de Stirling. |

Griace a ces deux énoncés, nous pouvons maintenant achever la
démonstration du théoreme 2.12. Notons provisoirement:

1
a(S)ZW f leflzlz |z2+ -+ + 22| du, et
cm+
F<1+;> F(s+m)F<Zl>
b(s) = n .
F(m)F<S 2m>

On cherche a démontrer que:
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Pour cela, considérons la différence:

_ a(s)—b(s) ]
A= N 119 1P,
on a la majoration:
_ a(s) —b(s)
A= F N 159 175
la(s)| N |b(s)|

SIC(N+L+5) 1Pl [N+ 1+s)] [P35

ce qui, grace aux lemmes 2.8 et 2.15, montre que A4(s) est analytique et
bornée sur le demi-plan ouvert R(s)> 1. Comme de plus 4(2k) =0 pour
tout ke N*, on déduit du théoréme de Carlson (théoréme 2.14) que:

a(s)=b(s) sur R(s)>1,

et finalement, par continuation analytique puis par continuité, que cette
égalité reste vraie sur R(s)>0, ce qui termine la démonstration du
théoréme. |

Remarque 2.16. Le polyndme 2R(z)=2z¢z;+ -+ + 225, _2Z0m—1 €St I
transformé de zg+ --- +z3, , par rotation. On déduit facilement du
théoréme 2.12 Texpression de la fonction {z(R, s) associée a R(z). On
trouve:

2 (12)

F<S+m>
s 2

Remarque 2.17. D’apreés le corollaire 2.4 on sait que Iégalité (7) du
théoréme 2.12 reste vraie sur R(s) > —J pour un certain ¢ réel strictement
positif. Il en est évidemment de méme par prolongement analytique pour
I’égalité (12).

Drapres la remarque 2.17, on déduit par dérivation des relations (7) et
(12) les formules suivantes:

COROLLAIRE 2.18. On a:

[ gl o+ 22y do=— 1Ay (13)

Jywil log |zoz1+ -+ +Zoy_n2Zon 1| dv= =Sy _ 1 + %%N—l (14)
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Remarque 2.19. Considérons G(2,4) la grassmannienne sur Spec Z
paramétrant pour tout corps x les 2-plans de x* Soit 2 le fibré universel
quotient sur G(2, 4) muni a I'infini de la métrique quotient. Le plongement
de Pliicker est le morphisme ¢: G(2, 4) — P* associé au fibré inversible trés
ample det(2). L'image de G(2,4) dans P° par ¢ est I'’hypersurface d’équa-
tion zyz; —z,z3+ 2425 =0 (voir par exemple [ GH], section 1.5). D’aprés
les relations (3), (5) et (14), la hauteur relativement a O(1) de G(2,4)
plongée par ¢ dans P’ est donc donnée par:

ham(G(2,4) =%

Par ailleurs, on sait que:

¢*(1(0(1))) = ¢4(det(2)) = ¢,(2),
ce qui, ajouté a la formule précédente, montre que:
deg(¢,(2)°|G(2,4) =¥ €.

Cette dernicre égalité a été redémontrée dans [ Ma] par une méthode
différente.

3. CALCUL DE CERTAINES FONCTIONS ZETA

Nous approfondissons dans cette partie I’étude précédente en donnant
une expression intégrale « simple» (i.e., comme intégrale d’une fonction
rationnelle sur un domaine polyhédral de R") pour {(P, s) lorsque P est
un polyndme de la forme:

P(Z)=Z1,121,2Z?f3 AR S +Zp,lzp,222?3 ez

.l

Nous commengons par la démonstration de deux identités élémentaires:

LemME 3.1 (Dirichlet). Pour tout entier [>2, soit A le simplexe de R’
défini par les relations:

X+ - Fx=1 (x;=0).

On a Pégalite:
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Démonstration. Pour [=2, cette égalité est la relation bien connue:

I'(oy) I'(a3)
Bloy, ay)=—"——=-, 15
(1,00 =t (15)
ou B(x,y)=[¢t* (1 —1)”""dr désigne la fonction Béta d’Euler. Pour
[>2, on démontre le lemme par intégrations successives en utilisant

(15). 1

LemMe 3.2, Soient x4, ..., X, des réels positifs distincts. Pour tout n entier
positif, on a lidentité:

O,(n)(xy, .\ X,) 1= Y Xt x%
a+ --- +ap=n
a;=0
~1
XZ(JHD

ses, (xa(l) - xo‘(Z)) e (xa(l) - xo'(p)) )

o circulaire

Démonstration. On somme successivement sur tous les a; en utilisant
I’égalité bien connue:

xrlt+l _xg+1
z x‘lllxglz
a+ay=n X1 =Xz
a;=0

On peut également procéder de la fagon suivante: les deux expressions
¢tant symétriques en les x;, il suffit de démontrer Iégalité pour
X;> --- >x,. On développe alors en série enticre chacun des termes du
membre de droite pour conclure. ||

L’énoncé du lemme 3.2 suggére la définition plus générale suivante:

DEFINITION 3.3, Soient x,, ..., x,, des réels positifs deux a deux distincts;
pour tout s vérifiant R(s) >0, on pose:
s —1
0,(5) (X1, r X,) 1= Y Yo (16)
19 eoes = .
? ? ses, (xa(l)_xa(z))"'(xa(l)_xa(p))

o circulaire

Remarque 3.4. Lorsque se N* la définition (16) coincide avec celle
donnée au lemme 3.2. De plus, si ’on pose:

fp(s)(‘xl LI xp) =

TM%

(=Dt = [T (v —x;),
1 i<j
i#k
j#k
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alors:

zfp(s)(xl, ey X))
Hi<j (x;— xj) )

Pour s fixé, f,(s)(x) est de classe € sur (R™)” et s’annule sur tous les
hyperplans H; ; d’équation /; ;(x)=x,—x;=0, (i <j). Les hyperplans H, ;
étant deux a deux transverses, on en déduit que O,(s)(x) se prolonge en
une fonction O ,(s)(x) de classe € sur (R*)?.

0,()(x 1, s X)) (17)

ExeMpLES. Lorsque p=2 et p =3, l'identité (17) s’écrit:

xsi+1 —X;+l
O,(s)(xy, X)) =————,
X1 — X2

XXy — x3) + x5 (X3 — xp) + x5 (X — x,)

() —x2)(x1 —x3)(x3 — X3)

Os5(s)(xy, X5, X3) =

La proposition suivante nous fournit une borne uniforme en x sur la
croissance de la fonction s+ I@p(s)(x)l lorsque N(s) est assez grand. Cette
estimée nous sera nécessaire lorsque nous voudrons utiliser dans ce qui suit
le théoréeme de Carlson.

ProposITION 3.5. Soit K< (R™*)? un compact. Alors il existe a(K)e N,
M(K)eR** et s, e R** tels que:

sup |@p(s)(x)| < 5|78 M(K)FE) sur  R(s) = so.

xeK

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout ne N, on peut
trouver a(n)eN, M(n)e R** et 5, e R** tels que:

sup | D"f(x)]| < |s]“ M(n)™®) sur R(s)>s

xekK

(18)

ne

Soit x, € K et notons m(x,) le nombre d’hyperplans H; ; contenant x,. Si
m(x,) =0, pour tout voisinage V(x,) de x, dont I'adhérence est d’intersec-
tion vide avec chacun des H, ;, on peut trouver a(V(x,))e N, M(V(x,))
eR*™ets, eR™™ tels que:

sup  0,(5)(x)] < [s] T M(V(x0)™® sur R(s) =5,
x € V(xp)

Si m(xy) =1, en appliquant la formule de Taylor-Young a f, sur un
voisinage de x,, on obtient D"f, =0 pour n <m(x,). Notons H, ..., i,
les hyperplans d’¢quations /;(x)=0, .., !

(xo)

m(x)(X) =0 contenant x,. Soit
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V(x,) un voisinage de x, dans K a distance non nulle des autres hyperplans
H, ;. Pour chaque i€ {1, .., m(x,)}, on pose:

Vilxo) ={xe Vl(xo): I;(x)|= inf [L(x)]}.
je{l, ... m(xq)}

Les V;(x,) forment un recouvrement de V(x,). Soit ye V(x,), il existe
ie{l,..,m(xy)} tel que ye V;(x,). Notons p,(y) le projeté orthogonal de
y sur H;. On considére le chemin y allant de x, a y et composé¢ des
segments [ xo, p;(y)] = H,; et [ p,(y), y]. En appliquant a f, la formule de
Taylor a I'ordre m(x,) sur y et en utilisant la majoration de la différentielle
d’ordre m(x,) de f, donnée par (18), on obtient:

sup r{é?) ‘ < A; [5]45) M(m(x0))™® (4, € RT#),
y e Vi(xy) li O(J/)
pour R(s) assez grand. Comme de plus [/,(y)|"™ </ |1;(y)| sur

Vi(Xo), on en deduit sur chaque V;(x,), et donc sur V(x,), une majoration
de O,(s)(x) de la forme:

sup |0,(s)(x)| <A [s] " M(m(x0)™ (A€ R**),

x € V(xg)

pour R(s) assez grand. On conclut en appliquant ce raisonnement en chaque
point de K, puis en extrayant des voisinages obtenus un recouvrement fini
de K. On obtient ainsi la majoration désirée. |

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le théoréme suivant,
donnant ’expression de {z( P, s) sous forme intégrale qui avait €t€ annoncee
dans l'introduction a cette partie.

THEOREME 3.6.  Pour tout s appartenant au demi-plan fermé R(s)>=0

=)o) (50)

N
XJ 0] <> (253, - 151, s 1 - S )
dyx e xd P\9 3.1 L1 3.p Lp

!

X(dts g ---dty ,_y)---(dtyq---dt; ,_1).

Démonstration. On procéde comme pour la démonstration du
théoréme 2.12. On calcule tout d’abord {g(P, s) pour s =2k un entier pair
positif; il vient:

1 2
(P, 2k) =— J e (| P(2)]?)* du.
T cr!
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En utilisant deux fois la formule du multin6me, on trouve:

(1P(2)]%) = P(z)*P(2)"

- 3

I'k+1)
« lag+1)---I'(a,+1)

a1+---+a
X(lelzlzzolts‘;l.. ZTI‘;I) (zpplz pzz 3 -~z:f‘;")
rk+1)
x X
bt tby—k I'(by+1)---I'(b,+1)
X(Z_[fllzll’l22a3b1"'z_?fbll) (pr szzz aby . Z_;fblp).

En remplagant cette expression dans 1’¢galité précédente, puis en utilisant
la relation (10), on obtient:

Ce(P2k)=T2(k+1) Y  (I(asa,+1)-T(aza, +1))

a+ --- +a =k

- x(I(gay+1) - Ia, + 1)), (19)
ce que, d’apres le lemme 3.1, on peut écrire sous la forme:

Ce(P, 2k) = I*(k + 1)(I (ask + p) -+~ I,k + p))

X Z J ...L (z‘;zl...tgfp)%...([?l...t‘pr)“z

aj+ - +a,=k "4 |

X (dtsy ---dts ,_q)---(dty - dt; ,_1),

ou pour tout i€ {3,..,/} on a noté 4, le simplexe standard de R” défini
par:

ti,1+“‘+[i,p:1 (t,-)J-ZO).

Finalement, le lemme 3.2 nous permet de réecrire I’égalité précédente sous
la forme recherchée:

Ce(P, 2k) = I'*(k + 1)(I'(ask + p) -+~ I'(o/k + p))

x| B ()15 - 11y o 155 o151 )
A3 % x A4

1

X(dtz g ---dty ) (dtyy ---dt; ,_y).
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On a donc démontré le théoréme 3.6 lorsque s = 2k un entier pair positif
quelconque. On pose alors:

S
c(s)=j 0, <2> (1) s s 133, 0 171 ,)

Ay x - X A4

X (dty -o-dty p_y)---(dtyy---dt; ,_y),
— QE(P:S)
S o8 oS
r2lza1 )\ =22 R ol alied
G (5e)-r(5+0))

Comme 43 x --- x4, est compact et que son image par f: (3 1, .., {; ,) =
13, %, L 1% 1% ) Pest aussi, on déduit de la proposition 3.5 que la

31 L1 3p Lp prop q
fonction ¢(s) possede la propriété suivante:

d(s)

Aa, G, s9) eNxRT*xRT*:|c(s)| < |s]* GTD sur R(s)=s,.
(20)

On veut démontrer que ¢(s) =d(s) sur le demi-plan R(s) > 0. Soit:
c(s)—d(s)

A(s) = 75 ou d=degP.
s%(sup(G, 1))* | P[5, F<N+ 1 ~I—2>

Drapres le lemme 2.8 et (20), A(s) est analytique et bornée sur le demi-plan
ouvert ‘R(s)>s,. Comme de plus 4(2k)=0 pour tout ke N*, on a bien
c(s)=d(s) sur R(s) =0 par le théoréme de Carlson (théoréeme 2.14), puis
par continuation analytique et continuité. |

4. CALCULS EXPLICITES DE HAUTEURS

On utilise les résultats de la partie précédente pour donner de maniére
explicite la valeur de {'z(P, 0) pour certains polynémes P. On retrouvera
les résultats obtenus ici comme cas particuliers d’un théoréme plus général
a la section 5.

4.1. Hypersurfaces d’équation z, -+ -z + 2z 1 -+ 22 =0

Posons P(z)=z, - -zp+Zx,1-++Zy. Lorsque k=3, on déduit du
théoreme 3.6 la formule suivante:
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Co(P,s)=T" <;+ 1> <=2 <;+2>

(x3 "'xk)S/2+1_((1 _x3)...(1 _xk))s/2+1

XJ[O’IJICJ (X3 xp) = ((1 = x3)--- (1 = xz))
de3 ...dxk‘

En dérivant cette expression en s=0, on trouve:
, k k 1
(P 0)= =57+ (3 1) 45 1k

ou:

A(x)log A(x)— B(x) log B(x)

dxs - dxy,

et ou:

A(x)=x3--.xk et B(x):(]—x_,))...(]_xk).

En théorie, l'intégrale V(k) est explicitement calculable en termes de
fonctions polylogarithmes. En pratique, les calculs deviennent extrémement
compliqués lorsque k croit, et le recours a un logiciel de calcul formel

s’avere nécessaire.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus a I’aide du logiciel Maple
pour k variant entre 1 et 10. (Les cas particuliers k =1 et k=2 se déduisent

des corollaires 2.10 et 2.18).

Nous retrouverons a la section 5 ces résultats comme cas particuliers du

théoréme 5.9.

k
k j log |xy - Xg+ Yy - Vel du+ = Ay 4
5’4"_1 2

(log 2)/2
12
72/16
/18 +1/6
—37%4/128 + 57%/16
—27%/225 + 72/6 + 1/10

576/128 — 2597%/576 + 3572/48

479/735 — Tn*/90 + n2/3 + 1/14
— 59578 /4096 + 322976/1920 — 3297%/128 + 2172/16
— 3278/4725 + 1647%/1701 — 917%/270 + 572/9 + 1/18

SO0 N AW~

—_—



244 CASSAIGNE ET MAILLOT

4.2. Hypersurfaces d’équation z,z,z%+ 2,25z =0

Posons maintenant P(z)=z,z,z% 4+ z,2z5z%, ol k est un entier strictement
positif. On déduit du théoréme 3.6 la formule:

_ N ks 1 (tk)s/2+1 _ ((1 _ t)k)s/2+1
CAE(P,S)—I—'2<2+1>F<2+2>JO — dr.

Par dérivation en s=0, on tire de cette expression I'égalité:

k k k
Lu log 212,25 + 242526 | dv= —<+ 1> Hs+5+3

3 Wi(k),

ou 'on a noté:

1 ¢k —(1=1)* _
W(k)zj t“logt k(l t) lig(l t) it
0 t*—(1—1)
De méme que précédemment, I'intégrale W(k) est théoriquement calculable
en termes de valeurs de fonctions logarithmes et dilogarithmes, mais prati-
quement il est préférable d’avoir recours a l'ordinateur. Nous présentons
ci-dessous les résultats obtenus a I'aide du logiciel Maple lorsque k varie
entre 1 et 5.
Nous retrouverons a la section 5 ces résultats comme cas particuliers du
théoréme 5.9.

k W(k)

1 728 — 1

2 n2/16 — 3/4

3 177%/216 — 1

4 72/16 —7/8

5 (145—32,/5) 7%/1000 — 1

5. UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE MELLIN

Le but de cette section est double. Dans un premier temps, nous don-
nons une expression intégrale « simple » de la fonction {g(P, s) lorsque P
est un polyndme homogene de la forme:

_ 2 o B B,
IJ(Z)_ZIZZ2 "'Znn+Zn+IZn2+2 Y ome
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Dans un deuxiéme temps, nous calculons la dérivée de cette expression en
s=0 puis nous identifions le résultat obtenu comme étant la transformée
de Mellin inverse d’un certain produit de facteurs Gamma. Ces considéra-
tions nous permettent d’exprimer la dérivée {z(P, 0) comme une intégrale
de chemin dans le plan complexe pour un polyndme de la forme ci-dessus,
et méme plus généralement pour tout polyndme homogene de la forme:

.. zh
Zn%me

P(z)=z%...z%+ A

n+1"

Lorsque o, = f3; pour tout i, 'intégrale obtenue peut &tre calculée explicite-
ment, ce qui nous permet entre autres choses de retrouver et d’étendre les
résultats de la partie précédente.

5.1. Fonctions Zéta des hypersurfaces d’équation z,z% ---z% +z, 25 ...

n+m 0
Posons P(z)=zyz% - z%+2,,,2% ,---2%n ol lon a convenu de
plus que:

Y ou= Y B

2<i<n 2<jsm
L’objet de cette section est la démonstration du théoréme suivant:

THEOREME 5.1.  On peut trouver o un réel strictement positif tel que sur
le demi-plan ouvert R(s) > —9, on ait I'égalité:

Ce(P,s)=T <S+ 1> f j e~ @2t T %) (D(1, ) dt du,
2 (R*)"’l (R+)m 1

ou I’on a posé:
D(t,u)=13 -+ ub> ... ubn,

dt=dt, ---dt, et du=du, ---du,,

Démonstration. On commence comme pour la démonstration des
théorémes 2.12 et 3.6 en supposant dans un premier temps que s est un
entier pair positif.

En utilisant deux fois la formule du binéme puis la relation (10) comme
pour la démonstration de la formule (19), on obtient I'égalité:

S (S 1
CelPos)=1" <2+1>a+bz_s/2 Ta+ ) I(b+1)

x(Iaza+ 1) la,a+ D) (Brb+1) - I(B,b+1)),
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ce que, en utilisant la définition de la fonction Gamma, on peut réécrire

sous la forme:
K
I'(i=+1
<2+ >

+1> Y Far DI

a+b=s/2

CE(P>S):F<

N[ e

XJ e—(t2+~~+tn)l°2‘2“...[Znadtz~-~dln
(RJr)n—l

XJ‘ e*(”2+"'+”m)ué’22b...u£;nb du2...dum'
(IR"')'”“

En utilisant de nouveau la formule du bindme, mais dans l’autres sens, on
obtient finalement I’égalité:

Ce(P.s) :r<s+ 1>J [ ezl
2 (R =1 J(R+ym—1
X (12 - %+ ube o uPm)? dt du, (21)

valable pour tout s entier pair positif. Il ne nous reste plus alors qu’a
démontrer que I’égalité (21) reste vraie sur le demi-plan R(s) = 0.
Pour cela, posons:

e~ T it X9 (D(1, u))*? dt du.

Js) =

(RJr)n—l LRJr)m—l

On déduit des critéres de convergence classiques que J(s) est défini sur un
demi-plan de la forme R(s)> —J pour un certain réel o strictement positif.
D’apres le théoréme de Morera (cf. [Ru], 10.17), la fonction s+ J(s) est
analytique sur ce demi-plan ouvert. On voit donc qu’il nous suffit de
démontrer Iégalit¢ (21) pour un certain ouvert du plan, et d’apres le
corollaire 2.4 le théoréme 5.1 en découle par prolongement analytique.

Pour tout te R**, notons A(7) le simplexe de R"*™~2 défini par les
relations:

™M=

m
L+ ) u=t (t;,u;=0),
i—2 =2

et soit di la mesure induite sur A4(t) par la mesure de Lebesgue normalisée
dans R"*™~2. On peut écrire, grice au théoréme de Fubini et a
I’homogénéité de la fonction D(¢, u):
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J(s) =L e " <f ( )D(t, u)*? d77> dt

:f+we_fr(d—l)(s/2)+n+m—3<[ (D(t,u))s/zdiy> de
0 A(1)

+ o0
:<J e—TT(d—l)(s/2)+n+m—3 dT><J (D(Z, u))s/Z dr/)a
0 A(1)

ce qui, si 'on note:

N(s)=Vol(A(l))F<(d—l);+n+m—2>

et M= sup |D(t, u),
(t, u)e A(1)

montre le:

LEMME 5.2. La fonction:

est bornée sur R(s)=0.

247

Le lemme 5.2 ajouté au lemme 2.8 et au théoréme de Carlson (théoreme

2.14) nous permet alors de conclure. |i

5.2. Hauteur des hypersurfaces d’équation z§' -z +z8 | ...z =0

n+m

Reprenons les notations de la section précédente et calculons la dérivée
en s =0 de la fonction s+ J(s), ce qui nous permettra de trouver la valeur

de {'z(P, 0) griace au théoréme 5.1. Il vient:

1 n m
JO=5 [ [ et E log(D(t, u)) di du
2 (R+)n—1 (R+)m—1

IJ J n m < >

_ _(Z»: t,-+Z-: “)1 &% d d
e i=2 j=2'9 log | | t; tdu

2 (R+)n—l (R+)m—l 4

1

n m 1_,[ u/‘gj
+= J J e~ Ein it E W log (1 + i > dt du.
2 (R+)n—l (R+)m—l H tii

(22)
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La premiére des deux intégrales obtenues se calcule facilement:

IJ J n m < >

_ _(Z-: t,—+2-: u;) l %; d d
e i=2 j=2'% log | | t; tdu

2 (R+)n—l (R+)m—1 !

1 n + 0o
:2<Z oc,.>f e 'logtdt
i 0

=2

d—1
=—y(27). (23)

Notons:

ubi

IT
=— (I, 5+ 2,8 j
A=3 LW)H Lnﬂme S E]L 10g<1 + nﬂ_)dr du

1

la deuxiéme intégrale intervenant dans I'expression de J'(0) donnée en (22).
On va montrer que A4 est la transformée de Mellin inverse d’un produit de
facteurs Gamma.

Pour tout ke Z*, on pose:

Pu(x)=— x> (x>0)

et si f est une fonction a valeur réeelle, on note a chaque fois que cela a un
sens:

T f1(z)= L:OO flzu) ¢p(u) du (convolée multiplicative de f et de ¢,).

La remarque suivante est alors fondamentale:

Remarque 5.3. Sil'on prend fy(x)=1log(1 + x), alors on trouve que:

(=t
———(T_o - oT_, 0Ty o oTy [ fo](1).

A= e

DEFINITION 5.4. On appelle transformée de Mellin d’une fonction f la
fonction M[ f] définie par:

+ oo

ML) =] fl et
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On sait que si f et g sont deux fonctions de transformées de Mellin
M f] et M[ g], et si 'on note:

Hgxi j;w F(ox ) g(u) du

la convolée multiplicative des deux, alors I’égalité suivante est vérifice:

ML f*x g](s)=M[f1(s) M[g](1—s).

La remarque 5.3 ajoutée a ce qui précede suggere de considérer la fonction
H définie par:

H(s)=M[(T_o, o oT_o oTp oo Tg ) fo]1(s).

La proposition suivante, qui est une conséquence immeédiate des
définitions, va nous permettre de calculer H.

PropoSITION 5.5.  Soit k un entier strictement positif. On a:

4

M[f()]() SST(?Z’S) sur —1<§R(S)<O,
M (1 —s)=T(1—ks) sur ‘.R(s)<%,
M[¢_ J(1—s)=—T(1+ks) sur ‘R(s)>—%.

En effet, a la lumiére de ce qui précede, on peut maintenant écrire:

H(s) = M f,]( ﬁmmlﬂﬁMm1ﬂ)

—(—1)y— " ]_[FI—/KJ ﬁr(1+a,.s),

s s1n(7zs

pour tout s appartenant a 'ouvert sup(—1/a;) < R(s) <O0.

Il ne nous reste plus alors qu’a déduire de ’expression donnant H une
formule pour A4, ce que I'on fait en appliquant une transformation de Mellin
inverse a H et en utilisant la remarque 5.3. 1l vient:

L <ﬁ o) [ T+, ). (24)

Ani Je_io 87 sin(ms) \ iz
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ou I'on a choisi le réel ¢ dans I'intervalle sup( —1/a;) < ¢ <0. La formule des
compléments:

s

Fl+s) Il =s) =20

(25)

nous permet, en convenant que o, =, =1, de réécrire I’égalité (24) sous
une forme plus compacte:

A=t j”m 1(1‘[“ ﬁf(l—l—ocis))ds.

4ri Jo_ioo S i1 i1

Tous calculs faits, on déduit finalement du théoréme 5.1 et des égalités (22)
et (23) le résultat suivant:

PROPOSITION 5.6. Soit P(z)=z§ .-z +zh  ...zBn  un  polynome
homogene de degré d. Si I'on suppose que ay =, =1, alors on a:

1 c+io ] n
P 0=z [ (T ra g [T r 0|

c—ioo =1 i=1

pour tout réel ce€ Jsup;<;<, (—1/a;), 0[.

On va montrer maintenant que la proposition 5.6 reste vraie lorsqu’on
ne fait pas d’hypothése sur les exposants a; et f,. Pour ce faire, on com-
mence par rappeler la factorisation suivante, valable pour tout entier
ke N*:

X<—vk= ] (X—elY), (26)

0<i<k—1

ou ¢, est une racine primitive k-€éme de I'unité. Cette identité, ajoutée a la
formule pour {%(P,0) donnée au corollaire 2.4, nous permet d’affirmer
que:

1
Cplep ozt 2hiy o2l 0) =7

L (A e 2 M 0),

n+m?>

et ce pour tout ke N*, Cette égalité, combinée de nouveau a la formule
donnée au corollaire 2.4, montre que:
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Gzt 2 2y o2l )

1
= lim O 2, s 0)
e . d
=], e” M loglsup(l=5t -+ 2l 120y 2 D) s (27)
ol l'on a noté du la mesure de Lebesgue normalisée sur C”*™,
Par ailleurs, on déduit du théoréme 5.6 I'égalité:
1 kot ko kB, kB,
%C (ZOZ "'Znn+zn+1"'Zn-l'—nmzn+m+1’0)
1 /1 2
UL
+Lr+m ! nrl B )ﬂF1+ )
Ari Voo 57 Je1 i3 i i
s s
r1+—)r{1——)ds 28
(1+3)r(1-7)e 2%
Enfin, toujours d’apres le corollaire 2.4, on a:
: 1 ke k, k,
hm CE(ZOZ . Z n+Z ﬁl “'Zn@—nmzn+m+lao)
k— + o k
e . d
=| e Flog(sup(|zit -zl 12y 2 ) S (29)
cnt+m 7T

En mettant bout a bout (27) et (29), puis en passant a la limite dans
(28), on obtient finalement la formule:

’ a a, p B,
CE(ZII...Znn+Zn1+1...Z m

n+m?

0)

= —tyd+ = [ (T rO =g, TT M +049) ) d
= 27 dri i S S o; s S.

j=1 i=1

Comme on n’a fait dans ce qui précéde aucune hypotheése sur les exposants
a; et f;, on a donc démontre¢ le
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THEOREME 5.7. Soit P(z)=z( - 2% +z5 |
gene de degré d. On a:

zhm . un polynéme homo-

1 1 c+ioo | m n
Ce(P,0)= —5vd+— | 2<]‘[ ra—-gs 1 r(1+a,.s)> ds
47 Jo_jwo S i1 Pl
pour tout réel ce Jsup; <;<,(—1/x;), O[.

On en déduit grice a la formule des compléments (25) le
COROLLAIRE 5.8. Soit P(z)=zf---zin+z
degré d. On a:

o
n+1 """ Z2n

*

un polynéme de
1 (H'f=1 ai) +oo+bi< l«n72 >

%(P,0)=—zyd ——"——= — | dt

Cx(P.0)= =37 el I )

pour tout réel be 10, 7SI

donne:

Le reste de cette section est consacré au calcul explicite de I'intégrale
intervenant dans I’énoncé du corollaire 5.8.
Remarquons tout d’abord que lorsque n=1, un calcul direct nous

1 d r+oo+bi dt
" (P = —— —
QE( aO) zyd 4 J‘7m+bi tSh(td)
1 d
:_Eyd_z(—2log2)
d
zi(logZ—Y)-

On aurait pu d’ailleurs déduire directement ce résultat des corollaires 2.4 et
2.10 une fois le polynéme P factorisé comme en (26).
Nous pouvons donc supposer pour la suite que n > 2.

Rappelons que si 'on considére le développement en série formelle en
t =0 de la fonction:

te™ =+20:o B,(x) (K
e—1 Z, k!

(30)
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les polyndmes B,(x) ainsi définis sont appelés polynémes de Bernoulli. On
note B, =B,(0) le k-éme nombre de Bernoulli. On déduit directement de la
définition (30) les identités:
Bi(x+1)—B(x)=kx*"1,
Bi(1—x)=(—1)"By(x),

valables pour tout ke N.
Posons, pour tout entier n > 2:

2mi)" 2 X
D) =B ()
L’identité:
D,(x +27i) — D, (x) = x""2, (31)
valable pour tout n>2, est une conséquence immédiate de ce qui précede.
Soit L le contour d’intégration formé de la réunion des deux chemins

infinis y,(¢) =t+bi et y,(¢t)= —t+i(b+2r) et soit 2 le domaine b < 3(z)
<b+2n (cf. Fig. 1).

En utilisant la relation (31), le fait que les exposants «; sont entiers, la
2ni-périodicité de la fonction 7+ sh ¢ et enfin le théoréme des résidus, on
peut écrire:

+ oo + bi t”*Z D ([)
— —)dt=| ————dt
ffm +bi <1_[f’1 Sh(“ﬂ)) JL [T7_ sh(o1)
. D,(z)
=(2ni Res, ——————,
( )xgsz 7_1sh(e;z)

ce qui, aprés un changement de variable, montre le:

FIGURE 1
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THEOREME 5.9. Soit P(z) =z ---zm4z3\ | --- 2% un polyndme de degré
d avec n=2. On a:

2 A -\ ) L T sin(2ayz)

Les résultats exposés aux sections 4.1 et 4.2 sont des cas particuliers de
ce théoréme.
Par exemple si P(z)=z;---z,+2,, - Z,,, ON Obtient:

1 27)"
CH(P.0)= 5 3 Res,

B,_1(2)+(=1)"B,_i(z+1/2)
(sin(2nz))" ’

ce qui, en utilisant le développement en série de Laurent:

1 _2J§o (_1)k+1(22k71_1)B2kx2k_1
P (2k)!

sin x

permet de retrouver les calculs effectués a la section 4.1. En particulier,
I’expression ci-dessus montre (lorsque n>2) que la hauteur de I’hypersur-
face définie par lannulation de P(z)=z; - z,+2Z,,.; 2y, SeEXprime
comme la valeur en 7 d’un polynéme pair a coefficients rationnels et de
degré n—2 ou n—1 selon respectivement que n est pair ou impair. Ce
résultat semble difficile & déduire directement de 'expression intégrale pour
V(k) donnée a la section 4.1.

De méme si P(z) =z,z,z5+ z4252% avec n =1, on déduit apres quelques
simplifications du théoréme 5.9 I’égalité:

2(n2+2)(2+(—1)"“)>
T

: _ ! 1 1y
o200 =~ p(n+2) 4 (14 (-1 + -

2
2”_1 B,(k/2n)
7 L Y )

la derniére somme étant prise nulle lorsque n=1. On retrouve comme cas
particuliers les résultats donnés a la section 4.2 en utilisant la relation:

sin?(n/5) = > _8ﬁ

lorsque n=>5.
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