
Journal of Number Theory 83, 226�255 (2000)

Hauteur des hypersurfaces et fonctions Zêta d'Igusa
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On associe a� toute hypersurface Z dans PN de� finie par l'annulation d'un
polynôme P deux fonctions Zêta `S(P, s) et `E (P, s). Leur de� rive� e en ze� ro est relie� e
a� la hauteur hO(1) (Z ) de Z pour la me� trique de Fubini�Study. Pour certaines hyper-
surfaces, on donne des expressions inte� grales simples de `E (P, s). On en de� duit le
calcul de la hauteur de certaines hypersurfaces toriques et de certaines quadriques.
Comme cas particulier, on obtient la hauteur de la grassmannienne G(2, 4) vue
comme hypersurface dans P5 grâce au plongement de Plu� cker: c'est un nombre
rationnel. � 2000 Academic Press

1. INTRODUCTION: HAUTEUR DES HYPERSURFACES
PROJECTIVES

Soient X une varie� te� arithme� tique (i.e., un sche� ma projectif inte� gre
re� gulier et plat sur Spec Z), L� un fibre� en droites hermitien sur X et Z un
cycle de dimension (absolue) p dans X. Notons deg@ le degre� arithme� tique
tel qu'il est de� fini dans [BGS] (p. 35�36 et 46�47) et ĉ1(L� ) la premie� re
classe de Chern arithme� tique de L� sur X (cf. [GS], p. 177). On de� finit
(voir [Fa], [Bo], [BGS], et [Zh]) la hauteur de Z relativement a� L� par
l'e� galite� :
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hL� (Z )=deg@(ĉ1(L� ) p | Z) # R.

Rappelons que si Z est le diviseur d'une section non nulle s # H0(X, L�d),
on a:

hL� (Z )=dhL� (X )+|
X(C)

log &sC&L� �d c1(L� )n. (1)

Dans toute la suite, on appliquera ces notions lorsque X=PN et
L� =O(1) le fibre� en droites canonique (ample) sur PN muni de la me� trique
quotient. Alors hL� co@� ncide avec la hauteur de� finie dans [Fa]. Si Z est
de� finie par un polynôme homoge� ne P # Z[X0 , ..., XN] de degre� d, la
relation (1) devient :

h O(1) (Z )=dh O(1) (P
N)+|

PN(C)

log |P(z0 , ..., zN)|
(�N

i=0 |zi |
2)d�2 |N (2)

=dh O(1)(P
N)+|

S2N+1
log |P(z0 , ..., zN)| dv, (3)

ou� dv est la mesure de probabilite� uniforme (i.e., invariante par le groupe
unitaire U(N+1)) sur la sphe� re unite� S2N+1 dans CN+1 et | la forme de
Fubini�Study c1(O(1)) sur PN(C).

Cette relation permet de calculer h O(1)(PN) par re� currence en utilisant
l'e� galite� :

|
S2N+1

log |z0 | dv=&
1
2

:
N

j=1

1
j

. (4)

On trouve:

h O(1) (PN)=_N :=
1
2

:
N

p=1

:
p

j=1

1
j

(nombres de Stoll), (5)

et la relation (2) se re� e� crit:

h O(1) (Z )=d_N+|
S2N+1

log |P(z)| dv.

Le calcul de la hauteur d'une hypersurface de PN de� finie par l'annulation
d'un polynôme P est donc ramene� a� celui d'une inte� grale de la forme
�S2N+1 log |P(z)| dv.
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Dans cet article, on cherche a� calculer l'inte� grale �S2N+1 log |P(z)| dv
pour P un polynôme homoge� ne a� coefficients entiers aussi ge� ne� ral que
possible.

Dans la section 2 on de� finit deux fonctions `S(P, s) et `E (P, s) associe� es
a� ce proble� me. Ces fonctions ont e� te� introduites par Berns� te@$ n�Gel'fand et
Atiyah (cf. [BG] et [At]); des analogues p-adiques ont e� te� conside� re� es par
Igusa dans [Ig]. On e� tudie certaines de leurs proprie� te� s en s'inspirant de
[BG], puis on donne quelques exemples e� le� mentaires. On calcule en par-
ticulier la hauteur de certaines quadriques. A la section 3 on donne une
expression inte� grale simple de `E (P, s) pour certaines hypersurfaces.
Comme application, on donne dans la section 4 quelques exemples de
calculs de hauteurs. Enfin on introduit a� la section 5 une me� thode moins
e� le� mentaire, mais plus ge� ne� rale, base� e sur la transformation de Mellin, qui
permet d'e� tendre les re� sultats de la section 4.

Cet article reprend pour l'essentiel le contenu de [CM] que les auteurs
alors n'avaient pas juge� utile de publier en l'e� tat. Depuis, la me� thode
expose� e ici a e� te� employe� e avec succe� s afin de de� terminer la hauteur
d'autres types d'hypersurfaces (cf. [Da1] et [BY1]) et repre� sente encore
dans de nombreuses situations le seul proce� de� de calcul dont nous
disposions.

Il est a� noter que l'introduction d'un parame� tre complexe avait de� ja� e� te�
utilise� e dans [BGY] afin de construire explicitement certains courants de
Green par continuation analytique. Ce point de vue a depuis e� te� de� veloppe�
et e� tendu a� d'autres situations dans [Da2] et [BY2].

2. FONCTIONS ZE� TA ASSOCIE� ES

L'objet de cette partie consiste, dans un premier temps, a� associer a� tout
polynôme P deux fonctions Zêta `S(P, s) et `E (P, s) dont on montre que
la valeur de leur de� rive� e en s=0 est relie� e a� la hauteur, pour la me� trique
de Fubini�Study, de l'hypersurface projective donne� e par le lieu d'annula-
tion de P. On montre ensuite que cette relation fournit un outil de calcul
efficace de la hauteur des hyperplans et de certaines hypersurfaces quadriques.
On de� duit comme cas particulier de cette e� tude la hauteur du plongement
de Plu� cker de la grassmannienne G(2, 4).

2.1. De� finition et proprie� te� s

Dans tout ce qui suit d+ de� signera pour tout n # N* la mesure de Lebesgue
normalise� e sur Cn. Si (a1 , ..., an) # Cn, on notera |a|=(�1�i�n |ai |

2)1�2.
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De� finition 2.1. Soit N un entier positif et P # C[X0 , ..., XN] un
polynôme homoge� ne de degre� d. On associe au polynôme P les deux
fonctions Zêta:

`S(P, s)=|
S2N+1

|P(z)| s dv,

`E (P, s)=|
CN+1

e&|z|2 |P(z)| s d+
?N+1 .

Les proprie� te� s suivantes se de� duisent imme� diatement des de� finitions:

Proposition 2.2.

�� Pour tout polynôme P, les fonctions `S(P, s) et `E (P, s) sont de� finies
et continues sur R(s)�0 et l 'on a:

`S(P, 0)=`E (P, 0)=1.

�� Comme fonctions de P, `S(P, s) et `E (P, s) sont invariantes sous
l 'action du groupe unitaire U(N+1).

�� On a: `S(1, s)=`E (1, s)=1.

On ve� rifie facilement, par exemple en utilisant le the� ore� me de Morera
(voir par exemple [Ru], 10.17), que les fonctions `S(P, s) et `E (P, s) sont
holomorphes sur R(s)>0. De plus, du fait de l'homoge� ne� ite� de P, elles
sont lie� es par la relation:

`E (P, s)=
1 \N+1+

ds
2 +

1(N+1)
`S(P, s). (6)

Le re� sultat suivant nous garantit l'existence des fonctions `S(P, s) et
`E (P, s) sur un voisinage du point s=0.

The� ore� me 2.3. Pour tout polynôme homoge� ne P # C[X0 , ..., XN], il
existe $ # R+* tel que les inte� grales:
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|
S2N+1

|P(z)| s dv et |
CN+1

e&|z|2
|P(z)| s d+

soient convergentes sur R(s)>&$.

Avant de donner la de� monstration du the� ore� me 2.3, de� duisons-en grâce
au the� ore� me de Morera (cf. [Ru], 10.17) et a� la relation (6) le corollaire
suivant qui, a� la lumie� re de la relation (2), justifie l'introduction des
fonctions `S(P, s) et `E (P, s) pour e� tudier la hauteur des hypersurfaces
projectives.

Corollaire 2.4. Il existe $ # R+* tel que `S(P, s) et `E (P, s) soient
holomorphes sur R(s)>&$. La fonction `S(P, s) (resp. `E (P, s)) est
de� rivable en ze� ro et:

`$S(P, 0)=|
S2N+1

log |P(z)| dv,

\resp. `$E (P, 0)=|
CN+1

e&|z|2 log |P(z)|
d+

?N+1+ .

De plus, on a la relation:

` $S(P, 0)=` $E(P, 0)+
d
2

(#&HN),

ou� #=&1 $(1) est la constante d 'Euler et HN=�N
j=1

1
j (lorsque N=0 on

convient que H0=0).

De� monstration du the� ore� me 2.3. On de� montre tout d'abord le re� sultat
suivant, qui est une conse� quence directe des conside� rations de� veloppe� es
dans [BG] et [At].

Lemme 2.5. (Berns� te@$ n�Gel'fand). Soient .: Cn � R une fonction C� a�
support compact et P # C[X1 , ..., Xn]. Il existe $ # R+* tel que l 'inte� grale:

I(P, ., s)=|
Cn

|P(x)| s .(x) d+,

soit absolument convergente sur R(s)> &$.

Supposons qu'on puisse e� crire P(x) sous la forme P(x)=x:1
1 } } } x:n

n Q(x),
ou� Q est un polynôme ne s'annulant pas sur le support Supp(.) de .; le
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lemme 2.5 est alors une simple conse� quence des the� ore� mes classiques de
convergences sur les inte� grales impropres.

Lorsque P est quelconque, on se rame� ne au cas pre� ce� dent en utilisant le
the� ore� me de re� solution des singularite� s d'Hironaka (cf. [Hi]). Pour cela,
soit ?: X� � X :=Cn une re� solution des singularite� s de P. L'espace X� est une
varie� te� complexe lisse et ? un morphisme propre. De plus, si l'on note Z(P)
le lieu des ze� ros de P, Z(P� ) :=?*(Z(P)) est un diviseur a� croisement
normal et ?: X� "Z(P� ) � X"Z(P) est un isomorphisme.

En utilisant la compacite� de Supp(.), on peut trouver un recouvrement
fini (Uj) j # J de Supp(.) tel que sur U� j :=?*(Uj) on ait:

P� ( y)= y:
1
( j )

1 } } } y:n
( j )

n Q j ( y),

ou� Qj est un polynôme ne s'annulant pas sur U� j et y1 , ..., yn un syste� me de
coordonne� es local.

Soit (*j)j # J une partition de l'unite� associe� e a� (Uj) j # J et notons
d+
t

=?*(d+). Localement, c'est-a� -dire sur chaque U� j , on a d+
t

=Dj ( y)
dy1 } } } dyn , ou� Dj est un polynôme ne s'annulant que sur Z(P� ) & U� j .
D'apre� s le the� ore� me des ze� ros de Hilbert, on a donc:

Dj ( y)= y;
1
( j )

1 } } } y;n
( j )

n Rj ( y),

ou� Rj ne s'annule pas sur U� j . On peut donc e� crire I(P, ., s) sous la forme:

I(P, ., s)= :
j # J

|
Cn

| y1 | :
1
( j )s+;

1
( j )

} } } | yn | :n
( j )s+;n

( j )

_Qs
j( y) Rj ( y) ?*(.* j)( y) dy1 } } } dyn .

ce qui nous rame� ne au cas pre� ce� demment traite� , et le lemme 2.5 est
de� montre� .

Il nous reste a� montrer que le lemme 2.5 entra@̂ne le the� ore� me 2.3.
Soit ': R � R+ une fonction C� a� support compact non identiquement

nulle et conside� rons:

I(s)=|
CN+1

|P(z)| s '( |z| ) d+.

Comme P est homoge� ne, il existe A et B des re� els positifs tels que:

|
S2N+1

|P(z)| s dv�AI(s) et |
CN+1

e&|z|2 |P(z)| s d+�BI(s).

On peut appliquer le lemme 2.5 a� I(s) et en de� duire donc l'existence d'un
$ # R+* ve� rifiant les conditions requises. K
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Remarque 2.6. On pourrait de� montrer le the� ore� me 2.3 sans utiliser le
the� ore� me de re� solution des singularite� s, en ayant recours au the� ore� me de
pre� paration de Weierstra?.

Remarque 2.7. Les fonctions Zêta `S(P, s) et `E (P, s) se prolongent en
des fonctions me� romorphes sur tout le plan (cf. [BG] et [At]). Elles
ve� rifient des e� quations fonctionnelles (cf. [Be]).

Nous concluons cette section par un lemme qui nous sera utile par la
suite:

Lemme 2.8. La fonction:

s [ }
`E (P, s)

1 \N+1+
ds
2 + &P& s

S }
ou� l 'on a note� &P&S=supz # S2N+1 |P(z)|, est borne� e sur R(s)�0.

De� monstration. C'est une conse� quence directe de la relation (6). K

2.2. Premiers exemples

2.2.1. Formes line� aires.

The� ore� me 2.9. Soit L(z)=a0 z0+ } } } +aNzN une forme line� aire en
N+1 variables, dont les coefficients a=(ai)0�i�N # CN+1 sont choisis de
manie� re arbitraire. La fonction `E (L, s) associe� e a� L est donne� e par:

`E (L, s)=|a| s 1 \s
2

+1+ .

De� monstration. Il vient:

`E (L, s)=
1

?N+1 |
CN+1

e&|z|2 |a0z0+ } } } +aNzN | s d+(z)

=
|a| s

?N+1 |
CN+1

e&|z|2 |z0 | s d+(z) (invariance unitaire de d+)

=
|a| s

? |
C

e&|z0|2
|z0 | s d+(z0) \car |

C

e&|zi|
2 d+(zi)=?+

=
|a| s

? |
2?

0
d% |

+�

0
e&r2rs+1 dr

=|a| s |
+�

0
e&tts�2 dt, (par le changement de variable t=r2)

232 CASSAIGNE ET MAILLOT



ce dont on tire que:

`E (L, s)=|a| s 1 \s
2

+1+ K

Par de� rivation en s=0, on de� duit du the� ore� me 2.9 le corollaire suivant:

Corollaire 2.10.

|
S2N+1

log |a0z0+ } } } +aNzN | dv=log |a|& 1
2HN .

Remarque 2.11. On aurait pu de� duire directement ce re� sultat par
invariance unitaire en utilisant (4).

2.2.2. Formes quadratiques.

The� ore� me 2.12. Soit m # [0, ..., N ] et posons, pour tout z # CN+1,
Q(z)=z2

0+ } } } +z2
m . Pour tout s dans le demi-plan R(s)�0, on a:

`E (Q, s)=
1 \m

2+ 1 \ s
2

+1+ 1(s+m)

1(m) 1 \s+m
2 +

. (7)

De� monstration. La de� monstration se fait en plusieurs e� tapes. On
de� montre tout d'abord l'e� nonce� combinatoire suivant:

Proposition 2.13. Soient k et p deux entiers strictement positifs. On a
les relations suivantes:

:
a0+ } } } +a2p&1=k \

2a0

a0 + } } } \2a2p&1

a2p&1 +=4k \k+ p&1
k + , (8)

:
a0+ } } } +a2p=k \

2a0

a0 + } } } \2a2p

a2p +=\2k+2p&1
2k +\2k

k +<\
k+ p&1

k + . (9)

De� monstration de la proposition 2.13. Soit S(x) la se� rie ge� ne� ratrice des
( 2n

n ); l'identite� suivante est bien connue:

S(x)= :
n�0 \

2n

n + xn=
1

- 1&4x
pour |x|<

1

4

Pour de� montrer (8) (resp. (9)) il suffit de calculer le de� veloppement en
se� rie entie� re de S2p(x) (resp. S2p+1(x)) au voisinage de 0 et de ve� rifier
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que leur k-e� me coefficient est donne� par (8) (resp. (9)). Or on obtient
facilement ces de� veloppements par de� rivation successive de (1&4x)&1

(resp. (1&4x)&1�2). K

Revenons maintenant a� la de� monstration du the� ore� me 2.12. On
commence tout d'abord par calculer `E (Q, s) pour s=2k un entier positif
pair:

`E (Q, s)=
1

?N+1 |
CN+1

e&|z|2 |z2
0+ } } } +z2

m | s d+

=
1

?m+1 |
Cm+1

e&|z|2( |z2
0+ } } } +z2

m | 2)k d+.

Il vient:

( |z2
0+ } } } +z2

m |2)k=(z2
0+ } } } +z2

m)k (z� 2
0+ } } } +z� 2

m)k

= :

a0�0, ..., am�0
a0+ } } } +am=k

1(k+1)
1(a0+1) } } } 1(am+1)

z2a0
0 } } } z2am

m

_ :

b0�0, ..., bm�0
b0+ } } } +bm=k

1(k+1)
1(b0+1) } } } 1(bm+1)

z� 2b0
0 } } } z� 2bm

m .

Or

1
? |

C

e&|z|2zaz� b dx dy=$a, b 1(a+1), (10)

ce qui, en remplac� ant dans l'expression pre� ce� dente, montre que:

`E (Q, s)= :

a0�0, ..., am�0
a0+ } } } +am=k

1 2(k+1)
1 2(a0+1) } } } 1 2(am+1)

1(2a0+1) } } } 1(2am+1).

On se sert alors des relations binômiales (8) et (9) pour obtenir:

`E (Q, s)={
2s1 \s

2
+1+ 1 \s+m+1

2 +<1 \m+1
2 +

1 \m
2 + 1 \s

2
+1+ 1(s+m)<1(m) 1 \s+m

2 +

(m impair),

(m pair).

(11)
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En utilisant deux fois la formule de duplication de Legendre:

1(2z)=
22z&1

- ?
1(z) 1\z+

1

2+ ,

on s'aperc� oit que les deux expressions donne� es dans (11) co@� ncident en fait
pour m quelconque.

On a donc de� montre� le the� ore� me 2.12 dans le cas ou� s est un entier
positif pair. Pour conclure, il nous reste a� prouver que la formule (11) reste
valide sur R(s)�0. Pour de� montrer ce re� sultat on utilise le

The� ore� me 2.14 (Carlson). Toute fonction d 'une variable complexe,
analytique et borne� e sur le demi-plan R(s)>0 et qui s'annule aux entiers
positifs est identiquement nulle.

De� monstration. Voir [Ti], 5.81. On peut e� galement se ramener au cas
du disque unite� ouvert et utiliser le the� ore� me de Blaschke (cf. [Ru],
15.23). K

Le lemme suivant nous sera e� galement utile:

Lemme 2.15. Si b�a>0, la fonction:

s [
1(s+a)
1(s+b)

est borne� e sur R(s)>0.

De� monstration. Cela de� coule directement de la formule de Stirling. K

Grâce a� ces deux e� nonce� s, nous pouvons maintenant achever la
de� monstration du the� ore� me 2.12. Notons provisoirement:

a(s)=
1

?m+1 |
Cm+1

e&|z|2 |z2
0+ } } } +z2

m | s d+, et

b(s)=
1 \1+

s
2+ 1(s+m) 1 \m

2 +
1(m) 1 \s+m

2 +
.

On cherche a� de� montrer que:

a(s)=b(s) sur R(s)�0.
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Pour cela, conside� rons la diffe� rence:

2(s)=
a(s)&b(s)

1(N+1+s) &P&s
S

;

on a la majoration:

|2(s)|= } a(s)&b(s)
1 (N+1+s) &P& s

S
}

�
|a(s)|

|1(N+1+s) &P&s
S |

+
|b(s)|

|1(N+1+s)| &P&R(s)
S

ce qui, grâce aux lemmes 2.8 et 2.15, montre que 2(s) est analytique et
borne� e sur le demi-plan ouvert R(s)>1. Comme de plus 2(2k)=0 pour
tout k # N*, on de� duit du the� ore� me de Carlson (the� ore� me 2.14) que:

a(s)=b(s) sur R(s)>1,

et finalement, par continuation analytique puis par continuite� , que cette
e� galite� reste vraie sur R(s)�0, ce qui termine la de� monstration du
the� ore� me. K

Remarque 2.16. Le polynôme 2R(z)=2z0z1+ } } } +2z2m&2z2m&1 est le
transforme� de z2

0+ } } } +z2
2m&1 par rotation. On de� duit facilement du

the� ore� me 2.12 l'expression de la fonction `E (R, s) associe� e a� R(z). On
trouve:

`E (R, s)=1 \s
2

+1+
1 \s

2
+m+

1(m)
. (12)

Remarque 2.17. D'apre� s le corollaire 2.4 on sait que l'e� galite� (7) du
the� ore� me 2.12 reste vraie sur R(s)>&$ pour un certain $ re� el strictement
positif. Il en est e� videmment de même par prolongement analytique pour
l'e� galite� (12).

D'apre� s la remarque 2.17, on de� duit par de� rivation des relations (7) et
(12) les formules suivantes:

Corollaire 2.18. On a:

|
S4N+1

log |z2
0+ } } } +z2

2N | dv=& 1
2HN (13)

|
S4N&1

log |z0 z1+ } } } +z2N&2z2N&1 | dv=&H2N&1+ 1
2HN&1 (14)
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Remarque 2.19. Conside� rons G(2, 4) la grassmannienne sur Spec Z
parame� trant pour tout corps } les 2-plans de }4. Soit Q� le fibre� universel
quotient sur G(2, 4) muni a� l'infini de la me� trique quotient. Le plongement
de Plu� cker est le morphisme ,: G(2, 4) � P5 associe� au fibre� inversible tre� s
ample det(Q). L'image de G(2, 4) dans P5 par , est l'hypersurface d'e� qua-
tion z0 z1&z2 z3+z4z5=0 (voir par exemple [GH], section 1.5). D'apre� s
les relations (3), (5) et (14), la hauteur relativement a� O(1) de G(2, 4)
plonge� e par , dans P5 est donc donne� e par:

h O(1) (G(2, 4))= 43
6 .

Par ailleurs, on sait que:

,*(ĉ1(O(1)))=ĉ1(det(Q� ))=ĉ1(Q� ),

ce qui, ajoute� a� la formule pre� ce� dente, montre que:

deg@(ĉ1(Q� )5 | G(2, 4))= 43
6 # Q.

Cette dernie� re e� galite� a e� te� rede� montre� e dans [Ma] par une me� thode
diffe� rente.

3. CALCUL DE CERTAINES FONCTIONS ZE� TA

Nous approfondissons dans cette partie l'e� tude pre� ce� dente en donnant
une expression inte� grale u simple i (i.e., comme inte� grale d'une fonction
rationnelle sur un domaine polyhe� dral de Rn) pour `E (P, s) lorsque P est
un polynôme de la forme:

P(z)=z1, 1z1, 2z:3
1, 3 } } } z:l

1, l+ } } } +zp, 1zp, 2z:3
p, 3 } } } z:l

p, l

Nous commenc� ons par la de� monstration de deux identite� s e� le� mentaires:

Lemme 3.1 (Dirichlet). Pour tout entier l�2, soit 2 le simplexe de Rl

de� fini par les relations:

x1+ } } } +xl=1 (x i�0).

On a l 'e� galite� :

1(:1) } } } 1(:l)
1(:1+ } } } +:l)

=|
2

x:1&1
1 } } } x:l&1

l dx1 } } } dxl&1 .
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De� monstration. Pour l=2, cette e� galite� est la relation bien connue:

B(:1 , :2)=
1(:1) 1(:2)
1(:1+:2)

, (15)

ou� B(x, y)=�1
0 tx&1(1&t) y&1 dt de� signe la fonction Bêta d'Euler. Pour

l>2, on de� montre le lemme par inte� grations successives en utilisant
(15). K

Lemme 3.2. Soient x1 , ..., xp des re� els positifs distincts. Pour tout n entier
positif, on a l 'identite� :

3p(n)(x1 , ..., xp) := :

ai�0
a1+ } } } +ap=n

xa1
1 } } } xap

p

= :

_ circulaire
_ # Sp

xn+p&1
_(1)

(x_(1)&x_(2)) } } } (x_(1)&x_(p))
.

De� monstration. On somme successivement sur tous les ai en utilisant
l'e� galite� bien connue:

:

ai�0
a1+a2=n

xa1
1 xa2

2 =
xn+1

1 &xn+1
2

x1&x2

.

On peut e� galement proce� der de la fac� on suivante : les deux expressions
e� tant syme� triques en les xi , il suffit de de� montrer l'e� galite� pour
x1> } } } >xp . On de� veloppe alors en se� rie entie� re chacun des termes du
membre de droite pour conclure. K

L'e� nonce� du lemme 3.2 sugge� re la de� finition plus ge� ne� rale suivante:

De� finition 3.3. Soient x1 , ..., xp des re� els positifs deux a� deux distincts;
pour tout s ve� rifiant R(s)�0, on pose:

3p(s)(x1 , ..., xp) := :

_ circulaire
_ # Sp

xs+p&1
_(1)

(x_(1)&x_(2)) } } } (x_(1)&x_(p))
. (16)

Remarque 3.4. Lorsque s # N* la de� finition (16) co@� ncide avec celle
donne� e au lemme 3.2. De plus, si l'on pose:

fp(s)(x1 , ..., xp)= :
p

k=1

(&1)k+1 xs+ p&1
k `

j{k

i< j
i{k

(xi&xj),
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alors:

3p(s)(x1 , ..., xp)=
fp(s)(x1 , ..., xp)
> i< j (xi&xj)

. (17)

Pour s fixe� , fp(s)(x) est de classe C� sur (R+) p et s'annule sur tous les
hyperplans Hi, j d'e� quation li, j (x)=x i&xj=0, (i< j). Les hyperplans H i, j

e� tant deux a� deux transverses, on en de� duit que 3p(s)(x) se prolonge en
une fonction 3� p(s)(x) de classe C� sur (R+) p.

Exemples. Lorsque p=2 et p=3, l'identite� (17) s'e� crit:

32(s)(x1 , x2)=
xs+1

1 &xs+1
2

x1&x2

,

33(s)(x1 , x2 , x3)=
xs+2

1 (x2&x3)+xs+2
2 (x3&x1)+xs+2

3 (x1&x2)
(x1&x2)(x1&x3)(x2&x3)

.

La proposition suivante nous fournit une borne uniforme en x sur la
croissance de la fonction s [ |3� p(s)(x)| lorsque R(s) est assez grand. Cette
estime� e nous sera ne� cessaire lorsque nous voudrons utiliser dans ce qui suit
le the� ore� me de Carlson.

Proposition 3.5. Soit K/(R+) p un compact. Alors il existe a(K ) # N,
M(K ) # R+* et s0 # R+* tels que:

sup
x # K

|3� p(s)(x)|�|s| a(K ) M(K )R(s) sur R(s)�s0 .

De� monstration. Remarquons tout d'abord que pour tout n # N, on peut
trouver a(n) # N, M(n) # R+* et sn # R+* tels que:

sup
x # K

&Dnfp(x)&�|s|a(n) M(n)R(s) sur R(s)�sn . (18)

Soit x0 # K et notons m(x0) le nombre d'hyperplans Hi, j contenant x0 . Si
m(x0)=0, pour tout voisinage V(x0) de x0 dont l'adhe� rence est d'intersec-
tion vide avec chacun des Hi, j , on peut trouver a(V(x0)) # N, M(V(x0))
# R+* et sx0

# R+* tels que:

sup
x # V(x0)

|3� p(s)(x)|�|s| a(V(x0)) M(V(x0))R(s) sur R(s)�sx0
.

Si m(x0)�1, en appliquant la formule de Taylor�Young a� fp sur un
voisinage de x0 , on obtient Dnfp=0 pour n<m(x0). Notons H1 , ..., Hm(x0)

les hyperplans d'e� quations l1(x)=0, ..., lm(x0)(x)=0 contenant x0 . Soit
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V(x0) un voisinage de x0 dans K a� distance non nulle des autres hyperplans
Hi, j . Pour chaque i # [1, ..., m(x0)], on pose:

Vi (x0)=[x # V(x0) : |li (x)|= inf
j # [1, ..., m(x0)]

|lj (x)|].

Les Vi (x0) forment un recouvrement de V(x0). Soit y # V(x0), il existe
i # [1, ..., m(x0)] tel que y # Vi (x0). Notons pi ( y) le projete� orthogonal de
y sur H i . On conside� re le chemin # allant de x0 a� y et compose� des
segments [x0 , p i ( y)]/H i et [ pi ( y), y]. En appliquant a� fp la formule de
Taylor a� l'ordre m(x0) sur # et en utilisant la majoration de la diffe� rentielle
d'ordre m(x0) de fp donne� e par (18), on obtient:

sup
y # Vi (x0) }

fp( y)
l m(x0)

i ( y) }�Ai |s|a(m(x0)) M(m(x0))R(s) (Ai # R+*),

pour R(s) assez grand. Comme de plus |li ( y)|m(x0)�>m(x0)
j=1 |lj ( y)| sur

Vi (x0), on en de� duit sur chaque V i (x0), et donc sur V(x0), une majoration
de 3� p(s)(x) de la forme:

sup
x # V(x0)

|3� p(s)(x)|�A |s|a(m(x0)) M(m(x0))R(s) (A # R+*),

pour R(s) assez grand. On conclut en appliquant ce raisonnement en chaque
point de K, puis en extrayant des voisinages obtenus un recouvrement fini
de K. On obtient ainsi la majoration de� sire� e. K

Nous sommes de� sormais en mesure de de� montrer le the� ore� me suivant,
donnant l'expression de `E (P, s) sous forme inte� grale qui avait e� te� annonce� e
dans l'introduction a� cette partie.

The� ore� me 3.6. Pour tout s appartenant au demi-plan ferme� R(s)�0

`E (P, s)=1 2 \s
2

+1+\1 \:3 s
2

+ p+ } } } 1 \:ls
2

+ p++
_|

23_ } } } _2l

3� p \s
2+ (t:3

3, 1 } } } t:l
l, 1 , ..., t:3

3, p } } } t:l
l, p)

_(dt3, 1 } } } dt3, p&1) } } } (dtl, 1 } } } dtl, p&1).

De� monstration. On proce� de comme pour la de� monstration du
the� ore� me 2.12. On calcule tout d'abord `E (P, s) pour s=2k un entier pair
positif; il vient:

`E (P, 2k)=
1

? pl |
C pl

e&|z|2( |P(z)|2)k d+.
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En utilisant deux fois la formule du multinôme, on trouve:

( |P(z)|2)k=P(z)kP(z)k

= :
a1+ } } } +ap=k

1(k+1)
1(a1+1) } } } 1(ap+1)

_(za1
1, 1 za1

1, 2z:3a1
1, 3 } } } z:l a1

1, l ) } } } (zap
p, 1zap

p, 2
z:3 ap

p, 3
} } } z:l ap

p, l )

_ :
b1+ } } } +bp=k

1(k+1)
1(b1+1) } } } 1(bp+1)

_(z� b1
1, 1z� b1

1, 2z� :3 b1
1, 3 } } } z� :l b1

1, l ) } } } (z� bp
p, 1z� bp

p, 2z� :3bp
p, 3

} } } z� :l bp
p, l ).

En remplac� ant cette expression dans l'e� galite� pre� ce� dente, puis en utilisant
la relation (10), on obtient:

`E (P, 2k)=1 2(k+1) :
a1+ } } } +ap=k

(1(:3a1+1) } } } 1(:3ap+1))

_ } } } _(1(:la1+1) } } } 1(:lap+1)), (19)

ce que, d'apre� s le lemme 3.1, on peut e� crire sous la forme:

`E (P, 2k)=1 2(k+1)(1(:3k+ p) } } } 1(:lk+ p))

_ :
a1+ } } } +ap=k

|
23

} } } |
2l

(ta1
3, 1 } } } tap

3, p):3 } } } (ta1
l, 1 } } } tap

l, p):l

_(dt3, 1 } } } dt3, p&1) } } } (dtl, 1 } } } dtl, p&1),

ou� pour tout i # [3, ..., l ] on a note� 2i le simplexe standard de R p de� fini
par:

ti, 1+ } } } +ti, p=1 (ti, j�0).

Finalement, le lemme 3.2 nous permet de re� e� crire l'e� galite� pre� ce� dente sous
la forme recherche� e:

`E(P, 2k)=1 2(k+1)(1(:3k+ p) } } } 1(:lk+ p))

_|
23_ } } } _2l

3� p(k)(t:3
3, 1 } } } t:l

l, 1 , ..., t:3
3, p } } } t:l

l, p)

_(dt3, 1 } } } dt3, p&1) } } } (dtl, 1 } } } dtl, p&1).
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On a donc de� montre� le the� ore� me 3.6 lorsque s=2k un entier pair positif
quelconque. On pose alors:

c(s)=|
23_ } } } _2l

3� p \s
2+ (t:3

3, 1 } } } t:l
l, 1 , ..., t:3

3, p } } } t:l
l, p)

_(dt3, 1 } } } dt3, p&1) } } } (dtl, 1 } } } dtl, p&1),

d(s)=
`E (P, s)

1 2 \s
2

+1+\1 \:3 s
2

+ p+ } } } 1 \:ls
2

+ p++
.

Comme 23_ } } } _2l est compact et que son image par f: (t3, 1 , ..., tl, p) �
(t:3

3, 1 } } } t:l
l, 1 , ..., t:3

3, p } } } t:l
l, p) l'est aussi, on de� duit de la proposition 3.5 que la

fonction c(s) posse� de la proprie� te� suivante:

_(a, G, s0) # N_R+*_R+* : |c(s)|�|s| a GR(s) sur R(s)�s0 .

(20)

On veut de� montrer que c(s)=d(s) sur le demi-plan R(s)�0. Soit:

2(s)=
c(s)&d(s)

sa(sup(G, 1))s &P&s
S 1 \N+1+

ds
2 +

ou� d=deg P.

D'apre� s le lemme 2.8 et (20), 2(s) est analytique et borne� e sur le demi-plan
ouvert R(s)>s0 . Comme de plus 2(2k)=0 pour tout k # N*, on a bien
c(s)=d(s) sur R(s)�0 par le the� ore� me de Carlson (the� ore� me 2.14), puis
par continuation analytique et continuite� . K

4. CALCULS EXPLICITES DE HAUTEURS

On utilise les re� sultats de la partie pre� ce� dente pour donner de manie� re
explicite la valeur de ` $E (P, 0) pour certains polynômes P. On retrouvera
les re� sultats obtenus ici comme cas particuliers d'un the� ore� me plus ge� ne� ral
a� la section 5.

4.1. Hypersurfaces d 'e� quation z1 } } } zk+zk+1 } } } z2k=0

Posons P(z)=z1 } } } zk+zk+1 } } } z2k . Lorsque k�3, on de� duit du
the� ore� me 3.6 la formule suivante:
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`E (P, s)=1 2 \s
2

+1+ 1 k&2 \s
2

+2+
_|

[0, 1]k&2

(x3 } } } xk)s�2+1&((1&x3) } } } (1&xk))s�2+1

(x3 } } } xk)&((1&x3) } } } (1&xk))

_dx3 } } } dxk .

En de� rivant cette expression en s=0, on trouve:

` $E (P, 0)=&
k
2

#+\k
2

&1++
1
2

V(k),

ou� :

V(k)=|
[0, 1]k&2

A(x) log A(x)&B(x) log B(x)
A(x)&B(x)

dx3 } } } dxk ,

et ou� :

A(x)=x3 } } } xk et B(x)=(1&x3) } } } (1&xk).

En the� orie, l'inte� grale V(k) est explicitement calculable en termes de
fonctions polylogarithmes. En pratique, les calculs deviennent extrêmement
complique� s lorsque k cro@̂t, et le recours a� un logiciel de calcul formel
s'ave� re ne� cessaire.

Le tableau suivant re� sume les re� sultats obtenus a� l'aide du logiciel Maple
pour k variant entre 1 et 10. (Les cas particuliers k=1 et k=2 se de� duisent
des corollaires 2.10 et 2.18).

Nous retrouverons a� la section 5 ces re� sultats comme cas particuliers du
the� ore� me 5.9.

k |
S4k&1

log |x1 } } } xk+ y1 } } } yk | d++
k
2

H2k&1

1 (log 2)�2
2 1�2
3 ?2�16
4 ?2�18+1�6
5 &3?4�128+5?2�16
6 &2?4�225+?2�6+1�10
7 5?6�128&259?4�576+35?2�48
8 4?6�735&7?4�90+?2�3+1�14
9 &595?8�4096+3229?6�1920&329?4�128+21?2�16

10 &32?8�4725+164?6�1701&91?4�270+5?2�9+1�18
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4.2. Hypersurfaces d 'e� quation z1z2 zk
3+z4z5zk

6=0

Posons maintenant P(z)=z1z2 zk
3+z4z5zk

6 , ou� k est un entier strictement
positif. On de� duit du the� ore� me 3.6 la formule:

`E (P, s)=1 2 \s
2

+1+ 1 \ks
2

+2+ |
1

0

(tk)s�2+1&((1&t)k)s�2+1

tk&(1&t)k dt.

Par de� rivation en s=0, on tire de cette expression l'e� galite� :

|
S11

log |z1z2zk
3+z4 z5 zk

6 | dv=&\k
2

+1+ H5+
k
2

+
k
2

W(k),

ou� l'on a note� :

W(k)=|
1

0

tk log t&(1&t)k log(1&t)
tk&(1&t)k dt.

De même que pre� ce� demment, l'inte� grale W(k) est the� oriquement calculable
en termes de valeurs de fonctions logarithmes et dilogarithmes, mais prati-
quement il est pre� fe� rable d'avoir recours a� l'ordinateur. Nous pre� sentons
ci-dessous les re� sultats obtenus a� l'aide du logiciel Maple lorsque k varie
entre 1 et 5.

Nous retrouverons a� la section 5 ces re� sultats comme cas particuliers du
the� ore� me 5.9.

k W(k)

1 ?2�8&1
2 ?2�16&3�4
3 17?2�216&1
4 ?2�16&7�8
5 (145&32- 5) ?2�1000&1

5. UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE MELLIN

Le but de cette section est double. Dans un premier temps, nous don-
nons une expression inte� grale u simple i de la fonction `E(P, s) lorsque P
est un polynôme homoge� ne de la forme:

P(z )=z1z:2
2 } } } z:n

n +zn+1z;2
n+2 } } } z;m

n+m .
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Dans un deuxie� me temps, nous calculons la de� rive� e de cette expression en
s=0 puis nous identifions le re� sultat obtenu comme e� tant la transforme� e
de Mellin inverse d'un certain produit de facteurs Gamma. Ces conside� ra-
tions nous permettent d'exprimer la de� rive� e ` $E (P, 0) comme une inte� grale
de chemin dans le plan complexe pour un polynôme de la forme ci-dessus,
et même plus ge� ne� ralement pour tout polynôme homoge� ne de la forme:

P(z)=z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m .

Lorsque :i=;i pour tout i, l'inte� grale obtenue peut être calcule� e explicite-
ment, ce qui nous permet entre autres choses de retrouver et d'e� tendre les
re� sultats de la partie pre� ce� dente.

5.1. Fonctions Zêta des hypersurfaces d 'e� quation z1z:2
2 } } } z:n

n +zn+1z;2
n+2 } } }

z;m
n+m=0

Posons P(z)=z1z:2
2 } } } z:n

n +zn+1z;2
n+2 } } } z;m

n+m , ou� l'on a convenu de
plus que:

(d&1) := :
2�i�n

:i= :
2� j�m

;j .

L'objet de cette section est la de� monstration du the� ore� me suivant:

The� ore� me 5.1. On peut trouver $ un re� el strictement positif tel que sur
le demi-plan ouvert R(s)>&$, on ait l 'e� galite� :

`E (P, s)=1 \s
2

+1+ |
(R+)n&1 |(R+)m&1

e&(� n
i=2

ti+� m
j=2

uj)(D(t, u))s�2 dt du,

ou� l 'on a pose� :

D(t, u)=t:2
2 } } } t:n

n +u;2
2 } } } u;m

m ,

dt=dt2 } } } dtn et du=du2 } } } dum .

De� monstration. On commence comme pour la de� monstration des
the� ore� mes 2.12 et 3.6 en supposant dans un premier temps que s est un
entier pair positif.

En utilisant deux fois la formule du binôme puis la relation (10) comme
pour la de� monstration de la formule (19), on obtient l'e� galite� :

`E(P, s)=1 2 \s
2

+1+ :
a+b=s�2

1
1(a+1) 1(b+1)

_(1(:2a+1) } } } 1(:n a+1))(1(;2b+1) } } } 1(;mb+1)),
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ce que, en utilisant la de� finition de la fonction Gamma, on peut re� e� crire
sous la forme:

`E (P, s)=1 \s
2

+1+ :
a+b=s�2

1 \s
2

+1+
1(a+1) 1(b+1)

_|
(R+)n&1

e&(t2+ } } } +tn)t:2 a
2 } } } t:n a

n dt2 } } } dtn

_|
(R+)m&1

e&(u2+ } } } +um)u;2b
2 } } } u;m b

m du2 } } } dum .

En utilisant de nouveau la formule du binôme, mais dans l'autres sens, on
obtient finalement l'e� galite� :

`E (P, s)=1 \ s
2

+1+ |
(R+)n&1 |

(R+)m&1
e&(�n

i=2
ti+� m

j=2
uj)

_(t:2
2 } } } t:n

n +u;2
2 } } } u;m

m )s�2 dt du, (21)

valable pour tout s entier pair positif. Il ne nous reste plus alors qu'a�
de� montrer que l'e� galite� (21) reste vraie sur le demi-plan R(s)�0.

Pour cela, posons:

J(s) :=|
(R+)n&1 |

(R+)m&1
e&(� n

i=2
ti+� m

j=2
uj)(D(t, u))s�2 dt du.

On de� duit des crite� res de convergence classiques que J(s) est de� fini sur un
demi-plan de la forme R(s)>&$ pour un certain re� el $ strictement positif.
D'apre� s le the� ore� me de Morera (cf. [Ru], 10.17), la fonction s [ J(s) est
analytique sur ce demi-plan ouvert. On voit donc qu'il nous suffit de
de� montrer l'e� galite� (21) pour un certain ouvert du plan, et d'apre� s le
corollaire 2.4 le the� ore� me 5.1 en de� coule par prolongement analytique.

Pour tout { # R+*, notons 2({) le simplexe de Rn+m&2 de� fini par les
relations:

:
n

i=2

ti+ :
m

j=2

u j={ (t i , uj�0),

et soit d' la mesure induite sur 2({) par la mesure de Lebesgue normalise� e
dans Rn+m&2. On peut e� crire, grâce au the� ore� me de Fubini et a�
l'homoge� ne� ite� de la fonction D(t, u):
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J(s)=|
+�

0
e&{ \|2({)

D(t, u)s�2 d'+ d{

=|
+�

0
e&{ {(d&1)(s�2)+n+m&3 \|2(1)

(D(t, u))s�2 d'+ d{

=\|
+�

0
e&{{(d&1)(s�2)+n+m&3 d{+\|2(1)

(D(t, u))s�2 d'+ ,

ce qui, si l'on note:

N(s)=Vol(2(1)) 1 \(d&1)
s
2

+n+m&2+
et M= sup

(t, u) # 2(1)

|D(t, u)|,

montre le:

Lemme 5.2. La fonction:

s [
J(s)

N(s) M s�2

est borne� e sur R(s)�0.

Le lemme 5.2 ajoute� au lemme 2.8 et au the� ore� me de Carlson (the� ore� me
2.14) nous permet alors de conclure. K

5.2. Hauteur des hypersurfaces d 'e� quation z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m=0

Reprenons les notations de la section pre� ce� dente et calculons la de� rive� e
en s=0 de la fonction s [ J(s), ce qui nous permettra de trouver la valeur
de ` $E (P, 0) grâce au the� ore� me 5.1. Il vient:

J$(0)=
1
2 |

(R+)n&1 |
(R+)m&1

e&(�n
i=2

ti+�m
j=2

uj) log(D(t, u)) dt du

=
1
2 |

(R+)n&1 |
(R+)m&1

e&(�n
i=2

ti+�m
j=2

uj) log \` t:i
i + dt du

+
1
2 |

(R+)n&1 |
(R+)m&1

e&(� n
i=2

ti+� m
j=2

uj) log \1+
> u;j

j

> t:i
i + dt du.

(22)
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La premie� re des deux inte� grales obtenues se calcule facilement:

1
2 |

(R+)n&1 |
(R+)m&1

e&(� n
i=2

ti+�m
j=2

uj) log \` t:i
i + dt du

=
1
2 \ :

n

i=2

:i + |
+�

0
e&t log t dt

=&#
(d&1)

2
. (23)

Notons:

A=
1
2 |

(R+)n&1 |
(R+)m&1

e&(�n
i=2

ti+�m
j=2

uj) log \1+
> u;j

j

> t:i
i + dt du

la deuxie� me inte� grale intervenant dans l'expression de J$(0) donne� e en (22).
On va montrer que A est la transforme� e de Mellin inverse d'un produit de
facteurs Gamma.

Pour tout k # Z*, on pose:

,k(x)=
1

kx
x1�ke&x1�k

, (x>0)

et si f est une fonction a� valeur re� elle, on note a� chaque fois que cela a un
sens:

Tk[ f ](z)=|
+�

0
f (z u) ,k(u) du (convole� e multiplicative de f et de ,k).

La remarque suivante est alors fondamentale:

Remarque 5.3. Si l'on prend f0(x)=log(1+x), alors on trouve que:

A=
(&1)n&1

2
(T&:2

b } } } b T&:n
b T;2

b } } } b T;m
)[ f0](1).

De� finition 5.4. On appelle transforme� e de Mellin d'une fonction f la
fonction M[ f ] de� finie par:

M[ f ](s)=|
+�

0
f (x) xs&1 dx.
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On sait que si f et g sont deux fonctions de transforme� es de Mellin
M[ f ] et M[ g], et si l'on note:

f C g: x [ |
+�

0
f (x u) g(u) du

la convole� e multiplicative des deux, alors l'e� galite� suivante est ve� rifie� e:

M[ f C g](s)=M[ f ](s) M[ g](1&s).

La remarque 5.3 ajoute� e a� ce qui pre� ce� de sugge� re de conside� rer la fonction
H de� finie par:

H(s)=M[(T&:2
b } } } b T&:n

b T;2
b } } } b T;m

)[ f0]](s).

La proposition suivante, qui est une conse� quence imme� diate des
de� finitions, va nous permettre de calculer H.

Proposition 5.5. Soit k un entier strictement positif. On a:

M[ f0](s)=
?

s sin(?s)
sur &1<R(s)<0,

M[,k](1&s)=1(1&ks) sur R(s)<
1
k

,

M[,&k](1&s)=&1(1+ks) sur R(s)>&
1
k

.

En effet, a� la lumie� re de ce qui pre� ce� de, on peut maintenant e� crire:

H(s)=M[ f0](s) `
m

j=2

M[,;j
](1&s) `

n

i=2

M[,:i
](1&s)

=(&1)n ?
s sin(?s)

`
m

j=2

1(1&;j s) `
n

i=2

1(1+:i s),

pour tout s appartenant a� l'ouvert sup(&1�: i)<R(s)<0.
Il ne nous reste plus alors qu'a� de� duire de l'expression donnant H une

formule pour A, ce que l'on fait en appliquant une transformation de Mellin
inverse a� H et en utilisant la remarque 5.3. Il vient:

A=
1

4?i |
c+i�

c&i�

1
s2

?s
sin(?s) \ `

m

j=2

1(1&; j s) `
n

i=2

1(1+: i s)+ ds, (24)
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ou� l'on a choisi le re� el c dans l'intervalle sup(&1�:i)<c<0. La formule des
comple� ments:

1(1+s) 1(1&s)=
?s

sin(?s)
, (25)

nous permet, en convenant que :1=;1=1, de re� e� crire l'e� galite� (24) sous
une forme plus compacte:

A=
1

4?i |
c+i�

c&i�

1
s2 \ `

m

j=1

1(1&;j s) `
n

i=1

1(1+: i s)+ ds.

Tous calculs faits, on de� duit finalement du the� ore� me 5.1 et des e� galite� s (22)
et (23) le re� sultat suivant:

Proposition 5.6. Soit P(z)=z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m un polynôme
homoge� ne de degre� d. Si l 'on suppose que :1=;1=1, alors on a:

` $E(P, 0)=&
1
2

#d+
1

4?i |
c+i�

c&i�

1
s2 \`

m

j=1

1(1&;j s) `
n

i=1

1(1+:i s)+ ds

pour tout re� el c # ]sup1�i�n (&1�:i), 0[.

On va montrer maintenant que la proposition 5.6 reste vraie lorsqu'on
ne fait pas d'hypothe� se sur les exposants :1 et ;1 . Pour ce faire, on com-
mence par rappeler la factorisation suivante, valable pour tout entier
k # N*:

Xk&Y k= `
0�i�k&1

(X&= i
kY ), (26)

ou� =k est une racine primitive k-e� me de l'unite� . Cette identite� , ajoute� e a� la
formule pour ` $E (P, 0) donne� e au corollaire 2.4, nous permet d'affirmer
que:

` $E (z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m , 0)=
1
k

` $E (zk:1
1 } } } zk:n

n +zk;1
n+1 } } } zk;m

n+m , 0),

et ce pour tout k # N*. Cette e� galite� , combine� e de nouveau a� la formule
donne� e au corollaire 2.4, montre que:
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` $E (z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m , 0)

= lim
k � +�

1
k

` $E (zk:1
1 } } } zk:n

n +zk;1
n+1 } } } zk;m

n+m , 0)

=|
Cn+m

e&|z|2 log(sup( |z:1
1 } } } z:n

n |, |z;1
n+1 } } } z;m

n+m | ))
d+

?n+m , (27)

ou� l'on a note� d+ la mesure de Lebesgue normalise� e sur Cn+m.
Par ailleurs, on de� duit du the� ore� me 5.6 l'e� galite� :

1
k

` $E (z0zk:1
1 } } } zk:n

n +zk;1
n+1 } } } zk;m

n+mzn+m+1 , 0)

=&
1
2

# \1
k

+ :
n

i=1

:i+
+

1
4?i |

c+i�

c&i�

1
s2 \`

m

j=1

1(1&;j s) `
n

i=1

1(1+: i s)+
_1 \1+

s
k+ 1 \1&

s
k+ ds. (28)

Enfin, toujours d'apre� s le corollaire 2.4, on a:

lim
k � +�

1
k

` $E (z0 zk:1
1 } } } zk:n

n +zk;1
n+1 } } } zk;m

n+mzn+m+1 , 0)

=|
Cn+m

e&|z|2 log(sup( |z:1
1 } } } z:n

n |, |z;1
n+1 } } } z;m

n+m | ))
d+

?n+m . (29)

En mettant bout a� bout (27) et (29), puis en passant a� la limite dans
(28), on obtient finalement la formule:

` $E (z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m , 0)

=&
1
2

#d+
1

4?i |
c+i�

c&i�

1
s2 \ `

m

j=1

1(1&;j s) `
n

i=1

1(1+: i s)+ ds.

Comme on n'a fait dans ce qui pre� ce� de aucune hypothe� se sur les exposants
:i et ;j , on a donc de� montre� le
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The� ore� me 5.7. Soit P(z)=z:1
1 } } } z:n

n +z;1
n+1 } } } z;m

n+m un polynôme homo-
ge� ne de degre� d. On a:

` $E(P, 0)=&
1
2

#d+
1

4?i |
c+i�

c&i�

1
s2 \ `

m

j=1

1(1&;j s) `
n

i=1

1(1+:i s)+ ds

pour tout re� el c # ]sup1�i�n(&1�: i), 0[.

On en de� duit grâce a� la formule des comple� ments (25) le

Corollaire 5.8. Soit P(z)=z:1
1 } } } z:n

n +z:1
n+1 } } } z:n

2n un polynôme de
degre� d. On a:

` $E (P, 0)=&
1
2

#d&
(>n

i=1 :i)
4 |

+�+bi

&�+bi \
tn&2

>n
i=1 sh(: i t)+ dt,

pour tout re� el b # ]0, ?
supi (:i)

[.

Le reste de cette section est consacre� au calcul explicite de l'inte� grale
intervenant dans l'e� nonce� du corollaire 5.8.

Remarquons tout d'abord que lorsque n=1, un calcul direct nous
donne:

` $E (P, 0)=&
1
2

#d&
d
4 |

+�+bi

&�+bi

dt
t sh(td)

=&
1
2

#d&
d
4

(&2 log 2)

=
d
2

(log 2&#).

On aurait pu d'ailleurs de� duire directement ce re� sultat des corollaires 2.4 et
2.10 une fois le polynôme P factorise� comme en (26).

Nous pouvons donc supposer pour la suite que n�2.
Rappelons que si l'on conside� re le de� veloppement en se� rie formelle en

t=0 de la fonction:

text

et&1
= :

+�

k=0

Bk(x)
k !

tk, (30)
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les polynômes Bk(x) ainsi de� finis sont appele� s polynômes de Bernoulli. On
note Bk=Bk(0) le k-e� me nombre de Bernoulli. On de� duit directement de la
de� finition (30) les identite� s:

Bk(x+1)&Bk(x)=kxk&1,

Bk(1&x)=(&1)k Bk(x),

valables pour tout k # N.
Posons, pour tout entier n�2:

Dn(x)=
(2?i)n&2

n&1
Bn&1 \ x

2?i+ .

L'identite� :

Dn(x+2?i)&Dn(x)=xn&2, (31)

valable pour tout n�2, est une conse� quence imme� diate de ce qui pre� ce� de.
Soit L le contour d'inte� gration forme� de la re� union des deux chemins

infinis #1(t)=t+bi et #2(t)=&t+i(b+2?) et soit 0 le domaine b<I(z)
<b+2? (cf. Fig. 1).

En utilisant la relation (31), le fait que les exposants :i sont entiers, la
2?i-pe� riodicite� de la fonction t [ sh t et enfin le the� ore� me des re� sidus, on
peut e� crire:

&|
+�+bi

&�+bi \
t n&2

>n
i=1 sh(:it)+ dt=|

L

Dn(t)
>n

i=1 sh(:i t)
dt

=(2?i) :
x # 0

Resx
Dn(z)

>n
i=1 sh(:iz)

,

ce qui, apre� s un changement de variable, montre le:

FIGURE 1
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The� ore� me 5.9. Soit P(z)=z:1
1 } } } z:n

n +z:1
n+1 } } } z:n

2n un polynôme de degre�
d avec n�2. On a:

` $E(P, 0)=&
1
2

#d+
(2?)n

4(n&1) \`
n

i=1

:i+ :
x # ]0; 1]

Resx
Bn&1(z)

>n
i=1 sin(2?:i z)

.

Les re� sultats expose� s aux sections 4.1 et 4.2 sont des cas particuliers de
ce the� ore� me.

Par exemple si P(z)=z1 } } } zn+zn+1 } } } z2n , on obtient:

` $E (P, 0)=&
1
2

#n+
(2?)n

4(n&1)
Res0

Bn&1(z)+(&1)n Bn&1(z+1�2)
(sin(2?z))n ,

ce qui, en utilisant le de� veloppement en se� rie de Laurent:

1
sin x

=2 :
+�

k=0

(&1)k+1 (22k&1&1) B2k

(2k)!
x2k&1,

permet de retrouver les calculs effectue� s a� la section 4.1. En particulier,
l'expression ci-dessus montre (lorsque n�2) que la hauteur de l'hypersur-
face de� finie par l'annulation de P(z)=z1 } } } zn+zn+1 } } } z2n s'exprime
comme la valeur en ? d'un polynôme pair a� coefficients rationnels et de
degre� n&2 ou n&1 selon respectivement que n est pair ou impair. Ce
re� sultat semble difficile a� de� duire directement de l'expression inte� grale pour
V(k) donne� e a� la section 4.1.

De même si P(z)=z1z2 zn
3+z4 z5zn

6 avec n�1, on de� duit apre� s quelques
simplifications du the� ore� me 5.9 l'e� galite� :

` $E (P, 0)=&
1
2

#(n+2)+
1
8 \(1+(&1)n)+?2 (n2+2)(2+(&1)n+1)

18 +
+?2 :

n&1

k=1

(&1)k B2(k�2n)
(sin(k?�n))2 ,

la dernie� re somme e� tant prise nulle lorsque n=1. On retrouve comme cas
particuliers les re� sultats donne� s a� la section 4.2 en utilisant la relation:

sin2(?�5)=
5&- 5

8

lorsque n=5.
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