
MATHEMATICS 

BEMERKUNGEN UBER EINIGE KLASSEN VON MODULFORMEN 

VON 

B. SCHOENEBERG 

(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 24, 1966) 

F. VAN DER BLIJ hat einen bemerkenswerten Zusammenhang des 
unendlichen Produkts II (1-xn) mit den ganzen binaren quadratischen 

n>O 

Formen der Diskriminante - 23 festgestellt und elementar bewiesen 
([1], Theorem 1). Ein analoger Zusammenhang besteht, wie hier nach 
einigen vorbereitenden Bemerkungen (§ 1)-ebenfalls elementar- bewiesen 
werden soll, fur alle negativen Diskriminanten - q _ 1 mod 24 (§ 2, Satz 1). 
Dieses Ergebnis wird in § 3 im Rahmen der Theorie der ganzen Modul
formen hi:iherer Stufe von KLEIN und HECKE [2] diskutiert. Eine dabei 
auftretende Frage nach dem Verhalten von n(r) n(qr) -

2ni-r 

n(r) = eu II (1-e2"irn) 
n>O 

- bei Modultransformationen fiihrt in § 4, Satz 2 zu einer Verallgemeinerung 
eines Satzes von H. RADEMACHER [3]. 

§ l. Vorbereitende Bemerkungen 

Es sei K = P(j/D) der quadratische Zahlkorper iiber dem Korper P der 
rationalen Zahlen mit der Diskriminante D. Seine ganzen !deale werden 
mit a, seine Primideale mit .):! bezeichnet, seine Idealklassen mit C, ihre 
Anzahl mit h und die Charaktere der Idealklassengruppe mit X· Die 
Norm von a sei N(a). Es werde x(a) = x(C) gesetzt, wenn a E C. Dann 
definiert man bei komplexer Variablen s=a+it, a> 1, 

(1) 
1 

l;(s, C) = L N( ) , l;(s, x) = L x(C) l;(s, C). 
aEC a 8 C 

Schreibt man diese Reihen in der Form 

l;(s, C) = L a(n~ C) ' l;(s, x) = L a(n: X) , 
n>O n n>O n 

so ist a(n, C) die Anzahl der Losungen a E C von N(a) =n, und es gilt 

(2) 
1 

a(n,x) = t x(C) a(n,C) , a(n,C) = h L x-1(C) a(n,x). 
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Aus der Darstellung 

s -"" x(a) -II (l x(l:l) )-1 
C( 'x) - 7 N(a)s- ., - N(lJ)S 

folgt auf Grund des Zerlegungsgesetzes in K fiir rationale Primzahlen 

wo das Produkt tiber aile rationalen Primzahlen zu erstrecken ist und 
lJ ein Primteiler von p in K ist. (njm) ist das Legendre-Jacobi-Symbol. 
Speziell ist jetzt fiir Primzahlen p 

a(p,x) = x(l:J) + (i) x(l:J') , l:Jip, 

wo l:J' zu lJ konjugiert ist. Mit diesen Koeffizienten erhalt man fiir C(s, x) 
das von E. Heeke so genannte kanonische Euler-Produkt 

(4) C(s, x) =II (1- a(p,x) +(E) 2_)-1
. 

P ps p p2s 

Fiir den Hauptcharakter x = xo ist in (2) wegen (3) 

a(n,xo) = 2a(n,O) = 2 (~) 
0 tin 

die Anzahl aller Losungen a von N(a)=n. 
Bezeichnen wir mit 01 die Hauptklasse und ist h= 1, so ist C(s, 01) = 

=C(s, xo). Ist h=2 oder h=3, so folgt aus (2) fiir x~xo: 

a(n, 01) = ia(n, xo) + ia(n, x) 
fiir h= 2, 

a(n, Oz) = -!a(n, xo)- !a(n, x) 
(5) 

fiir h=3. 
a(n, 01) = i-a(n, xo) + i-a(n, x) 

a(n, Oi) = i-a(n, xo)- i-a(n, x), i = 2, 3 

Fiir h = 3 sind namlich Oz und 0 3 zu einander konjugiert und von 
einander verschieden. In den heiden Fallen h = 2 oder 3 besitzt die 
Dirichlet-Reihe mit den Koeffizienten 

(6) t(n) = a(n, 01)-a(n, Oz) 

ein kanonisches Euler-Produkt. Denn dann sind die t(n)=a(n, x), x~xo, 
also die Koeffizienten der Dirichlet-Reihe C(s, x). 

§ 2. Verallgemeinerung eines Satzes von F. van der Blij 

F. VANDER BLIJ [1] beweist fiir D= -23, wo h=3 ist: Die durch (6) 
definierten t(n) sind die Entwicklungskoeffizienten in 

x II (1-xk)(1-x23k) = _2 t(n)xn. 
k>O n>O 
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Zum Beweis zieht er die den Klassen 0 1, 0 2 zugeordneten Formen 

F1=x2+xy+6y2, F2=2x2+xy+3y2 

und die Eulersche Identitat heran: 

(7) 
oo :!cm(3m+l) _ _!_ oo ..!.(6m+1)2 

II (I-xk) = L (-I)mx2 = x 24 L (-I)mx24 . 
k>O m--oo m--oo 

Im Folgenden wird in V erallgemeinerung dieses Erge bnisses bewiesen: 

Satz I. Sei D<O und D _I (mod 24). Sind dann mit q= -D die 
Zahlen tq(n) die Entwicklungskoeffizienten in 

q+l 

(8) x 24 II (I-xk) (I-xqk) = L tq(n) xn, 
k>O n>O 

so ist fur gewisse Idealklassen 0<1>, 0<2> aus P(V -q) 

(9) tq(n) = a(n, 0<1>)-a(n, 0<2>). 

Es sind die Klassen O<O mit den Idealen ai der Basisdarstellung 

( 5+V -q) , a2 = 6, 2 

und den zugeordneten Formen 

(10) 

wo nur noch jede Klasse durch ihre konjugierte Klasse ersetzt werden kann. 
Ist a(n, Fi) die Anzahl der ganzzahligen Li::isungen von Fi=n, so ist 

wegen a(n, Fi) = 2a(n, O(i>) die Aussage (9) gleichbedeutend mit 

(II) 

Nun ist offensichtlich 

I I 
F1 = 24 ((I2x+y)2+qy2) , F 2 = 24 ((I2x+5y)2+qy2) 

und nach (7) 

q+l ~ ~((6m+1)2+q(6n+1)2) 
x 24 II (I-xk) (I-xqk) = £.. ( -I)m+n X • 

k>O m.n--oo 

Es gelten also die folgenden heiden Gleichungen 

(I2) L (a(n, F1) -a(n, F2)) xn = L - L 
n>O m=n m=5n 

(13) Ltq(n)xn= L + L L L 
n >0 m=n=l m=n=5 m=l.n=5 m=5.n=l 
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..!...(m2+qn2) 

wo in allen Summen der rechten Seiten derselhe Summand x24 

einzusetzen ist und aile Kongruenzen mod I2 zu rechnen sind. 
Wie vergleichen die rechten Seiten in (I2) und (I3). Mit jedem Zahlen

paar (m, n), das in (I3) auftritt, treten die heiden Paare (±m, ±n) in 
(I2) auf, und zwar heide in der ersten oder heide in der zweiten Summe. 
Die Beitrage der iihrigen in (I2) auftretenden Zahlenpaare hehen sich 
paarweise auf. Daraus folgt (II). 

Zur Eindeutigkeit der Klassen C(il- ahgesehen vom Uhergang zu 
konjugierten Klassen- vgl. § 3. 

Wir mer ken noch an: Die heiden I deale Or, 02 a us P(V- q) hesitzen die 
Primzerlegung 

I • ( I + v- q) ( I + v-q) 01 = f12 f1a, 02 = f12 fla m1t f12 = 2, - 2-- , fla = 3, - 2-- . 

§ 3. Binare quadratische Formen und M odulfunktionen 

Den Dirichlet-Reihen (I) werden- hier f iir imaginar-quadratische Zahl
korper P(VD)-Potenzreihen in e2'*, Im-r>O, zugeordnet: 

ff(-r,C) = I+w L e2:nirN(a) = L e2:nirpp'/Ntml, 
aeO pem 

Dahei ist w die Anzahl der Einheiten in P(VD), m ein Ideal der Klasse 
C-1 und p,' konjugiert zu #· Ferner definieren wir noch 

ff(-r, x) = bxh+w L x(a) e2:niTN(a) = L x(C) ff(-r,C), 
a 0 

wo bx fiir den Hauptcharakter I und sonst 0 ist. Die Koeffizienten der 
Potenzreihen (Ijw)ff(-r, C) und (I/w)ff(-r, x) stimmen - ahgesehen von den 
konstanten Gliedern - mit den entsprechenden Koeffizienten der Dirichlet
Reihen C(s, C) und C(s, x) iiherein. Die Funktionen ff(-r, C) sind mit den 
VON HEeKE [2] so hezeichneten ff(-r; 0, m, VD) identisch. Diese sind 
hekanntlich ganze Modulformen der Dimension -I zur Stufe JDI. Ihr 

Verhalten hei den Transformationen der Gruppe To(IDI). -r--+ a-r+db, 
c-r+ 

c 0 (mod!Di), ist gegehen durch 

(I4) ( a-r+b ) (D) {} c-r+d'C = d (c-r+d) ff(-r,C) , d > o. 

Bezeichnen wir mit n(-r) die Dedekindsche Funktion 
2ni-r 

n>O 
und mit H q(-r) das Produkt 

H q(-r) = n(q-r) n(-r), 

so folgt aus (8), (9), (I4) fiir -D=q _ -I (mod 24), c- 0 (mod q) 
und d>O 

(I5) ( a-r+b) (D) Hq c-r+d = d (c-r+d) Hq(-r). 
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Die Maximalzahl linear unabhangiger unter den #(-,;, 0) ist !(h+h*), 
wo h* die Anzahl der ambigen Idealklassen ist. Das folgt daraus, daB 
es in jeder Idealklasse 0 ein Primideal .jJ gibt und daB mit .IJ E 0 zugleich 
.IJ' E 0' ist. Damit ist auch die Erganzung zu Satz 1 bewiesen. 

Die Funktionen #(-,;, x) sind bei X#Xo Spitzenformen der Stufe JDJ. 
Ihr Verschwinden in allen Spitzen des Fundamentalbereichs folgt 
unmittelbar aus der Transformationsformel ([2], Gleichung (19)). Pro
dukte #(-,;, Xl) #(-,;, X2) sind also wegen (14), wenn nicht Xl = X2 = xo ist, 
Integranden l. Gattung zur Kongruenzgruppe F0(JDJ). 

Im Faile q = 23 sind #(-,;, 01) und #(-,;, 02) linear unabhangig. Sie bilden 
iiberdies eine Basis fiir die ganzen Formen mit dem Transformations
verhalten (14). Sonst gabe es namlich eine ganze Form, die in der Spitze oo 
in zweiter Ordnung verschwande. Ihr Quadrat wiirde dort in vierter 
Ordnung verschwinden und miiBte als Integrand zu Fo(23) auch in der 
Spitze 0 verschwinden, wahrend eine ganze Form der Dimension - 2 zu 
Fo (23) nur 4 Nulstellen im Fundamentalbereich hat. Daraus und aus (15), 
das auch auf ganz andere Weise bewiesen werden kann (s. § 4), folgt das 
Bestehen einer Gleichung 

Koeffizientenvergleich ergibt c1 = - c2 =! und damit 

und schlieBlich Gleichung (ll) fiir q=23. 

§ 4. Verallgemeinerung eines Satzes von H. Rademacher 

Der folgende Satz enthalt die Gleichung (15) und ist eine Erweiterung 
eines Satzes von H. RADEMACHER, den dieser im Zusammenhang mit 
seinen Untersuchungen tiber Partitionen aufgestellt hat [3]. 

Satz 2: Es seien q und r ganze positive Zahlen, q = 1 (mod 2), e sei 
eine der Zahlen ± 1, und es gelte die Kongruenz 

(q-e) r = 0 (mod 24). 

Dann hat die Funktion 

v{.(•) = [n(q•) n-•(•)Jr 

. a-,;+b 
bei den Modultransformatwnen -,;---? --d der Gruppe Fo(q) die Trans

c-,;+ 
formationsgleichung 

(16) 1J{.(;;:~) = (~)' (c-,;+d)
1;•r 1/{.(<). 

Rademacher hat primes q > 3 mit e = 1 behandelt. Mit q = -1 (mod 24) 
e= -1, r= 1 folgt (15). , 
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Zum Beweise unseres Satzes benutzen wir zweckmaBig die Transfor
mationsformel von 'YJ(•) fiir beliebige Modultransformationen in der von 
H. Weber im dritten Band seiner Algebra angegebenen Form. Danach ist: 

a.) 
a•+ c .-2- n~ ( b) ( ) d-1 ( • ) 

'YJ c.,;+d = d ~ exp I2 [d(b-c)-(d2-I)ac] Jlc•+d'YJ(7:) 

fiir d>O, d =I (mod 2) mit Re Jlc-r+d>O, 

b.) 'YJ (::: ~) = ( ~) /;o exp (7; [c(a +d)- (c2 -I) bd]) V -i(c.,; +d) 'YJ(7:) 

fur c>O, c -I (mod 2) mitRe V-i(c•+d)>O. 

Durch ganz einfache Rechnung folgt hieraus 

(I7) 
a•+ t:q 12mu -z-( b) ( ) sq-1 1- e 

1pq,s c-r +d = d e (c.,;+d) 1pq,s(7:) 

fiir c = 0 (mod q), d>O, d =I (mod 2) mit ganzem g, 

(I8) a.,; - •2sq •q- -12-n g ( d)_2_ ( ) ( +b) (d) 0 ( 1) -•q+1 i ' 1-• 

1pq,e --d - - ~ e c.,;+ 1pq,e 7: 
c•+ q 

fiir c = 0 (mod q), c > 0, c = I (mod 2) mit ganzem g'. 

Sei zunachst r- I (mod 2). Dann ist q = e (mod 8) und nach dem 
quadratischen Reziprozitatsgesetz (t:qfd) = (dfq) fiir d > 0, d = I (mod 2). 
Es ist also fiir diese d und r 

(I6) r a•+ -2-r r ( b) (d) r 1-• 

'lfJq.e c.,;+d = q (c.,;+d) 'lfJq •• (•), 

und hier darf man auch negative d zulassen. Da jetzt auch (I8) fiir 
negative c richtig bleibt, gilt (I6) fiir alle Transformationen aus Fo(q). 

Fiir gerade Exponenten r fallt das Restsymbol heraus, und es gilt 
(I6) - auch fiir gerade q, wenn (dfq) durch I ersetzt wird. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 
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