MATHEMATICS

BEMERKUNGEN UBER EINIGE KLASSEN VON MODULFORMEN

VON

B. SCHOENEBERG

(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 24, 1966)

F. vax pErR Brir hat einen bemerkenswerten Zusammenhang des

unendlichen Produkts J] (1—a?) mit den ganzen bindren quadratischen
n>0

Formen der Diskriminante —23 festgestellt und elementar bewiesen
([1], Theorem 1). Ein analoger Zusammenhang besteht, wie hier nach
einigen vorbereitenden Bemerkungen (§ 1)—ebenfalls elementar— bewiesen
werden soll, fiir alle negativen Diskriminanten —¢ = 1 mod 24 (§ 2, Satz 1).
Dieses Ergebnis wird in § 3 im Rahmen der Theorie der ganzen Modul-
formen hoherer Stufe von Krein und Hrcke [2] diskutiert. Eine dabei
auftretende Frage nach dem Verhalten von #(z) 5(gr) —

2niT

7](7‘- —e 2¢ H eZm‘m
n>0
— bei Modultransformationen fithrtin § 4, Satz 2 zu einer Verallgemeinerung
eines Satzes von H. RADEMACHER [3].

§ 1. Vorbereitende Bemerkungen

Es sei K=P()/D) der quadratische Zahlkérper iiber dem Korper P der
rationalen Zahlen mit der Diskriminante D. Seine ganzen Ideale werden
mit a, seine Primideale mit p bezeichnet, seine Idealklassen mit C, ihre
Anzahl mit » und die Charaktere der Idealklassengruppe mit y. Die
Norm von a sei N(a). Es werde y(a)=yx(C) gesetzt, wenn a € C. Dann
definiert man bei komplexer Variablen s=o+1it, o>1,

(1) 5@m=%w%§, = 3 10) {6, 0).

Schreibt man diese Reihen in der Form

2(6,0) = 3 29

n>0 n>0

, Uy = 3 Ud)

ns

so ist a(n,C) die Anzahl der Losungen a € C von N(a)=mn, und es gilt

(2) a(n, 7) = %x(()) a(n,C) , an,C) =+ Z x7HC) afn, 7).
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Aus der Darstellung

x(a) 2(p) )"
Z N(a)s IpT ( N(p)s
folgt auf Grund des Zerlegungsgesetzes in K fiir rationale Primzahlen
(p)>‘1 ( (D) x(p)>‘1
3 L(s, %) = (1—"— 1- (=) 22) | plp,
(3) (s, %) TpI > 2) plp
wo das Produkt iiber alle rationalen Primzahlen zu erstrecken ist und

p ein Primteiler von p in K ist. (n/m) ist das Legendre-Jacobi-Symbol.
Speziell ist jetzt fur Primzahlen p

a(p,x) = 1) + (g) x(®) 5 plp,

wo p’ zu p konjugiert ist. Mit diesen Koeffizienten erhilt man fiir {(s, y)
das von E. Hecke so genannte kanonische Euler-Produkt

@ en =11 (1 (11; = <p> p128>_1'

Fiir den Hauptcharakter y=yo ist in (2) wegen (3)

D
an, 10 = San.0) = 3 (2)
c tin
die Anzahl aller Losungen a von N(a)=
Bezeichnen wir mit ¢y die Hauptklasse und ist A=1, so ist {(s, C1)=
={(s, x0)- Ist h=2 oder h=3, so folgt aus (2) fur y+yo:

a(n, C1) = a(n, yo)+ a(n, 2 i heo
5) a(n, C2) = }a(n, o) —a(n, x) ,
a(n, C1) = a(n, yo)+ 3a(n, 1) fiir 7 3

a(n, C;) = ta(n, yo)—3a(n, y),1=2, 3

Fiir =3 sind ndmlich Cs und C; zu einander konjugiert und von
einander verschieden. In den beiden Fillen A=2 oder 3 besitzt die
Dirichlet-Reihe mit den Koeffizienten

(6) t(n) = a(n, C1) —a(n, Cs)

ein kanonisches Euler-Produkt. Denn dann sind die #(n)=a(n, x), x # xo,
also die Koeffizienten der Dirichlet-Reihe (s, x).

§ 2. Verallgemeinerung eines Satzes von F. van der Blij

F. vax pER Br1is [1] beweist fiir D= —23, wo h=23 ist: Die durch (6)
definierten t(n) sind die Entwicklungskoeffizienten in

@ TT (1—ak) (1—a2k) = 3 #(n) an

k>0 n>0
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Zum Beweis zieht er die den Klassen Cy, C; zugeordneten Formen
F1=ax24xy+ 6y2, Fo=222+xy-+ 3y
und die Eulersche Identitdt heran:
o 1 1l 1 2
M) TMa-w)= 3 (~ma" g ® 3 (—pmatT

k>0 m=—00 m= —00

Im Folgenden wird in Verallgemeinerung dieses Ergebnisses bewiesen:

Satz 1. Sei D<0 und D=1 (mod 24). Sind dann mit g=—D die
Zahlen tg(n) die Entwicklungskoeffizienten in
a+1

(8) 2% T (1—ak) (1—a%) = 3 ty(n) 2,

k>0 n>
so ist fir gewisse Idealklassen OW, C® aus P(/—q)
(9) tg(n) = a(n, CO)—a(n, C®).
Es sind die Klassen C® mit den Idealen a; der Basisdarstellung

e (s 15) | o (o 2050)

2 2

und den zugeordneten Formen

g+1 .

g+25 ,
oz 7/

= 62
(10) Fi = 6x2+ay + TR

, Fo = 6224 5zy +

wo nur noch jede Klasse durch ihre konjugierte Klasse ersetzt werden kann.
Ist a(n, F;) die Anzahl der ganzzahligen Losungen von F;=n, so ist
wegen a(n, F;)=2a(n, C®) die Aussage (9) gleichbedeutend mit

(11) 2tq(n) = a(n, F1)—a(n, Fs).

Nun ist offensichtlich

1 1
Fy= 5 (122492 +qy?) , Fa =5 ((120+5)2+g5?)
und nach (7)

L} © L (6m+1)2+q(6n+1)2)
z® TT (1—ak) (L—atk) = 3 (—1)mtn g™

k>0 m,n= —o0

Es gelten also die folgenden beiden Gleichungen

(12) Zo(a(n, F1)—a(n, F2)) an = Z -3
(13) z ty(n) 27 = z + . z _ ’

n >0 m=n=1 m=n=>5 m=1,n=> m=5,n=1
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1
. . = (m2+qn?)
wo in allen Summen der rechten Seiten derselbe Summand x**

einzusetzen ist und alle Kongruenzen mod 12 zu rechnen sind.

Wie vergleichen die rechten Seiten in (12) und (13). Mit jedem Zahlen-
paar (m,n), das in (13) auftritt, treten die beiden Paare (+m,+n) in
(12) auf, und zwar beide in der ersten oder beide in der zweiten Summe.
Die Beitrdge der iibrigen in (12) auftretenden Zahlenpaare heben sich
paarweise auf. Daraus folgt (11).

Zur Eindeutigkeit der Klassen C'® —abgesehen vom Ubergang zu
konjugierten Klassen—vgl. § 3.

Wir merken noch an: Die beiden Ideale a1, az aus P()/ —q) besitzen die

Primzerlegung _ _
. 14y L4V -
a1 = P2Ps, Az = Peps’ mit ps = (2’_+g q>, Ps = (3’ +g q>'

§ 3. Bindre quadratische Formen und Modulfunktionen
Den Dirichlet-Reihen (1) werden — hier fiir imaginér-quadratische Zahl-
kérper P(/D)— Potenzreihen in €2, Imt>0, zugeordnet:
¥z,0) = 1+w z e2nitN(a) — 2 e2miTu [N (m) |

aeC pem

Dabei ist w die Anzahl der Einheiten in P()/D), m ein Ideal der Klasse
C-1 und u’ konjugiert zu u. Ferner definieren wir noch

Bz, ) = 8 ht+w 3 y(a) VO =3 #(C) 9(z,0),
a C

wo ¢, fiir den Hauptcharakter 1 und sonst 0 ist. Die Koeffizienten der
Potenzreihen (1/w)d(r, C) und (1/w)d(z, ) stimmen — abgesehen von den
konstanten Gliedern — mit den entsprechenden Koeffizienten der Dirichlet-
Reihen {(s, C) und (s, ) iiberein. Die Funktionen #(zr,C) sind mit den
voN HErckE [2] so bezeichneten ®(z; 0, m, VD) identisch. Diese sind
bekanntlich ganze Modulformen der Dimension —1 zur Stufe |D|. Ihr
at+b

Verhalten bei den Transformationen der Gruppe Io(|D|). r—>m,

¢ = 0 (mod|D|), ist gegeben durch

9 (ar-{—b

(14) ct+d’

O'> = (—&l—)) (ct+d) ¥(=,C) , d > 0.

Bezeichnen wir mit #(z) die Dedekindsche Funktion
2niT
n(®) = e T (1—em)
n>0
und mit H () das Produkt g
Hy(v) = n(g7) n(v),

so folgt aus (8), (9), (14) fir —D=g= —1 (mod 24), ¢ =0 (mod q)
und d>0

(15) H, (3513) _ (g) (cr-+d) Ho ().




181

Die Maximalzahl linear unabhéngiger unter den ¥(z, C) ist 3(h+2*),
wo h* die Anzahl der ambigen Idealklassen ist. Das folgt daraus, daB
es in jeder Idealklasse C ein Primideal p gibt und daB mit p € C zugleich
p’ €’ ist. Damit ist auch die Erginzung zu Satz 1 bewiesen.

Die Funktionen &z, y) sind bei y+#yo Spitzenformen der Stufe |D|.
Ihr Verschwinden in allen Spitzen des Fundamentalbereichs folgt
unmittelbar aus der Transformationsformel ([2], Gleichung (19)). Pro-
dukte 9z, x1) ¥z, y2) sind also wegen (14), wenn nicht y1=ya=yxo ist,
Integranden 1. Gattung zur Kongruenzgruppe Io(|D|).

Im Falle ¢=23 sind &z, C1) und ¥(z, Cs) linear unabhéngig. Sie bilden
tiberdies eine Basis fiir die ganzen Formen mit dem Transformations-
verhalten (14). Sonst gédbe es ndmlich eine ganze Form, die in der Spitze co
in zweiter Ordnung verschwénde. Ihr Quadrat wiirde dort in vierter
Ordnung verschwinden und miilte als Integrand zu I(23) auch in der
Spitze 0 verschwinden, wéahrend eine ganze Form der Dimension —2 zu
I (23) nur 4 Nulstellen im Fundamentalbereich hat. Daraus und aus (15),
das auch auf ganz andere Weise bewiesen werden kann (s. § 4), folgt das
Bestehen einer Gleichung

H23(T) = 01’(9(17, 01) —f-Czﬂ(T, 02).

Koeffizientenvergleich ergibt ¢;= —cs=% und damit

Hgs(7) = (v, %), x# x0)
und schlieBlich Gleichung (11) fiir ¢=23.

§4. Verallgemeinerung eines Satzes von H. Rademacher

Der folgende Satz enthilt die Gleichung (15) und ist eine Erweiterung
eines Satzes von H. RADEMACHER, den dieser im Zusammenhang mit
seinen Untersuchungen iiber Partitionen aufgestellt hat [3].

Satz 2: Es seten q und r ganze positive Zahlen, ¢ =1 (mod 2), & sei
eine der Zahlen + 1, und es gelte die Kongruenz

(g—e) r = 0 (mod 24).

Dann hat die Funktion
Yo.o(7) = [n(q7) n~*(x) I

bet demn Modultransformationen r—»‘ct—j__s der Gruppe Io(q) die Trans-
formationsgleichung
1—¢
, ar—}—b) . <£l_>r =
(16) ve(ZE) = (Y 07 o

Rademacher hat primes ¢ >3 mit e=1 behandelt. Mit ¢ = —1 (mod 24)
e=—1, r=1 folgt (15). .
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Zum Beweise unseres Satzes benutzen wir zweckméiBig die Transfor-
mationsformel von #(7) fiir beliebige Modultransformationen in der von
H. Weber im dritten Band seiner Algebra angegebenen Form. Danach ist:

a.) 7 <%> = (%) id_;—leXPGt—é [d(b—c)—(d? - l)ac]> Ver+d n(r)

fir d>0, d =1 (mod 2) mit Re }er+d>0,

1-c¢

by 0 () = (9)iF exp (T ot d) — (e 1ypa ) V=i 7)o

fiir ¢>0, c=1 (mod 2) mit Re }/—i(ct+d)>0.

Durch ganz einfache Rechnung folgt hieraus

at+b eq\ Zgtaig e
(17) Yoo\ o7ra) ~\G) ¢ (cv+d) * yq,e(7)

fir ¢ =0 (mod ¢), d>0, d =1 (mod 2) mit ganzem g,

at+b d\ .= ea-1) —Ltlzg 1=e
(18) wq.e<m) = <§> i e ? (ct+d) * wq,d(7)

fir c=0 (mod ¢), ¢>0, c =1 (mod 2) mit ganzem g¢'.

Sei zundchst r =1 (mod 2). Dann ist ¢ = ¢ (mod 8) und nach dem
quadratischen Reziprozitidtsgesetz (eq/d)=(d/q) fir d>0,d =1 (mod 2).
Es ist also fiir diese d und r

+b a\" e,
(16) V() - (D) T vt

und hier darf man auch negative d zulassen. Da jetzt auch (18) fiir
negative ¢ richtig bleibt, gilt (16) fiir alle Transformationen aus Io(g).
Fiir gerade Exponenten r fillt das Restsymbol heraus, und es gilt
(16) — auch fiir gerade ¢, wenn (d/q) durch 1 ersetzt wird.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Mathematisches Seminar
der Unaversitidt Hamburg
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