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Résumé In this article we study the Picard functor and the Picard stack of an
algebraic stack. We give a new and direct proof of the representability of the
Picard stack. We prove that it is quasi-separated, and that the connected component
of the identity is proper when the fibers of X are geometrically normal. We study
some examples of Picard functors of classical stacks. In an appendix, we review the
lisse-étale cohomology of abelian sheaves on an algebraic stack.
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1 Introduction

L’objet principal de cet article est l’étude du foncteur de Picard et du champ
de Picard d’un champ algébrique. Notre but est de généraliser au cas des champs
algébriques les résultats classiques valables dans le cadre des schémas, que l’on peut
trouver dans [31] ou [14].

Si X est un champ algébrique sur un schéma S, on appelle champ de Picard de
X , et l’on note Pic(X /S), le champ classifiant des faisceaux inversibles sur X ,
i.e. le champ dont la catégorie fibre en U est la catégorie des faisceaux inversibles
sur X ×S U . On définit aussi le foncteur de Picard relatif de la manière suivante. On
commence par définir un foncteur PX /S qui à tout U associe

PX /S(U ) = Pic(X ×S U )

Pic(U )
.

On note alors PicX /S (Zar) (resp. PicX /S (Ét),PicX /S (fppf)) le faisceau associé à PX /S

pour la topologie de Zariski (resp. étale, fppf)1. Nous démêlons dans la première partie
les liens étroits qui unissent les différents foncteurs de Picard et le champ de Picard.

La première question qui se pose est celle de l’algébricité du champ de Picard (donc
par 2.3.3 celle de la représentabilité du foncteur de Picard). Elle a été résolue par Aoki.

Théorème 1.1 Aoki [11, 5.1], [10] Si X est propre, plat et de présentation finie sur
S, alors le champ Pic(X /S) est un champ algébrique au sens d’Artin.

Cependant ce résultat apparaît comme un cas particulier d’un théorème plus géné-
ral et plus difficile. Aoki montre en effet dans [11] que si X et Y sont deux champs
algébriques, alors sous de bonnes hypothèses le champ H om (X ,Y ) est un champ
algébrique au sens d’Artin. La démonstration fait appel à un certain nombre de résul-
tats non triviaux concernant les déformations de morphismes d’espaces algébriques
[30], les déformations de morphismes représentables de champs algébriques [42], les
déformations de champs algébriques [9] et la théorie du complexe cotangent [30,34,
40]. Le cas du champ de Picard s’en déduit en prenant pour Y le champ BGm. Nous
en donnons au paragraphe 3.1 une preuve directe, plus rapide et plus concrète.

Nous traitons au paragraphe 3.2 la question de la quasi-séparation. Le résultat
principal est le suivant :

1 Lorsque nous parlerons du foncteur de Picard de X /S, il s’agira de PicX /S (fppf). Nous le noterons
PicX /S s’il n’y a pas d’ambiguïté.
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Foncteur de Picard d’un champ algébrique 543

Théorème 1.2 Soient S un schéma localement noethérien, et X un S-champ algé-
brique propre, plat, et cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors le champ de
Picard Pic(X /S) est quasi-séparé (donc est algébrique au sens de [34]).

Nous étudions ensuite la composante neutre du foncteur de Picard. Le résultat des
EGA sur la composante connexe des fibres le long d’une section [29, (15.6.5)] que
l’on utilise usuellement pour la définir ne s’applique pas tel quel lorsque PicX /S est
un espace algébrique. Notre premier travail a donc été de généraliser ce résultat au
cas des espaces algébriques afin de s’assurer que la construction habituelle fournirait
bien un sous-espace algébrique ouvert Pic0

X /S du foncteur de Picard.
Une fois la composante neutre définie, nous nous posons la question de sa propreté

sur S. Nous aboutissons au résultat suivant, qui généralise les résultats analogues pour
les schémas.

Théorème 1.3 Soit X un S-champ algébrique propre et plat. On suppose que X
est à fibres géométriquement normales et géométriquement intègres, et que Pic0

X /S
est un ouvert de PicX /S de type fini sur S. Alors PicX /S est un S-espace algébrique
séparé et Pic0

X /S est propre sur S.

Nous montrons d’abord le théorème sur un corps (cf. 4.3.1). La démonstration
repose sur une étude des Z-torseurs sur un champ normal : nous commençons par
montrer que si X est un champ algébrique localement noethérien et normal alors le
groupe H1(X ,Z) est trivial.

Enfin, nous illustrons le texte en étudiant le foncteur de Picard de quelques champs
algébriques classiques : l’espace de modules des courbes elliptiques, les espaces pro-
jectifs à poids, le champ des racines nièmes d’un faisceau inversible, et les courbes
tordues d’Abramovich et Vistoli.

Revue de la cohomologie lisse- étale
Le défaut de fonctorialité du topos lisse-étale des champs algébriques est main-

tenant bien connu : si f : X Y est un morphisme de champs algébriques,
le foncteur f −1 n’est pas toujours exact. Ceci a pour conséquence fâcheuse que la
« machine » SGA4 ne s’applique pas toujours et qu’il faut par conséquent travailler un
peu plus finement pour obtenir un certain nombre de propriétés d’apparence pourtant
élémentaire sur la cohomologie lisse-étale des champs algébriques. Ce travail a été fait
en grande partie par Olsson et Laszlo pour le cas des faisceaux quasi-cohérents (voir
[40]) ou des coefficients finis (voir [33]). Mais les faisceaux abéliens qui ne jouissent
pas d’une telle structure ont pour l’instant été laissés de côté.

Or le faisceau abélien que l’on rencontre le plus souvent lorsque l’on s’intéresse
au foncteur de Picard n’est pas quasi-cohérent : il s’agit de Gm. Nous avons donc été
amené à démontrer au fil de nos travaux diverses propriétés. Leur nombre croissant
nous a finalement conduit à les regrouper dans un chapitre à part. Cette annexe est donc
une sorte de « fourre-tout » cohomologique qui, bien loin de prétendre à l’exhaustivité,
se contente au contraire de répondre aux strictes exigences des autres chapitres. Nous
espérons tout de même que nous aurons ainsi contribué à combler une lacune de la
littérature existante.

Je remercie chaleureusement Laurent Moret-Bailly pour la patience et la dispo-
nibilité dont il a su faire preuve dans son travail de direction, et pour les relectures
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minutieuses de ma thèse, dont cet article est issu. Je remercie également le rapporteur
pour ses nombreuses remarques et corrections, qui ont incontestablement amélioré la
qualité de l’article.

Conventions

Suivant [34], sauf mention expresse du contraire, tous les champs algébriques
(a fortiori tous les schémas et tous les espaces algébriques) seront quasi-séparés.
Un champ « algébrique » non-quasi-séparé, i.e. un champ dont la diagonale est repré-
sentable et localement de type fini, et qui admet une présentation lisse, sera appelé
« champ algébrique au sens d’Artin ». Nous renvoyons aux annexes pour le formalisme
cohomologique. Nous signalons simplement que, sauf mention explicite du contraire,
nous travaillons toujours avec le site lisse-étale des champs algébriques.

2 Foncteurs de Picard et champ de Picard

2.1 Description cohomologique

Comme dans le cas des schémas, on peut calculer le groupe de Picard de X à l’aide
de la cohomologie de Gm. Rappelons tout d’abord le résultat de descente ci-dessous.

Proposition 2.1.1 [34, (13.5)] Soit f : Y X un morphisme fidèlement plat de
champs algébriques, que l’on suppose de plus quasi-compact ou localement de pré-
sentation finie. Alors la catégorie des faisceaux inversibles sur X est équivalente à la
catégorie Desc(Y ,X ) décrite de la manière suivante. Un objet est un couple (L , α)

où L est un faisceau inversible sur Y et α : p∗1L p∗2L est un isomorphisme tel
que, à des isomorphismes canoniques près, (p∗23α)◦(p∗12α) = p∗13α. Un morphisme de
(L , α) vers (M , β) est un morphisme γ : L M tel que (p∗2γ )◦α = β ◦(p∗1γ ).
Proposition 2.1.2 Soit X un S-champ algébrique. Alors :

PicX � H1(X ,Gm),

où H1(X ,Gm) est le premier groupe de cohomologie du faisceau Gm sur X muni
de la topologie lisse-étale calculé au sens des foncteurs dérivés.

Démonstration. Soit T X une présentation de X . On reprend ici les notations
de l’annexe A.2 qui précèdent le théorème A.2.1. On considère en particulier le premier
groupe de cohomologie « à la Čech » associé à cette présentation :

Ȟ1(H0(T •,Gm)) = Ker (p∗23 − p∗13 + p∗12)

Im (p∗1 − p∗2)
.

Se donner un 1-cocycle de Čech à valeurs dans Gm revient à se donner une donnée de
descente sur OT , et deux telles données de descente g1, g2 définissent le même élé-
ment dans Ȟ1(H0(T •,Gm)) si et seulement si (OT , g1) et (OT , g2) sont isomorphes
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Foncteur de Picard d’un champ algébrique 545

dans la catégorie des faisceaux inversibles sur T munis d’une donnée de descente
relativement à T X . Compte tenu de l’équivalence 2.1.1 entre cette catégorie et
la catégorie des faisceaux inversibles sur X , le groupe Ȟ1(H0(T •,Gm)) s’identifie
à l’ensemble des classes d’isomorphie de faisceaux inversibles sur X dont l’image
inverse sur T est isomorphe à OT , donc au groupe Ker (Pic(X ) Pic(T )). De plus
cet isomorphisme est fonctoriel en T . En passant à la limite inductive, on obtient un
isomorphisme

lim−→ Ȟ1(H0(T •,Gm)) � PicX ,

où la limite inductive est prise sur l’ensemble des présentations lisses T X de
X . On dispose par ailleurs de la suite exacte en bas degrés associée à la suite spectrale
de descente A.2.1 :

0 Ȟ1(H0(T •,Gm)) H1(X ,Gm) Ȟ0(H1(T •,Gm)).

Cette suite exacte étant fonctorielle en T , on voit que les injections des Ȟ1(H0(T •,
Gm)) dans H1(X ,Gm) induisent un morphisme injectif de lim−→ Ȟ1(H0(T •,Gm))

dans H1(X ,Gm). Pour conclure, il ne reste plus qu’à montrer, vu la suite exacte
en bas degrés ci-dessus, que pour tout x ∈ H1(X ,Gm), il existe une présentation
T X telle que l’image de x dans H1(T,Gm) soit nulle. C’est un exercice facile
laissé au lecteur. ��

On peut calculer les groupes de Picard relatifs à l’aide des images directes supé-
rieures de Gm.

Proposition 2.1.3 Soit X un S-champ algébrique. On note f : X S le mor-
phisme structural. Alors pour tout S-schéma T :

PicX /S (Ét)(T ) � H0(T, R1 fT ∗Gm)

PicX /S (fppf)(T ) � H0
pl(T, R1 f pl

T∗Gm).

Démonstration. D’après la proposition A.2.5, la restriction au site étale de T du
faisceau R1 fT∗Gm est le faisceau étale associé à

U H1(XT ×T U,Gm) = Pic(XT ×T U ) .

Donc (R1 fT∗Gm)ét = PicXT /T (Ét) et en particulier

H0(T, R1 fT∗Gm) = PicXT /T (Ét)(T ) = PicX /S (Ét)(T ).

On obtient la seconde assertion en appliquant exactement le même raisonnement pour
la topologie fppf. On utilise B.1.4 au lieu de A.2.5. Le groupe H1

pl(XT ×T U,Gm) est
isomorphe à Pic(XT ×T U ) par B.2.5. ��
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2.2 Comparaison entre les différents foncteurs de Picard

Remarque 2.2.1 On peut d’ores et déjà comparer les groupes de sections des dif-
férents foncteurs de Picard dans quelques cas particuliers grâce à la remarque de
topologie suivante. Supposons que U soit un S-schéma affine tel que, pour toute
famille couvrante (Ui U )i∈I pour une certaine topologie (Top), il existe un
indice i ∈ I tel que le morphisme Ui U ait une section. Alors le morphisme
Pic(X ×S U ) PicX /S (Top)(U ) est un isomorphisme. En particulier, si U est le
spectre d’un anneau local (resp. d’un anneau local strictement hensélien, d’un corps
algébriquement clos) alors PicX /S (Zar)(U ) (resp. PicX /S (Ét)(U ), PicX /S (fppf)(U ))
s’identifie à Pic(X ×S U ).

La notion de morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro se généralise
sans difficultés aux champs algébriques.

Définition 2.2.2 On dit qu’un morphisme de champs algébriques f :X Y est
cohomologiquement plat en dimension zéro s’il est plat et si le morphisme

f � : OY f∗OX

est un isomorphisme universellement (en particulier X et Y ont alors les mêmes
sections globales).

Remarque 2.2.3 Attention, la notion de morphisme cohomologiquement plat en
dimension zéro apparaît de différentes manières dans la littérature. Par exemple dans
[14, 8.1, p. 206] ou dans [12, 7.2, p. 67], un morphisme de schémas f : X S est
dit cohomologiquement plat en dimension zéro si la formation de f∗OX commute au
changement de base. La définition adoptée ici est plus forte.

Remarque 2.2.4 Un morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro est sur-
jectif. En effet, pour tout point s : Spec k Y de Y , la fibre Xs de X au-dessus
de s est non vide puisque �(Xs,OXs ) est isomorphe à k. On en déduit que si S est un
schéma et f : X S un morphisme localement de présentation finie et cohomo-
logiquement plat en dimension zéro de S-champs algébriques alors f a une section
localement pour la topologie (fppf) sur S. En effet, soit S′ X une présentation
de X . Alors le morphisme S′ S est couvrant pour la topologie fppf, et il est clair
que le morphisme induit par f sur S′ a une section.

Remarque 2.2.5 La notion de platitude cohomologique est intimement liée à la conne-
xité des fibres géométriques. En effet si X est cohomologiquement plat en dimension
zéro sur Y , ses fibres sont géométriquement connexes. Réciproquement, dans le cas où
le morphisme f est propre et plat, il suffit que les fibres de X soient géométriquement
connexes et géométriquement réduites pour que X soit cohomologiquement plat en
dimension zéro sur Y (au moins lorsque Y est noethérien et réduit).

Le théorème suivant permet de comparer les différents foncteurs de Picard d’un
champ algébrique. Il généralise [31, 2.5].

123



Foncteur de Picard d’un champ algébrique 547

Théorème 2.2.6 Soit f :X S un S-champ algébrique cohomologiquement plat
en dimension zéro. Alors les morphismes naturels

PX /S
i1

PicX /S (Zar)
i2

PicX /S (Ét)

sont injectifs, et le morphisme naturel

PicX /S (Ét) PicX /S (fppf)

est un isomorphisme. Si de plus f a une section localement pour la topologie de
Zariski, alors i2 est un isomorphisme. Enfin si f a une section, i1 est lui aussi un
isomorphisme.

Démonstration. Soit T un S-schéma. La suite spectrale de Leray

H p(T, Rq fT∗Gm)⇒ H p+q(XT ,Gm)

induit la suite exacte longue en bas degrés suivante :

0 H1(T, fT∗Gm) H1(XT ,Gm) H0(T, R1 fT∗Gm)

H2(T, fT∗Gm) H2(XT ,Gm)

(où tous les calculs sont effectués pour la topologie lisse-étale sur le champ algébrique
considéré. En particulier lorsqu’il s’agit d’un schéma, cela revient d’après A.1.6
à calculer sa cohomologie pour la topologie étale.) Le morphisme f étant coho-
mologiquement plat en dimension zéro, on a fT∗Gm = Gm. D’après les propriétés
précédentes, le début de la suite exacte ci-dessus fournit la suite exacte :

0 Pic(T ) Pic(XT ) PicX /S (Ét)(T )

ce qui montre que le morphisme naturel PX /S PicX /S (Ét) est injectif. Il en
résulte, d’une part, que le morphisme naturel PX /S PicX /S (Zar) est injectif, et
d’autre part, en appliquant le foncteur « faisceau associé pour la topologie de Zariski »,
que le morphisme naturel PicX /S (Zar) PicX /S (Ét) est injectif.

Dans le cas où f a une section, le morphisme induit par f de H2(T, fT∗Gm) vers
H2(XT ,Gm) a une rétraction, donc il est injectif. Mais alors la flèche de
H0(T, R1 fT∗Gm) vers H2(T, fT∗Gm) est nulle, et donc H1(XT ,Gm) H0

(T, R1 fT∗Gm) est surjectif, d’où une suite exacte courte :

0 Pic(T ) Pic(XT ) PicX /S (Ét)(T ) 0

ce qui montre que i1 et i2 sont des isomorphismes.
L’avant-dernière assertion en découle immédiatement puisque la question de savoir

si i2 est un isomorphisme est locale pour la topologie de Zariski.
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Il nous reste à montrer que PicX /S (Ét) PicX /S (fppf) est un isomorphisme. On
a un diagramme commutatif dans lequel les lignes sont les suites exactes de bas degré
associées aux suites spectrales de Leray pour la cohomologie lisse-étale et pour la
cohomologie fppf :

H1(T,Gm) H1(XT ,Gm) H0(T, R1 fT∗Gm) H2(T,Gm) H2(XT ,Gm)

H1
pl(T,Gm) H1

pl(XT ,Gm) H0
pl(T, R1 f pl

T∗Gm) H2
pl(T,Gm) H2

pl(XT ,Gm).

Le diagramme ci-dessus tient compte du fait que, par platitude cohomologique,
fT∗Gm = Gm et f pl

T∗Gm = Gm. Comme Gm est un groupe lisse sur la base, le
théorème B.2.5 nous dit que les deux flèches verticales de gauche et les deux flèches
verticales de droite sont des isomorphismes. D’après le lemme des 5, celle du mi-
lieu en est un aussi. Or d’après 2.1.3 cette flèche est précisément le morphisme
PicX /S (Ét)(T ) PicX /S (fppf)(T ). ��

2.3 Le champ de Picard d’un champ algébrique

Avec l’apparition des champs, un nouvel objet « classifiant » pour les faisceaux
inversibles est venu s’ajouter aux cinq foncteurs précédents : le champ de Picard.
Il résulte aisément de 2.1.1 que le S-groupoïde Pic(X /S) défini en introduction
est bien un S-champ. De plus la formation de Pic(X /S) commute au change-
ment de base. Par ailleurs, en notant H om (X ,Y ) le S-champ dont la fibre en
U est la catégorie Hom(X ×S U,Y ×S U ), il est clair que Pic(X /S) est iso-
morphe à H om (X ,BGm). La proposition 2.3.3 et le corollaire 2.3.6 montrent
que dans le cas cohomologiquement plat, les questions de l’algébricité du champ
de Picard et de la représentabilité du foncteur de Picard sont essentiellement équiva-
lentes.

Remarque 2.3.1 La terminologie adoptée ici, qui semble s’imposer naturellement,
n’entre pas en conflit avec celle de [34, (14.4.2)], où l’on appelle «champ de Picard» un
champ muni d’un morphisme d’addition qui en fait une sorte de « champ en groupes ».
En effet, si X est un S-champ, le champ de Picard de X défini ci-dessus est bien un
champ de Picard au sens de [34, (14.4.2)], le 1-morphisme d’addition

+ :Pic(X /S)×S Pic(X /S) Pic(X /S)

étant donné par le produit tensoriel de faisceaux inversibles.

Le champ Pic(X /S) est muni d’un morphisme naturel vers le S-groupoïde asso-
cié au préfaisceau PX /S , défini sur Pic(X /S)U par le foncteur qui envoie un faisceau
inversible sur sa classe d’isomorphie dans PX /S(U ). On en déduit par composition
un morphisme naturel πét (resp. πfppf ) de Pic(X /S) vers le S-espace PicX /S (Ét)
(resp. PicX /S (fppf)). Il sera noté π lorsque PicX /S (Ét) et PicX /S (fppf) coïncident (par
exemple dans le cas cohomologiquement plat).
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Proposition 2.3.2 Le morphisme de S-champsπét (resp.πfppf) est une gerbe (resp. une
gerbe (fppf)), autrement dit c’est un épimorphisme étale (resp. fppf) et son morphisme
diagonal aussi.

Démonstration. Notons P le S-espace PicX /S (Ét) (resp. PicX /S (fppf)). Soient U ∈
ob (Aff/S) et x ∈ P(U ). Il existe par définition de P une famille couvrante (pour
la topologie considérée) dans (Aff/S), que l’on peut supposer réduite à un élément
(U ′ U ), et un élément l ∈ PX /S(U

′), tels que l’image de l dans P(U ′) soit égale
à x|U ′ . En d’autres termes il existe un faisceau inversible L dans Pic(X /S)U ′ dont
l’image dans P(U ′) est x|U ′ , ce qui montre que πét (resp. πfppf ) est un épimorphisme.
Ce n’est pas plus difficile pour le morphisme diagonal. ��
Proposition 2.3.3 Si f : X S est cohomologiquement plat, et si Pic(X /S)
est un champ algébrique (resp. algébrique au sens d’Artin), alors PicX /S est représen-
table par un S-espace algébrique (resp. algébrique au sens d’Artin), et le 1-morphisme
π :Pic(X /S) PicX /S est fidèlement plat et localement de présentation finie.

Démonstration. D’après le corollaire (10.8) de [34], il suffit de vérifier que pour
tout U ∈ ob (Aff/S) et pour tout faisceau inversible L sur X ×S U , le U -espace
algébrique en groupes Isom (L ,L ) est plat et localement de présentation finie. Or,
par platitude cohomologique, il est isomorphe à Gm. ��

Réciproquement, on peut essayer de déduire l’algébricité du champ de Picard de
celle du foncteur de Picard. Voyons comment. Le champ des faisceaux inversibles
sur S, c’est-à-dire le champ dont la catégorie fibre au-dessus d’un S-schéma U est
la catégorie des faisceaux inversibles sur U , s’identifie naturellement au champ BGm
sur S. Le foncteur « image inverse par f » induit donc un morphisme de S-champs
algébriques

BGm
f ∗

Pic(X /S).

De plus ce morphisme est un monomorphisme (i.e. les foncteurs f ∗U sont pleinement
fidèles) dès que f est cohomologiquement plat en dimension zéro. On a donc dans ce
cas une « suite exacte » de champs de Picard :

0 BGm
f ∗

Pic(X /S)
π

PicX /S 0 .

Autrement dit f ∗ est un monomorphisme, π est un épimorphisme, un objet de
Pic(X /S) est envoyé sur 0 par π si et seulement s’il provient de BGm, et tous
les morphismes sont compatibles aux morphismes d’addition des champs de Picard
considérés2. La proposition ci-dessous nous permet de déterminer quand cette suite
exacte est scindée.

2 Si f n’est pas cohomologiquement plat en dimension zéro, f ∗ n’est plus un monomorphisme, mais le
reste est presque vrai : il faut juste remplacer « provient » par « provient localement pour la topologie étale ».
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Proposition 2.3.4 Soit X un S-champ algébrique cohomologiquement plat en di-
mension zéro.

(i) Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) La suite exacte ci-dessus est scindée, autrement dit il existe un morphisme
s de PicX /S dans Pic(X /S) tel que π ◦ s soit égal à l’identité.

b) Il existe un isomorphisme de BGm×S PicX /S dans Pic(X /S) compatible
avec les projections sur PicX /S.

c) Il existe sur le S-champ (non nécessairement algébrique) X ×S PicX /S
un faisceau inversible « universel » P qui représente le foncteur PicX /S,
i.e. tel que pour tout U ∈ ob (Aff/S) et tout élément l de PicX /S(U ) on ait
l = [P|X×SU ] = π(P|X×SU ).

X ×S U

�

X ×S PicX /S

�

X

f

U
l

PicX /S S

(ii) Les propositions suivantes sont équivalentes :

d) Le morphisme naturel de PX /S dans PicX /S est un isomorphisme.

e) Il existe un élément de PX /S(PicX /S) (c’est-à-dire Hom(PicX /S, PX /S)

lorsque PicX /S n’est pas représentable) qui a pour image l’identité dans
PicX /S(PicX /S) (ou, ce qui revient au même, PX /S PicX /S a une
section).

(iii) Les conditions de (i) impliquent celles de (ii), et la réciproque est vraie si PicX /S
est représentable par un schéma. Toutes ces conditions sont vérifiées si le mor-
phisme structural f :X S a une section.

Démonstration. Les implications b⇒ a ⇒ e, c⇒ a et d ⇔ e sont évidentes.
Montrons que a) implique b). Soit s une section de π . On vérifie facilement que

le morphisme (M , l) �→ ( f ∗M ) ⊗ s(l) de BGm ×S PicX /S dans Pic(X /S) est
un isomorphisme. (On utilise ici la platitude cohomologique en dimension zéro.) Un
quasi-inverse est donné par le foncteur de Pic(X /S) vers BGm ×S PicX /S qui à
un faisceau inversible M associe le couple (M ⊗ s(π(M ))−1, π(M )), en identifiant
BGm à son image essentielle dans Pic(X /S).

Montrons maintenant que a) implique c)3. On se donne une section s de π et l’on va
construire un faisceau inversible P (au sens de [37]) sur le champ X ×S PicX /S . Il
faut donc construire pour tout S-schéma affine U et tout objet x de (X ×S PicX /S)U
un faisceau inversible P(x) sur U , et des isomorphismes de transition entre les P(x).
Soit x un objet de (X ×S PicX /S)U . On note l = fP ◦ x et tx la section de fU induite

3 C’est évident si PicX /S est représentable par un schéma ! Ce que l’on ne suppose pas ici. . .
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par x , comme dans le diagramme ci-dessous.

X ×S U

fU

X ×S PicX /S

fP �

X

f

U
l

x
tx

PicX /S S

On a un faisceau inversible s(l) sur X ×S U . On pose P(x) = t∗x s(l). Les isomor-
phismes de transition sont définis de manière évidente et l’on obtient ainsi un faisceau
inversible P sur X ×S PicX /S dont il ne reste plus qu’à montrer qu’il représente
PicX /S . Soit l un élément de PicX /S(U ). Il faut montrer que l = π(P|X×SU ). Il est
évident, vu la construction de P , que P|X×SU est isomorphe à s(l). Comme s est
une section de π , on a bien le résultat attendu.

Supposons que PicX /S soit représentable par un schéma et montrons que e)
implique c). Sous l’hypothèse e), il existe par définition du foncteur PX /S un faisceau
inversible P sur X ×S PicX /S qui induit l’élément identité de PicX /S(PicX /S). Il
est clair que P est universel.

Enfin dans le cas où f a une section σ , montrons que la condition b) est vérifiée.
Le morphisme f ∗ admet dans ce cas une rétraction σ ∗.

0 BGm
f ∗

Pic(X /S)

σ ∗

π
PicX /S 0 .

On vérifie alors facilement que le 1-morphisme M �→ (σ ∗M , π(M )) est un isomor-
phisme de Pic(X /S) dans BGm ×S PicX /S . ��
Remarque 2.3.5 On se donne à la fois une section σ de f et un faisceau inversible
universel P sur X ×S PicX /S (on ne suppose pas PicX /S représentable). Alors
l’isomorphisme BGm×S PicX /S Pic(X /S) induit par P est un quasi-inverse
de (σ ∗, π) si et seulement si σ ∗P est trivial. En particulier on obtient toujours un
quasi-inverse en « rigidifiant » P le long de σ , c’est-à-dire en remplaçant P par
P ⊗ ( f ∗σ ∗P)−1.

Corollaire 2.3.6 Soit X un S-champ algébrique localement de présentation finie
et cohomologiquement plat en dimension zéro. On suppose que le foncteur de Picard
PicX /S est représentable par un espace algébrique. Alors le champ de Picard
Pic(X /S) est algébrique.

Démonstration. Pour un S-champ, être algébrique est une condition locale pour la
topologie fppf. On peut donc supposer (2.2.4) que le morphisme de X dans S a une
section et il suffit d’appliquer la proposition précédente. ��

On peut donner une autre interprétation de l’équivalence entre b) et c).

Corollaire 2.3.7 Soitω l’élément du groupe H2(PicX /S,Gm) défini par la Gm-gerbe
Pic(X /S). Alorsω est une classe d’obstruction à l’existence d’un faisceau inversible
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universel sur X ×S PicX /S (au sens où un tel faisceau existe si et seulement si ω est
nul).

3 Représentabilité

3.1 Un champ algébrique au sens d’Artin

Nous donnons dans cette partie une démonstration directe, en termes de faisceaux
inversibles, du théorème d’Aoki cité en introduction.

Déformations de faisceaux inversibles
Commençons par une petite remarque d’algèbre que nous utiliserons abondamment

par la suite et que, par commodité, nous énonçons sous la forme d’un lemme.

Lemme 3.1.1 Soient A un anneau et I un idéal de carré nul de A. On note π la
projection canonique π : A A/I .

1) Le morphisme de groupes abéliens π× : A× (A/I )× induit par π est sur-
jectif.

2) L’application x �→ 1 + x induit un isomorphisme de groupes abéliens de I sur
Kerπ×. ��

Soit X un champ algébrique sur un schéma T et soit L un faisceau inversible sur
X . On considère une immersion fermée

i :X ˜X

définie par un idéal quasi-cohérent I de ˜X de carré nul.

Remarque 3.1.2 Si X et ˜X sont des champs de Deligne-Mumford, le morphisme
i induit une équivalence de sites entre les sites étales de X et de ˜X , ce qui permet
d’identifier les topos étales de X et de ˜X . Il est alors évident que la catégorie des
OX -modules quasi-cohérents est équivalente à la catégorie des O

˜X -modules quasi-
cohérents annulés par I . Lorsque l’on travaille avec des champs d’Artin (donc avec
leurs sites lisses-étales) il faut être plus prudent. En effet le foncteur naturel du site
lisse-étale de ˜X vers celui de X n’est même plus fidèle si bien que ces derniers ne
sont a priori pas équivalents. Cependant, la descente fidèlement plate des modules
quasi-cohérents (cf. par exemple [34, (13.5)]) nous permet encore d’identifier la caté-
gorie des OX -modules à la catégorie des O

˜X -modules annulés par I . En particulier,
l’idéal I peut être vu comme un OX -module. De plus si F est un faisceau abélien (non
nécessairement quasi-cohérent) sur X , alors d’après A.3.5 les groupes de cohomolo-
gie Hn(X ,F ) et Hn( ˜X , i∗F ) sont isomorphes. Ceci s’applique en particulier à I
(vu comme OX -module) et l’on en déduit que les groupes Hn(X , I ) et Hn( ˜X , I )
sont isomorphes.

On note Defm(L ) la catégorie des déformations de L à ˜X définie de la manière
suivante. Un objet de Defm(L ) est un couple ( ˜L , λ) où ˜L est un faisceau inversible
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sur ˜X et λ est un isomorphisme λ : i∗ ˜L
∼

L . Un morphisme de ( ˜L , λ) vers

( ˜M , µ) est un isomorphisme α : ˜L
∼

˜M tel que µ ◦ i∗α = λ. On note Defm(L )

l’ensemble des classes d’isomorphie de Defm(L ). Le théorème ci-dessous donne
une description de la catégorie des déformations de L à ˜X . Un petit calcul de com-
plexe cotangent (voir [15, lemme 3.2.3]) permet de le déduire du théorème analogue
démontré par Aoki pour les déformations de morphismes de champs algébriques
(cf. [11, 2.1]). Il est cependant nettement plus facile à obtenir que ce dernier, comme
nous pouvons le voir ci-dessous.

Théorème 3.1.3 (1) Il existe un élément ω ∈ H2(X , I ) dont l’annulation équivaut
à l’existence d’une déformation de L à ˜X .

(2) Si ω = 0, alors Defm(L ) est un torseur sous H1(X , I ).

(3) Si ( ˜L , λ) est une déformation de L , son groupe d’automorphismes est iso-
morphe à H0(X , I ).

Démonstration. Commençons par le troisième point. Par définition un automorphisme
de ( ˜L , λ) est un automorphisme ϕ de ˜L qui induit l’identité de i∗ ˜L . Autrement dit,
AutDefm(L )(

˜L , λ) est le noyau du morphisme Aut( ˜L ) Aut(L ) induit par i∗,
c’est-à-dire le noyau du morphisme

H0( ˜X ,O
˜X )×

(

H0( ˜X ,O
˜X )

H0( ˜X , I )

)×
.

D’après le lemme 3.1.1, 2), il est donc isomorphe à H0( ˜X , I ) via l’application x �→
1+ x .

Montrons maintenant que Defm(L ) est isomorphe à l’ensemble Pic[L ]( ˜X ) des
éléments de Pic( ˜X ) qui sont envoyés sur la classe [L ] de L dans Pic(X ). On a une
application naturelle φ : Defm(L ) Pic[L ]( ˜X ) qui à une déformation ( ˜L , λ)

associe la classe de ˜L dans Pic( ˜X ). Elle est clairement surjective. De plus si ( ˜L , λ)

et ( ˜M , µ) sont tels que [ ˜L ] = [ ˜M ], il existe un isomorphisme α : ˜L ˜M . On
va montrer que l’on peut choisir α de telle sorte que i∗α soit égal à µ−1 ◦ λ. Il suffit
pour cela de voir que Aut( ˜L ) Aut(i∗ ˜L ) est surjectif : il n’y aura plus alors qu’à
corriger α par un automorphisme convenablement choisi de ˜L . Or ce morphisme de
groupes s’identifie à Aut(O

˜X ) Aut(OX ), qui est surjectif en vertu de 3.1.1, 1).
Donc Defm(L ) est naturellement un torseur sous le noyau du morphisme

Pic( ˜X ) Pic(X ). Calculons ce noyau. On a une suite exacte de faisceaux quasi-
cohérents sur ˜X :

0 I O
˜X i∗OX 0.

Elle induit via l’application exponentielle (cf. 3.1.1) une suite exacte de faisceaux
abéliens sur ˜X :

0 I O×
˜X

i∗O×X 0.
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La suite exacte longue de cohomologie associée nous donne :

H1( ˜X , I ) H1( ˜X ,O×
˜X
) H1( ˜X , i∗O×X ) H2( ˜X , I ).

Or d’après 2.1.2, le groupe H1( ˜X ,O×
˜X
) est isomorphe à Pic( ˜X ). De plus le

lemme A.3.5 fourni en annexe montre que H1(˜X , i∗O×X)�H1(X ,O×X)�Pic(X ).
Montrons enfin que la première flèche de la suite exacte longue ci-dessus est injective.
Il suffit pour cela de voir que le morphisme H0( ˜X ,O×

˜X
) H0( ˜X , i∗O×X ) est

surjectif, ce qui résulte encore du lemme 3.1.1. On obtient donc la suite exacte

0 H1( ˜X , I ) Pic( ˜X ) Pic(X ) H2( ˜X , I ),

ce qui achève notre démonstration. ��

Remarque 3.1.4 Nous avons montré au passage que le noyau de Pic( ˜X ) Pic(X )

s’identifie à H1( ˜X , I ).

Nous pouvons maintenant utiliser le théorème [13, (5.3)] d’Artin pour (re)démontrer
le théorème 1.1.
Nouvelle démonstration du théorème 1.1 On note f le morphisme de X dans S et
P le champ Pic(X /S). Si A est un anneau sur S, on note P(A) la catégorie fibre
de P au-dessus de Spec A. On peut supposer que S est le spectre d’un anneau R.
On peut même supposer que R est de type fini sur Z grâce à la proposition (4.18) (ii)
de [34]. On vérifie une à une les conditions de [13, (5.3)].

• Présentation finie
Il faut montrer que si A est une limite inductive d’anneaux noethériens lim−→ Ai , alors

le foncteur

lim−→P(Ai ) P(A)

est une équivalence de catégories. Ceci résulte immédiatement de la proposition (4.18)
de [34] compte tenu du fait que P(A) s’identifie à HomA(XA,BGm) et que BGm
est de présentation finie. (Ici un indice comme XA désigne le changement de base
X ×S Spec A).

• Première condition de Schlessinger (appelée (S1’) dans [13, p. 168])
On se donne un carré cartésien d’anneaux noethériens

B ′

�

A′

p

B A
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où A′ est une extension infinitésimale de A. Il faut montrer que pour tout objet a de
P(A) le foncteur

Pa(B
′) Pa(A

′)×Pa(B)

est une équivalence de catégories, où pour tout anneau R′ sur A, Pa(R′) désigne
la catégorie des objets de P(R′) au-dessus de a avec les morphismes au-dessus de
l’identité de a. C’est une conséquence immédiate du théorème suivant.

Théorème 3.1.5 Si X est un champ algébrique plat sur S, le foncteur naturel

F(X ) : Inv (XB′) Inv (XA′)×Inv (XA)
Inv (XB).

est une équivalence de catégories (où Inv (X ) est la catégorie des faisceaux inversibles
sur X ).

Démonstration. Commençons par l’observation suivante. Soient U un S-champ
algébrique, U 1 un S-espace algébrique, et soit U 1 U un épimorphisme. On
note U 2 = U 1 ×U U 1 et U 3 = U 1 ×U U 1 ×U U 1. Alors la catégorie Inv (U ) est
équivalente à la catégorie Desc(U 1,U ) décrite dans 2.1.1. De plus la construction de
Desc(U 1,U ) commute aux produits fibrés de champs, de sorte que si les foncteurs
naturels F(Ui ) pour i = 1, 2, 3, sont des équivalences de catégories, il en est de même
du foncteur F(U ).

Revenons à la démonstration proprement dite du théorème 3.1.5.
Premier cas : X est un S-schéma affine Spec R′.

Alors l’assertion résulte du théorème [21, 2.2] et du lemme suivant.

Lemme 3.1.6 Si R′ est une R-algèbre plate, alors le carré obtenu par changement de
base

B ′ ⊗R R′ A′ ⊗R R′

pR′

B ⊗R R′ A ⊗R R′

est encore cartésien, et pR′ est surjectif. ��
2ème cas : X est un S-schéma qui est union disjointe de schémas affines.

On a X =∐

i Xi , où chaque Xi est affine. Alors Inv (X ) =∏

i Inv (Xi ) universelle-
ment, et l’assertion est vraie pour chacun des S-schémas Xi , donc il suffit de montrer
que les produits fibrés de catégories commutent aux produits arbitraires, ce qui est
purement formel et évident.

3ème cas : X est un schéma séparé.
Soit X l’union disjointe d’une famille d’ouverts affines recouvrant X . Alors X , X×X
X , et X ×X X ×X X sont unions disjointes de schémas affines, donc d’après la
remarque qui amorçait notre démonstration, l’assertion résulte du second cas.
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4ème cas : X est un S-schéma quelconque.
De même soit X la somme des ouverts d’un recouvrement affine de X . Alors les
schémas X , X ×X X et X ×X X ×X X sont séparés, donc il suffit d’appliquer le
troisième cas.

5ème cas : X est un S-espace algébrique.
On choisit un morphisme étale surjectif X X où X est un schéma. Alors X×X X
et X ×X X ×X X sont encore des schémas, de sorte que l’assertion résulte du cas
précédent.

6ème cas : X est un S-champ algébrique.
On choisit une présentation P : X X par un espace algébrique. Alors X ×X X
et X ×X X ×X X sont encore des espaces algébriques, donc le résultat se déduit du
cinquième cas. ��
• Seconde condition de Schlessinger (appelée (S2) dans [13, p. 168])
Soient A une R-algèbre noethérienne et M un A-module de type fini. On peut supposer,
et l’on suppose, A = R. On note A[M] l’extension infinitésimale de A par M . Si a
est un objet de P(A), on note

Da(M) =Pa(A[M])/ ∼ .

Il faut vérifier que Da(M) est un A-module de type fini. Or Da(M) n’est autre que
l’ensemble appelé Defm(a) ci-dessus, et l’on a vu que cet ensemble est naturelle-
ment un torseur sous H1( ˜X , I ), où ˜X désigne le produit fibré X ×S Spec A[M]. Il
suffit de vérifier que H1( ˜X , I ) est un A-module de type fini. On vérifie facilement

que l’idéal I qui définit l’extension infinitésimale X ˜X s’identifie à i∗ f ∗M .
D’après A.3.5 le module H1( ˜X , I ) est donc isomorphe à H1(X , f ∗M). L’assertion
résulte maintenant de la finitude de la cohomologie des faisceaux cohérents sur un
champ algébrique propre et localement noethérien [41, théorème (1.2)] , ou [20].

• Fin de la condition (1) du théorème [13, (5.3)]
Il faut vérifier que si a est un objet de P(A) et si M est un A-module de type fini,
alors l’ensemble Auta(M) des automorphismes infinitésimaux, défini par

Auta(M) := Ker (Auta(A[M]) Auta(A))

est un A-module de type fini. (Dans le membre de droite, Auta désigne le foncteur
des automorphismes de a. Auta(A[M]) est donc l’ensemble des automorphismes de
la déformation triviale ã de a, image de a par le morphisme P(A) P(A[M]).)
D’après le troisième point du théorème 3.1.3 ci-dessus, Auta(M) est naturellement
isomorphe à H0(X , f ∗M), qui est bien de type fini d’après le théorème de finitude
de Faltings-Olsson [41, (1.2)].

• Commutation aux limites projectives
Il faut vérifier que si A est un anneau noethérien local complet d’idéal maximal m,
alors le foncteur naturel

P(A) lim←−P(A/mn+1)
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est une équivalence de catégories. C’est une conséquence immédiate du théorème
[41, (1.4)] d’Olsson selon lequel le foncteur naturelCoh (X ) lim←−Coh (XA/mn+1)

est une équivalence.

• Conditions sur la théorie des déformations
Il faut vérifier que les modules Auta(M), Da(M) et Oa(M) (où Oa(M) doit être un
module dans lequel vit une classe d’obstruction à l’existence d’une déformation de
l’élément a à A[M], cf. [13, (2.6)]) vérifient les conditions (4.1) de [13], c’est-à-dire :

(i) qu’ils commutent à la localisation étale, i.e. si A B est étale alors
Autb(M ⊗A B) (où b est l’image de a) est isomorphe à Auta(M) ⊗A B, et
idem pour les autres ;

(ii) qu’ils sont compatibles aux limites projectives, i.e. si m est un idéal maximal
de A et si Â est le complété de A relativement à m, alors le morphisme naturel

Auta(M)⊗A Â lim←−Autan (M/m
n M)

est un isomorphisme, etc. . .

(iii) (constructibilité) Il existe un ouvert dense de points de type fini p ∈ Spec A
tels que

Auta(M)⊗A κ(p) Autap (M ⊗A κ(p))

soit un isomorphisme, etc. . .

Or d’après ce qui précède, ces modules s’identifient respectivement à H0(X , f ∗M),
H1(X , f ∗M) et H2(X , f ∗M). La condition (i) résulte de la proposition A.3.3. La
condition (ii) est une conséquence de [40] thm. 8.1.

Enfin pour la condition (iii), nous devons montrer que si A0 est une R-algèbre
intègre de type fini, il existe un ouvert non vide U de Spec A0 tel que pour tout point
fermé s dans U le κ(s)-espace vectoriel D(k,M ⊗A0 κ(s), ξ0s) soit isomorphe à
D(A0,M, ξ0) ⊗A0 κ(s). En d’autres termes on demande que pour un tel point s, le
morphisme canonique

Hq(XA0 , f ∗A0
M)⊗A0 κ(s) Hq(Xs, f ∗s (M ⊗A0 κ(s))) (1)

soit un isomorphisme (q = 0, 1 ou 2). Montrons d’abord qu’il existe un ouvert non
vide de Spec A0 sur lequel M est libre de rang fini. On note K le corps des fractions
de A0. Comme M est de type fini, MK est un K -espace vectoriel de dimension finie.
Soient (x1, . . . , xn) des éléments de M dont les images dans MK engendrent MK .
Soit (y1, . . . , yn) une famille génératrice de M . Il existe a0 ∈ A0 non nul tel que pour
tout j on puisse écrire y j comme combinaison linéaire des xi

a0
dans MK . Donc quitte à

localiser par a0 on peut supposer que la famille (x1, . . . , xn) engendre M . C’est alors
aussitôt une base de M . En effet, on a un morphisme surjectif ϕ : An M qui induit
un isomorphisme ϕK : An

K MK , et le morphisme de localisation An K n est
injectif puisque A est intègre, donc ϕ est aussi injectif. Maintenant, M est libre de
rang fini sur Spec A0, donc f ∗A0

M � (OX ×SSpec A0)
n est cohérent et plat sur Spec A0
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(car f est plat). Donc le résultat de Mumford ([38] paragraphe 5) généralisé par Aoki
aux champs algébriques [11, théorème A.1], s’applique et il existe un ouvert non vide
U de Spec A0 tel que, pour tout point s de U , le morphisme (1) ci-dessus soit un
isomorphisme.

• Quasi-séparation du morphisme diagonal
Soient A une R-algèbre de type fini et L un faisceau inversible sur XA. Soit ϕ
un automorphisme de L qui induit l’identité dans P(k) pour un ensemble dense
de points A k. Il faut montrer que ϕ est l’identité sur un ouvert non vide de
Spec A. Remarquons tout de suite qu’en fait, en lisant la preuve de [13] (5.3) (haut
de la page 184, voir aussi [12, p. 59, Sect. 2] et regarder la condition [3’](b) du
théorème 5.3 dans [12], p. 48), on voit qu’on peut supposer A intègre. Soit X X
une présentation de X , avec X affine d’anneau B. On note encore ϕ l’élément de
�(XA,OXA )

× correspondant à l’automorphisme ϕ. Il suffit clairement de montrer
que ϕ|X vaut 1. Notons b l’élément ϕ|X − 1 de B, et H l’ensemble des points p
de Spec A tels que bp = 0. Par hypothèse H est dense dans Spec A. Par ailleurs,
d’après [29] (9.4.6), H est constructible. Donc le point générique ξ de Spec A est dans
H et bξ = 0. Comme B est plat sur A, ceci prouve que b est nul. ��

3.2 Quasi-séparation et séparation

Nous montrons maintenant que, sous des hypothèses légèrement plus fortes
qu’en 1.1 (on suppose de plus X cohomologiquement plat en dimension zéro sur S),
le champ de Picard est algébrique au sens de [34], c’est-à-dire en un sens un peu
plus fort que celui d’Artin. La différence porte uniquement sur les conditions de fini-
tude imposées au morphisme diagonal : les champs algébriques de [34] sont supposés
quasi-séparés, autrement dit leur diagonale est quasi-compacte (et séparée). La ques-
tion de la quasi-séparation étant parfois délicate, nous proposons ci-dessous un critère
général de quasi-séparation, inspiré des techniques employées par Artin dans [12]. La
fin de cette section est consacrée à un critère de séparation pour le foncteur de Picard
(cf. 3.2.5).

Proposition 3.2.1 Soient S un schéma localement noethérien et X un S-champ
algébrique (au sens d’Artin) localement de présentation finie. On suppose que les
deux conditions suivantes sont remplies.

(i) Pour tout U ∈ ob (Aff/S) et tout x ∈ ob XU , le morphisme Aut(x) U est
quasi-compact et séparé.

(ii) Soit U ∈ ob (Aff/S) intègre, et soient x, y ∈ ob XU . On suppose qu’il existe un
ensemble dense de points t de U, tels qu’il existe une extension L(t) de κ(t) telle
que xL(t) � yL(t). Alors x et y sont isomorphes sur un ouvert dense de U.

Alors X est quasi-séparé (donc est algébrique au sens de [34]).

Démonstration. Soit U X ×S X une présentation de X ×S X , où U est
un schéma localement noethérien. Alors par descente fidèlement plate, pour montrer
que � :X X ×S X est quasi-compact, il suffit de montrer que le morphisme
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Foncteur de Picard d’un champ algébrique 559

obtenu par changement de base

I

�

U

(x,y)

X X ×S X

est quasi-compact. Comme c’est une question locale sur U , on peut supposer U affine.
Notons G le U -schéma en groupes Aut(y). L’action à gauche naturelle de G sur I

fait clairement de I U un pseudo-torseur 4 sous G. Par récurrence noethérienne
sur les fermés de U , on peut supposer que pour tout fermé strict F de U , I ×U F
est quasi-compact. Il suffit maintenant de trouver un ouvert non vide V de U tel que
I ×U V soit quasi-compact. En effet, si V est un tel ouvert, alors en notant F = U\V ,
l’espace algébrique I ′ = (I ×U V )

∐

(I ×U F) est quasi-compact, et le morphisme
I ′ I obtenu par changement de base à partir de V

∐

F U est surjectif, donc
I est quasi-compact.

Notons f le morphisme I U et Z = f (I ). Soit W un ouvert affine intègre
de Zréd. Alors le morphisme fW : I ×U W W est dominant, et la condition (ii)
signifie précisément que dans ce cas, quitte à choisir W plus petit, fW a une section.
Ceci prouve que I ×U W est un torseur trivial sous G, donc est quasi-compact. Ceci
étant, on peut écrire W = Zréd ∩ V = Zréd ×U V où V est un ouvert (non vide) de
U . On vérifie sans peine que le morphisme induit I ×U W I ×U V est surjectif
(c’est même un homéomorphisme), ce qui montre que I ×U V est quasi-compact, et
achève la démonstration.

Pour montrer que � est séparé, il faut montrer que pour tout diagramme comme
ci-dessus, le morphisme I U est séparé. En utilisant le critère valuatif [34] (A.3),
on peut supposer que U est le spectre d’un anneau de valuation discrète et il faut alors
montrer que deux sections quelconques de I U sont égales si et seulement si
elles sont égales sur la fibre générique. Or si I U a une section, I est isomorphe
au schéma Aut(x) pour un certain objet x de XU . Il est donc séparé par hypothèse.

��
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que le champ de Picard est quasi-

séparé (cf. 1.2). Ceci résulte immédiatement du critère ci-dessus et des lemmes 3.2.2
et 3.2.3 ci-dessous.

Lemme 3.2.2 Soient A un anneau intègre, T = Spec A, et f : X T un
T -champ algébrique propre, plat, de présentation finie, et cohomologiquement plat
en dimension zéro. Soit L un faisceau inversible sur X .

(i) Si A est un anneau local (en particulier si A est un anneau de valuation discrète),
de corps résiduel k et de corps des fractions K , alors L est trivial si et seulement
si Lk et LK le sont.

(ii) S’il existe un ensemble dense S de points de T tel que pour tout t ∈ S , Lt soit
trivial, alors il existe un ouvert non vide U de T tel que LU soit trivial.

4 Autrement dit la flèche I U est invariante sous G, et le morphisme naturel G × I I ×U I
est un isomorphisme.
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Démonstration. D’après l’annexe A de [11] les corollaires 1 et 2 du paragraphe 5
de [38] sont encore valables. Ils nous apprennent que la fonction

t �−→ d(t) := dimκ(t) H0(Xt ,Lt )

est semi-continue supérieurement, et que si elle est constante sur T , alors le morphisme
naturel

( f∗L )⊗OT κ(t) H0(Xt ,Lt )

est un isomorphisme pour tout t ∈ T . De plus en un point où Lt est trivial, on a
H0(Xt ,Lt ) = H0(Xt ,OXt ) � κ(t) par platitude cohomologique, donc d(t) = 1.

(i) Ici comme LK et Lk sont triviaux, la fonction d vaut 1 au point générique et au
point fermé, donc elle est constante égale à 1 sur T . D’après ce qui précède, on a en par-
ticulier un isomorphisme H0(T, f∗L )⊗A k = H0(X ,L )⊗A k H0(Xk,Lk).
Le faisceau Lk étant trivial, il a une section globale partout non nulle sur Xk . D’après
l’isomorphisme précédent, cette section provient d’une section globale s de L (comme
k est un quotient de A, les éléments de H0(X ,L )⊗A k peuvent tous s’écrire sous la
forme s ⊗ 1). Alors s est non nulle en tout point x de X d’image Spec k dans T . Or
l’ensemble C des points de X où s est nulle est un fermé de |X | (voir par exemple
[15, 2.1.2.2]). Comme f est propre, l’image de C est un fermé de T , qui de plus ne
contient pas le point fermé. Nécessairement C est vide, donc s est partout non nulle
et L est trivial [15, 2.1.2].

(ii) La fonction d étant semi-continue supérieurement, il existe un ouvert non vide
sur lequel elle est constante et quitte à remplacer T par cet ouvert, on peut supposer
qu’elle est constante. Dès lors pour tout t ∈ T le morphisme naturel

H0(X ,L )⊗A κ(t) H0(Xt ,Lt )

est un isomorphisme. Soit t ∈ S . Alors Lt est trivial donc il a une section globale
st ∈ H0(Xt ,Lt ) partout non nulle sur Xt . D’après l’isomorphisme précédent, elle
provient d’un élément du groupe H0(X ,L ) ⊗A κ(t) que l’on peut écrire sous la
forme s ⊗ ( 1

f ) où f ∈ A n’est pas dans l’idéal premier correspondant à t . Quitte
à remplacer T par D( f ), on peut supposer f = 1 et on a donc trouvé une section
s ∈ H0(X ,L ) dont la réduction st à Xt est partout non nulle.

Maintenant l’ensemble C des points de X où s est nulle est un fermé de |X |, et
son image est un fermé F de T , qui ne contient pas t . Son complémentaire U = T \F
est alors un ouvert non vide de T , et la section sU induite par s sur X ×T U est partout
non nulle sur X ×T U , de sorte que LU est trivial. ��
Lemme 3.2.3 Soit X un champ algébrique quasi-compact sur un corps k et soit L
un faisceau inversible sur X . On suppose que H0(X ,OX ) = k (par exemple X
cohomologiquement plat en dimension zéro) et qu’il existe une extension k′ de k telle
que Lk′ soit trivial. Alors L est trivial.

Démonstration. D’après A.3.3, le groupe H0(X ,L ) ⊗k k′ est isomorphe à
H0(Xk′ ,Lk′) (lui-même isomorphe à k′). On en déduit immédiatement que L est
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engendré par ses sections globales5. Il en est de même pour L −1. Soit x un point de
|X |. Il existe des sections globales s ∈ H0(X ,L ) et s′ ∈ H0(X ,L −1) non nulles
en x . Alors s ⊗ s′ ∈ H0(X ,OX ) est non nulle en x . Comme H0(X ,OX ) = k, on
en déduit que s ⊗ s′ est partout non nulle, donc s aussi, et L est trivial. ��
Corollaire 3.2.4 Soient S un schéma localement noethérien, et X un champ algé-
brique propre, plat et cohomologiquement plat sur S, alors le foncteur de Picard
PicX /S est un espace algébrique localement séparé.

Démonstration. Il faut montrer que le morphisme diagonal � de PicX /S est une
immersion quasi-compacte. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la quasi-
compacité résulte de 1.2. Pour montrer que� est une immersion, on peut appliquer le
critère valuatif d’Artin pour les immersion quasi-compactes, énoncé et démontré en
détail dans la thèse de l’auteur, cf. [15] 2.1.1.4. ��
Proposition 3.2.5 Soient S un schéma et X un S-champ algébrique propre, plat et
de présentation finie sur S. On suppose que les fibres de X sont géométriquement
normales et géométriquement intègres. Alors le foncteur de Picard PicX /S est un
espace algébrique séparé sur S.

Démonstration. D’après la remarque 2.2.5, X est cohomologiquement plat, donc on
sait déjà que PicX /S est un espace algébrique. On peut clairement supposer que X
a une section et que S est noethérien. Alors d’après le théorème 2.2.6, PicX /S est
donné par PicX /S(T ) = Pic(XT )/Pic(T ). En utilisant le critère valuatif [34] (A.3),
on peut supposer que S est le spectre d’un anneau de valuation discrète� (on notera K
son corps des fractions et U = Spec K ), et l’on est ramené à montrer qu’un faisceau
inversible L sur X qui est trivial sur la fibre générique XU est trivial. Vu que le
K -espace vectoriel �(XU ,L|XU

) est isomorphe à �(X ,L )⊗� K (A.3.3), il existe
une section globale l ∈ �(X ,L ) qui engendre L en tout point de XU . Notons η le
point générique de la fibre spéciale, et t une uniformisante de �.

Commençons par quelques considérations sur les présentations de X . Soit X =
Spec A un voisinage lisse affine de η tel que la fibre spéciale de X soit connexe (donc
intègre, puisqu’elle est aussi normale). L’idéal de A correspondant au point générique
de la fibre spéciale de X est t A. On notera A(t) l’anneau local en ce point. Vu que A
est plat sur �, il s’injecte dans A ⊗� K . On en déduit d’une part qu’il est réduit, et
d’autre part que t est non diviseur de zéro dans A. Il en résulte que A est intègre. En
particulier A(t) est un anneau de valuation discrète.

•Montrons que l’on peut choisir la section l de telle sorte qu’elle engendre L en η.
Si X = Spec A est un voisinage de η comme ci-dessus, on note n la valuation de l dans
A(t) (n ne dépend pas du choix de X ). Il suffit de montrer qu’il existe l ′ ∈ �(X ,L )

tel que l = tnl ′. Soit (Ui )i∈I un recouvrement lisse de X par des schémas affines
intègres, dont la fibre spéciale est intègre ou vide, et qui trivialisent L . On note Ai

l’anneau de Ui , et li l’élément de Ai induit par l (bien défini à un inversible près).

5 On dit qu’un faisceau inversible L sur X est engendré par ses sections globales si pour point x de |X |,
L admet une section globale non nulle en x .
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Que la fibre spéciale de Ui soit intègre ou bien vide, on vérifie facilement qu’il existe
un unique l ′i ∈ Ai tel que li = tnl ′i . Par unicité les l ′i se recollent, ce qui permet de
conclure.

•Montrons que L est trivial.
On note V l’ouvert de X où la section l est non nulle, et i l’immersion ouverte de V
dans X . Alors L|V est trivial. Nous allons montrer que les morphismes canoniques
L i∗(L|V ) et OX i∗OV sont des isomorphismes. C’est une question lo-
cale surX pour la topologie lisse, donc en considérant une présentationπ : X X
de X qui trivialise L , il suffit de montrer que OX j∗OV est un isomorphisme,
où j : V X est l’immersion ouverte induite par i . Par [28] 5.10.5, on est ramené
à montrer que tout point z de Z = X\V est de profondeur au moins 2 dans X , i.e. que
prof (OX,z) ≥ 2 pour tout z ∈ Z . Pour cette question, on peut clairement supposer
X affine, et même, vu les considérations ci-dessus, intègre et à fibre spéciale intègre.
C’est alors un exercice facile laissé au lecteur. ��
Remarque 3.2.6 En général, le champ de Picard Pic(X /S) n’est pas séparé. Par
exemple sous les hypothèses du théorème précédent, Pic(X /S) n’est jamais séparé
(essentiellement parce que Gm n’est pas propre).

Remarque 3.2.7 Il est vraisemblable que dans le théorème précédent, supposer les
fibres de X géométriquement normales soit superflu (cf. [14] 8.4 thm. 3).

4 Autour de l’élément neutre

4.1 Lissité et dimension

Soient k un corps, P un k-espace algébrique, et y : Spec k P un k-point de
P . Soit k[ε] = k[X ]/(X2). On note i l’immersion fermée de Spec k dans Spec k[ε],
et Ty P l’espace tangent à P en y.

Ty P = {ϕ : Spec k[ε] P | ϕ ◦ i = y}
Si f : X P est un morphisme de k-espaces algébriques, et si x est un k-point de
X , on note Tx f : Tx X T f (x)P le morphisme naturel ϕ �→ f ◦ ϕ.Nous rappelons
ci-dessous quelques résultats bien utiles.

Lemme 4.1.1 1) Soit f : X P un morphisme formellement lisse (resp. for-
mellement non ramifié, formellement étale) de k-espaces algébriques et soit x :
Spec k X un point k-rationnel de X. Alors Tx f : Tx X T f (x)P est sur-
jective (resp. injective, resp. un isomorphisme).

2) Soient X un k-espace algébrique localement de type fini, x un k-point de X, et L
une extension de k. On note X L le L-espace algébrique obtenu par changement
de base, et xL le point de X L induit par x. Alors le morphisme naturel

(Tx X)⊗k L TxL (X L)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Le point 1) résulte immédiatement des définitions. Pour le second
point, on se ramène par [32] II (6.4) au cas où X est un schéma affine d’anneau A.
L’assertion n’est maintenant plus qu’un exercice facile d’algèbre commutative (rédigé
en détail dans [15]). ��

Nous rappelons également le résultat suivant, valable aussi pour un espace algé-
brique puisqu’un espace algébrique en groupes sur un corps est toujours un schéma.

Proposition 4.1.2 [31, 5.13 et 5.14] Soient P un k-schéma en groupes localement de
type fini, et e le k-point neutre. Alors P a la même dimension en tout point. De plus cette
dimension est inférieure à dimk(Te P), et les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) dim P = dimk(Te P) ;

(ii) P est lisse en 0 ;

(iii) P est lisse.

Elles sont vérifiées lorsque k est de caractéristique nulle.

Théorème 4.1.3 Soient k un corps, S son spectre, et X un S-champ algébrique. On
note PicX /k le foncteur de Picard relatif PicX /S (Ét) et on suppose qu’il est représen-
table par un S-espace algébrique localement de type fini.
a) Alors l’espace tangent à l’origine est

T0PicX /k = H1(X ,OX ).

b) L’espace algébrique PicX /k a la même dimension en tout point. De plus cette
dimension est inférieure à dimk H1(X ,OX ), et il y a égalité si et seulement si PicX /k

est lisse à l’origine. Dans ce cas, PicX /k est lisse de dimension dimk H1(X ,OX )

partout. Il en est toujours ainsi lorsque k est de caractéristique nulle.

Démonstration. a) On note encore P = PicX /k . L’espace tangent à P en 0 est par
définition le noyau de P(k[ε]) P(k). On note ˜X = X ⊗k k[ε], et i l’injection
canonique de X dans ˜X . On voit facilement que l’idéal I sur ˜X de carré nul qui
définit X comme sous-champ fermé de ˜X est isomorphe à i∗OX . La remarque 3.1.4
montre alors que le noyau de Pic( ˜X ) → Pic(X ) s’identifie à H1( ˜X , i∗OX ). Or
d’après le lemme A.3.5, H1( ˜X , i∗OX ) est isomorphe à H1(X ,OX ). On a par
ailleurs un carré commutatif :

Pic( ˜X ) Pic(X )

P(k[ε]) P(k),

qui induit un morphisme entre les noyaux des flèches horizontales, et donc, d’après
ce qui précède, un morphisme v : H1(X ,OX ) T0 P . Montrons que v est un
isomorphisme. Remarquons tout d’abord que si k est algébriquement clos, les flèches
verticales du carré ci-dessus sont des isomorphismes en vertu de 2.2.1, de sorte que v
en est un aussi. Passons maintenant au cas général. Soit k une clôture algébrique de
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k. Le carré ci-dessus s’envoie alors sur le carré correspondant obtenu après extension
du corps de base à k. On en déduit en regardant les noyaux un carré commutatif de
k-espaces vectoriels :

H1(X ,OX )

v

H1(Xk,OXk
)

v

T0 P T0(Pk).

Il résulte du cas précédent que v est un isomorphisme. De plus d’après A.3.3 et 4.1.1 2),
v s’identifie à v ⊗k k. On en déduit que v est un isomorphisme. Pour b) il suffit
d’appliquer 4.1.2. ��

4.2 Construction de la composante neutre

On rappelle le résultat suivant concernant la composante neutre d’un k-schéma en
groupes localement de type fini.

Théorème 4.2.1 [31, 5.1] Soient k un corps et G un k-schéma en groupes localement
de type fini. Alors G est séparé. Soit G0 la composante connexe de l’élément neutre de
G. Alors G0 est un sous-schéma en groupes ouvert et fermé de G. Il est de type fini et
géométriquement irréductible. De plus, la formation de G0 commute aux extensions
du corps k.

Naturellement, tout ceci est valable pour le foncteur de Picard PicX /k dès qu’il
est représentable par un espace algébrique localement de type fini sur k. En effet,
c’est alors automatiquement un schéma en vertu d’un lemme d’Artin [12, lemme 4.2,
p. 43]. En particulier, c’est le cas dès que X est un champ algébrique propre et
cohomologiquement plat en dimension zéro sur k.

La notion de faisceaux inversibles algébriquement équivalents se généralise très
bien aux champs algébriques, et comme dans le cas des schémas elle permet de ca-
ractériser les k-points du foncteur de Picard qui sont dans la composante neutre.

Définition 4.2.2 ([31, 5.9]) Soit X un champ algébrique sur un corps k. Soient L
et N deux faisceaux inversibles sur X . On dit que L et N sont algébriquement
équivalents s’il existe une suite de k-schémas connexes de type fini T1, . . . , Tn , des
points géométriques si , ti de Ti (pour tout i) ayant tous le même corps, et un faisceau
inversible Mi sur X ×k Ti tels que

Ls1 �M1,s1 , M1,t1 �M2,s2 , . . . , Mn−1,tn−1 �Mn,sn , Mn,tn � Ntn

Théorème 4.2.3 ([31, 5.10]) Soit X un champ algébrique sur un corps k. On suppose
que PicX /k est représentable par un schéma localement de type fini. Soit L un
faisceau inversible sur X et soit λ le point correspondant de PicX /k . Alors L est
algébriquement équivalent à OX si et seulement si λ est dans la composante neutre
Pic0

X /k .
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Démonstration. On peut recopier telle quelle la démonstration qui accompagne
l’énoncé référencé ci-dessus. ��

Comme toujours, la définition de la composante neutre est plus délicate lorsque
la base n’est plus un corps, mais un schéma quelconque. En effet, on dispose, dans
chaque fibre PicXs/κ(s), d’un ouvert Pic0

Xs/κ(s)
. Mais il se pourrait très bien que la

réunion des Pic0
Xs/κ(s)

ne soit pas un ouvert de PicX /S . On peut tout de même définir a
priori la composante neutre comme sous-foncteur de PicX /S (voir la remarque 4.2.9).

Définition 4.2.4 Soient S un schéma et X un S-champ algébrique. On suppose que
le foncteur de Picard PicX /S est représentable par un espace algébrique localement
de type fini. On désigne alors par Pic0

X /S le sous-foncteur de PicX /S défini de la

manière suivante. Pour tout S-schéma S′ et pour tout ξ ∈ PicX /S(S
′), on dit que ξ

appartient à Pic0
X /S(S

′) si et seulement si pour tout point s′ de S′, l’élément ξ|s′ de

PicXs′/κ(s′)(κ(s
′)) est dans la composante neutre Pic0

Xs′/κ(s′)
(κ(s′)).

Remarque 4.2.5 Il est clair que Pic0
X /S est bien un sous-foncteur en groupes de

PicX /S . De plus, la formation de Pic0
X /S commute au changement de base. Par

ailleurs, si S est le spectre d’un corps k et si PicX /k est représentable par un schéma
en groupes localement de type fini, alors le sous-foncteur Pic0

X /k ainsi défini coïncide
avec le sous-foncteur ouvert défini par la composante connexe de l’élément neutre
dans PicX /k .

Les lemmes techniques qui suivent ont pour but de généraliser au cas des espaces
algébriques un résultat de Grothendieck sur les composantes connexes des fibres le
long d’une section (voir 4.2.8).

Lemme 4.2.6 Soient k un corps, X un k-schéma connexe localement de type fini, L
une extension de k et p la projection de X L dans X. Alors les fibres de p rencontrent
toutes les composantes connexes de X L . Autrement dit, pour toute composante connexe
U de X L, le morphisme induit p|U : U X est surjectif.

Démonstration. En dévissant l’extension, il suffit clairement de traiter le cas d’une
extension algébrique et le cas d’une extension transcendante pure. Dans le premier
cas, le morphisme Spec L Spec k est universellement ouvert ([28] 2.4.9) et uni-
versellement fermé ([25] 6.1.10). Si U est une composante connexe de X L , son image
p(U ) dans X est ouverte, fermée et non vide, donc c’est X tout entier.

Supposons maintenant l’extension L/k transcendante pure. Si � est une autre
extension de k, alors l’anneau L ⊗k � est intègre. Il en résulte que les fibres de p sont
géométriquement intègres. Notons (Xi )i∈I la famille des composantes connexes de
X L . Chaque Xi est une réunion de fibres, donc les p(Xi ) forment une partition de X ,
et ils sont ouverts puisque p est ouvert ([28] 2.4.9). Par connexité un seul d’entre eux
est non vide, donc X L est connexe. ��

Lemme 4.2.7 Soient V
e

X
f

S deux morphismes de schémas, avec f
localement de présentation finie. On note g = f ◦ e. Si s ∈ S, on note Xs la fibre
f −1(s) et X0

s (e) la réunion des composantes connexes de Xs qui rencontrent e(V ), et
l’on note X0(e) la réunion des X0

s (e). (On notera X0
s et X0 s’il n’y a pas d’ambiguïté).
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(i) Soitϕ : S′ S un morphisme de changement de base. On adopte les notations
du diagramme suivant :

V ′ e′

�

X ′
f ′

ϕ′ �

S′

ϕ

V
e

X
f

S

Alors X ′0 = ϕ′−1(X0).

Dans le cas où ϕ = g, le morphisme f ′ : X ′ S′ a une section σ . On note
C ′0s′ la composante connexe de σ(s′) dans X ′s′ pour tout s′ ∈ S′, et C ′0 la réunion
des C ′0s′ . Alors X0 = ϕ′(C ′0).

(ii) On suppose que f est universellement ouvert en tout point de X0, et que ses
fibres sont géométriquement réduites. On suppose de plus que l’on est dans l’un
des deux cas suivants :

a) g est universellement ouvert ;

b) e est une immersion ouverte.

Alors X0 est un ouvert de X.

Démonstration. (i) Pour la première assertion, on peut supposer que S et S′ sont des
spectres de corps. L’inclusion X ′0 ⊂ ϕ′−1(X0) est évidente. Réciproquement, soit
x ′ ∈ X ′ tel que x = ϕ′(x ′) appartienne à X0. Soit C la composante connexe de x dans
X . Par hypothèse il existe un point v ∈ V tel que e(v) ∈ C . Soit C ′ la composante
connexe de x ′ dans X ′. Alors par 4.2.6 on a ϕ′(C ′) = C , donc il existe x ′1 ∈ C ′ tel
que ϕ′(x ′1) = e(v). Clairement x ′1 est dans l’image de V ′, donc C ′ recontre e′(V ′) et
x ′ appartient à X ′0.

Pour la seconde assertion, on constate tout d’abord que, vu la construction de σ ,
σ(S′) est inclus dans e′(V ′) d’où l’on déduit immédiatement l’inclusion C ′0 ⊂ X ′0,
donc ϕ′(C ′0) ⊂ X0 grâce à la première assertion. Réciproquement, soit x ∈ X0. On
note s = f (x) et C la composante connexe de x dans Xs . Soit v ∈ V tel que e(v) ∈ C .
On considère le point s′ = v dans S′ = V . Alors ϕ(s′) = s. Soit C ′ la composante
connexe de σ(s′) dans X ′s′ . D’après 4.2.6, ϕ′(C ′) = C , ce qui prouve que x appartient
à ϕ′(C ′0).

(ii) On effectue le changement de base par g : V S. Avec les notations de (i),
C ′0 est un ouvert de X ′ par [29] (15.6.4). D’après (i), X0 est égal à ϕ′(C ′0). On en
déduit immédiatement que X0 est ouvert dans le cas a).

Dans le cas b), e est universellement ouvert et f l’est en tout point de e(V ), donc
on est ramené au cas a). ��
Lemme 4.2.8 Soient S un schéma et f : X S un S-espace algébrique loca-
lement de présentation finie, à fibres géométriquement réduites, muni d’une section
e : S X. Pour tout s appartenant à S, on note X0

s la composante connexe de e(s)
dans la fibre Xs. On note X0 la réunion des X0

s .

123



Foncteur de Picard d’un champ algébrique 567

(i) On suppose que f est universellement ouvert en tout point de X0 et que pour
tout s, X0

s est irréductible. Alors X0 est un ouvert de X.

(ii) On suppose que pour tout s, X0
s est géométriquement irréductible, et que la fonc-

tion s �→ dim(X0
s ) est localement constante sur S. Alors f est universellement

ouvert en tout point de X0. En particulier X0 est un ouvert de X.

Démonstration. (i) Soit π : X1 X une présentation de X . On note S1 le produit
fibré X1×X S, e1 la projection de S1 sur X1 et f1 le composé f ◦π . On applique alors
le lemme 4.2.7 au diagramme

S1
e1

X1
f1

S .

On vérifie facilement que π envoie X0
1(e1) dans X0. On en déduit, vu que π est étale,

que f1 est universellement ouvert en tout point de X0
1(e1). Il résulte alors de 4.2.7 (ii),

cas a) que X0
1(e1) est ouvert dans X1.

On note maintenant U = π(X0
1(e1)) (c’est un ouvert de X inclus dans X0) et

V1 = π−1(U ). Autrement dit V1 est le saturé de X0
1(e1) pour la relation d’équivalence

définie par π . On note alors W1 = X0
1(V1 ↪→ X1). En d’autres termes, W1 est le

sous-ensemble de X1 défini de la manière suivante : dans une fibre X1s au-dessus d’un
point s ∈ S, W1s est la réunion des composantes connexes de X1s qui rencontrent
V1. De même que précédemment on vérifie facilement que π(W1) est inclus dans
X0, si bien que f1 est universellement ouvert en tout point de W1. En appliquant le
Lemme 4.2.7 (ii), cas b) au diagramme

V1 X1
f1

S ,

on en déduit que W1 est un ouvert de X1. Il suffit donc de montrer que X0 est égal à
π(W1) pour conclure.

On peut pour cela supposer que S est le spectre d’un corps. De plus, π étant
surjectif, il suffit de montrer que π−1(X0) est inclus dans W1. Maintenant X0 est
un ouvert irréductible de X . Notons η son point générique. Vu la construction de
W1 à partir de V1, il suffit de montrer que V1 contient le point générique de toute
composante irréductible de π−1(X0). Or, π étant ouvert, il envoie nécéssairement
tous ces points génériques sur η d’après [27] (1.10.4). Comme V1 est saturé pour
la relation d’équivalence définie par π , il suffit de montrer qu’il contient le point
générique d’une composante irréductible de π−1(X0), ce qui est évident puisque c’en
est un ouvert non vide.

(ii) La formation de X0 commutant au changement de base, il suffit de montrer que
f est ouvert en tout point de X0. Comme f est localement de présentation finie, il
suffit de montrer que f est générisant en tout point de X0. Soient x ∈ X0 et s′ une
générisation de s = f (x). On note x ′ le point générique de X0

s′ . Il suffit maintenant

de montrer que X0
s est inclus dans X0

s′ .
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Or on a les inégalités :

dim(X0
s′) ≤ dime(s)(X0

s′ ∩ f −1(s)) ≤ dim(X0
s ).

La première résulte du théorème de semi-continuité de Chevalley ([29] (13.1.3)),

compte tenu du fait que X0
s′ est égal à X0

s′ ∩ f −1(s′). La seconde résulte du fait

que toute composante irréductible de X0
s′ ∩ f −1(s) contenant e(s) est nécessairement

incluse dans X0
s . Si l’on suppose de plus que la fonction t �→ dim(X0

t ) est localement

constante, alors les membres de gauche et de droite sont égaux, d’où dime(s)(X0
s′ ∩

f −1(s)) = dim(X0
s ). Maintenant soit Z une composante irréductible de X0

s′ ∩ f −1(s)
contenant e(s) et de dimension dim(X0

s ). Alors Z est nécessairement inclus dans X0
s ,

donc Z = X0
s puisqu’ils sont de irréductibles et de même dimension, d’où X0

s ⊂ X0
s′ .��

Remarque 4.2.9 Comme sous-foncteur de X , l’ouvert X0 est caractérisé par la pro-
priété suivante. Pour tout S-schéma T et pour tout ξ ∈ X (T ), ξ appartient à X0(T )
si et seulement si pour tout s ∈ S, le point ξs ∈ Xs(Ts) obtenu par changement de
base appartient à X0

s (Ts), autrement dit le morphisme correspondant Ts Xs se
factorise par X0

s . Notons aussi que la formation de X0 commute au changement de
base.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Proposition 4.2.10 Soient S un schéma et X un S-champ algébrique. On suppose que
le foncteur de Picard PicX /S est représentable par un espace algébrique localement
de présentation finie sur S et que les fibres PicXs/κ(s) sont géométriquement réduites.
On suppose de plus que l’une ou l’autre des hypothèses suivantes est vérifiée :

a) le morphisme PicX /S S est universellement ouvert en tout point de Pic0
X /S

(vrai par exemple s’il est plat) ;

b) la fonction s �→ dim(PicXs/κ(s)) est localement constante sur S (hypothèse véri-
fiée par exemple si PicX /S est lisse le long de la section unité).

Alors le morphisme naturel

Pic0
X /S PicX /S

est une immersion ouverte. De plus, Pic0
X /S est de type fini sur S.

Démonstration. Que Pic0
X /S soit un ouvert de PicX /S résulte immédiatement du

lemme 4.2.8. Pour la dernière assertion il suffit d’appliquer le lemme 4.2.12 ci-dessous.
��
Remarque 4.2.11 Le lecteur remarquera que dans 4.2.10, la condition b) implique en
fait la condition a) (4.2.8 (ii)).
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Lemme 4.2.12 Soient S un schéma et G un S-espace algébrique en groupes locale-
ment de type fini et à fibres connexes. Alors le morphisme σ : G S est quasi-
compact.

Démonstration. La question est locale sur S donc on peut supposer S quasi-compact.
Maintenant, l’image de la section neutre dans l’espace topologique sous-jacent à G
(munie de la topologie induite) est quasi-compacte, donc il existe un ouvert quasi-
compact U de G qui contient la section neutre. L’espace algébrique U ×S U est quasi-
compact (on rappelle que S est quasi-séparé) donc pour conclure il suffit de montrer
que le morphisme α : U ×S U G défini par α(g, h) = gh−1 est surjectif. On
peut supposer pour cela que S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Si h est
un k-point de G, alors les ouverts U et hU sont non vides, donc s’intersectent puisque
G est irréductible (4.2.1). Il existe donc un k-point g dans U tel que h−1g appartienne
à U . Alors α(U, h−1g) = Ug−1h est un voisinage ouvert de h. L’image de α contient
un ouvert qui contient tout k-point, donc elle est égale à G. ��
Exemple 4.2.13 Soit S un schéma de caractéristique zéro et soit X un S-champ
algébrique tel que la fonction s �→ dimκ(s) H1(Xs,OXs ) soit localement constante
(il est probable qu’un champ propre et lisse sur S vérifie cette condition, cf. [19] (5.5) (i)).
On suppose de plus que PicX /S est un espace algébrique localement de présentation
finie. Alors d’après 4.1.3, les hypothèses de 4.2.10 sont satisfaites.

4.3 Propreté de la composante neutre

Théorème 4.3.1 On suppose que X est un champ algébrique propre, géométrique-
ment normal et cohomologiquement plat en dimension zéro sur Spec k. Alors la com-
posante neutre Pic0

X /k du schéma de Picard est propre sur k.

Démonstration. Si k est une clôture algébrique de k alors le champ Xk obtenu par
changement de base est normal d’après [28] (6.7.7). Il vérifie clairement les autres
hypothèses du théorème donc par descente fidèlement plate on peut supposer le corps
k algébriquement clos.

Il suffit (cf. argumentaire de Kleiman au cours de la démonstration du théorème 5.4
de [31]) de montrer que tout morphisme de schémas de G vers PicX /k est constant,
avec G = Ga ou G = Gm. (En fait il suffirait même de le faire pour Gm puis-
qu’alors c’est aussi vrai pour G = Ga , mais cette restriction n’apporte pas grand-
chose.) En effet, il suffit de montrer que le réduit (Pic0

X /k)réd est propre, or ce der-
nier est lisse donc on peut lui appliquer le théorème de structure de Chevalley et
Rosenlicht (cf. par exemple [18], théorème 1.1). On en déduit que (Pic0

X /k)réd a un

sous-groupe algébrique linéaire H , fermé et distingué dans (Pic0
X /k)réd, tel que le

quotient (Pic0
X /k)réd/H soit une variété abélienne. Il suffit de montrer que H est tri-

vial. Le groupe H est commutatif donc résoluble. Il est dès lors triangulable d’après
le théorème de Lie-Kolchin. On en déduit que s’il était non trivial, il contiendrait
un sous-groupe isomorphe à Gm ou Ga (voir par exemple le livre de Springer [44],
lemme 6.3.4).
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Vu que X a une section, et vu que les groupes de Picard de Spec k et de G sont
triviaux, dire que tout morphisme de schémas de G vers PicX /k est constant revient
à dire, grâce au théorème 2.2.6, que le morphisme naturel

Pic(X ) Pic(X × G)

est un isomorphisme. (Les produits qui apparaissent dans cette démonstration sont des
produits au-dessus de Spec k.) La suite exacte des termes de bas degré associée à la
suite spectrale de Leray du morphisme p :X × G X s’écrit :

0 H1(X , p∗Gm) H1(X × G,Gm) H0(X , R1 p∗Gm).

Commençons par montrer que le faisceau R1 p∗Gm est nul. On sait d’après le calcul
des images directes supérieures effectué en annexe, que c’est le faisceau associé au
préfaisceau qui à tout ouvert lisse-étale (U, u) de X associe H1(U × G,Gm). Donc
il suffit de montrer que pour tout schéma affine U lisse sur X et pour tout ξ ∈
H1(U × G,Gm), il existe une famille couvrante étale V U telle que l’élément
ξ|V de H1(V ×G,Gm) soit nul. Mais pour démontrer ceci il suffit clairement de savoir
que le morphisme Pic(U ) Pic(U ×G) est surjectif. Nous sommes donc ramenés
à montrer que si U est un schéma affine normal (que l’on peut aussi supposer intègre,
vu que U est de toute manière somme disjointe finie de schémas intègres) sur Spec k,
alors Pic(U ×G) s’identifie à Pic(U ). Ce fait est démontré par Kleiman dans [31], au
cours de la démonstration du théorème (5.4).

Calculons maintenant le faisceau p∗Gm. Considérons d’abord le cas où G = Gm.
Nous allons montrer que p∗Gm s’identifie à Gm × Z. Il suffit bien évidemment de
vérifier que ces deux faisceaux coïncident sur le site Lis-ét(X ). Si U = Spec A
est un schéma affine lisse sur X , il est en particulier normal, donc somme disjointe
finie de schémas affines intègres, si bien que l’on peut supposer U intègre. Alors
Gm × Z(U ) = A× × Z. Par ailleurs, vu que p est représentable, on a

p∗Gm(U ) = Gm((X × G)×X U ) = Gm(U × G) = A[X, X−1]×.

Or lorsque A est intègre, il est clair que les éléments inversibles de l’anneau A[X, X−1]
sont les éléments de la forme aXn avec a ∈ A× et n ∈ Z. Dans le cas où G = Ga , le
lecteur vérifiera facilement que l’on trouve p∗Gm = Gm.

Or le groupe H1(X ,Z) est réduit à zéro d’après le théorème 4.3.2 ci-dessous. On
a alors, que G soit égal à Ga ou Gm,

H1(X , p∗Gm) = H1(X ,Gm) = Pic(X ),

ce qui, vu la suite exacte évoquée ci-dessus, fournit l’isomorphisme désiré. ��

Théorème 4.3.2 Soit X un champ algébrique localement noethérien et normal. Alors
le groupe H1(X ,Z) est nul.
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Nous allons pour cela montrer que tout Z-torseur sur X est trivial. Notre démarche
est fortement inspirée de l’étude des préschémas constants tordus quasi-isotriviaux
proposée dans SGA3 ([1] exposé X, paragraphe 5).

Lemme 4.3.3 Soit f : X Y un morphisme représentable de S-champs algé-
briques. Soit y un point de l’espace topologique |Y | sous-jacent à Y . Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour un représentant Spec K Y de y, le morphisme fK induit par chan-
gement de base de XK =X ×Y Spec K vers Spec K est fini.

(ii) Pour tout représentant Spec K Y de y, le morphisme fK est fini.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que fy : Xy y est fini, ou encore que Xy est
fini.

Démonstration. Il suffit clairement de montrer que si L est une extension de K et si
fL est fini, alors fK est fini. Or si fL est fini, XL est un schéma affine, et XK aussi par
descente fpqc pour les morphismes affines. Maintenant la descente fidèlement plate
pour les morphismes finis de schémas ([28] (2.7.1)) assure que fK est fini. ��

Le lemme suivant généralise le lemme 5.13 de [1], exposé X.

Lemme 4.3.4 Soit p : P X un morphisme représentable de S-champs algé-
briques, avec X localement noethérien. On suppose qu’il existe une présentation
X X de X telle que P = P ×X X soit une union disjointe de copies de X.
Soit C un sous-champ ouvert et fermé de P . Alors l’ensemble des points x de |X |
tels que Cx soit fini est ouvert et fermé dans |X |. Si on note U le sous-champ ouvert
et fermé que cet ensemble définit, le champ CU = C ×X U est fini sur U .

Démonstration. Notons C le sous-espace algébrique ouvert et fermé de P obtenu par
changement de base à partir de C . Les propriétés que l’on veut montrer sont clairement
de nature locale pour la topologie lisse sur X , donc il suffit de montrer qu’elles sont
vérifiées par C P X . Comme X est lui aussi localement noethérien, ses
composantes connexes sont ouvertes et fermées donc on peut supposer que X est un
schéma connexe. Dans ce cas, vu que P est une union disjointe de copies de X , le
sous-schéma ouvert et fermé C est lui-même l’union disjointe de certaines de ces
copies. Si elles sont en nombre fini alors C est fini sur X , sinon l’ensemble des points
x de X où Cx est fini est vide. ��
Démonstration du théorème 4.3.2 Nous allons utiliser la description du premier
groupe de cohomologie en termes de torseurs (cf. paragraphe A.3). Il suffit en vertu
de A.3.10 de montrer que tout Z-torseur sur X au sens de A.3.9 est trivial. Le cas
où X est le spectre d’un corps est bien connu et nous nous en servirons par la suite.
Remarquons tout d’abord que dans tous les champs algébriques (a fortiori tous les
schémas ou espaces algébriques) qui vont intervenir au cours de la démonstration,
les composantes connexes sont irréductibles. En effet, ils seront tous normaux et
localement noethériens car ce sont là des propriétés de nature locale pour la topologie
lisse. Notre affirmation résulte alors de la proposition 4.13 de [34].

Donnons-nous donc un Z-torseur surX , c’est-à-dire un morphisme p :P X
représentable et lisse muni d’une action de Z qui en fait un torseur (cf. A.3.9). Pour
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montrer que P est trivial, on peut supposer X connexe donc irréductible. Soit C une
composante connexe de P . Notons η le point générique de l’espace |X | sous-jacent
à X .
• La fibre générique Cη est finie.
Soit u : U X un morphisme lisse, où U est un schéma affine irréductible (donc
intègre, puisque U est normal). On note s le point générique de U et on adopte encore
les notations du diagramme suivant :

Cs

�

CU

�

C

Ps

�

PU

�

P

p

Spec κ(s) U
u

X .

Notons (Ci )i∈I les composantes connexes de CU et pour chaque i ∈ I notons ηi le
point générique de |Ci |. Notons enfin ξ le point générique de |C | et Spec K C l’un
de ses représentants. Pour tout i le morphisme de Ci vers C est lisse donc générisant
([34] (5.8)) si bien qu’il envoie le point ηi sur ξ . On en déduit (cf. par exemple
[34] (5.4) (iv)) que le champ Ci,K = Ci×C Spec K est non vide. Maintenant, les |Ci,K |
forment une partition ouverte de |CU,K |, où CU,K est le produit fibré CU ×C Spec K .
Or le champ

CU,K = U ×X Spec K

est quasi-compact car X est quasi-séparé donc les |Ci,K | sont en nombre fini et
finalement CU n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Par ailleurs, pour chaque i le morphisme naturel de Ci vers U est lui aussi générisant
donc il envoie ηi sur s. En particulier sa fibre générique est irréductible donc Cs

est une union finie d’irréductibles. Comme Ps est un Z-torseur sur un corps, il est
nécessairement trivial, donc Cs est une union disjointe finie de copies de Spec κ(s).
Or le morphisme de Spec κ(s) vers X est un représentant de η donc Cη est fini.

•Montrons que C est fini sur X .
D’après le lemme 4.3.4, l’ensemble des points x de |X | où Cx est fini est ouvert et
fermé dans |X |. Or il est non vide puisqu’il contient η, donc par connexité c’est |X |
tout entier. Le même lemme prouve alors que le morphisme de C vers X est fini.

•Montrons que C X est étale.
Il s’agit d’un morphisme fini. En particulier il est schématique. Notre assertion résulte
alors du fait qu’un morphisme fini et lisse de schémas est étale ([5] II 1.4).

•Montrons que C X est radiciel.
Supposons qu’il existe un corps K et un morphisme Spec K X tel que le schéma
CK obtenu par changement de base contienne au moins deux points x1 et x2. Notons
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c1 et c2 leurs images dans |C | ⊂ |P|. Soit n l’unique élément de Z\{0} tel que l’auto-
morphisme τn correspondant envoie x1 sur x2. On note encore τn l’automorphisme de
|P| qui correspond à n. Il est clair qu’il envoie c1 sur c2. Or τn(|C |) est un connexe
qui contient c2 donc il est inclus dans la composante connexe de c2, à savoir |C |. On
montre de même que τ−1

n (|C |) est inclus dans |C | donc τn induit un automorphisme
de |C | et tous les τ k

n (c1), k ∈ Z, sont dans |C |. Donc tous les τ k
n (x1) sont dans l’ouvert

CK de PK , ce qui contredit le fait qu’il est de type fini.

• Conclusion.
Le morphisme de C vers X est schématique, étale, radiciel et de type fini donc
par [5] I 5.1 c’est une immersion ouverte. De plus il est aussi fermé puisqu’il est fini
donc par connexité de X il est surjectif. Ceci prouve que c’est un isomorphisme, donc
le torseur P X est trivial. ��
Théorème 4.3.5 Soit X un S-champ algébrique. On suppose que PicX /S est repré-
sentable par un espace algébrique localement de présentation finie, que Pic0

X /S est
un ouvert de PicX /S et qu’il est de plus séparé et de type fini sur S. Alors l’ensemble
U des points s de S tels que Pic0

Xs/κ(s)
soit propre sur κ(s) est un ouvert de S. De

plus Pic0
X /S ×S U est propre sur U.

Démonstration. On note P l’espace algébrique Pic0
X /S et f son morphisme struc-

tural vers S. Des arguments standard de passage à la limite permettent de supposer
S noethérien. Il faut montrer que tout point s de S tel que Ps soit propre sur κ(s)
admet un voisinage ouvert U tel que le morphisme induit f −1(U ) U soit propre.
D’après [29] 8.10.5 (xii) (combiné avec le lemme de Chow pour les espaces algé-
briques), on peut supposer que S est le spectre d’un anneau local noethérien A, et il
faut montrer que f est propre dès que la fibre du point fermé l’est. Par un argument de
descente fidèlement plate, on peut même supposer A complet. Nous montrons d’abord
l’assertion suivante.
• Assertion : Si f : P S est un morphisme séparé et de type fini d’espaces al-
gébriques (où S est le spectre d’un anneau local noethérien complet) et si la fibre
spéciale de f est propre, alors P admet un sous-espace ouvert et fermé P0 qui est
propre sur S et qui contient la fibre spéciale.

On peut clairement supposer la fibre spéciale non vide. Commençons par traiter le
cas où P est irréductible. En utilisant le lemme de Chow pour les espaces algébriques
([32] IV 3.1), on peut trouver un schéma irréductible V et un morphisme surjectif et
projectif g de V vers P . Maintenant, vu que la fibre spéciale de P est propre, celle de
V l’est aussi. D’après [26] 5.5.2, on en déduit que V lui-même est propre sur S, ce qui
prouve que P est propre puisqu’il est déjà séparé et de type fini et que g est surjectif.

Supposons maintenant P connexe. On le décompose alors en composantes irréduc-
tibles P1, . . . , Pn . Soit Z la réunion des composantes qui rencontrent la fibre spéciale.
Chacune de ces composantes est propre d’après le cas précédent, si bien que Z est
propre. De plus, Z est non vide puisque la fibre spéciale est supposée non vide. Soit
F la réunion des autres composantes. Supposons F non vide. Alors F rencontre Z
puisque P est connexe, et le produit fibré Z ×P F est propre sur S. En particulier, son
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image est un fermé non vide de S, donc elle contient le point fermé. Ceci prouve que
F rencontre la fibre spéciale, ce qui est absurde. Donc F est vide et finalement P est
propre.

Pour prouver l’assertion dans le cas général, il suffit d’appliquer le résultat à chacune
des composantes connexes de P , puis de regrouper celles qui rencontrent la fibre
spéciale d’une part, et les autres d’autre part.

• Conclusion
D’après l’assertion précédente P s’écrit comme l’union disjointe d’un sous-espace
propre P0 et d’un sous-espace P1 qui s’envoie dans le complémentaire du point
fermé. Vu que S est connexe, l’image de la section neutre est entièrement contenue
dans P0. Mais comme par ailleurs les fibres de f sont connexes, le fait qu’elles ren-
contrent P0 montre qu’elles sont incluses dans P0, si bien que P1 est vide et que P est
propre. ��
Exemple 4.3.6 Sous réserve que l’on dispose pour les champs algébriques d’un ana-
logue de [19] 5.5, si S est de caractéristique zéro, et si X est un S-champ algébrique
propre, lisse et à fibres géométriquement connexes, alors PicX /S est un espace algé-
brique localement de présentation finie et séparé, et Pic0

X /S est un ouvert de PicX /S

qui est propre sur S (cf. 3.2.5, 4.2.13, 4.3.1 et 4.3.5).

5 Quelques exemples

5.1 Espace de module des courbes elliptiques

Soient S un schéma et M1,1,S le S-champ qui classifie les courbes elliptiques.
Mumford a calculé en 1965 le groupe de Picard de M1,1,S lorsque S est le spectre
d’un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Ce groupe est isomorphe à Z/12Z,
engendré par le fibré de Hodge λ défini de la manière suivante. Si t : T M1,1,S
est un T -point de M1,1,S correspondant à une courbe elliptique f : E T , la
restriction t∗λ est le faisceau inversible f∗�E/T . Fulton et Olsson généralisent ce
résultat dans [22]. Ils montrent que si la base S est réduite ou est un Z[ 12 ]-schéma,
alors le groupe Pic(M1,1,S) s’identifie à

Pic(A1
S)× Z/12Z(S).

On en déduit que le foncteur de Picard PicM1,1,S/S n’est pas représentable. En effet,
dans le cas contraire, le foncteur de Picard de la droite affine serait représentable,6 ce
que l’on sait être faux.

Fulton et Olsson calculent aussi le groupe de Picard de la compactification standard
M1,1,S de M1,1,S . Il est isomorphe à Z(S)×Pic(S). On en déduit immédiatement que
le foncteur de Picard de M1,1,S est représentable, isomorphe à Z, et que son champ
de Picard est isomorphe à Z× BGm.

6 au moins dans le cas où S est un Z[ 12 ]-schéma. Pour le cas général, on obtient aussi une contradiction
car pour montrer que Pic

A1
S/S n’est pas représentable, il suffit de considérer des schémas de base réduits.

123



Foncteur de Picard d’un champ algébrique 575

5.2 Espaces projectifs à poids

Définition 5.2.1 Soient n ≥ 1 et a0, . . . , an des entiers strictement positifs. Le groupe
Gm agit sur A

n+1
Z
\{0} par

λ · (x0, . . . , xn) = (λa0 x0, . . . , λ
an xn).

On note P(a0, . . . , an) le champ quotient [An+1
Z
\{0}/Gm] de A

n+1
Z
\{0} par cette

action, et on l’appelle espace projectif de poids (a0, . . . , an).

Nous allons voir que la théorie développée ci-dessus permet de retrouver très
rapidement le résultat de [39], à savoir que le champ de Picard de P(a0, . . . , an)

est isomorphe à Z× BGm. On note X = P(a0, . . . , an) et XT = X × T pour tout
schéma T . Il est bien connu que X est propre, plat et cohomologiquement plat sur
S = Spec Z, donc on sait déjà que PicX /S est représentable par un espace algébrique
localement séparé. De plus X S a une section donc son champ de Picard est
isomorphe à PicX /S × BGm et il suffit de voir que PicX /S est isomorphe à Z.

Lemme 5.2.2 Le morphisme PicX /S S est non ramifié.

Démonstration. Il est déjà localement de présentation finie. Il suffit donc de mon-
trer que pour tout schéma affine S′, tout sous-schéma fermé S′0 de S′ défini par un
idéal I de carré nul, et tout morphisme de S′ dans S, l’application canonique de
HomS(S′,PicX /S) dans HomS(S′0,PicX /S) est injective. On se donne un faisceau
inversible L sur XS′ dont la restriction L0 à XS′0 provient de la base S′0. Il faut
montrer que L provient de la base S′. Par hypothèse, L0 provient d’un faisceau B0
sur S′0, qui lui-même provient d’un faisceau inversible B sur S′ puisque H2(S′, I )
est nul (on utilise 3.1.3). Maintenant L et B|XS′

sont deux déformations de L0 à
XS′ . D’après le théorème 3.1.3, pour montrer qu’elles sont isomorphes il suffit de
montrer que le groupe H1(XS′ , I ) est nul. Or en considérant la suite exacte longue
de cohomologie associée à la suite exacte courte

0 I OXS′ i∗OXS′0
0,

on voit que le groupe H1(XS′ , I ) s’injecte dans H1(XS′ ,OXS′ ) donc il suffit d’ap-
pliquer le lemme suivant. ��
Lemme 5.2.3 Pour tout S′ affine, le groupe H1(XS′ ,OXS′ ) est nul.

Démonstration. Nous allons faire le calcul « à la Čech ». On considère la présen-
tation π : X = A

n+1
S′ \{0} XS′ de XS′ . La suite spectrale A.2.1 associée à ce

recouvrement induit la suite exacte longue en bas degrés (avec les notations de A.2.1):

0 Ȟ1(H0(X•,O•X )) H1(XS′ ,OXS′ ) Ȟ0(H1(X•,O•X ))
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Donc pour conclure il suffit de montrer que le groupe de gauche et le groupe de droite
sont nuls. En identifiant X×XS′ X à X×S′Gm et X×XS′ X×XS′ X à X×S′Gm×S′Gm,
le premier de ces groupes est l’homologie du complexe

H0(X,OX )
p∗1−p∗2

H0(X ×S′ Gm,OX×S′Gm )

p∗23−p∗13+p∗12
H0(X ×S′ Gm ×S′ Gm,OX×S′Gm×S′Gm )

où les morphismes pi : X ×S′ Gm X et pi j : X ×S′ Gm ×S′ Gm X ×S′ Gm
sont donnés par :

p1 : (x, g) �→ x

p2 : (x, g) �→ x .g

p12 : (x, g, h) �→ (x, g)

p13 : (x, g, h) �→ (x, gh)

p23 : (x, g, h) �→ (x .g, h)

Or les groupes H0(X), H0(X ×S′ Gm) et H0(X ×S′ Gm ×S′ Gm) s’identifient res-
pectivement à H0(An+1

S′ ), H0(An+1
S′ ×S′ Gm) et H0(An+1

S′ ×S′ Gm ×S′ Gm). On note

A l’anneau de S′ et A
n+1
S′ = Spec A[x0, . . . , xn] = Spec A[x]. On note aussi x y le

(n + 1)-uplet (x0 ya0 , . . . , xn yan ). Alors l’image de p∗1 − p∗2 s’identifie à l’ensemble
des polynômes de la forme P(x)− P(x y) dans A[x, y, y−1], où P ∈ A[x]. Le noyau
de p∗23− p∗13+ p∗12 s’identifie à l’ensemble des polynômes Q de A[x, y, y−1] vérifiant
l’équation

Q(x, yz) = Q(x, y)+ Q(x y, z).

On vérifie facilement qu’un tel polynôme est nécessairement dans A[x, y], puis qu’il
est égal à P(x) − P(x y) où P est donné par P(x) = Q(x, 0). Ceci montre que le
groupe de gauche dans la suite exacte longue considérée ci-dessus est nul. Le calcul
pour le groupe de droite est du même tonneau et laissé au lecteur. ��

Se donner un faisceau inversible sur XS revient à se donner un faisceau inversible
Gm-équivariant sur A

n+1
S \{0}, c’est-à-dire un faisceau inversible L sur A

n+1
S \{0} et

un élément de Gm(A
n+1
S \{0} × Gm) qui vérifie une certaine condition de cocycle.

Si d est un entier, l’élément λd de Gm(Gm) = Z[λ, λ−1]× définit un élément de
Gm(A

n+1
S \{0} × Gm) qui vérifie bien cette condition de cocycle. On note O(d) le

faisceau inversible ainsi construit sur XS . Alors l’application d �→ O(d) définit un
morphisme d’espaces algébriques

ϕ : Z PicX /S .

On va construire son inverse via le degré. Si S est le spectre d’un corps k un
calcul élémentaire montre que l’application de Z dans Pic(Xk) décrite ci-dessus est
un isomorphisme. Si L est un faisceau inversible sur Xk , on note deg(L ) l’entier
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correspondant à L . Maintenant si S est une base quelconque et L un faisceau in-
versible sur XS , on définit une fonction degL sur S à valeurs dans Z en associant à
chaque point s de S le degré du faisceau Ls sur Xκ(s). D’après 5.2.2, la diagonale
� : PicX /S PicX /S×S PicX /S est une immersion ouverte. On en déduit facile-
ment que degL est une fonction localement constante sur S. L’applicationL �→ degL
définit donc un morphisme de Pic(XS) dans Z(S), c’est-à-dire un morphisme de pré-
faisceaux de P dans le faisceau constant Z, où P est le préfaisceau S �→ Pic(XS). Par
propriété universelle du faisceau associé à un préfaisceau, on en déduit un morphisme
de faisceaux de PicX /S dans Z, dont il est clair qu’il est un inverse de ϕ.

5.3 Racine nième d’un faisceau inversible

Soient X un S-schéma et L un faisceau inversible sur X . Soit n un entier strictement
positif. On fabrique un champ [L 1

n ] à partir de ces données de la manière suivante.

Si U est un objet de (Aff/S), [L 1
n ]U est la catégorie des triplets (x,M , ϕ) où

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

x : U X est un élément de X (U )

M est un faisceau inversible sur U

ϕ :M⊗n x∗L est un isomorphisme de faisceaux inversibles.

On noteπ le morphisme canonique de [L 1
n ] dans X . Si U ∈ ob (Aff/S) et siα est un

objet de [L 1
n ]U , le foncteur A ut U (α) est représentable parµn . Plus généralement, si

α1, α2 sont deux objets de [L 1
n ]U , alors le foncteur Isom (α1, α2) est représentable

par un schéma fini sur U (localement ce schéma est de la forme Spec (A[X ]/(Xn−γ ))
où Spec A est un ouvert de U qui trivialise les objetsα1 etα2 et γ est un élément de A×).
En d’autres termes le morphisme diagonal �π est schématique et fini. En particulier

[L 1
n ] est un S-préchamp. Il est clair que c’est même un S-champ fppf. Siψ : Y X

est un morphisme de S-schémas, alors le S-champ [L 1
n ] ×X Y est canoniquement

1-isomorphe à [(ψ∗L )
1
n ].

Proposition 5.3.1 1) Le champ [L 1
n ] est une gerbe pour la topologie fppf sur X.

Si S est un Z[ 1n ]-schéma, alors [L 1
n ] est même une gerbe pour la topologie étale.

2) Si L a une racine nième sur X alors [L 1
n ] est canoniquement (une fois qu’on a fixé

un faisceau inversible M et un isomorphisme entre M⊗n et L ) 1-isomorphe au
champ classifiant (Bµn)fppf du groupe µn pour la topologie fppf. En particulier
c’est un champ algébrique ([34] (10.6) et (10.13.1)).

3) Le champ [L 1
n ] est algébrique.

Démonstration. 1) Il est clair que [L 1
n ] a des objets partout localement pour la

topologie de Zariski, donc π est un épimorphisme. Pour montrer que le morphisme
diagonal est un épimorphisme on est ramené à montrer que pour tout schéma affine
Spec A, tout élément de A× admet une racine nième localement pour la topologie
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considérée. Si γ ∈ A×, le morphisme de Spec A[X ]/(Xn − γ ) vers Spec A est une
famille couvrante pour la topologie fppf qui répond au problème posé. Si de plus n
est inversible alors c’est même une famille couvrante pour la topologie étale.

2) La donnée d’un faisceau inversible M sur X et d’un isomorphisme ϕ de M⊗n

vers L définit une section s : X [L 1
n ] du morphisme structural π . Donc la gerbe

fppf [L 1
n ] sur X est une gerbe neutre (au sens de [34] (3.20)). Le résultat découle

donc de l’analogue fppf de [34] (3.21).
3) résulte de 2) et du fait que L est localement trivial pour la topologie de Zariski.

��
Remarque 5.3.2 Si n est inversible, alors µn est étale et les champs (Bµn)fppf et Bµn

coïncident ([34] (9.6)). Dans ce cas ce sont des champs de Deligne-Mumford. Notons
que si n n’est pas inversible, alors µn n’est pas lisse, et le champ Bµn qui classifie les
µn-torseurs étales n’a aucune raison a priori d’être algébrique.

Remarque 5.3.3 On suppose que S est un Z[ 1n ]-schéma et que X est noethérien. Alors
π est propre, lisse, de présentation finie, et cohomologiquement plat en dimension

zéro. En particulier si X/S vérifie ces propriétés, le morphisme [L 1
n ] S les

vérifie aussi.

Calcul du groupe de Picard de [L 1
n ]

Lemme 5.3.4 Soient X un schéma et A un schéma en groupes commutatifs sur X. Soit
F un faisceau inversible sur une A-gerbe (fppf) π : X X. Il existe un unique
X-morphisme de schémas en groupes

χF : A Gm

tel que l’action naturelle de A sur F soit induite par χF et par la multiplication
F ×Gm F induite par la structure de OX -module de F , autrement dit tel que
le diagramme suivant soit commutatif :

A ×F

F

Gm ×F

Démonstration. Un faisceau inversible sur la gerbe X est la donnée, pour tout x ∈
ob XU , d’un faisceau inversible Fx sur U , et pour tout morphisme ϕ : x x ′ dans
X , d’un isomorphisme

LF (ϕ) : Fx π(ϕ)∗Fx ′

ces isomorphismes vérifiant de plus une condition de compatibilité évidente.
Construisons d’abord χF (U ) pour un U ∈ ob (Aff/X) sur lequel X a des objets.

Soit x ∈ ob XU et soit g ∈ A(U ). Via l’identification entre A(U ) et Aut(x), g corres-
pond à un automorphisme ϕ de x , et induit de ce fait un automorphisme LF (ϕ) de Fx .
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Cet automorphisme correspond à la multiplication par un unique élément de Gm(U ),
dont on vérifie facilement qu’il ne dépend pas du choix de x (en utilisant la condition
de compatibilité entre les LF (ϕ) et le fait que deux objets de XU sont localement
isomorphes pour la topologie fppf ). D’où le morphisme χF (U ) : A(U ) Gm(U ).
Il est clair, vu sa construction, que ce morphisme est déterminé de manière unique par
les actions naturelles de A et de Gm sur F . Étant donné que X a des objets par-
tout localement pour la topologie fppf, cette collection de morphismes se prolonge de
manière unique en un caractère χF de A vérifiant les propriétés annoncées. ��
Remarque 5.3.5 Si χ est un caractère fixé de A, un faisceau inversible F sur X est
un faisceau χ -tordu de degré d (au sens de Lieblich [35] 2.1.2.2) si et seulement si
χF = χd .

Propriétés 5.3.6 (1) La construction de χF est compatible au changement de base.

(2) Si F et G sont des faisceaux inversibles sur X , alors

χF⊗G = χF .χG .

(3) Un faisceau inversible F sur X provient de X si et seulement si χF est trivial.

Démonstration. Les deux premières propriétés sont évidentes. Montrons le dernier
point. Supposons tout d’abord que F soit isomorphe à un faisceau de la forme π∗M ,
où M est un faisceau inversible sur X . Il est clair que χF est égal à χπ∗M donc il
suffit de montrer que χπ∗M est trivial, c’est-à-dire que pour tout objet x de X et pour
tout automorphisme ϕ de x , l’automorphisme Lπ∗M (ϕ) de (π∗M )x est l’identité.
C’est évident par construction de l’image inverse.

Réciproquement, supposons χF trivial, i.e. supposons que pour tout objet x de X
et tout automorphisme ϕ de x , LF (ϕ) soit l’identité de Fx . Provenir de la base est
une question locale sur X pour la topologie fppf (voir par exemple le lemme 1.2.2.7
de [15]). On peut donc supposer que le morphisme structural π : X X a une
section s : X X .

On va alors montrer que F est isomorphe à π∗s∗F . Le faisceau π∗s∗F est celui
qui à tout objet x de X associe Fs(π(x)), les isomorphismes de changement de base
étant simplement les isomorphismes canoniques. Nous allons construire une collection
d’isomorphismes ρx de Fx dans Fs(π(x)) (pour chaque objet x de X ), compatibles
avec les LF (ϕ) et les Lπ∗s∗F (ϕ).

Si x et s(π(x)) sont isomorphes dans XU on choisit un isomorphisme ϕ de x
dans s(π(x)) et on pose ρx = LF (ϕ). Si ϕ1 et ϕ2 sont deux tels isomorphismes,
alors (ϕ2)

−1 ◦ ϕ1 est un automorphisme de x , donc d’après l’hypothèse sur F on a
LF ((ϕ2)

−1 ◦ ϕ1) = IdFx de sorte que ρx est bien défini et ne dépend pas du choix
de ϕ.

Dans le cas général, on sait que x et s(π(x)) sont localement isomorphes pour
la topologie fppf. Vu l’unicité dans la construction de ρx lorsque x est isomorphe
à s(π(x)), il est clair qu’il existe un unique isomorphisme ρx : Fx Fs(π(x))

compatible avec ceux construits dans le cas précédent. La collection de tous les ρx

ainsi construits répond au problème posé. ��
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Exemple 5.3.7 (groupe de Picard de BG) En utilisant cette construction, on retrouve
facilement le groupe de Picard du champ classifiant BG, où G est un X -schéma
en groupes abéliens. En effet, le morphisme structural π : BG X a une sec-
tion, donc π∗ : Pic(X) Pic(BG) a une rétraction et en particulier il est in-
jectif. D’après 5.3.6, l’application F �→ χF induit un morphisme de groupes de
Pic(BG) dans ̂G dont Pic(X) est le noyau. Ce morphisme est naturellement scindé :
si χ : G Gm est un caractère de G, on lui associe la classe du faisceau inversible
L (χ) construit de la manière suivante. Pour tout U ∈ ob (Aff/S) et tout G-torseur ˜U
on définit L (χ)

˜U comme étant le faisceau inversible correspondant au Gm-torseur
sur U obtenu à partir de ˜U par extension du groupe structural via le caractère χ . On
a donc une suite exacte courte scindée :

1 Pic(X) Pic(BG) ̂G 1

de sorte que Pic(BG) est naturellement isomorphe au produit Pic(X)× ̂G.

Dans le cas du champ [L 1
n ], on a un faisceau inversible « canonique », que nous

noterons�, défini par�α =M pour tout U ∈ ob (Aff/S) et tout objet α = (x,M , ϕ)

de [L 1
n ]U . Il est clair que le caractère χ� associé à � est simplement l’injection

canonique

χ : µn Gm.

En particulier, vu que χ n’est pas le caractère trivial, on peut en déduire que le
faisceau � ne provient pas de la base X ! On a enfin un isomorphisme canonique

� : �⊗n ∼
π∗L .

Proposition 5.3.8 On note l la classe du faisceau L dans Pic(X) et ω celle de �

dans Pic([L 1
n ]).

(1) Le morphisme π∗ : Pic(X) Pic([L 1
n ]) est injectif, et l’on a une suite exacte

courte :

1 Pic(X) Pic([L 1
n ]) µ̂n 1.

(2) Le groupe Pic([L 1
n ]) est isomorphe au quotient du groupe Pic(X)× H0(X,Z)

par le sous H0(X,Z)-module engendré par (l−1, n) (autrement dit par la relation
ωn = l).

Démonstration. La propriété 5.3.6 (2) montre que l’application F �→ χF induit

un morphisme de groupes de Pic([L 1
n ]) dans µ̂n . Il est clair que ce morphisme est

surjectif, vu que µ̂n est isomorphe au groupe H0(X,Z/nZ), engendré par l’injection
canonique χ : µn Gm, et que χ = χ�. La propriété 5.3.6 (3) montre que la suite

ci-dessus est exacte en Pic([L 1
n ]). Pour en finir avec le premier point il nous reste

donc juste à montrer l’injectivité de π∗.
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Soit N un faisceau inversible sur X et soit f un isomorphisme de π∗N dans
O[L 1

n ]. Il s’agit de montrer que N est trivial. L’isomorphisme f est donné par une

collection d’isomorphismes

( fα : (π∗N )α = x∗N ∼
(O[L 1

n ])α = OU )
α=(x,M ,ϕ)∈[L 1

n ]U .

En utilisant la condition de compatibilité vérifiée par les fα et la structure de gerbe de

[L 1
n ], on construit une famille compatible d’isomorphismes fx : x∗N ∼

OU

indexée par les x ∈ X (U ), U ∈ ob (Aff/S), qui définit donc un isomorphisme de N
dans OX .

Pour le point (2), notons G le quotient du groupe Pic(X) × H0(X,Z) par le sous
H0(X,Z)-module engendré par la relation ωn = l. On a clairement un morphisme de

G dans Pic([L 1
n ]) qui envoie (0, 1) sur ω. En utilisant les propriétés précédentes, et

le fait que µ̂n est isomorphe à H0(X,Z/nZ) et engendré par χ�, on vérifie facilement
que ce morphisme est un isomorphisme. ��
Exemple 5.3.9 Prenons pour X l’espace projectif P

k sur Spec Z. On fixe un entier

relatif l et on pose L = O(l). La proposition précédente permet de calculer Pic([L 1
n ])

pour tout n appartenant à N
∗. Par exemple si l = 1, on trouve 1

n Z. Si l est un multiple
de n, on est dans le cas où L a une racine nième et l’on trouve Z×Z/nZ. Dans le cas

général, le groupe Pic([L 1
n ]) est isomorphe (de manière non canonique) à d

n Z×Z/dZ

où d est le pgcd de n et l.

Foncteur de Picard relatif de [L 1
n ]/S

Notons X = [L 1
n ]. Pour tout schéma U sur S, on a une suite exacte courte :

1 Pic(X ×S U ) Pic(X ×S U ) H0(X ×S U,Z/nZ) 1.

En appliquant le foncteur « faisceau étale associé » elle induit une suite exacte de
faisceaux étales :

1 PicX/S
ϕ0

PicX /S
χ

f∗Z/nZ 1, (2)

où f désigne le morphisme structural de X dans S.

Remarque 5.3.10 Si L a une racine nième R, la suite exacte (2) est scindée par i �→
(ωr−1)i où r est la classe de R dans Pic(X), si bien que PicX /S s’identifie au produit
PicX/S ×S f∗Z/nZ.

Remarque 5.3.11 Le faisceau f∗Z/nZ n’est a priori pas représentable. En consé-
quence, dans le cas général, il ne suffit pas que PicX/S soit représentable pour que
PicX /S le soit, même lorsque la gerbe X est triviale. Cependant si f est universel-
lement ouvert, surjectif et à fibres géométriquement connexes (par exemple s’il est
localement de type fini et cohomologiquement plat), alors f∗Z/nZ = Z/nZ.
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On suppose maintenant que f∗Z/nZ coïncide avec Z/nZ et l’on considère le
produit PicX/S ×S Z de PicX/S par le groupe constant Z. On va voir que PicX /S est
isomorphe au quotient de PicX/S ×S Z par la relation ωn = l. On note H le sous-

groupe engendré par (l−1, n). En notant ϕi le morphisme composé PicX/S
ϕ0

PicX /S

µ
ωi

PicX /S (où µωi est la multiplication par ωi ) on définit donc un

morphisme

ϕ : PicX/S ×S Z PicX /S

dont il est clair qu’il est invariant sous H et universel pour cette propriété. Le fonc-
teur PicX /S s’identifie donc bien au quotient évoqué ci-dessus. On peut construire ce
quotient « à la main » comme suit (voir figure ci-dessous). Pour tout couple d’entiers
(i, k) on identifie les copies de PicX/S numéro i et i+nk via l’isomorphisme de trans-
lation µlk : (PicX/S)i+nk (PicX/S)i . La loi de groupe est induite naturellement
par celle de PicX/S et par la relation ωn = l. Ceci montre en particulier que si PicX/S

est représentable, alors PicX /S l’est aussi.7 On en déduit aussi que PicX/S et PicX /S
ont la même composante neutre.

Le foncteur de Picard de [L 1
n ]

Description du champ de Picard de [L 1
n ]

On a une « suite exacte » de champs de Picard :

1 Pic(X/S)
π∗

Pic(X /S)
χ

f∗Z/nZ 1. (3)

7 Mais bien sûr, on le savait déjà dans le cas où f est propre, plat et cohomologiquement plat en dimension
zéro.
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Autrement dit, π∗ est pleinement fidèle, χ est un épimorphisme, et si F est un
objet de Pic(X /S), il provient de Pic(X/S) si et seulement si son caractère χF
est nul. Tout ceci a déjà été prouvé. De même que précédemment, si l’on suppose que
f∗Z/nZ = Z/nZ, alors le champ Pic(X /S) s’identifie au champ obtenu à partir de
Pic(X/S)×S Z en recollant les copies numéro i et i + nk le long de l’isomorphisme
µlk : (Pic(X/S))i+nk (Pic(X/S))i pour tous i, k appartenant à Z. En particu-
lier il suffit dans ce cas que Pic(X/S) soit algébrique pour que Pic(X /S) le soit
aussi. Dans le cas où L a une racine nième R sur X , la suite exacte (3) est scindée et
Pic(X /S) s’identifie au produit Pic(X/S)×S f∗Z/nZ.

5.4 Courbes tordues d’Abramovich et Vistoli

Abramovich et Vistoli ont mis au jour dans [6–8] une classe de courbes « tordues »
qui apparaissent naturellement lorsque l’on cherche à compactifier certains espaces
de modules. Ces courbes sont des courbes nodales munies d’une « structure cham-
pêtre » supplémentaire aux points singuliers ou en certains points marqués. Nous nous
proposons de décrire le foncteur de Picard des courbes tordues lisses. Nous allons
voir que la structure supplémentaire modifie le foncteur de Picard de la courbe d’une
manière très analogue à ce que nous avons pu observer dans la section précédente.
Nous commençons par quelques rappels sur les courbes tordues.

Définition 5.4.1 ([8, 4.1.2] ou [43, 1.2]) Soit S un schéma. Une courbe tordue sur S est
un champ de Deligne-Mumford f : C S modéré,8 propre, plat et de présentation
finie sur S dont les fibres sont purement de dimension 1, géométriquement connexes
et ont au plus des singularités nodales, vérifiant de plus les propriétés suivantes :

1) Si π : C C est l’espace de modules grossier de C et si Clis est le lieu lisse
de C sur S, alors le sous-champ ouvert C ×C Clis est le lieu lisse de C sur S.

2) Pour tout point géométrique s S le morphisme induit Cs Cs est un
isomorphisme au-dessus d’un ouvert dense de Cs .

Une courbe tordue n-pointée est une courbe tordue munie d’une collection {�i }ni=1
de sous-champs fermés de C deux à deux disjoints tels que :

(i) Pour tout i , le sous-champ fermé �i est dans le lieu lisse de C .

(ii) Pour tout i , le morphisme �i C S est une gerbe étale sur S.

(iii) Si Cgén est l’ouvert complémentaire des �i dans Clis, alors Cgén est un schéma.

Remarque 5.4.2 D’après la proposition 4.1.1 de [8], l’espace de modules grossier C
est une courbe nodale propre et plate sur S, de présentation finie et à fibres géomé-
triquement connexes. Si de plus la courbe C est n-pointée, alors l’espace de modules
grossier Di du sous-champ fermé �i est naturellement un sous-schéma fermé de C ,
et le morphisme composé Di C S est un isomorphisme. Les Di définissent
donc des sections de C S qui en font une courbe nodale n-pointée au sens usuel.

8 Un champ algébrique C est dit modéré si pour tout corps algébriquement clos k et tout morphisme
x : Spec k C , le groupe AutC (x) est d’ordre inversible dans k.
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Théorème 5.4.3 ([8, 3.2.3] ou [43, 2.2]) Au voisinage (étale) d’un point marqué, la
courbe C S est de la forme [U/µr ] Spec A où U = Spec A[x] et où un
générateur de µr agit sur U par x �→ ξ.x avec ξ une racine primitive r ième de l’unité.

Au voisinage d’un nœud, la courbe C S est de la forme [U/µr ] Spec A
où U = Spec (A[x, y]/(xy− t)) pour un certain t ∈ A et où un générateur deµr agit
sur U par (x, y) �→ (ξ.x, ξ ′.y) avec ξ et ξ ′ des racines primitives r ièmes de l’unité.

Remarque 5.4.4 Si p ∈ C est un nœud fixé, et si ξ et ξ ′ sont les racines primitives
r ièmes de l’unité qui apparaissent ci-dessus, on dit que le nœud p est « balancé » si le
produit ξ.ξ ′ est égal à 1. On dit que la courbe C est balancée si tous ses nœuds sont
balancés. Signalons que si p n’est pas balancé, on a nécessairement t = 0 dans la
description locale ci-dessus. Autrement dit on ne peut pas faire disparaître le nœud en
déformant la courbe ([43, 2.2]).

Signalons qu’Olsson montre dans [43] que se donner une courbe tordue revient à se
donner une courbe nodale classique munie d’une certaine « structure logarithmique ».
Pour les courbes tordues lisses, Cadman donne une autre description, plus élémentaire.

Théorème 5.4.5 ([16, 2.2.4 et 4.1]) Se donner une courbe tordue (C , {�i }ni=1)

n-pointée lisse sur un schéma S noethérien et connexe est équivalent à se donner
une courbe n-pointée (C, {σi }ni=1) lisse sur S et un n-uplet −→r = (r1, . . . , rn) d’en-
tiers strictement positifs inversibles sur S. La courbe tordue C est alors isomorphe au
champ CD,

−→r défini de la manière suivante.
Chaque section σi définit un diviseur de Cartier effectif Di de C. On note sDi la

section canonique de O(Di ) qui s’annule sur Di . La collection des O(Di ) et des sDi

correspond à un morphisme C [An/Gn
m]. On note aussi θ−→r le morphisme de

[An/Gn
m] dans lui-même qui envoie un n-uplet de faisceaux inversibles (L1, . . . , Ln)

muni de sections (t1, . . . , tn) sur le n-uplet (Lr1
1 , . . . , Lrn

n ) muni de (tr1
1 , . . . , trn

n ). On
définit alors CD,

−→r comme étant le produit fibré

C ×[An/Gn
m],θ−→r [An/Gn

m].

Cadman décrit dans [16] les faisceaux inversibles sur une courbe tordue lisse sur
une base connexe et noethérienne (corollaire 3.2.1) : un faisceau inversible sur CD,

−→r
s’écrit de manière unique sous la forme π∗L ⊗∏n

i=1 T ⊗ki
i où π : C C est la

projection de C sur son espace de modules grossier, L est un faisceau inversible sur
C , Ti est le faisceau inversible OC (�i ) et ki est un entier compris entre 0 et ri − 1.
Il est clair que les hypothèses noethériennes ne sont pas essentielles pour ce résultat.
Par ailleurs on peut aussi supprimer l’hypothèse de connexité sur la base : il faut alors
remplacer les entiers ki par des fonctions localement constantes à valeurs dans Z. On
obtient ainsi le théorème suivant.

Théorème 5.4.6 [16, corollaire 3.2.1] Soient S un schéma, C une courbe lisse
n-pointée sur S,−→r un n-uplet d’entiers strictement positifs et CD,

−→r la courbe tordue
associée par la construction de Cadman. Soit L un faisceau inversible sur CD,

−→r .
Alors il existe un faisceau inversible L sur C et des fonctions localement constantes
ki appartenant à H0(S,Z) prenant leurs valeurs dans {0, . . . , ri − 1} tels que
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L � π∗L ⊗
n

∏

i=1

T ki
i .

De plus les fonctions ki sont uniques, L est unique à isomorphisme près, et T ri
i est

isomorphe à π∗O(Di ). ��
En particulier on a une suite exacte courte :

0 Pic(C) Pic(C )
n

∏

i=1

H0(S,Z/ri Z) 0.

Signalons que si S est le spectre d’un corps algébriquement clos, Chiodo ([17]) obtient
cette suite exacte d’une autre manière pour une courbe tordue quelconque.

Soit (C , {�i }ni=1) une courbe tordue n-pointée lisse sur une base S noethérienne et
connexe. D’après le théorème 5.4.5, C est isomorphe au champ CD,

−→r où C est l’espace
de modules grossier de C , −→r est un n-uplet d’entiers positifs et D = (D1, . . . , Dn)

est le n-uplet de diviseurs effectifs de Cartier de C correspondant aux �i . Pour tout
i le morphisme de Di vers S est un isomorphisme. On note Ti le faisceau OC (�i ).
Alors toutes ces données sont compatibles au changement de base. Plus précisément,
si T S est un morphisme de changement de base, le produit fibré C ×S T est
isomorphe au champ C ′

D′,−→r où C ′ (resp. D′i ) est le produit fibré C×S T (resp. Di×S T )

et D
′ = (D′1, . . . , D′n). De plus le faisceau inversible canonique T ′i n’est autre que

�∗Ti où � est la projection de C ′ sur C . En appliquant le théorème précédent à la
courbe C ′, on obtient pour tout T une suite exacte courte

0 Pic(C ×S T ) Pic(C ×S T )
n

∏

i=1

H0(T,Z/ri Z) 0.

En appliquant le foncteur « faisceau étale associé » elle induit une suite exacte courte
de faisceaux étales :

0 PicC/S PicC /S

n
∏

i=1

Z/ri Z 0.

Notons li la classe de OC (Di ) dans PicC/S(S) et ti la classe de Ti dans PicC /S(S).
On a dans PicC /S la relation tri

i = li . En procédant comme pour le cas du champ

[L 1
n ], on voit que le foncteur PicC /S s’identifie au foncteur quotient de PicC/S×S Z

n

par les relations tri
i = li (où par abus les t1, . . . , tn désignent aussi les générateurs

canoniques de Z
n). On peut construire ce quotient à la main comme suit. Le produit

PicC/S ×S Z
n est une union disjointe de copies de PicC/S indexées par les n-uplets

α = (α1, . . . , αn) appartenant à Z
n . Alors PicC /S est obtenu en identifiant pour tout α,

pour tout entier k appartenant à Z et pour tout entier i compris entre 1 et n, les copies
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(PicC/S)α et (PicC/S)(α1,...,αi+kri ,...,αn) via l’isomorphisme de multiplication par lk
i de

(PicC/S)(α1,...,αi+kri ,...,αn) dans (PicC/S)α. La loi de groupe est évidente.

Remarque 5.4.7 Si l’on ne tient pas compte de la structure de groupe, on voit que
PicC /S s’identifie à une union disjointe de r1 . . . rn copies de PicC/S . En particulier la
composante neutre de PicC /S est la même que celle de PicC/S . Autrement dit, le mor-

phisme de PicC/S vers PicC /S induit un isomorphisme naturel : Pic0
C/S

∼
Pic0

C /S .

Remarque 5.4.8 Pour décrire le champ de Picard de C /S, on commence par remarquer
que l’on a une suite exacte9 de champs de Picard :

1 Pic(C/S)
π∗

Pic(C /S)
n

∏

i=1

Z/ri Z 0.

De la même manière que pour le foncteur de Picard, le champ Pic(C /S) s’identifie
au quotient de Pic(C/S) ×S Z

n par les relations tri
i = li (où les ti désignent les

générateurs canoniques de Z
n). En particulier, si l’on oublie la structure de groupe,

Pic(C /S) s’identifie à une union disjointe de r1 . . . rn copies de Pic(C/S).

Annexes

Ainsi qu’il a été dit en introduction, la présente annexe rassemble les résultats
relatifs à la cohomologie des faisceaux sur les champs algébriques nécessaires au texte
principal. Pour éviter que cet article ne devienne démesurément long, les résultats
sont donnés ici sans démonstration. On pourra trouver ces dernières, ainsi que des
commentaires plus fournis, dans la thèse [15] de l’auteur. Voici en résumé la liste des
sujets qui y sont abordés.

Dans la première section, nous rappelons les définitions de base et nous vérifions que
sur un champ de Deligne-Mumford, les groupes de cohomologie lisse-étale coïncident
avec les groupes de cohomologie étale. Puis nous introduisons un nouveau site, le site
lisse-lisse champêtre, dont les objets sont les morphismes représentables et lisses
U X de champs algébriques. Il définit le même topos que le site lisse-étale
mais présente au moins deux avantages : il se comporte mieux vis-à-vis des images
directes et il a un objet final.

C’est au départ la nécessité de disposer de techniques de descente cohomologique à
la Deligne-Saint-Donat qui a motivé le travail du premier paragraphe de la section A.2.
Nous avions en particulier besoin d’un analogue pour les champs algébriques de la
suite spectrale de descente relative à un morphisme lisse et surjectif de schémas.
Il s’est finalement avéré que l’introduction du site lisse-lisse champêtre rendait ce
résultat presque trivial (voir proposition A.2.1). Nous décrivons ensuite une classe de
faisceaux acycliques adaptée aux particularités du site lisse-étale. Ces faisceaux « Llc-
acycliques » nous sont surtout utiles pour obtenir la suite spectrale de Leray relative

9 en un sens analogue à celui donné dans le dernier paragraphe de 5.3.
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à un morphisme de champs algébriques (thm. A.2.8). Nous montrons aussi que les
images directes supérieures d’un faisceau lisse-étale abélien peuvent être calculées
comme l’on imagine (cf. prop. A.2.5).

Le premier paragraphe de la section A.3 est consacré au changement de base plat.
Le second aux extensions infinitésimales. Il est d’usage, lorsque i : X ˜X est une
extension infinitésimale, d’identifier les catégories de faisceaux Zariski sur X et sur ˜X .
Ceci est tout à fait légitime puisque X et ˜X ont le même espace topologique sous-jacent.
Mieux : le foncteur qui à un ouvert étale ˜U de ˜X associe l’ouvert étale ˜U ×

˜X X de X
définit une équivalence entre les sites étales de ˜X et de X , ce qui permet d’identifier
aussi les faisceaux étales. Il faut faire nettement plus attention avec la topologie lisse-
étale. On peut en effet vérifier facilement que le foncteur ci-dessus n’est même pas
fidèle. Heureusement, on peut tout de même identifier les groupes de cohomologie des
faisceaux abéliens sur X et sur ˜X via le foncteur i∗ (cf. A.3.5). Cette section contient
également un résultat analogue pour les images directes supérieures. Nous donnons un
résultat de descente pour les champs algébriques, puis nous décrivons les torseurs du
topos lisse-étale et montrons que, dans le cas particulier d’un groupe lisse sur la base
S, le H1 au sens des foncteurs dérivés coïncide avec le groupe des classes de torseurs.

La section B est dévolue à la cohomologie plate sur les champs algébriques. Nous
donnons principalement deux résultats. D’une part la suite spectrale qui relie la coho-
mologie plate à la cohomologie lisse-étale, et d’autre part la généralisation aux champs
algébriques du théorème de Grothendieck suivant lequel dans le cas d’un groupe lisse,
la cohomologie plate coïncide avec la cohomologie étale (cf. [2], exposé VI, para-
graphe 11).

A Cohomologie lisse-étale sur les champs algébriques

A.1 Topos lisse-étale et cohomologie des faisceaux

Rappelons brièvement, pour la commodité du lecteur, la définition du site lisse-étale
d’un champ algébrique donnée au chapitre 12 de [34].

Définition A.1.1 [34, 12.1] Soit X un S-champ algébrique. On appelle site lisse-
étale de X et on note Lis-ét(X ) le site défini comme suit.

Les ouverts lisses-étales de X sont les couples (U, u) où U est un S-espace algé-
brique et u : U X un morphisme représentable et lisse. Une flèche entre deux
tels ouverts (U, u) et (V, v) est un couple (ϕ, α) faisant 2-commuter le diagramme
suivant :

U
ϕ

u
α ⇒

V

v

X

Une famille couvrante de (U, u) est une collection de morphismes

((ϕi , αi ) : (Ui , ui ) (U, u))i∈I
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telle que le 1-morphisme d’espaces algébriques

∐

i∈I

ϕi :
∐

i∈I

Ui U

soit étale et surjectif.
Le site étale de X , noté Ét(X ), est la sous-catégorie pleine de Lis-ét(X ) dont

les objets sont les couples (U, u) où u est un morphisme étale, munie de la topologie
induite par celle de Lis-ét(X ).

On notera OX le faisceau structural de X défini de manière évidente. Si A est un
faisceau d’anneaux sur Lis-ét(X ), on notera ModA (X ) la catégorie des faisceaux
de A -modules sur le site lisse-étale de X , ou plus simplement Mod(X ) lorsque
A = OX . La catégorie des faisceaux abéliens sera notée Ab(X ). Les références
usuelles ([3] II (6.7) et [24] théorème (1.10.1)) permettent de vérifier que la catégo-
rie ModA (X ) est une catégorie abélienne avec suffisamment d’objets injectifs. En
particulier il en est ainsi des catégories Mod(X ) et Ab(X ).

On rappelle que le foncteur « sections globales » est défini de la manière suivante.
Si F est un faisceau lisse-étale sur X , l’ensemble �(X ,F ) est l’ensemble des fa-
milles (s(U,u)) de sections de F sur les (U, u) ∈ ob Lis-ét(X ) qui sont compatibles
aux flèches de restriction en un sens évident (cf. [34] (12.5.3)). On vérifie immédiate-
ment que le foncteur �(X , .) : Ab(X ) Ab est exact à gauche. On définit alors
Hi (X , .) comme étant le ième foncteur dérivé à droite de �(X , .).

Il résulte maintenant de [4] V (3.5) que sur la catégorie Mod(X ), le foncteur
Hi (X , .) coïncide avec le ième foncteur dérivé à droite de�(X , .) :Mod(X ) Ab.

Lemme A.1.2 [15, A.1.1.5] Soit X un S-champ de Deligne-Mumford et soient F ,
G des faisceaux lisses-étales d’ensembles (resp. de groupes abéliens) sur X . On
suppose que F est cartésien (voir la définition dans [34] (12.3)). Alors l’application

Hom(F ,G ) Hom(Fét,Gét)

induite par le foncteur d’inclusion Ét(X ) Lis-ét(X ) est bijective.

Remarque A.1.3 Le résultat est faux si l’on ne suppose pas F cartésien. Il suffit de
considérer un faisceau lisse-étale abélien F non nul tel que Fét soit nul. Alors, dans
Hom(F ,F ) on a au moins deux éléments distincts, à savoir l’identité et le morphisme
nul, tandis que Hom(Fét,Fét) est réduit à zéro. Pour exhiber un tel faisceau, on peut
par exemple prendre X = Spec k, le spectre d’un corps, et poser F (U, u) = �U/k .

Corollaire A.1.4 [15, A.1.1.7] Soient X un S-champ de Deligne-Mumford et F un
faisceau lisse-étale sur X . Alors le morphisme canonique

�lis-ét(X ,F ) �ét(X ,F )

est un isomorphisme.
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Corollaire A.1.5 [15, A.1.1.8] Soit X un S-champ de Deligne-Mumford, et soit F
un objet injectif de la catégorie des faisceaux lisses-étales abéliens sur X . Alors
la restriction Fét de F au site étale de X est un objet injectif de la catégorie des
faisceaux étales abéliens.

Proposition A.1.6 [15, A.1.1.9] Soient X un S-champ de Deligne-Mumford et F ∈
Ab(X ) un faisceau lisse-étale abélien sur X . On note Fét la restriction de F au
site étale de X . Alors pour tout q ≥ 0 on a un isomorphisme canonique :

Hq
lis-ét(X ,F )

∼
Hq

ét(X ,Fét).

Fonctorialité du topos lisse- étale
Si f : X Y est un 1-morphisme de S-champs algébriques, on lui associe un

couple de foncteurs adjoints ( f −1, f∗) comme dans [34], (12.5). Comme on pourra
le lire bientôt dans la prochaine édition de [34], ou dès aujourd’hui dans [40], il serait
erroné de penser que le couple ( f −1, f∗) est toujours un morphisme de topos. Il peut
en effet arriver que le foncteur f −1 ne soit pas exact, même lorsque X et Y sont des
schémas. Pour s’en convaincre on consultera les références citées. C’est toutefois le
cas dès que f est lisse.

Le foncteur f∗: Ab(X ) Ab(Y ) est exact à gauche puisqu’il a un adjoint à
gauche. On peut donc définir les foncteurs dérivés Rq f∗ : Ab(X ) Ab(Y ).

Le site lisse- lisse champêtre d’un champ algébrique
Pour un certain nombre de considérations techniques, le site lisse-étale défini dans

[34] ne contient pas suffisamment d’ouverts pour être vraiment commode. En effet,
lorsque f n’est pas représentable, le foncteur f∗ n’est pas induit par une application
continue Lis-ét(X ) Lis-ét(Y ), ce qui pose problème par exemple lorsque l’on
essaye de calculer les foncteurs images directes supérieures Rq f∗ [voir le paragraphe
A.2]. C’est la raison pour laquelle nous introduisons un site un peu plus gros, qui
ne présentera plus les mêmes inconvénients. Nous démontrons ensuite (A.1.9) que le
topos qu’il définit est équivalent au topos lisse-étale. Le choix de la topologie lisse
plutôt qu’étale pour ce site est essentiellement dû au fait que pour la topologie étale, les
« ouverts lisses champêtres » ne sont pas toujours recouverts par un espace algébrique.

Soit X un S-champ algébrique. On définit la 2-catégorie des ouverts lisses cham-
pêtres de la manière suivante. Les objets sont les couples (U , u) où U est un S-champ
algébrique et u : U X est un morphisme représentable et lisse. Un 1-morphisme
entre deux tels ouverts (U , u) et (V , v) est un couple (ϕ, α) où ϕ : U V
est un 1-morphisme (automatiquement représentable !) de S-champs algébriques et
α : u ⇒ v ◦ ϕ est un 2-isomorphisme.

U
ϕ

u
α ⇒

V

v

X
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Si (ϕ, α) et (ψ, β) sont deux 1-morphismes de (U , u) dans (V , v), un 2-morphisme
entre (ϕ, α) et (ψ, β) est un 2-isomorphisme γ : ϕ ⇒ ψ tel que β = (v∗γ ) ◦ α.

Lemme A.1.7 [15, A.1.3.1] Soient (U , u) et (V , v) deux ouverts lisses champêtres.
Alors la catégorie des morphismes de (U , u) dans (V , v) est équivalente à une caté-
gorie discrète.

À l’avenir on identifiera Hom((U , u), (V , v)) à une catégorie discrète équivalente
et on parlera de l’ensemble des morphismes de (U , u) dans (V , v), et de la catégorie
des ouverts lisses champêtres. Il est clair que cette catégorie admet des produits fibrés.

Définition A.1.8 [15, A.1.3.2] On appelle site lisse-lisse champêtre, et on note
Llc(X ), la catégorie des ouverts lisses champêtres de X munie de la topologie
engendrée par la prétopologie pour laquelle les familles couvrantes sont les familles
de morphismes

((Ui , ui ) (U , u))i∈I

telles que le morphisme (automatiquement représentable)

∐

i∈I

ui :
∐

i∈I

Ui U

soit lisse et surjectif.

Proposition A.1.9 [15, A.1.3.3]

1) La topologie de Lis-ét(X ) est égale à la topologie engendrée par la prétopologie
dite lisse, pour laquelle les familles couvrantes sont les familles de morphismes
((Ui , ui ) (U, u))i∈I telles que le morphisme

∐

i∈I ui :∐i∈I Ui U soit
lisse et surjectif.

2) Le foncteur d’inclusion Lis-ét(X ) Llc(X ) induit une équivalence de topos
de la catégorie des faisceaux sur le site lisse-lisse champêtre vers la catégorie des
faisceaux sur Lis-ét(X ).

Remarque A.1.10 Notons XLlc le topos des faisceaux sur Llc(X ). Via l’équivalence
de topos ci-dessus, si f : X Y est un 1-morphisme de S-champs algébriques,
le foncteur f∗ est simplement donné par ( f∗F )(U , u) = F (X ×Y U , prX ) pour
tout ouvert lisse champêtre u: U Y de Y . Le foncteur « sections globales » est
quant à lui donné par �(X ,F ) = F (X , IdX ).

Remarque A.1.11 Si u : U X est un morphisme représentable et lisse de
S-champs algébriques, et si A est un anneau du topos XLlc, le foncteur

u∗ :
⎧

⎨

⎩

ModA (X ) −→ModA(U ,u)
(U )

F �−→F(U ,u)
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où F(U ,u) (resp. A(U ,u)) désigne la restriction de F (resp. A ) au site lisse-lisse
champêtre de U , commute aux limites projectives et inductives arbitraires. Il a donc un
adjoint à gauche u!, et de plus cet adjoint est exact (tout ceci résulte de [3, IV (11.3.1)]).
Par suite u∗ transforme les objets injectifs en objets injectifs (voir aussi [4, V (2.2])).

A.2 Suites spectrales

La suite spectrale relative à un recouvrement
Soit P : U 0 X un morphisme représentable, lisse et surjectif de S-champs

algébriques. On note

U 1 = U 0 ×X U 0

U 2 = U 0 ×X U 0 ×X U 0

...

U n = U 0 ×X · · · ×X U 0 (n + 1 fois)
...

Les U n forment avec les diagonales partielles et les projections un S-champ algébrique
simplicial muni d’une augmentation vers X :

. . . U n . . . U 2 U 1 U 0 X

Soit F un faisceau abélien sur le site lisse-étale de X . On note F i la restric-
tion de F au site lisse-étale de U i . On cherche alors à calculer la cohomologie de
F en fonction de la cohomologie des F i sur les U i . On peut associer au champ
algébrique simplicial ci-dessus un complexe de Čech de la manière suivante. Pour
n ≥ 2, on note p1...l̂...n , où la notation l̂ signifie que l’indice l est omis, la projection
U n−1 U n−2 qui « oublie » le facteur d’indice l de U n−1. Par exemple p1 et p2
désignent respectivement les première et seconde projections de U 0×X U 0 sur U 0.
On définit alors le complexe de Čech S(Hq) comme étant le complexe :

Hq(U 0,F 0)
d0

Hq(U 1,F 1)
d1 · · · Hq(U p,F p)

d p · · ·

avec

d0 = p∗2 − p∗1
d1 = p∗23 − p∗13 + p∗12

...

d p =
p+2
∑

l=1

(−1)l+1 p∗
1···l̂···(p+2)

.
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On désigne par Ȟ p(Hq(U •,F •)) l’homologie en degré p de ce complexe :

Ȟ p(Hq(U •,F •)) = Ker d p

Im d p−1 .

Le résultat suivant, qui donne la suite spectrale reliant la « cohomologie de Čech »
relativement à la famille couvrante P : U 0 X , à la cohomologie lisse-étale de
F sur X , est essentiellement trivial (cf. [15]). Il ne fait pas appel aux techniques de
descente cohomologique de Deligne présentées par Saint-Donat dans l’exposé V bis
de [4] : grâce à l’introduction du site lisse-lisse champêtre, il s’agit juste de la « suite
spectrale de Cartan–Leray relative à un recouvrement » [4, V (3.3)] .

Proposition A.2.1 Reprenons les hypothèses et notations précédentes. Il existe une
suite spectrale (fonctorielle) :

E p,q
2 = Ȟ p(Hq(U •,F •))⇒ H p+q(X ,F ).

Faisceaux acycliques
Soit f : X Y un morphisme de S-champs algébriques. Dans la mesure où

le couple de foncteurs adjoints ( f −1, f∗) n’est pas un morphisme de topos, il n’est
pas évident a priori que le foncteur f∗ transforme les faisceaux injectifs en faisceaux
injectifs. Il nous faudra pourtant montrer, pour obtenir la suite spectrale de Leray
relative à un morphisme de champs algébriques (cf. paragraphe A.2), que le foncteur
f∗ transforme les faisceaux injectifs en faisceaux acycliques pour le foncteur « sections
globales ». L’usage de faisceaux « flasques » en un certain sens va nous permettre de
résoudre ce problème. La principale difficulté réside dans le choix de la classe de
faisceaux que l’on considère (cf. [15]).

Définition A.2.2 [4, V 4.2] Soit X un S-champ algébrique et soit F un faisceau lisse-
étale abélien. On dit que F est Llc-acyclique si pour tout morphisme représentable et
lisse u : U X et pour tout q > 0, le groupe Hq(U ,F(U ,u)) est nul.

Remarque A.2.3 S’il est évident que les faisceaux flasques au sens de SGA 4 sont
Llc-acycliques, il n’y a aucune raison a priori pour que la réciproque soit vraie.
Pour quelques commentaires sur ce genre de questions, on pourra consulter [4] V 4.6
et 4.13. Par ailleurs il est évident que les faisceaux injectifs sont flasques, donc aussi
Llc-acycliques.

La proposition suivante, quoique fortement inspirée de la proposition V 4.3 de [4],
en diffère légèrement.

Proposition A.2.4 [15, A.1.5.3] Soient X un S-champ algébrique, et F un faisceau
sur Llc(X ). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F est Llc-acyclique ;

(2) pour toute famille couvrante ((U ′, u′) (U , u)) dans Llc(X ), et pour tout
q > 0, le groupe Hq(U ′/U ,F ) est nul (où Hq(U ′/U ,F ) désigne le qième

groupe de cohomologie de Čech de F , aussi noté Ȟq(H0(U ′•,F •
(U ,u))) dans

la section précédente).
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Images directes supérieures et suite spectrale de Leray relative à
un morphisme de champs algébriques

La proposition suivante montre que les images directes supérieures se calculent
comme l’on pense. Leurs restrictions au site étale de Y aussi (voir l’énoncé, plus
précis, donné dans [15]).

Proposition A.2.5 ([15, A.1.6.1])

1) Soit f : X Y un morphisme de S-champs algébriques et soit F un fais-
ceau abélien sur Lis-ét(X ). Alors le faisceau Rq f∗F est le faisceau associé
au préfaisceau qui à tout ouvert lisse-étale (U, u) de Y associe Hq(X ×Y
U,F(X ×Y U,prX )).

X ×Y U

prX �

U

u

X
f

Y

2) Si Y = Spec A est un schéma affine et si X est quasi-compact, alors pour tout
faisceau quasi-cohérent F sur X :

H0(Spec A, Rq f∗F ) � Hq(X ,F ).

Proposition A.2.6 ([15, A.1.6.2]) La restriction du foncteur Rq f∗ à la catégorie
Mod(X ) coïncide avec le qième foncteur dérivé à droite de f∗ : Mod(X ) Mod(Y ).

Lemme A.2.7 ([15, A.1.6.3]) Le foncteur f∗ : Ab(X ) Ab(Y ) préserve les fais-
ceaux Llc-acycliques. En particulier il transforme les faisceaux injectifs en faisceaux
acycliques pour le foncteur �(Y , .).

Théorème A.2.8 (suite spectrale de Leray [15, A.1.6.4]) Soit f : X Y un
morphisme de S-champs algébriques, et soit F un faisceau lisse-étale abélien sur
X . Il existe une suite spectrale :

H p(Y , Rq f∗F )⇒ H p+q(X ,F ).

Proposition A.2.9 ([15, A.1.6.5]) Soient f : X Y et g : Y Z des mor-
phismes de S-champs algébriques et soit F un faisceau lisse-étale abélien sur X .
Alors on a une suite spectrale :

R pg∗Rq f∗F ⇒ R p+q(g ◦ f )∗F .

A.3 Comparaison de cohomologies

Cohomologie et changement de base
La démonstration de la proposition A.3.3 ci-dessous (donc celle de son corol-

laire A.3.4) utilise des hyperrecouvrements. La définition que, pour la commodité du
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lecteur, nous rappelons ci-dessous, est plus simple en apparence que celle présentée
dans [4]. Elle lui est équivalente dès que la catégorie sous-jacente à C admet des
sommes directes arbitraires (en effet les objets semi-représentables sont alors repré-
sentables), ce que nous supposons dès à présent.

Définition A.3.1 (cf. [4] V (7.3.1.2)) Soient C un site (admettant des sommes directes
arbitraires), X un objet de C et U • X un objet simplicial de C muni d’une
augmentation vers X , ou de manière équivalente un objet simplicial de C/X . On dit
que U • est un hyperrecouvrement de X s’il possède les propriétés suivantes :

(1) Pour tout entier n ≥ 0 le morphisme canonique

U n+1 (cosqn (sqn U •))n+1

est un morphisme couvrant.

(2) Le morphisme U 0 X est couvrant.

Remarque A.3.2 Dans la définition précédente, sqn désigne le foncteur qui à un objet
simplicial associe son tronqué à l’ordre n. Le foncteur cosqn est l’adjoint à droite de
sqn . Enfin (cosqn (sqn U •))n+1 désigne le terme d’indice n + 1 de l’objet simplicial
cosqn (sqn U •).

Si U • X est un hyperrecouvrement de X et si F est un faisceau abélien sur
X , on lui associe un complexe

0 Hq(U 0,F 0) Hq(U 1,F 1) · · ·

de manière tout à fait analogue à ce qui a été fait dans la section A.2 (où F i désigne
la restriction de F à Ui ). On note encore Ȟ p(Hq(U •,F •)) l’homologie en degré p
de ce complexe. On a alors une suite spectrale ([4] V (7.4.0.3)) :

Ȟ p(Hq(U •,F •))⇒ H p+q(X,F ).

Proposition A.3.3 [15, A.1.7.3] Soit X un S-champ algébrique quasi-compact, avec
S = Spec A affine, et soit F un faisceau quasi-cohérent sur X . Soient A′ une
A-algèbre plate, S′ = Spec A′, et X ′ = X ×S S′. On note F ′ l’image inverse
de F sur X ′. Alors pour tout q ≥ 0 le morphisme naturel

Hq(X ,F )⊗A A′ Hq(X ′,F ′)

est un isomorphisme.

Proposition A.3.4 [15, A.1.7.4] Soit f : X Y un morphisme quasi-compact
de S-champs algébriques, et soit F un faisceau quasi-cohérent sur X . Soit u :
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Y ′ Y un morphisme plat de changement de base.

X ′ v

g �

X

f

Y ′ u
Y

Alors pour tout q ≥ 0 le morphisme naturel

u∗Rq f∗F (Rq g∗)(v∗F )

est un isomorphisme.

Cohomologie et extensions infinitésimales

Lemme A.3.5 [15, A.1.8.1] Soit i : X ˜X une immersion fermée de champs
algébriques définie par un idéal quasi-cohérent de ˜X de carré nul, et soit F un fais-
ceau abélien sur X . Alors pour tout q > 0 le faisceau Rqi∗F est nul. En particulier
pour tout n le morphisme naturel :

Hn( ˜X , i∗F ) Hn(X ,F )

est un isomorphisme.

Corollaire A.3.6 [15, A.1.8.3] Soit

X
i

f �

˜X

˜f

Y
j

˜Y

un carré 2-cartésien de S-champs algébriques, dans lequel on suppose que i et j sont
des immersions fermées définies par des idéaux quasi-cohérents de carrés nuls. Soit
F un faisceau abélien sur X . Alors on a pour tout p un isomorphisme canonique :

R p
˜f∗(i∗F )

∼
j∗R p f∗F .

Un résultat de descente
Le théorème suivant n’est autre qu’un résultat de descente pour les champs algé-

briques. Il est utilisé au paragraphe suivant.

Théorème A.3.7 [15, A.1.9.1] Soit F un faisceau sur Llc(X ) qui, localement pour
la topologie lisse sur X , est représentable. Alors F est représentable par un unique
objet (P, p) de Llc(X ). Autrement dit il existe un morphisme représentable et lisse
de S-champs algébriques p :P X qui représente F .
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Remarque A.3.8 L’hypothèse surF signifie qu’il existe une présentation x0 : X0 X
de X telle que la restriction de F au site lisse de X0 soit représentable par un
X0-espace algébrique lisse F0.

Cohomologie et torseurs

Définition A.3.9 Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes lisse sur
S et X un S-champ algébrique. Soit p : P X un 1-morphisme représentable
et lisse de S-champs algébriques. Une action de G sur (P, p) est un quadruplet
(µ, ϕµ, ϕe, ϕass), où µ est un 1-morphisme de G ×S P vers P , et où ϕµ, ϕe et ϕass
sont des 2-isomorphismes faisant 2-commuter les diagrammes suivants :

G ×S P
µ

pr2 ϕµ ⇒
P

p

P p X

P
e×IdP

IdP

ϕe ⇒
G ×S P

µ

P

G ×S G ×S P
IdG×µ

mG×IdP ϕass ⇒
G ×S P

µ

G ×S P µ P

les 2-isomorphismes ϕe et ϕass étant assujettis aux conditions de compatibilité, que
nous nous dispenserons d’écrire, assurant que ce sont des 2-morphismes dans la
2-catégorie des ouverts lisses champêtres de X (voir juste avant A.1.7).

On dit qu’un tel couple (P, p) muni d’une action de G est un G-torseur sur X si
les deux conditions supplémentaires suivantes sont vérifiées :

(a) p est surjectif ;

(b) le morphisme naturel

G ×S P P ×X P

induit par le triplet (µ, pr2, ϕµ) est un isomorphisme.

La proposition suivante est alors une conséquence des travaux de Giraud dans [23]
(voir aussi [15, A.1.10]).

Proposition A.3.10 Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes com-
mutatifs lisse sur S et X un S-champ algébrique. Alors le groupe H1(X ,G) est
canoniquement isomorphe au groupe des classes d’isomorphie de G-torseurs sur X
(muni de la loi de groupe induite par le produit contracté de torseurs, cf. [23] III 2.4.5).
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Remarque A.3.11 Comme d’habitude, un G-torseur p : P X est trivial si et
seulement si le morphisme structural p a une section.

B Cohomologie fppf

B.1 Sorites sur la cohomologie plate

Soit X un S-champ algébrique. On définit le gros site fppf de X , noté fppf(X ), de
la manière suivante. Les ouverts sont les couples (U, u), où U est un espace algébrique
et u : U X est un morphisme localement de présentation finie. Un morphisme
entre deux tels ouverts (U, u) et (V, v) est un couple (ϕ, α) où ϕ : U V est un
morphisme d’espaces algébriques et α est un 2-isomorphisme de u vers v ◦ϕ. Une fa-
mille couvrante est une collection de morphismes ((ϕi , αi ) : (Ui , ui ) (U, u))i∈I

telle que le morphisme

∐

i∈I

ϕi :
∐

i∈I

Ui U

soit fidèlement plat et localement de présentation finie.

Remarque B.1.1 Il est évident que l’on aurait obtenu un topos équivalent en ne prenant
pour ouverts que les couples (U, u) où U est un schéma (appliquer le lemme de
comparaison de SGA 4, [3] III 4.1). En particulier si X est un schéma on retrouve
le topos des faisceaux sur le gros site fppf usuel (considéré par exemple dans [2],
exposé VI, paragraphe 5, p. 124).

On définit de manière évidente les faisceaux d’anneaux OX et Z sur fppf(X ). On
note Xpl le topos des faisceaux sur fppf(X ). Si A est un anneau du topos Xpl, on note

Modpl
A (X ) la catégorie des faisceaux de modules sur le site annelé (fppf(X ),A ).

Elle sera notée Modpl(X ) lorsque A = OX , et Abpl(X ) lorsque A = Z.
On définit le foncteur « sections globales » en posant pour tout faisceau F sur

fppf(X ) :

�pl(X ,F ) = lim←−F (U, u)

où la limite projective est prise sur l’ensemble des couples (U, u) de fppf(X ). Il est
clair que ce foncteur commute aux limites projectives quelconques. En particulier il
est exact à gauche. De même que dans le cas des faisceaux lisses-étales, il résulte
de SGA 4 ([3] II 6.7) que la catégorie Modpl

A (X ) est une catégorie abélienne avec
suffisament d’objets injectifs. On définit alors Hi

pl(X , .) comme étant le i ième foncteur

dérivé à droite de �pl(X , .) : Abpl(X ) Ab. Il coïncide sur Modpl
A (X ) avec le

i ième foncteur dérivé à droite de�pl(X , .) : Modpl
A (X ) (�pl(X ,A )-Mod) ([4]

V 3.5).
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Fonctorialité.
Soit f : X Y un 1-morphisme de S-champs algébriques. On lui associe un

couple de foncteurs adjoints ( f −1
pl , f pl

∗ ) d’une manière tout à fait analogue à ce qui a

été fait pour les faisceaux lisses-étales. Le foncteur f pl∗ est alors exact à gauche, et on
note Ri f pl∗ ses foncteurs dérivés à droite.

Remarque B.1.2 Contrairement à ce qu’il se passe dans le cas des faisceaux lisses-
étales, la limite inductive qui définit le foncteur image inverse f −1

pl est filtrante. Ceci
est essentiellement dû au fait qu’un morphisme entre deux objets localement de pré-
sentation finie est lui-même localement de présentation finie (ce qui se produisait aussi
pour le site étale, mais n’était plus vrai en remplaçant étale par lisse). On en déduit
(cf. par exemple [36] annexe A) que le foncteur f −1

pl est exact, et donc que le couple

( f −1
pl , f pl

∗ ) est un morphisme de topos.

Notons ici aussi deux cas particuliers dans lesquels les foncteurs image directe ou
image inverse ont une expression plus simple. Lorsque f est localement de présentation
finie, le foncteur f −1

pl est simplement le foncteur de restriction au site fppf de X

via le foncteur (U, u) �→ (U, f ◦ u). Si f est représentable, le foncteur f pl∗ provient
d’une application continue fppf(X ) fppf(Y ), qui à un ouvert fppf u: U Y
associe l’ouvert formé de l’espace algébrique U ×Y X muni de la projection sur X .
Naturellement ceci n’est pas vrai si f n’est pas représentable, puisqu’alors U ×Y
X n’est pas nécessairement un espace algébrique. Ce défaut s’avère gênant dans le
calcul des images directes supérieures, et motive l’introduction du site fppf champêtre
ci-dessous.

Le gros site fppf champêtre d’un S- champ algébrique.
Soit X un S-champ algébrique. On définit le gros site fppf champêtre de X de la

manière suivante. Un ouvert de X est un couple (U , u) où U est un S-champ algé-
brique et u: U X est un morphisme représentable et localement de présentation
finie. Un 1-morphisme de (U , u) vers (V , v) est un couple (ϕ, α) oùϕ : U V est
un 1-morphisme de S-champs algébriques et α est un 2-isomorphisme de u dans v ◦ϕ.
Si (ϕ, α) et (ψ, β) sont deux 1-morphismes de (U , u) dans (V , v), un 2-morphisme
entre (ϕ, α) et (ψ, β) est un 2-isomorphisme γ : ϕ ⇒ ψ tel que β = (v∗γ ) ◦ α.

L’analogue fppf du lemme A.1.7 est alors valable, de sorte que la 2-catégorie que
nous venons de décrire est en fait équivalente à une catégorie, que nous appellerons la
catégorie des ouverts fppf champêtres de X . On définit maintenant le gros site fppf
champêtre de X de manière évidente, et on le note fppfc(X ).

Proposition B.1.3 [15, A.2.1.3] Le foncteur d’inclusion fppf(X ) fppfc(X )

induit une équivalence de topos de la catégorie des faisceaux sur fppfc(X ) vers
la catégorie des faisceaux sur fppf(X ).

On voit alors facilement que via cette équivalence de catégories, le foncteur image
directe f pl∗ provient d’une application continue

fppfc(X ) fppfc(Y )
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qui envoie un ouvert u : U Y de Y sur l’ouvert X ×Y U X de X .

Proposition B.1.4 [15, A.2.1.4] Soit f : X Y un morphisme de S-champs
algébriques.

1) Soit F un faisceau abélien sur fppf(X ). Alors le faisceau Rq f pl∗ F est le fais-
ceau associé au préfaisceau qui à tout ouvert fppf u : U Y de Y associe
Hq

pl(X ×Y U,F(X ×Y U,prX )).

2) La restriction du foncteur Rq f pl∗ à la catégorie Modpl(X ) coïncide avec le qième

foncteur dérivé à droite du foncteur f pl∗ : Modpl(X ) Modpl(Y ). ��

B.2 Comparaison avec la cohomologie lisse-étale

Soit X un S-champ algébrique. On a une application continue évidente :

p : fppf(X ) Lis-ét(X )

induite par le foncteur d’inclusion de Lis-ét(X ) dans fppf(X ). En particulier p induit
un couple de foncteurs adjoints :

p∗ :Xpl Xlis-ét

p−1 :Xlis-ét Xpl.

Le foncteur p−1 peut être décrit de la manière suivante. On définit d’abord un adjoint

à gauche au foncteur p∗ pour les préfaisceaux, que l’on note p̂−1, en associant à
tout préfaisceau F sur Lis-ét(X ) le préfaisceau sur fppf(X ) qui à tout ouvert fppf
u : U X associe

(̂p−1F )(U, u) = lim−→F (V, v)

où la limite inductive est prise sur l’ensemble des diagrammes 2-commutatifs :

U
ϕ

u
α ⇒

V

v

X

avec (V, v) ∈ ob Lis-ét(X ). On définit alors p−1 en posant p−1 = a p̂−1 où a est

le foncteur « faisceau associé ». Encore une fois, on voit que p̂−1 est défini par une
limite inductive sur Lis-ét(X ) qui n’est pas filtrante. Le couple (p−1, p∗) n’est donc
pas un morphisme de topos a priori, et il n’y a aucune raison formelle pour que p∗
transforme les objets injectifs de Abpl(X ) en injectifs de Ab(X ), ce qui nous oblige
à travailler un peu plus pour obtenir la suite spectrale B.2.3 ci-dessous.
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Lemme B.2.1 [15, A.2.2.1] Si F est un objet injectif de Abpl(X ), alors p∗F est un
faisceau acyclique pour le foncteur �lis-ét(X , .).

Lemme B.2.2 [15, A.2.2.2] Le morphisme naturel

�pl(X ,F ) �lis-ét(X , p∗F )

est un isomorphisme.

On déduit des deux résultats précédents une suite spectrale de Leray, qui résume
les relations générales entre cohomologie lisse-étale et cohomologie fppf.

Théorème B.2.3 [15, A.2.2.3] Soit X un S-champ algébrique, et soit F un faisceau
abélien sur fppf(X ). On a alors une suite spectrale (fonctorielle en F ) :

H p
lis-ét(X , Rq p∗F )⇒ H p+q

pl (X ,F ).

��
Remarque B.2.4 On en déduit en particulier des morphismes canoniques :

H p
lis-ét(X , p∗F ) H p

pl(X ,F ).

De plus ces morphismes sont des isomorphismes si pour tout q > 0, le faisceau
lisse-étale Rq p∗F est nul.

Nous allons à présent généraliser aux champs algébriques le résultat de Grothen-
dieck ([2], exposé VI, paragraphe 11) selon lequel si G est un groupe lisse sur un
schéma X , le morphisme canonique

Hq
ét(X, p∗G) Hq

pl(X,G)

est un isomorphisme pour tout q. Dans la mesure où nous n’utiliserons ce résultat
que pour le groupe Gm, nous n’avons pas cherché à le démontrer pour les « champs
en groupes » lisses sur X (notion qui resterait d’ailleurs à définir), mais nous nous
sommes contenté de considérer un groupe lisse sur la base S. Dans ce cadre élé-
mentaire, le résultat se déduit assez facilement du cas des schémas. En effet pour
démontrer B.2.5, il suffit d’après B.2.4 de montrer que pour tout q > 0, le faisceau
Rq p∗G est nul. Or ce faisceau est le faisceau lisse-étale associé au préfaisceau qui à
tout ouvert u : U X associe Hq

pl(U,G). Il suffit donc de montrer que pour tout

ξ ∈ Hq
pl(U,G), il existe un morphisme étale et surjectif U ′ U tel que ξ|U ′ soit

nul. Cette dernière question ne fait intervenir que des schémas (cf. [15] pour plus de
détails).

Théorème B.2.5 [15, A.2.2.5] Soient S un schéma, G un schéma en groupes lisse
sur S, et X un S-champ algébrique. On note f le morphisme de X dans S, et l’on
note encore G le faisceau défini sur le site fppf(X ) par :

∀(U, u) ∈ ob fppf(X ) G(U, u) := G(U, f ◦ u) = HomS(U,G).
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Alors pour tout q le morphisme canonique

Hq
lis-ét(X , p∗G) Hq

pl(X ,G)

est un isomorphisme.

Open Access This article is distributed under the terms of the Creative Commons Attribution Noncom-
mercial License which permits any noncommercial use, distribution, and reproduction in any medium,
provided the original author(s) and source are credited.
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