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Résumé In this article we study the Picard functor and the Picard stack of an
algebraic stack. We give a new and direct proof of the representability of the
Picard stack. We prove that it is quasi-separated, and that the connected component
of the identity is proper when the fibers of 2~ are geometrically normal. We study
some examples of Picard functors of classical stacks. In an appendix, we review the
lisse-étale cohomology of abelian sheaves on an algebraic stack.
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1 Introduction

L’objet principal de cet article est 1’étude du foncteur de Picard et du champ
de Picard d’un champ algébrique. Notre but est de généraliser au cas des champs
algébriques les résultats classiques valables dans le cadre des schémas, que 1’on peut
trouver dans [31] ou [14].

Si 2 est un champ algébrique sur un schéma S, on appelle champ de Picard de
Z ', et ’on note Pic(Z/S), le champ classifiant des faisceaux inversibles sur .2,
i.e. le champ dont la catégorie fibre en U est la catégorie des faisceaux inversibles
sur 2 x g U. On définit aussi le foncteur de Picard relatif de la maniere suivante. On
commence par définir un foncteur Py /g qui a tout U associe

Pic(Z" xg U)

PoisU) = =50

On note alors Pic 97 /5 (zar) (resp. Pic »- /8 (B0 Pic 9 /s (fppr)) le faisceau associ€ a Py /g

pour la topologie de Zariski (resp. étale, fppf)'. Nous démélons dans la premiére partie

les liens étroits qui unissent les différents foncteurs de Picard et le champ de Picard.
La premiere question qui se pose est celle de 1’algébricité du champ de Picard (donc

par 2.3.3 celle de la représentabilité du foncteur de Picard). Elle a été résolue par Aoki.

Théoreme 1.1 Aoki [11, 5.1], [10] Si 2 est propre, plat et de présentation finie sur
S, alors le champ Pic(Z/S) est un champ algébrique au sens d’Artin.

Cependant ce résultat apparait comme un cas particulier d’un théoréme plus géné-
ral et plus difficile. Aoki montre en effet dans [11] que si 2" et % sont deux champs
algébriques, alors sous de bonnes hypotheses le champ Zom (2", #') est un champ
algébrique au sens d’Artin. La démonstration fait appel a un certain nombre de résul-
tats non triviaux concernant les déformations de morphismes d’espaces algébriques
[30], les déformations de morphismes représentables de champs algébriques [42], les
déformations de champs algébriques [9] et la théorie du complexe cotangent [30,34,
40]. Le cas du champ de Picard s’en déduit en prenant pour ¢ le champ BG,. Nous
en donnons au paragraphe 3.1 une preuve directe, plus rapide et plus concrete.

Nous traitons au paragraphe 3.2 la question de la quasi-séparation. Le résultat
principal est le suivant:

1 Lorsque nous parlerons du foncteur de Picard de 27/, il s’agira de Pic g /g (fppf)- Nous le noterons
Pic g7/ s’il n’y a pas d’ambiguité.
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Théoreme 1.2 Soient S un schéma localement noethérien, et 2" un S-champ algé-
brique propre, plat, et cohomologiquement plat en dimension zéro. Alors le champ de
Picard Pic(Z"|S) est quasi-séparé (donc est algébrique au sens de [34]).

Nous étudions ensuite la composante neutre du foncteur de Picard. Le résultat des
EGA sur la composante connexe des fibres le long d’une section [29, (15.6.5)] que
I’on utilise usuellement pour la définir ne s’applique pas tel quel lorsque Pic g/ est
un espace algébrique. Notre premier travail a donc été de généraliser ce résultat au
cas des espaces algébriques afin de s’assurer que la construction habituelle fournirait
bien un sous-espace algébrique ouvert Pic(ig( /s du foncteur de Picard.

Une fois la composante neutre définie, nous nous posons la question de sa propreté
sur S. Nous aboutissons au résultat suivant, qui généralise les résultats analogues pour
les schémas.

Théoreme 1.3 Soit 2~ un S-champ algébrique propre et plat. On suppose que 2
est a fibres géométriquement normales et géométriquement intégres, et que Pic(i@f /s
est un ouvert de Pic g7 /5 de type fini sur S. Alors Pic 95 est un S-espace algébrique
séparé et Pic%f/s est propre sur S.

Nous montrons d’abord le théoreme sur un corps (cf. 4.3.1). La démonstration
repose sur une étude des Z-torseurs sur un champ normal : nous commengons par
montrer que si 2~ est un champ algébrique localement noethérien et normal alors le
groupe H'(2", 7) est trivial.

Enfin, nous illustrons le texte en étudiant le foncteur de Picard de quelques champs
algébriques classiques : I’espace de modules des courbes elliptiques, les espaces pro-
jectifs a poids, le champ des racines n®™® d’un faisceau inversible, et les courbes
tordues d’ Abramovich et Vistoli.

REVUE DE LA COHOMOLOGIE LISSE- ETALE

Le défaut de fonctorialité du topos lisse-étale des champs algébriques est main-
tenant bien connu : si f : 2 — % est un morphisme de champs algébriques,
le foncteur f~! n’est pas toujours exact. Ceci a pour conséquence ficheuse que la
«machine » SGA4 ne s’applique pas toujours et qu’il faut par conséquent travailler un
peu plus finement pour obtenir un certain nombre de propriétés d’apparence pourtant
élémentaire sur la cohomologie lisse-étale des champs algébriques. Ce travail a été fait
en grande partie par Olsson et Laszlo pour le cas des faisceaux quasi-cohérents (voir
[40]) ou des coefficients finis (voir [33]). Mais les faisceaux abéliens qui ne jouissent
pas d’une telle structure ont pour I’instant été laissés de coté.

Or le faisceau abélien que I’on rencontre le plus souvent lorsque 1’on s’intéresse
au foncteur de Picard n’est pas quasi-cohérent : il s’agit de Gp,. Nous avons donc été
amené a démontrer au fil de nos travaux diverses propriétés. Leur nombre croissant
nous a finalement conduit a les regrouper dans un chapitre a part. Cette annexe est donc
une sorte de « fourre-tout » cohomologique qui, bien loin de prétendre a I’exhaustivité,
se contente au contraire de répondre aux strictes exigences des autres chapitres. Nous
espérons tout de méme que nous aurons ainsi contribué¢ a combler une lacune de la
littérature existante.

Je remercie chaleureusement Laurent Moret-Bailly pour la patience et la dispo-
nibilité dont il a su faire preuve dans son travail de direction, et pour les relectures
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minutieuses de ma these, dont cet article est issu. Je remercie également le rapporteur
pour ses nombreuses remarques et corrections, qui ont incontestablement amélioré la
qualité de I’article.

Conventions

Suivant [34], sauf mention expresse du contraire, tous les champs algébriques
(a fortiori tous les schémas et tous les espaces algébriques) seront quasi-séparés.
Un champ « algébrique » non-quasi-séparé, i.e. un champ dont la diagonale est repré-
sentable et localement de type fini, et qui admet une présentation lisse, sera appelé
«champ algébrique au sens d’ Artin ». Nous renvoyons aux annexes pour le formalisme
cohomologique. Nous signalons simplement que, sauf mention explicite du contraire,
nous travaillons toujours avec le site lisse-étale des champs algébriques.

2 Foncteurs de Picard et champ de Picard
2.1 Description cohomologique

Comme dans le cas des schémas, on peut calculer le groupe de Picard de .2 a1’aide
de la cohomologie de Gp,. Rappelons tout d’abord le résultat de descente ci-dessous.

Proposition 2.1.1 [34, (13.5)] Soit f : % — 2 un morphisme fidélement plat de
champs algébriques, que I’on suppose de plus quasi-compact ou localement de pré-
sentation finie. Alors la catégorie des faisceaux inversibles sur 2 est équivalente a la
catégorie Desc(% , Z7) décrite de la manieére suivante. Un objet est un couple (£, o)
ou 2 est un faisceau inversible sur % et o : p{L — p3.ZL estun isomorphisme tel
que, a des isomorphismes canoniques prés, (p3;a) o (pi,a) = piya. Unmorphisme de
(&, a)vers (M, B) estun morphisme y : £ — M tel que (p5y)oa = Bo(piy).

Proposition 2.1.2 Soit 2" un S-champ algébrique. Alors:
Pic2 ~ H\(Z',Gp),

ot H'(Z', Gp) est le premier groupe de cohomologie du faisceau G, sur 2 muni
de la topologie lisse-étale calculé au sens des foncteurs dérivés.

Démonstration. Soit 7 — 2 une présentation de 2. On reprend ici les notations
del’annexe A.2 qui précedent le théoréme A.2.1. On considere en particulier le premier
groupe de cohomologie « a la Cech » associé a cette présentation:

Ker (p33 — pis + p1n)

HY(HY(T®, Gp)) =
(H™( ) Im (pF — p2)

Se donner un 1-cocycle de Cech 2 valeurs dans Gy, revient a se donner une donnée de
descente sur Or, et deux telles données de descente g, go définissent le m&me élé-
ment dans H'(H°(T*, Gy)) si et seulement si (07, g1) et (Or, g») sont isomorphes
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dans la catégorie des faisceaux inversibles sur 7 munis d’'une donnée de descente
relativementa T — 2. Compte tenu de I’équivalence 2.1.1 entre cette catégorie et
la catégorie des faisceaux inversibles sur 2, le groupe H LHY(T®, Gp)) s’identifie
a I’ensemble des classes d’isomorphie de faisceaux inversibles sur 2~ dont I’image
inverse sur 7" est isomorphe a &7, donc au groupe Ker (Pic(:Z) — Pic(T)). De plus
cet isomorphisme est fonctoriel en 7. En passant a la limite inductive, on obtient un
isomorphisme

linl-vll(Ho(Tﬂ Gm)) ~ PicZ,

ol la limite inductive est prise sur I’ensemble des présentations lisses T — 2~ de
Z . On dispose par ailleurs de la suite exacte en bas degrés associée a la suite spectrale
de descente A.2.1:

0 — H'(H'T*,Gn)) — H'(Z,Gm) — H(H'(T*,Gn)).
Cette suite exacte étant fonctorielle en 7', on voit que les injections des H! (H O(T‘,

Gm)) dans H'(2, Gy) induisent un morphisme injectif de lim H'(H*(T*, Gm))

dans H 1(5?,” , Gp). Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer, vu la suite exacte
en bas degrés ci-dessus, que pour tout x € H'(2", Gy), il existe une présentation
T — Z telle que I'image de x dans H' (T, Gp,) soit nulle. C’est un exercice facile
laissé au lecteur. O

On peut calculer les groupes de Picard relatifs a I’aide des images directes supé-
rieures de Gy,.

Proposition 2.1.3 Soit 2" un S-champ algébrique. On note f . Z — S le mor-
phisme structural. Alors pour tout S-schéma T :

Pic 5 /¢ (T) = HYT, R fr,Gm)
. ]
Pic 9 /s (tpp) (T) = H;E)I(T’ R'fP . Gm).

Démonstration. D’apres la proposition A.2.5, la restriction au site étale de 7 du
faisceau R! f7,Gn, est le faisceau étale associé a

Ut H' (27 x7 U,Gy) = Pic(27 x7 U).
Donc (R! f7,Gm)& = Pic 27T (kv €t en particulier

HO(T. R' fr.Gm) = Pic . /7 () = Pic 5 g g (T).

On obtient la seconde assertion en appliquant exactement le méme raisonnement pour
la topologie fppf. On utilise B.1.4 au lieu de A.2.5. Le groupe lel(%r x1 U, Gp) est
isomorphe & Pic(Z7 x7 U) par B.2.5. O
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2.2 Comparaison entre les différents foncteurs de Picard

Remarque 2.2.1 On peut d’ores et déja comparer les groupes de sections des dif-
férents foncteurs de Picard dans quelques cas particuliers grace a la remarque de
topologie suivante. Supposons que U soit un S-schéma affine tel que, pour toute
famille couvrante (U; — U);c; pour une certaine topologie (7op), il existe un
indice i € I tel que le morphisme U; — U ait une section. Alors le morphisme
Pic(2" xs U) —= Picg /s (Top)(U) est un isomorphisme. En particulier, si U est le
spectre d’un anneau local (resp. d’un anneau local strictement hensélien, d’un corps
algébriquement clos) alors Pic g7/ zar) (U) (resp. Pic 4- / s@n(U), Pic 27/5 (pp) (U))
s’identifie a Pic(Z" x5 U).

La notion de morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro se généralise
sans difficultés aux champs algébriques.

Définition 2.2.2 On dit qu’un morphisme de champs algébriques f : 2~ — % est
cohomologiquement plat en dimension zéro s’il est plat et si le morphisme

POy —— Oy

est un isomorphisme universellement (en particulier 2 et % ont alors les mémes
sections globales).

Remarque 2.2.3 Attention, la notion de morphisme cohomologiquement plat en
dimension zéro apparait de différentes manieres dans la littérature. Par exemple dans
[14, 8.1, p. 206] ou dans [12, 7.2, p. 67], un morphisme de schémas f : X — Sest
dit cohomologiquement plat en dimension zéro si la formation de f, Oy commute au
changement de base. La définition adoptée ici est plus forte.

Remarque 2.2.4 Un morphisme cohomologiquement plat en dimension zéro est sur-
jectif. En effet, pour tout point s : Speck — % de ¢/, la fibre 25 de 2" au-dessus
de s est non vide puisque I'(Zy, O ;) estisomorphe a k. On en déduit que si S est un
schémaet f : 2 — S un morphisme localement de présentation finie et cohomo-
logiquement plat en dimension zéro de S-champs algébriques alors f a une section
localement pour la topologie (fppf) sur S. En effet, soit S — 2" une présentation
de 2". Alors le morphisme S’ — S est couvrant pour la topologie fppf, et il est clair
que le morphisme induit par f sur S” a une section.

Remarque 2.2.5 Lanotion de platitude cohomologique est intimement liée a la conne-
xité des fibres géométriques. En effet si .2 est conomologiquement plat en dimension
zéro sur %, ses fibres sont géométriquement connexes. Réciproquement, dans le cas ot
le morphisme f est propre et plat, il suffit que les fibres de 2" soient géométriquement
connexes et géométriquement réduites pour que 2~ soit cohomologiquement plat en
dimension zéro sur % (au moins lorsque % est noethérien et réduit).

Le théoréme suivant permet de comparer les différents foncteurs de Picard d’un
champ algébrique. Il généralise [31, 2.5].
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Théoreme 2.2.6 Soit f : 2 — Sun S-champ algébrique cohomologiquement plat
en dimension zéro. Alors les morphismes naturels

i1 . i .
Pys > Picy/s zan) > Pic y /g i)
sont injectifs, et le morphisme naturel
Pic g /¢ o) > Pic 27 /s (tppf)

est un isomorphisme. Si de plus f a une section localement pour la topologie de
Zariski, alors i> est un isomorphisme. Enfin si f a une section, i est lui aussi un
isomorphisme.

Démonstration. Soit 7 un S-schéma. La suite spectrale de Leray
HP(T, R fr,Gn) = HP( 27, Gp)
induit la suite exacte longue en bas degrés suivante :

0 — HYT, fr«Gn) — HY(27,Gn) — H(T, R fr4Gp) —
— H*(T, fr«Gn) — H*(Zr,Gp)

(ou tous les calculs sont effectués pour la topologie lisse-étale sur le champ algébrique
considéré. En particulier lorsqu’il s’agit d’un schéma, cela revient d’aprés A.1.6
a calculer sa cohomologie pour la topologie étale.) Le morphisme f étant coho-
mologiquement plat en dimension zéro, on a fr.Gn = Gp. D’apres les propriétés
précédentes, le début de la suite exacte ci-dessus fournit la suite exacte :

0 — Pic(T) —= Pic(27) —= Picy g (T)

ce qui montre que le morphisme naturel Py /s — Picy /5 (En) st injectif. Il en
résulte, d’une part, que le morphisme naturel Py-/s —= Pic 9 /5 (zar) est injectif, et
d’autre part, en appliquant le foncteur « faisceau associé pour la topologie de Zariski »,
que le morphisme naturel Pic 97 /5 (zary — Picy- /8 () ©St injectif.

Dans le cas oil f a une section, le morphisme induit par f de H>(T, fr+Gm) vers
H 2(%7, Gm) a une rétraction, donc il est injectif. Mais alors la fleche de
HOYT, R fr.Gu) vers HX(T, fr+Gm) est nulle, et donc H' (27, Gn) — H°
(T, R! fr+Gn) est surjectif, d’oul une suite exacte courte:

0 — Pic(T) — Pic(Z7) — Pic g /s g (T) — 0
ce qui montre que i1 et i sont des isomorphismes.

L’avant-derniere assertion en découle immédiatement puisque la question de savoir
si i est un isomorphisme est locale pour la topologie de Zariski.
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I nous reste a montrer que Pic - /SE) Pic 97/5 (fppf) €st un isomorphisme. On
a un diagramme commutatif dans lequel les lignes sont les suites exactes de bas degré
associées aux suites spectrales de Leray pour la cohomologie lisse-étale et pour la
cohomologie fppf :

HYT, Gpn) — HY (27, Gm) —> HO(T, R fr.Gn) —> H*(T,Gn) —> H*(27,Gp)

i i | | !

HY (T, Gm) ——> H}(27, Gn) —= HY(T, R' f§,Gm) —> H3(T, Gm) ——> H3 (27, Gm).

Le diagramme ci-dessus tient compte du fait que, par platitude cohomologique,
friGm = Gy et fYBLGm = Gp. Comme Gy, est un groupe lisse sur la base, le
théoreme B.2.5 nous dit que les deux fleches verticales de gauche et les deux fleches
verticales de droite sont des isomorphismes. D’apres le lemme des 5, celle du mi-
lieu en est un aussi. Or d’apres 2.1.3 cette fleche est précisément le morphisme
Plc%/S(Et)(T) — PiCjDV/S(fppf)(T). O

2.3 Le champ de Picard d’un champ algébrique

Avec I’apparition des champs, un nouvel objet « classifiant » pour les faisceaux
inversibles est venu s’ajouter aux cinq foncteurs précédents : le champ de Picard.
Il résulte aisément de 2.1.1 que le S-groupoide FPic(Z /S) défini en introduction
est bien un S-champ. De plus la formation de Zic(Z /S) commute au change-
ment de base. Par ailleurs, en notant sZom (£, %) le S-champ dont la fibre en
U est la catégorie Hom(Z xgs U, % xgs U), il est clair que Lic(Z/S) est iso-
morphe a J€om (X, BGy). La proposition 2.3.3 et le corollaire 2.3.6 montrent
que dans le cas cohomologiquement plat, les questions de 1’algébricité du champ
de Picard et de la représentabilité du foncteur de Picard sont essentiellement équiva-
lentes.

Remarque 2.3.1 La terminologie adoptée ici, qui semble s’imposer naturellement,
n’entre pas en conflit avec celle de [34, (14.4.2)], ot 1’on appelle « champ de Picard » un
champ muni d’un morphisme d’addition qui en fait une sorte de « champ en groupes ».
En effet, si 2 est un S-champ, le champ de Picard de 2" défini ci-dessus est bien un
champ de Picard au sens de [34, (14.4.2)], le 1-morphisme d’addition

+: Pic(X)S) x5 Pic(X)S) — Pic(Z)S)

étant donné par le produit tensoriel de faisceaux inversibles.

Le champ Zic(Z"/S) est muni d’un morphisme naturel vers le S-groupoide asso-
cié au préfaisceau Py /g, défini sur Zic(Z"/S)y parle foncteur qui envoie un faisceau
inversible sur sa classe d’isomorphie dans Py /5(U). On en déduit par composition
un morphisme naturel g (resp. 7s,r) de Fic(Z/S) vers le S-espace Pic 2778 (Bt
(resp. Pic 97 /s (fppr))- 11 sera noté 7 lorsque Pic 5 /5 (En) ©t Pic 97/5 (fppf) coincident (par
exemple dans le cas cohomologiquement plat).
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Proposition 2.3.2 Le morphisme de S-champs g (resp. mypy) estune gerbe (resp. une
gerbe (fppf)), autrement dit c’est un épimorphisme étale (resp. fppf) et son morphisme
diagonal aussi.

Démonstration. Notons P le S-espace Pic 4- /5 (B0 (resp. Pic 27 /s (tpp))- Soient U €
ob (Aff/S) et x € P(U). 1l existe par définition de P une famille couvrante (pour
la topologie considérée) dans (Aff/S), que I’on peut supposer réduite a un élément
(U" — U),etunélément! € Py /5(U"), tels que I'image de / dans P (U’) soit égale
a x)y. En d’autres termes il existe un faisceau inversible .2 dans Zic(Z"/S)y dont
I'image dans P (U’) est x|y, ce qui montre que g (resp. 7j,r) est un épimorphisme.
Ce n’est pas plus difficile pour le morphisme diagonal. O

Proposition 2.3.3 Si f : 2~ — S est cohomologiquement plat, et si Pic(Z/S)
estun champ algébrique (resp. algébrique au sens d’Artin), alors Pic g 5 est représen-
table par un S-espace algébrique (resp. algébrique au sens d’Artin), et le 1-morphisme
7 Pic(X|S) — Picy s est fidélement plat et localement de présentation finie.

Démonstration. D’apres le corollaire (10.8) de [34], il suffit de vérifier que pour
tout U € ob (Aff/S) et pour tout faisceau inversible .Z sur 2~ x5 U, le U-espace
algébrique en groupes Zsom (£, .Z) est plat et localement de présentation finie. Or,
par platitude cohomologique, il est isomorphe a Gyy,. O

Réciproquement, on peut essayer de déduire 1’algébricité du champ de Picard de
celle du foncteur de Picard. Voyons comment. Le champ des faisceaux inversibles
sur S, c’est-a-dire le champ dont la catégorie fibre au-dessus d’un S-schéma U est
la catégorie des faisceaux inversibles sur U, s’identifie naturellement au champ BG,
sur S. Le foncteur « image inverse par f » induit donc un morphisme de S-champs
algébriques

BGn ——> Pic(2/S).

De plus ce morphisme est un monomorphisme (i.e. les foncteurs f;; sont pleinement
fideles) des que f est cohomologiquement plat en dimension zéro. On a donc dans ce
cas une « suite exacte » de champs de Picard:

*

0 BG,, — Pic(X]S) ——=Picy s —=0.

Autrement dit f* est un monomorphisme, 7 est un épimorphisme, un objet de
Pic(Z'/S) est envoyé sur 0 par 7 si et seulement s’il provient de BGy,, et tous
les morphismes sont compatibles aux morphismes d’addition des champs de Picard
considérés®. La proposition ci-dessous nous permet de déterminer quand cette suite
exacte est scindée.

2 si f n’est pas cohomologiquement plat en dimension zéro, f* n’est plus un monomorphisme, mais le
reste est presque vrai : il faut juste remplacer « provient » par « provient localement pour la topologie étale ».
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Proposition 2.3.4 Soit 2" un S-champ algébrique cohomologiquement plat en di-
mension zéro.

(1) Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) La suite exacte ci-dessus est scindée, autrement dit il existe un morphisme
s de Pic g /s dans Pic(Z"|S) tel que 1 o s soit égal a I'identité.

b) Ilexiste unisomorphisme de BGm x sPic 9 /s dans Pic(Z"/S) compatible
avec les projections sur Pic 97 /5.

) Il existe sur le S-champ (non nécessairement algébrique) 2" x s Picg /s
un faisceau inversible « universel » & qui représente le foncteur Pic 9 /s,
i.e. tel que pour tout U € ob (Aff/S) et tout élément | de Pic 9~ /5(U) on ait
l = ['@LBKXSU] = n(y‘%xSU)'

X xsU——> 2 xgPicy sg—=X

lmlmlf

U————>Picy s ——5

(i1) Les propositions suivantes sont équivalentes :
d) Le morphisme naturel de Py 5 dans Pic g5 est un isomorphisme.

e) Il existe un élément de Py 5(Pic 9 /) (c’est-a-dire Hom(Pic 9 /s, Pa/s)
lorsque Pic g /5 n’est pas représentable) qui a pour image lidentité dans
Pic g /s(Pic g7 /s) (ou, ce qui revient au méme, Py s —= Picgy /s a une
section).

(iii)  Les conditions de (i) impliquent celles de (ii), et la réciproque est vraie siPic /5
est représentable par un schéma. Toutes ces conditions sont vérifiées si le mor-
phisme structural f : & — S a une section.

Démonstration. Les implications b = a = ¢, ¢ = a et d < e sont évidentes.

Montrons que a) implique b). Soit s une section de 7. On vérifie facilement que
le morphisme (A, 1) — (f*.#) ® s(I) de BGn x5 Picg /s dans Pic(Z7/S) est
un isomorphisme. (On utilise ici la platitude cohomologique en dimension zéro.) Un
quasi-inverse est donné par le foncteur de Zic(2/S) vers BGp x5 Picg /s qui a
un faisceau inversible ./ associe le couple (.# ® s((.#))~', w(.#)), en identifiant
BGy, a son image essentielle dans &ic(Z/S).

Montrons maintenant que a) implique c)>. On se donne une section s de 77 et I’on va
construire un faisceau inversible & (au sens de [37]) sur le champ 2~ x g Pic o~ ss- 1
faut donc construire pour tout S-schéma affine U et tout objet x de (2" x s Picg/5)u
un faisceau inversible &2 (x) sur U, et des isomorphismes de transition entre les &2 (x).
Soit x un objetde (2" X Pic g /s)u.Onnotel = fpoxett, lasectionde fy induite

3 Cest évident si Pic 2 /s est représentable par un schéma ! Ce que I’on ne suppose pas ici. ..
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par x, comme dans le diagramme ci-dessous.

X xsU——> 2 xgPicy sg—=X

,fo% . lf

U I Pnggj'/S S

On a un faisceau inversible s(/) sur 2" xg U. On pose Z(x) = t}s(l). Les isomor-
phismes de transition sont définis de maniére évidente et 1’on obtient ainsi un faisceau
inversible & sur 2" x s Pic 9-/5 dont il ne reste plus qu’a montrer qu’il représente
Pic 9 /. Soit [ un élément de Pic 9~ /5(U). 1l faut montrer que [ = 7 (| ,%’XSU)' Il est
évident, vu la construction de &, que & @ xgU est isomorphe a s(/). Comme s est
une section de 77, on a bien le résultat attendu.

Supposons que Picg-g soit représentable par un schéma et montrons que e)
implique ¢). Sous I'hypothese e), il existe par définition du foncteur Py /g un faisceau
inversible & sur 2" x g Pic g7/ qui induit I’élément identité de Pic 9~ /s(Pic 9-/5). Il
est clair que & est universel.

Enfin dans le cas ou f a une section o, montrons que la condition b) est vérifiée.
Le morphisme f* admet dans ce cas une rétraction o *.

0 BGy, Pic(XS) ——= Picy ;s —=0.
\_/

a..*

On vérifie alors facilement que le 1-morphisme .# + (o *. 4 , w(.#)) est un isomor-
phisme de Zic(2/S) dans BGy, x5 Picg7/s. O

Remarque 2.3.5 On se donne a la fois une section o de f et un faisceau inversible
universel & sur 2" xs Picy /s (on ne suppose pas Pic g, représentable). Alors
I'isomorphisme BGy, x g Pic g /s — Pic(Z"/S) induit par & est un quasi-inverse
de (o™, ) si et seulement si o™ &2 est trivial. En particulier on obtient toujours un
quasi-inverse en « rigidifiant » & le long de o, c’est-a-dire en remplacant & par
PR (fro*P) L.

Corollaire 2.3.6 Soit 2" un S-champ algébrique localement de présentation finie
et cohomologiquement plat en dimension zéro. On suppose que le foncteur de Picard
Pic g /s est représentable par un espace algébrique. Alors le champ de Picard
Pic(Z]S) est algébrique.

Démonstration. Pour un S-champ, étre algébrique est une condition locale pour la

topologie fppf. On peut donc supposer (2.2.4) que le morphisme de 2" dans S a une

section et il suffit d’appliquer la proposition précédente. O
On peut donner une autre interprétation de 1’équivalence entre b) et c).

Corollaire 2.3.7 Soit w I’élément du groupe H? (Pic 275, Gm) défini par la Gy -gerbe
Pic(Z]S). Alors w estune classe d’obstruction a I existence d’un faisceau inversible
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universel sur 2" x s Pic g /5 (au sens ot un tel faisceau existe si et seulement si w est
nul).

3 Représentabilité
3.1 Un champ algébrique au sens d’ Artin

Nous donnons dans cette partie une démonstration directe, en termes de faisceaux
inversibles, du théoréme d’ Aoki cité en introduction.

DEFORMATIONS DE FAISCEAUX INVERSIBLES
Commencons par une petite remarque d’algebre que nous utiliserons abondamment
par la suite et que, par commodité, nous énoncons sous la forme d’un lemme.

Lemme 3.1.1 Soient A un anneau et 1 un idéal de carré nul de A. On note © la
projection canonique w : A — A/I.

1) Le morphisme de groupes abéliens 7> : A* — (A/I)* induit par 7 est sur-
Jectif.

2) L’application x +— 1 4+ x induit un isomorphisme de groupes abéliens de I sur
Kerm ™. O

Soit 2" un champ algébrique sur un schéma 7 et soit .Z’ un faisceau inversible sur
Z. On considere une immersion fermée

R ae—
définie par un idéal quasi-cohérent I de 2 de carré nul.

Remarque 3.1.2 Si 2" et 2 sont des champs de Deligne-Mumford, le morphisme
i induit une équivalence de sites entre les sites étales de 2" et de 2, ce qui permet
d’identifier les topos étales de 2" et de 2. 1l est alors évident que la catégorie des
O 9 -modules quasi-cohérents est équivalente a la catégorie des & z=~modules quasi-
cohérents annulés par 1. Lorsque I’on travaille avec des champs d’ Artin (donc avec
leurs sites lisses-€tales) il faut €tre plus prudent. En effet le foncteur naturel du site
lisse-étale de 2~ vers celui de 2" n’est méme plus fidele si bien que ces derniers ne
sont a priori pas équivalents. Cependant, la descente fidelement plate des modules
quasi-cohérents (cf. par exemple [34, (13.5)]) nous permet encore d’identifier la caté-
gorie des 0 9--modules a la catégorie des & z~modules annulés par /. En particulier,
I’idéal I peut étre vu comme un & ¢--module. De plus si .% est un faisceau abélien (non
nécessairement quasi-cohérent) sur 2", alors d’apres A.3.5 les groupes de cohomolo-
gie H'(Z', 7) et H"(Z",i,.%) sont isomorphes. Ceci s’applique en particulier a /
(vu comme & 9 -module) et I’on en déduit que les groupes H" (2, I) et H"(Z", I)
sont isomorphes.

On note Defm(.Z) la catégorie des déformations de A a 2 définie de la maniére
suivante. Un objet de Defm (%) est un couple (%, 1) ou .Z est un faisceau inversible
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sur 2 et A est un isomorphisme ) : i*.¥ —> ¢ . Un morphisme de (.,S,Z , A) vers

(//A/T W) est un isomorphisme « : L el que o i*a = A. On note Defm(.%)
I’ensemble des classes d’isomorphie de Defm(.Z). Le théoreéme ci-dessous donne
une description de la catégorie des déformations de .2 a 2. Un petit calcul de com-
plexe cotangent (voir [15, lemme 3.2.3]) permet de le déduire du théoréme analogue
démontré par Aoki pour les déformations de morphismes de champs algébriques
(cf. [11, 2.1]). Il est cependant nettement plus facile a obtenir que ce dernier, comme
nous pouvons le voir ci-dessous.

Théoreme 3.1.3 (1) Il existe un élément w € EZ(%, I) dont I’annulation équivaut
a lexistence d’une déformation de £ a 2.

(2) Siw =0, alors Defm (%) est un torseur sous HY (2", I).

3) Si (,iz , A) est une déformation de £, son groupe d’automorphismes est iso-
morphe a HO(%, D).

Démonstration. Commengons par le troisieme point. Par définition un automorphisme
de (Z, 1) est un automorphisme ¢ de % qui induit I’identit€ de i * . Autrement dit,
Autpefm o) (&, A) est le noyau du morphisme Aut(.¥) — Aut(.¥) induit par i *,
c’est-a-dire le noyau du morphisme

_ HZ .0\
HYZ, 0 7% e I
( 7 ( HYZ, D) )

D’apres le lemme 3.1.1, 2), il est donc isomorphe a HO(%’”V, I) vial’application x
1+ x.

Montrons maintenant que Defm(#’) est isomorphe a 1’ensemble Pic ¢ (273 des
éléments de Pic(%ﬁ;) qui sont envoyés sur la classe [ ] de . dans Pic(2"). On a une
application naturelle ¢ : Defm(%) — Pic;#|(Z") qui a une déformation (£, 1)
associe la classe de &z dans Pic(f&”t)v. Elle est clairement surjective. De plus si (g ,A)
et (A, ) sont tels que [.£] = [.#], il existe un isomorphisme « : £ — .#.On
va montrer que 1’on peut choisir « de telle sorte que i*o soit égal a w0 A 11 suffit
pour cela de voir que Aut(Z) — Aut(i*.Z) est surjectif : il n’y aura plus alors qu’a
corriger o par un automorphisme convenablement choisi de .. Or ce morphisme de
groupes s’identifie 2 Aut(& 77) — Aut(0 ), qui est surjectif en vertu de 3.1.1, 1).

Donc Defm(Z) est naturellement un torseur sous le noyau du morphisme
Pic(Z) — Pig(ﬁ&” ). Calculons ce noyau. On a une suite exacte de faisceaux quasi-
cohérents sur 2" :

0 —= 1 —= Op —— .09 —— 0.

Elle induit via I’application exponentielle (¢f. 3.1.1) une suite exacte de faisceaux
abéliens sur 2 :

X . X
Oﬁlﬁﬁfﬁl*ﬁxﬁo.
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La suite exacte longue de cohomologie associée nous donne:
H\Z, 1) —= H\Z,0%) — H\(Z,i.0%) — HX(Z, D).

Or d’apres 2.1.2, le groupe H! (5&” 0% ) est isomorphe a Pic(ﬁ?) De plus le

lemme A.3.5 fourni en annexe montre que H (5&” ixsO ) HY\Z, 0% ) =Pic(Z).

Montrons enfin que la premiére fleche de la suite exacte longue ci- dessus est injective.

11 suffit pour cela de voir que le morphisme HO(% ﬁ:%) —~ HO (% I4 X) est
surjectif, ce qui résulte encore du lemme 3.1.1. On obtient donc la suite exacte

0 —= HYZ,I) —— Pic(Z) —— Pic(Z) ——= HX(Z., 1),

ce qui acheéve notre démonstration. O

Remarque 3.1.4 Nous avons montré au passage que le noyau de Pic(ﬁf) — Pic(Z)
s’identifie a H'(Z, I).

Nous pouvons maintenant utiliser le théoreme [ 13, (5.3)] d’ Artin pour (re)démontrer
le théoreme 1.1.
Nouvelle démonstration du théoréme 1.1 On note f le morphisme de 2" dans S et
P le champ Zic(Z/S). Si A est un anneau sur S, on note & (A) la catégorie fibre
de & au-dessus de Spec A. On peut supposer que S est le spectre d’un anneau R.
On peut méme supposer que R est de type fini sur Z grice a la proposition (4.18) (ii)
de [34]. On vérifie une a une les conditions de [13, (5.3)].

e Présentation finie
Il faut montrer que si A est une limite inductive d’anneaux noethériens lim A;, alors
—

le foncteur
li_n} P(A;) —— P(A)

est une équivalence de catégories. Ceci résulte immédiatement de la proposition (4.18)
de [34] compte tenu du fait que £ (A) s’identifie 2 Homy (24, BGpy) et que BGpy,
est de présentation finie. (Ici un indice comme 24 désigne le changement de base
Z xg Spec A).

e Premiére condition de Schlessinger (appelée (S1°) dans [13, p. 168])
On se donne un carré cartésien d’anneaux noethériens
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ou A’ est une extension infinitésimale de A. Il faut montrer que pour tout objet a de
P (A) le foncteur

@a(B/) — ga(A/) x P4(B)

est une équivalence de catégories, ol pour tout anneau R’ sur A, &, (R’) désigne
la catégorie des objets de Z(R’) au-dessus de a avec les morphismes au-dessus de
I’identité de a. C’est une conséquence immédiate du théoréme suivant.

Théoreme 3.1.5 Si 2 est un champ algébrique plat sur S, le foncteur naturel
F(Z) :Inv(Zp) —— Inv(Zy) XTny (27, Inv (ZB).

estune équivalence de catégories (oulnv (Z") est la catégorie des faisceaux inversibles
sur Z).

Démonstration. Commengons par 1’observation suivante. Soient %/ un S-champ
algébrique, U' un S-espace algébrique, et soit U! — % un épimorphisme. On
note U2 = U x9 Ul et U3 = U x4 U' x4, U'. Alors la catégorie Inv (%) est
équivalente a la catégorie Desc(U!, %) décrite dans 2.1.1. De plus la construction de
Desc(U', %) commute aux produits fibrés de champs, de sorte que si les foncteurs
naturels F(U') pouri = 1,2, 3, sont des équivalences de catégories, il en est de méme
du foncteur F(%).

Revenons a la démonstration proprement dite du théoreme 3.1.5.

Premier cas : 2 est un S-schéma affine Spec R’
Alors I’assertion résulte du théoreme [21, 2.2] et du lemme suivant.

Lemme 3.1.6 Si R’ est une R-algebre plate, alors le carré obtenu par changement de

base
B 'Qr R ——= A'Qr R
T
BQr R ——=A®r R
est encore cartésien, et pr' est surjectif. O

20me cas : 2 est un S-schéma qui est union disjointe de schémas affines.
Ona 2 =[], X;, ot chaque X; est affine. Alors Inv (£") = []; Inv (X;) universelle-
ment, et I’assertion est vraie pour chacun des S-schémas X;, donc il suffit de montrer
que les produits fibrés de catégories commutent aux produits arbitraires, ce qui est
purement formel et évident.

3eme cas : 2 est un schéma séparé.
Soit X I’'union disjointe d’une famille d’ouverts affines recouvrant 2. Alors X, X x ¢~
X, et X xg9 X X g X sont unions disjointes de schémas affines, donc d’apres la
remarque qui amorgait notre démonstration, 1’assertion résulte du second cas.
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4eme cas : X est un S-schéma quelconque.
De méme soit X la somme des ouverts d’un recouvrement affine de 2. Alors les
schémas X, X x 9 X et X X 9~ X X 9~ X sont séparés, donc il suffit d’appliquer le
troisieéme cas.

5¢me cqs : X est un S-espace algébrique.
On choisit un morphisme étale surjectif X — 2" ol X estun schéma. Alors X x 9~ X
et X x 2 X x g~ X sont encore des schémas, de sorte que 1’assertion résulte du cas
précédent.

6% cas : X est un S-champ algébrique.
On choisit une présentation P : X — 2 par un espace algébrique. Alors X x 9~ X
et X X 9~ X X 9~ X sont encore des espaces algébriques, donc le résultat se déduit du
cinquieéme cas. O

e Seconde condition de Schlessinger (appelée (S2) dans [13, p. 168])

Soient A une R-algebre noethérienne et M un A-module de type fini. On peut supposer,
et ’on suppose, A = R. On note A[M] I’extension infinitésimale de A par M. Si a
est un objet de &(A), on note

Dy(M) = Za(AIM])/ ~ .

1l faut vérifier que D, (M) est un A-module de type fini. Or D, (M) n’est autre que
I’ensemble appelé Defm(a) ci-dessus, et ’'on a vu que cet ensemble est naturelle-
ment un torseur sous H'! (X, I), o0 2" désigne le produit fibré 2" x g Spec A[M]. 11
suffit de vérifier que H'(2", I) est un A-module de type fini. On vérifie facilement

que I'idéal I qui définit I’extension infinitésimale 2" <= 2~ s’identifie & i, f*M.
D’apres A.3.5 le module H! (327, I) est donc isomorphe a HY (<, f*M). L assertion
résulte maintenant de la finitude de la cohomologie des faisceaux cohérents sur un
champ algébrique propre et localement noethérien [41, théoréeme (1.2)] , ou [20].

e Fin de la condition (1) du théoreme [13, (5.3)]
11 faut vérifier que si a est un objet de F?(A) et si M est un A-module de type fini,
alors I’ensemble Aut, (M) des automorphismes infinitésimaux, défini par

Auty (M) = Ker (Auty (A[M]) — Auty(A))

est un A-module de type fini. (Dans le membre de droite, Aut, désigne le foncteur
des automorphismes de a. Aut,(A[M]) est donc ’ensemble des automorphismes de
la déformation triviale a de a, image de a par le morphisme Z(A) — Z(A[M]).)
D’apres le troisieme point du théoréeme 3.1.3 ci-dessus, Aut, (M) est naturellement
isomorphe a HO(.2", f*M), qui est bien de type fini d’apres le théoréme de finitude
de Faltings-Olsson [41, (1.2)].

e Commutation aux limites projectives
Il faut vérifier que si A est un anneau noethérien local complet d’idéal maximal m,
alors le foncteur naturel

P(4) — lim P(A/m"
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est une équivalence de catégories. C’est une conséquence immédiate du théoreme
[41,(1.4)] d’Olsson selon lequel le foncteur naturel Coby (27) — lim€ob (Zy 1)
<~

est une équivalence.

e Conditions sur la théorie des déformations

11 faut vérifier que les modules Aut, (M), D,(M) et 0,(M) (ou O,(M) doit étre un
module dans lequel vit une classe d’obstruction a I’existence d’une déformation de
I’élément a a A[M], cf. [13, (2.6)]) vérifient les conditions (4.1) de [13], c’est-a-dire :

(1) qu’ils commutent a la localisation étale, i.e. si A — B est étale alors
Auty(M ®4 B) (ou b est I'image de a) est isomorphe a Aut, (M) ®4 B, et
idem pour les autres ;

(i) qu’ils sont compatibles aux limites projectives, i.e. si m est un idéal maximal
de A etsi A est le complété de A relativement a m, alors le morphisme naturel

Aut, (M) ®4 A — lim Aut,, (M /m" M)

est un isomorphisme, etc. ..

(iii) (constructibilité) Il existe un ouvert dense de points de type fini p € Spec A
tels que

Auty (M) ®4 k(p) — Auty, (M ®4 k(p))

soit un isomorphisme, etc. ..

Or d’aprés ce qui précede, ces modules s’identifient respectivement 2 HO(2", f*M),
HY (2, f*M) et H*(Z, f*M). La condition (i) résulte de la proposition A.3.3. La
condition (ii) est une conséquence de [40] thm. 8.1.

Enfin pour la condition (iii), nous devons montrer que si Ap est une R-algebre
integre de type fini, il existe un ouvert non vide U de Spec A tel que pour tout point
fermé s dans U le «(s)-espace vectoriel D(k, M ®4, k(s), &oy) soit isomorphe a
D(Ao, M, &) ®4, k(s). En d’autres termes on demande que pour un tel point s, le
morphisme canonique

HY(Zags fa,M) @ k(s) — HU(Zy, f{(M ®a, k(5))) ey

soit un isomorphisme (¢ = 0, 1 ou 2). Montrons d’abord qu’il existe un ouvert non
vide de Spec A sur lequel M est libre de rang fini. On note K le corps des fractions
de Ag. Comme M est de type fini, Mg est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soient (x1, ..., x,) des éléments de M dont les images dans Mg engendrent M.
Soit (y1, ..., y,) une famille génératrice de M. Il existe agp € A non nul tel que pour
tout j on puisse €crire y; comme combinaison linéaire des ;‘—(’) dans M. Donc quitte a
localiser par ag on peut supposer que la famille (x, ..., x,,) engendre M. C’est alors
aussitot une base de M. En effet, on a un morphisme surjectif ¢ : A" — M qui induit
un isomorphisme g : A% — Mk, etle morphisme de localisation A" — K" est
injectif puisque A est integre, donc ¢ est aussi injectif. Maintenant, M est libre de
rang fini sur Spec A, donc f:OM 2 (O 9 xgSpec Ay)" €st cohérent et plat sur Spec Ag
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(car f estplat). Donc le résultat de Mumford ([38] paragraphe 5) généralisé par Aoki
aux champs algébriques [11, théoreme A.1], s’applique et il existe un ouvert non vide
U de Spec Ay tel que, pour tout point s de U, le morphisme (1) ci-dessus soit un
isomorphisme.

e Quasi-séparation du morphisme diagonal

Soient A une R-algebre de type fini et .2 un faisceau inversible sur Z4. Soit ¢
un automorphisme de . qui induit ’identité dans (k) pour un ensemble dense
de points A — k. Il faut montrer que ¢ est I’identité sur un ouvert non vide de
Spec A. Remarquons tout de suite qu’en fait, en lisant la preuve de [13] (5.3) (haut
de la page 184, voir aussi [12, p. 59, Sect. 2] et regarder la condition [3’](b) du
théoréme 5.3 dans [12], p. 48), on voit qu’on peut supposer A intégre. Soit X — 2
une présentation de 2", avec X affine d’anneau B. On note encore ¢ 1’élément de
['(Z4, Og,)* correspondant a I’automorphisme ¢. Il suffit clairement de montrer
que ¢|, vaut 1. Notons b I’élément ¢, — 1 de B, et H I’ensemble des points p
de Spec A tels que b, = 0. Par hypothése H est dense dans Spec A. Par ailleurs,
d’apres [29] (9.4.6), H est constructible. Donc le point générique & de Spec A est dans
H et by = 0. Comme B est plat sur A, ceci prouve que b est nul. O

3.2 Quasi-séparation et séparation

Nous montrons maintenant que, sous des hypotheses légerement plus fortes
qu’en 1.1 (on suppose de plus 2~ cohomologiquement plat en dimension zéro sur S),
le champ de Picard est algébrique au sens de [34], c’est-a-dire en un sens un peu
plus fort que celui d’ Artin. La différence porte uniquement sur les conditions de fini-
tude imposées au morphisme diagonal : les champs algébriques de [34] sont supposés
quasi-séparés, autrement dit leur diagonale est quasi-compacte (et séparée). La ques-
tion de la quasi-séparation étant parfois délicate, nous proposons ci-dessous un criteére
général de quasi-séparation, inspiré des techniques employées par Artin dans [12]. La
fin de cette section est consacrée a un critere de séparation pour le foncteur de Picard
(cf. 3.2.5).

Proposition 3.2.1 Soient S un schéma localement noethérien et & un S-champ
algébrique (au sens d’Artin) localement de présentation finie. On suppose que les
deux conditions suivantes sont remplies.

(1) Pour tout U € ob (Aff/S) et tout x € ob 2y, le morphisme Aut(x) — U est
quasi-compact et séparé.

(ii) Soit U € ob (Aff/S) integre, et soient x,y € ob Zy. On suppose qu’il existe un
ensemble dense de points t de U, tels qu’il existe une extension L(t) de k (t) telle
que X1y = yL(). Alors x et y sont isomorphes sur un ouvert dense de U.

Alors X est quasi-séparé (donc est algébrique au sens de [34]).
Démonstration. Soit U — 2 xg 2 une présentation de 2~ xgs 27, ou U est

un schéma localement noethérien. Alors par descente fidelement plate, pour montrer
que A : & — Z x5 Z estquasi-compact, il suffit de montrer que le morphisme
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obtenu par changement de base

| ——U

l O J/(x,y)

X ——= I xs &

est quasi-compact. Comme c’est une question locale sur U, on peut supposer U affine.

Notons G le U-schéma en groupes Aut(y). L’action a gauche naturelle de G sur /
fait clairement de / — U un pseudo-torseur* sous G. Par récurrence noethérienne
sur les fermés de U, on peut supposer que pour tout fermé strict F de U, [ xy F
est quasi-compact. Il suffit maintenant de trouver un ouvert non vide V de U tel que
I xy V soit quasi-compact. En effet, si V est un tel ouvert, alors en notant F = U\V,
I’espace algébrique I’ = (I xy V) |](I xy F) est quasi-compact, et le morphisme
I’ — I obtenu par changement de base & partirde V [ | F — U est surjectif, donc
[ est quasi-compact.

Notons f le morphisme I — U et Z = f(I). Soit W un ouvert affine integre
de Zgq. Alors le morphisme fw : I xy W — W est dominant, et la condition (ii)
signifie précisément que dans ce cas, quitte a choisir W plus petit, fi a une section.
Ceci prouve que I xy W est un torseur trivial sous G, donc est quasi-compact. Ceci
étant, on peut écrire W = Zgg NV = Zgq Xy V ou V est un ouvert (non vide) de
U. On vérifie sans peine que le morphisme induit I xy W — I xy V est surjectif
(c’est méme un homéomorphisme), ce qui montre que / xy V est quasi-compact, et
acheve la démonstration.

Pour montrer que A est séparé, il faut montrer que pour tout diagramme comme
ci-dessus, le morphisme I — U est séparé. En utilisant le critere valuatif [34] (A.3),
on peut supposer que U est le spectre d’un anneau de valuation discrete et il faut alors
montrer que deux sections quelconques de I/ — U sont égales si et seulement si
elles sont égales sur la fibre générique. Or si I — U a une section, I est isomorphe
au schéma Aut(x) pour un certain objet x de Zy. Il est donc séparé par hypothese.

]

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que le champ de Picard est quasi-
séparé (cf. 1.2). Ceci résulte immédiatement du critere ci-dessus et des lemmes 3.2.2
et 3.2.3 ci-dessous.

Lemme 3.2.2 Soient A un anneau intégre, T = Spec A, et f : X — T un
T -champ algébrique propre, plat, de présentation finie, et cohomologiquement plat
en dimension zéro. Soit £ un faisceau inversible sur Z .
(1) Si A estun anneau local (en particulier si A est un anneau de valuation discrete),
de corps résiduel k et de corps des fractions K, alors £ est trivial si et seulement
si L et Lk le sont.

(ii) S’il existe un ensemble dense . de points de T tel que pour toutt € ., £, soit
trivial, alors il existe un ouvert non vide U de T tel que £y soit trivial.

4 Autrement dit la fleche I —> U est invariante sous G, et le morphisme naturel G x I — [ xy I
est un isomorphisme.
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Démonstration. D’apres 1’annexe A de [11] les corollaires 1 et 2 du paragraphe 5
de [38] sont encore valables. IIs nous apprennent que la fonction

t —> d(1) ;= dim ) H(2;, £)

est semi-continue supérieurement, et que si elle est constante sur 7', alors le morphisme
naturel

(f?) ®p, k() — H'(Z:, L)

est un isomorphisme pour tout ¢ € T. De plus en un point ot .Z; est trivial, on a
H%Z;, %) = H(Z;, O ;) > k(t) par platitude cohomologique, donc d(¢) = 1.

(i) Ici comme Lk et % sont triviaux, la fonction d vaut 1 au point générique et au
point fermé, donc elle est constante égale a 1 sur 7. D’apres ce qui précede, on a en par-
ticulier un isomorphisme H(T, f,.2) @4k = HY(Z , L)@4k — H"(Zi, ).
Le faisceau % étant trivial, il a une section globale partout non nulle sur 2. D’apres
I’isomorphisme précédent, cette section provient d’une section globale s de .Z (comme
k est un quotient de A, les éléments de H 0(% , Z) ®4 k peuvent tous s’écrire sous la
forme s ® 1). Alors s est non nulle en tout point x de 2~ d’image Spec k dans 7. Or
I’ensemble C des points de 2~ ou s est nulle est un fermé de |.Z"| (voir par exemple
[15, 2.1.2.2]). Comme f est propre, I'image de C est un fermé de 7', qui de plus ne
contient pas le point fermé. Nécessairement C est vide, donc s est partout non nulle
et £ est trivial [15, 2.1.2].

(i1) La fonction d étant semi-continue supérieurement, il existe un ouvert non vide
sur lequel elle est constante et quitte a remplacer T par cet ouvert, on peut supposer
qu’elle est constante. Des lors pour tout # € T le morphisme naturel

HY 2, 2)®ak(t) — H"(2:, %)

est un isomorphisme. Soit # € .. Alors .Z; est trivial donc il a une section globale
s; € HYZ;, %) partout non nulle sur 2;. D aprés ’isomorphisme précédent, elle
provient d’un élément du groupe H N, . L) @4 k(1) que 1’on peut écrire sous la
forme s ® (+) o f € A n’est pas dans I’idéal premier correspondant a . Quitte
a remplacer T par D(f), on peut supposer f = 1 et on a donc trouvé une section
s € HO(2", %) dont la réduction s; 2 .2Z; est partout non nulle.

Maintenant 1’ensemble C des points de 2~ ou s est nulle est un fermé de | 27|, et
son image est un fermé F de T, qui ne contient pas ¢. Son complémentaire U = T\ F
est alors un ouvert non vide de 7', et 1a section sy induite par s sur 2~ x 7 U est partout
non nulle sur 2" x 7 U, de sorte que £y est trivial. O

Lemme 3.2.3 Soit 2" un champ algébrique quasi-compact sur un corps k et soit £
un faisceau inversible sur 2°. On suppose que H'(Z', 0 o) = k (par exemple X
cohomologiquement plat en dimension zéro) et qu’il existe une extension k' de k telle
que L soit trivial. Alors £ est trivial.

Démonstration. D’aprés A.3.3, le groupe H°(2", %) ® k' est isomorphe 2
H%( 2, %) (lui-méme isomorphe 2 k). On en déduit immédiatement que .Z est
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engendré par ses sections globales>. Il en est de méme pour .2~ !. Soit x un point de
|2 |. 1l existe des sections globales s € HY(2", £)ets’ € HO(Z", £~") non nulles
enx. Alors s ® s’ € H'(2", 0 9°) est non nulle en x. Comme H%(2", € 9°) =k, on
en déduit que s ® s’ est partout non nulle, donc s aussi, et . est trivial. O

Corollaire 3.2.4 Soient S un schéma localement noethérien, et & un champ algé-
brique propre, plat et cohomologiquement plat sur S, alors le foncteur de Picard
Pic g /s est un espace algébrique localement séparé.

Démonstration. Il faut montrer que le morphisme diagonal A de Pic g /s est une
immersion quasi-compacte. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la quasi-
compacité résulte de 1.2. Pour montrer que A est une immersion, on peut appliquer le
critere valuatif d’Artin pour les immersion quasi-compactes, énoncé et démontré en
détail dans la these de 1’auteur, cf. [15] 2.1.1.4. O

Proposition 3.2.5 Soient S un schéma et 2" un S-champ algébrique propre, plat et
de présentation finie sur S. On suppose que les fibres de X~ sont géométriquement
normales et géométriquement integres. Alors le foncteur de Picard Pic g /s est un
espace algébrique séparé sur S.

Démonstration. D’apres la remarque 2.2.5, 2 est cohomologiquement plat, donc on
sait déja que Pic »-/g est un espace algébrique. On peut clairement supposer que 2~
a une section et que S est noethérien. Alors d’apres le théoreme 2.2.6, Picg-/g est
donné par Pic g /5(T) = Pic(Z7)/Pic(T). En utilisant le critere valuatif [34] (A.3),
on peut supposer que S est le spectre d’un anneau de valuation discréte A (on notera K
son corps des fractions et U = Spec K), et ’on est ramené a montrer qu’un faisceau
inversible . sur 2 qui est trivial sur la fibre générique Zy est trivial. Vu que le
K -espace vectoriel I'(Zy, £ 2, ) estisomorphe a I'(Z", £) @ K (A.3.3), 1l existe
une section globale / € I'(Z", .Z) qui engendre .Z en tout point de 2. Notons 7 le
point générique de la fibre spéciale, et # une uniformisante de A.

Commencons par quelques considérations sur les présentations de 2. Soit X =
Spec A un voisinage lisse affine de 7 tel que la fibre spéciale de X soit connexe (donc
inteégre, puisqu’elle est aussi normale). L’idéal de A correspondant au point générique
de la fibre spéciale de X est tA. On notera A,y I’anneau local en ce point. Vu que A
est plat sur A, il s’injecte dans A ® o4 K. On en déduit d’une part qu’il est réduit, et
d’autre part que ¢ est non diviseur de zéro dans A. Il en résulte que A est integre. En
particulier A, est un anneau de valuation discrete.

e Montrons que I’on peut choisir la section | de telle sorte qu’elle engendre £ en 1.
Si X = Spec A est un voisinage de 7 comme ci-dessus, on note n la valuation de / dans
A (n ne dépend pas du choix de X). I1 suffit de montrer qu’il existe I’ € I'(2", .Z)
tel que [ = 1"I'. Soit (U;);es un recouvrement lisse de 2" par des schémas affines
integres, dont la fibre spéciale est integre ou vide, et qui trivialisent .Z. On note A;
I’anneau de Uj;, et [; I’élément de A; induit par / (bien défini a un inversible pres).

5 Ondit qu’un faisceau inversible . sur 2 est engendré par ses sections globales si pour point x de | 2|,
% admet une section globale non nulle en x.
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Que la fibre spéciale de U; soit integre ou bien vide, on vérifie facilement qu’il existe
un unique /] € A; tel que /; = ¢"I. Par unicité les [ se recollent, ce qui permet de
conclure.

e Montrons que £ est trivial.

On note ¥ I’ouvert de 2" ou la section [ est non nulle, et i I’immersion ouverte de ¥
dans 2". Alors %}, est trivial. Nous allons montrer que les morphismes canoniques
L — ix(4,) et Oy — i,0y sont des isomorphismes. C’est une question lo-
cale sur 2" pourlatopologie lisse, donc en considérant une présentationw : X — 2~
de 2" qui trivialise .Z, il suffit de montrer que Ox — j,Oy est un isomorphisme,
ou j: V — X est’immersion ouverte induite par i. Par [28] 5.10.5, on est ramené
a montrer que tout point z de Z = X\ V est de profondeur au moins 2 dans X, i.e. que
prof (Ox ;) > 2 pour tout z € Z. Pour cette question, on peut clairement supposer
X affine, et méme, vu les considérations ci-dessus, integre et a fibre spéciale integre.
C’est alors un exercice facile laissé au lecteur. O

Remarque 3.2.6 En général, le champ de Picard Zic(Z/S) n’est pas séparé. Par
exemple sous les hypotheses du théoreme précédent, Zic(Z /S) n’est jamais séparé
(essentiellement parce que Gy, n’est pas propre).

Remarque 3.2.7 11 est vraisemblable que dans le théoreme précédent, supposer les
fibres de 2~ géométriquement normales soit superflu (¢f. [14] 8.4 thm. 3).

4 Autour de I’élément neutre
4.1 Lissité et dimension

Soient k un corps, P un k-espace algébrique, et y : Speck — P un k-point de
P. Soit k[e] = k[X]/(XZ). On note i I'immersion fermée de Spec k dans Spec k[¢],
et Ty P 'espace tangent a P en y.

T,P = {¢ : Speckle] — P |@poi =y}

Si f: X — P estun morphisme de k-espaces algébriques, et si x est un k-point de
X,onnote Ty f : TxX —= Ty ()P le morphisme naturel ¢ — f o ¢. Nous rappelons
ci-dessous quelques résultats bien utiles.

Lemme 4.1.1 1) Soit f : X — P un morphisme formellement lisse (resp. for-
mellement non ramifié, formellement étale) de k-espaces algébriques et soit x :
Speck — X un point k-rationnel de X. Alors Ty f : TxX —= Ty P est sur-
Jective (resp. injective, resp. un isomorphisme).

2) Soient X un k-espace algébrique localement de type fini, x un k-point de X, et L
une extension de k. On note X le L-espace algébrique obtenu par changement
de base, et x|, le point de X induit par x. Alors le morphisme naturel

(I:X) @ L —— Ty (X1)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Le point 1) résulte immédiatement des définitions. Pour le second
point, on se ramene par [32] II (6.4) au cas ou X est un schéma affine d’anneau A.
L’assertion n’est maintenant plus qu’un exercice facile d’algébre commutative (rédigé
en détail dans [15]). O

Nous rappelons également le résultat suivant, valable aussi pour un espace algé-
brique puisqu’un espace algébrique en groupes sur un corps est toujours un schéma.

Proposition 4.1.2 [31, 5.13 et 5.14] Soient P un k-schéma en groupes localement de

type fini, et e le k-point neutre. Alors P a la méme dimension en tout point. De plus cette

dimension est inférieure a dimy (T, P), et les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) dim P = dimg (T, P);

(i1) P estlisseenO;

(iii) P est lisse.

Elles sont vérifiées lorsque k est de caractéristique nulle.

Théoreme 4.1.3 Soient k un corps, S son spectre, et 2 un S-champ algébrique. On
note Pic g le foncteur de Picard relatif Pic »- /S () € on suppose qu’il est représen-
table par un S-espace algébrique localement de type fini.

a) Alors l’espace tangent a l’origine est

ToPicy jx = H'(Z, O2).

b) L’espace algébrique Pic g/ a la méme dimension en tout point. De plus cette
dimension est inférieure a dimy H' (2", O 9), etil'y a égalité si et seulement si Pic g /i
est lisse a l’origine. Dans ce cas, Pic g est lisse de dimension dimy HY 2, O9)
partout. Il en est toujours ainsi lorsque k est de caractéristique nulle.

Démonstration. a) On note encore P = Pic 9 /4. L'espace tangent 2 P en 0 est par
définition le noyau de P(k[e]) — P (k). On note X = ®k kle], et i 'injection
canonique de 2" dans 2. On voit facilement que I’idéal I sur 2" de carré nul qui
définit 2° comme sous-champ fermé de 2~ est isomorphe & i, & 4. Laremarque 3.1.4
montre alors que le noyau de Pic(2") — Pic(Z") s’identifie a HY(Z ,i.09). Or
d’apres le lemme A.3.5, H' (2, i.0 ) est isomorphe 2 H'(2", 0). On a par
ailleurs un carré commutatif:

Pic(2) — Pic(Z)

N

P(kle]) —= P(k),

qui induit un morphisme entre les noyaux des fleches horizontales, et donc, d’apres
ce qui précede, un morphisme v : H' (2", 0 9) — ToP. Montrons que v est un
isomorphisme. Remarquons tout d’abord que si k est algébriquement clos, les fleches
verticales du carré ci-dessus sont des isomorphismes en vertu de 2.2.1, de sorte que v
en est un aussi. Passons maintenant au cas général. Soit k une cloture algébrique de
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k. Le carré ci-dessus s’envoie alors sur le carré correspondant obtenu apres extension
du corps de base a k. On en déduit en regardant les noyaux un carré commutatif de
k-espaces vectoriels :

HYZ,09) —= HY (2%, O22)

ToP —————— To(Py).

Il résulte du cas précédent que v estun isomorphisme. De plus d’apres A.3.3 et4.1.12),
v s’identifie a v ®; k. On en déduit que v est un isomorphisme. Pour b) il suffit
d’appliquer 4.1.2. O

4.2 Construction de la composante neutre

On rappelle le résultat suivant concernant la composante neutre d’un k-schéma en
groupes localement de type fini.

Théoreéme 4.2.1 [31, 5.1] Soient k un corps et G un k-schéma en groupes localement
de type fini. Alors G est séparé. Soit G° la composante connexe de 1’élément neutre de
G. Alors GO est un sous-schéma en groupes ouvert et fermé de G. Il est de type fini et
géométriquement irréductible. De plus, la formation de G° commute aux extensions
du corps k.

Naturellement, tout ceci est valable pour le foncteur de Picard Pic g/ des qu’il
est représentable par un espace algébrique localement de type fini sur k. En effet,
c’est alors automatiquement un schéma en vertu d’un lemme d’Artin [12, lemme 4.2,
p. 43]. En particulier, c’est le cas dés que 2~ est un champ algébrique propre et
cohomologiquement plat en dimension zéro sur k.

La notion de faisceaux inversibles algébriquement équivalents se généralise tres
bien aux champs algébriques, et comme dans le cas des schémas elle permet de ca-
ractériser les k-points du foncteur de Picard qui sont dans la composante neutre.

Définition 4.2.2 ([31, 5.9]) Soit :Z" un champ algébrique sur un corps k. Soient .
et .4 deux faisceaux inversibles sur 2. On dit que £ et .4 sont algébriquement
équivalents s’il existe une suite de k-schémas connexes de type fini 71, ..., T, des
points géométriques s;, #; de T; (pour tout i) ayant tous le méme corps, et un faisceau
inversible .#; sur 2~ x T; tels que

zvl =~ <%l,s17 %l,tl = %2“?27 cees <%n—l,tn,1 = '//n,sna v/%n,t,, = M,

Théoréme 4.2.3 ([31,5.10]) Soit &~ un champ algébrique sur un corps k. On suppose
que Pic g )i est représentable par un schéma localement de type fini. Soit £ un
faisceau inversible sur 2" et soit A le point correspondant de Pic g . Alors £ est
algébriquement équivalent a O g~ si et seulement si ) est dans la composante neutre

0
PIC%/k.
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Démonstration. On peut recopier telle quelle la démonstration qui accompagne

I’énoncé référencé ci-dessus. O

Comme toujours, la définition de la composante neutre est plus délicate lorsque

la base n’est plus un corps, mais un schéma quelconque. En effet, on dispose, dans
. N -0 .. . N .

chaque fibre Pic 2 /i (s), d’un ouvert Pic 2 Jk(s)” Mais il se pourrait tres bien que la

réunion des Pic%{ Je(s) € soit pas un ouvert de Pic g7, 5. On peut tout de méme définir a
priori la composante neutre comme sous-foncteur de Pic »- /s (voir laremarque 4.2.9).

Définition 4.2.4 Soient S un schéma et 2" un S-champ algébrique. On suppose que
le foncteur de Picard Pic g7/ est représentable par un espace algébrique localement
de type fini. On désigne alors par Pic?% /s le sous-foncteur de Pic 2/g défini de la
maniére suivante. Pour tout S-schéma S’ et pour tout £ € Picy-/5(S"), on dit que &
appartient a Picg,g- / 5(8) si et seulement si pour tout point s" de S, I'élément &, de

Pic 2, /(s (K (s)) est dans la composante neutre Pic%&g//,((s,) (k(s))).

Remarque 4.2.5 11 est clair que Pic?%f /s est bien un sous-foncteur en groupes de

Pic9-/s. De plus, la formation de Pic({)@ /s commute au changement de base. Par
ailleurs, si S est le spectre d’un corps k et si Pic g/, est représentable par un schéma
en groupes localement de type fini, alors le sous-foncteur Picglf Jk ainsi défini coincide
avec le sous-foncteur ouvert défini par la composante connexe de 1’élément neutre

dans Png/k.

Les lemmes techniques qui suivent ont pour but de généraliser au cas des espaces
algébriques un résultat de Grothendieck sur les composantes connexes des fibres le
long d’une section (voir 4.2.8).

Lemme 4.2.6 Soient k un corps, X un k-schéma connexe localement de type fini, L
une extension de k et p la projection de X, dans X. Alors les fibres de p rencontrent
toutes les composantes connexes de X 1. Autrement dit, pour toute composante connexe
U de X, le morphisme induit p, : U — X est surjectif.

Démonstration. En dévissant 1’extension, il suffit clairement de traiter le cas d’une
extension algébrique et le cas d’une extension transcendante pure. Dans le premier
cas, le morphisme Spec L — Spec k est universellement ouvert ([28] 2.4.9) et uni-
versellement fermé ([25] 6.1.10). Si U est une composante connexe de X, son image
p(U) dans X est ouverte, fermée et non vide, donc c’est X tout entier.

Supposons maintenant I’extension L/k transcendante pure. Si €2 est une autre
extension de k, alors ’anneau L ®; €2 est integre. Il en résulte que les fibres de p sont
géométriquement integres. Notons (X;);e; la famille des composantes connexes de
X1 .Chaque X; est une réunion de fibres, donc les p(X;) forment une partition de X,
et ils sont ouverts puisque p est ouvert ([28] 2.4.9). Par connexité un seul d’entre eux
est non vide, donc X est connexe. O

Lemme 4.2.7 Soient V —5> X i> S deux morphismes de schémas, avec f
localement de présentation finie. On note g = f oe. Si s € S, on note X la fibre
f ~1(s) et X? (e) la réunion des composantes connexes de X qui rencontrent e(V), et
I"on note X°(e) la réunion des X? (e). (On notera X? et X0 s’il n’y a pas d’ambiguité).
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(1) Soity : 8" — Sunmorphisme de changement de base. On adopte les notations
du diagramme suivant:

V/ 6/3 X/ ! S S/

| ov] ol

y—sXxX—>¢§

Alors X0 = ¢'~1(X0).

Dans le cas ot ¢ = g, le morphisme f' : X' — S’ a une section o. On note
C;"}) la composante connexe de o (s") dans X', pour tout s" € S', et C'0 la réunion
des CY. Alors X° = ¢/ (C").

(i) On suppose que f est universellement ouvert en tout point de XV, et que ses
fibres sont géométriquement réduites. On suppose de plus que I’on est dans 'un
des deux cas suivants:

a) g est universellement ouvert;
b) e est une immersion ouverte.

Alors X© est un ouvert de X.

Démonstration. (i) Pour la premiére assertion, on peut supposer que S et S’ sont des
spectres de corps. L’inclusion X0 < ¢~ !1(X?) est évidente. Réciproquement, soit
x" € X' tel que x = ¢'(x') appartienne 2 X°. Soit C la composante connexe de x dans
X. Par hypothese il existe un point v € V tel que e(v) € C. Soit C’ la composante
connexe de x’ dans X’. Alors par 4.2.6 on a ¢'(C) = C, donc il existe x; € C’ tel
que ¢'(x]) = e(v). Clairement x| est dans I"image de V', donc C’ recontre ¢’(V’) et
x appartient 2 X'0.

Pour la seconde assertion, on constate tout d’abord que, vu la construction de o,
o (8 est inclus dans ¢/(V’) d’ou I’on déduit immédiatement I’inclusion C° ¢ X',
donc ¢’ (C"%) ¢ X° grice a la premiere assertion. Réciproquement, soit x € X°. On
note s = f(x) et C lacomposante connexe de x dans X;. Soitv € V telquee(v) € C.
On considere le point s = v dans S’ = V. Alors ¢(s’) = s. Soit C’ la composante
connexe de o (s") dans X',. D’apres 4.2.6, ¢'(C") = C, ce qui prouve que x appartient
Py QD/(C/O)-

(ii) On effectue le changement de base par g : V. — S. Avec les notations de (i),
C" est un ouvert de X’ par [29] (15.6.4). D’apres (i), X© est égal 4 ¢'(C’?). On en
déduit immédiatement que X est ouvert dans le cas a).

Dans le cas b), e est universellement ouvert et f I’est en tout point de e(V'), donc
on est ramené au cas a). O

Lemme 4.2.8 Soient S un schéma et f : X — S un S-espace algébrique loca-
lement de présentation finie, a fibres géométriquement réduites, muni d’'une section
e: S — X. Pourtout s appartenant a S, on note X? la composante connexe de e(s)
dans la fibre X ;. On note X 0 la réunion des X?.
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(i) On suppose que f est universellement ouvert en tout point de X° et que pour
tout s, X© est irréductible. Alors X° est un ouvert de X.

(i1) On suppose que pour tout s, X ? est géométriquement irréductible, et que la fonc-
tion s — dim(X_?) est localement constante sur S. Alors f est universellement
ouvert en tout point de X°. En particulier X° est un ouvert de X.

Démonstration. (i) Soit 7 : X; — X une présentation de X. On note S le produit
fibré X| x x S, e la projection de Sy sur X et fi le composé f om. On applique alors
le lemme 4.2.7 au diagramme

e S

Si]—=X;——=S.

On vérifie facilement que 7 envoie X (1) (e1) dans X 0 On en déduit, vu que 7 est étale,
que f est universellement ouvert en tout point de X (1) (e1). Il résulte alors de 4.2.7 (i),
cas a) que X‘l)(el) est ouvert dans X.

On note maintenant U = n(X(])(el)) (c’est un ouvert de X inclus dans X©) et
Vi = 7~ (U). Autrement dit V| est le saturé de X ?(el) pour la relation d’équivalence
définie par . On note alors W = X?(Vl < X1). En d’autres termes, W est le
sous-ensemble de X | défini de la maniere suivante : dans une fibre X, au-dessus d’un
point s € S, Wi, est la réunion des composantes connexes de X; qui rencontrent
V1. De méme que précédemment on vérifie facilement que 7 (Wj) est inclus dans
X9, si bien que f; est universellement ouvert en tout point de W;. En appliquant le
Lemme 4.2.7 (ii), cas b) au diagramme

V1<—>X1f41>5,

on en déduit que W, est un ouvert de X ;. Il suffit donc de montrer que X© est égal a
7w (W1) pour conclure.

On peut pour cela supposer que S est le spectre d’un corps. De plus, 7 étant
surjectif, il suffit de montrer que 7 ~'(X?) est inclus dans W;. Maintenant X° est
un ouvert irréductible de X. Notons 7 son point générique. Vu la construction de
Wi a partir de V1, il suffit de montrer que V; contient le point générique de toute
composante irréductible de n_l(X 0). Or, 7 étant ouvert, il envoie nécéssairement
tous ces points génériques sur n d’apres [27] (1.10.4). Comme V] est saturé pour
la relation d’équivalence définie par s, il suffit de montrer qu’il contient le point
générique d’une composante irréductible de 7~ (X?), ce qui est évident puisque ¢’en
est un ouvert non vide.

(ii) La formation de X° commutant au changement de base, il suffit de montrer que
f est ouvert en tout point de X°. Comme f est localement de présentation finie, il
suffit de montrer que f est générisant en tout point de X°. Soient x € X et 5" une
générisation de s = f(x). On note x’ le point générique de X?,. 11 suffit maintenant

de montrer que X? est inclus dans X S,.
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Or on a les inégalités:
dim(X?) < dim, ) (X% N f71(s)) < dim(XD).

La premiere résulte du théoréeme de semi-continuité de Chevalley ([29] (13.1.3)),
compte tenu du fait que Xg, est égal a X_S, N f~(s"). La seconde résulte du fait
que toute composante irréductible de X_g, nf —1(s) contenant e(s) est nécessairement
incluse dans X ?. SiI’on suppose de plus que la fonction ¢ +— dim (X ?) est localement
constante, alors les membres de gauche et de droite sont égaux, d’ou dime(s)(X_g, N
f -l = dim(X?). Maintenant soit Z une composante irréductible de X_g,ﬂ f 1)
contenant e(s) et de dimension dim(XY). Alors Z est nécessairement inclus dans X9,

donc Z = X? puisqu’ils sont de irréductibles et de méme dimension, d’ott X0 Xg/.
]

Remarque 4.2.9 Comme sous-foncteur de X, 1’ouvert X© est caractérisé par la pro-
priété suivante. Pour tout S-schéma T et pour tout £ € X (T'), & appartient a X°(T')
si et seulement si pour tout s € S, le point & € X(7;) obtenu par changement de
base appartient a Xg(TS), autrement dit le morphisme correspondant 7y — X se
factorise par X?. Notons aussi que la formation de X° commute au changement de
base.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Proposition 4.2.10 Soient S un schéma et 2" un S-champ algébrique. On suppose que
le foncteur de Picard Pic g7 /5 est représentable par un espace algébrique localement
de présentation finie sur S et que les fibres Pic g, /. (s) sont géométriquement réduites.
On suppose de plus que l'une ou I’autre des hypotheses suivantes est vérifiée :

a) le morphisme Pic 9 ;s —= S est universellement ouvert en tout point de PiCO%- /s
(vrai par exemple s’il est plat);

b) la fonction s — dim(Pic 9; i (s)) est localement constante sur S (hypothese véri-
fiée par exemple si Pic g /s est lisse le long de la section unité).

Alors le morphisme naturel
Picg,g-/s — Picg /s

est une immersion ouverte. De plus, Picg{ /s €5t de type fini sur S.

Démonstration. Que Picgg{ ¢ soit un ouvert de Pic g5 résulte immédiatement du
lemme 4.2.8. Pour la derniere assertion il suffit d’appliquer le lemme 4.2.12 ci-dessous.
]

Remarque 4.2.11 Le lecteur remarquera que dans 4.2.10, la condition b) implique en
fait Ia condition a) (4.2.8 (ii)).
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Lemme 4.2.12 Soient S un schéma et G un S-espace algébrique en groupes locale-
ment de type fini et a fibres connexes. Alors le morphisme o : G — § est quasi-
compact.

Démonstration. La question est locale sur S donc on peut supposer S quasi-compact.
Maintenant, I’image de la section neutre dans 1’espace topologique sous-jacent a G
(munie de la topologie induite) est quasi-compacte, donc il existe un ouvert quasi-
compact U de G qui contient la section neutre. L’espace algébrique U x g U est quasi-
compact (on rappelle que S est quasi-séparé) donc pour conclure il suffit de montrer
que le morphisme o : U x§ U —= G défini par a(g, h) = gh~! est surjectif. On
peut supposer pour cela que S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Si & est
un k-point de G, alors les ouverts U et kU sont non vides, donc s’intersectent puisque
G est irréductible (4.2.1). Il existe donc un k-point g dans U tel que 1~ ' g appartienne
aU. Alors a(U, h~'g) = Ug~'h estun voisinage ouvert de 4. I’ image de o contient
un ouvert qui contient tout k-point, donc elle est égale a G. O

Exemple 4.2.13 Soit S un schéma de caractéristique zéro et soit 2~ un S-champ
algébrique tel que la fonction s +> dimy () H Y2, 0 9,) soit localement constante
(il est probable qu’un champ propre etlisse sur S vérifie cette condition, cf. [19] (5.5) (1)).
On suppose de plus que Pic g~/ est un espace algébrique localement de présentation
finie. Alors d’apres 4.1.3, les hypotheses de 4.2.10 sont satisfaites.

4.3 Propreté de la composante neutre

Théoreme 4.3.1 On suppose que 2 est un champ algébrique propre, géométrique-
ment normal et cohomologiquement plat en dimension zéro sur Spec k. Alors la com-
posante neutre Picgg- Jk du schéma de Picard est propre sur k.

Démonstration. Si k est une cloture algébrique de k alors le champ 27 obtenu par
changement de base est normal d’apres [28] (6.7.7). 11 vérifie clairement les autres
hypotheses du théoréme donc par descente fidelement plate on peut supposer le corps
k algébriquement clos.

11 suffit (cf. argumentaire de Kleiman au cours de la démonstration du théoreme 5.4
de [31]) de montrer que tout morphisme de schémas de G vers Pic g/, est constant,
avec G = G, ou G = Gy,. (En fait il suffirait méme de le faire pour Gy, puis-
qu’alors c’est aussi vrai pour G = G,, mais cette restriction n’apporte pas grand-
chose.) En effet, il suffit de montrer que le réduit (Picf)% / )réd est propre, or ce der-
nier est lisse donc on peut lui appliquer le théoreme de structure de Chevalley et
Rosenlicht (cf. par exemple [18], théoreme 1.1). On en déduit que (Pic?% / k)réd aun
sous-groupe algébrique linéaire H, fermé et distingué dans (Picf)% / réds tel que le
quotient (Pic(}[ / réd/ H soit une variété abélienne. Il suffit de montrer que H est tri-
vial. Le groupe H est commutatif donc résoluble. Il est des lors triangulable d’apres
le théoreme de Lie-Kolchin. On en déduit que s’il était non trivial, il contiendrait

un sous-groupe isomorphe a Gy, ou G, (voir par exemple le livre de Springer [44],
lemme 6.3.4).
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Vu que 2" a une section, et vu que les groupes de Picard de Speck et de G sont
triviaux, dire que tout morphisme de schémas de G vers Pic 974 est constant revient
a dire, grace au théoréme 2.2.6, que le morphisme naturel

Pic(Z") — Pic(Z x G)

est un isomorphisme. (Les produits qui apparaissent dans cette démonstration sont des
produits au-dessus de Spec k.) La suite exacte des termes de bas degré associée a la
suite spectrale de Leray du morphisme p : 2" x G — 2 s’écrit:

0—— HY(Z, psGpn) — HY(Z x G,Gp) — H' (2, R' p,Gp).

Commengons par montrer que le faisceau R! p, Gy, est nul. On sait d’aprés le calcul
des images directes supérieures effectué en annexe, que c’est le faisceau associé au
préfaisceau qui a tout ouvert lisse-étale (U, u) de 2" associe H' (U x G, Gy,). Donc
il suffit de montrer que pour tout schéma affine U lisse sur 2" et pour tout & €
HY(U x G, Gp), il existe une famille couvrante étale V. — U telle que I’élément
&y, de H Y(V x G, Gy) soit nul. Mais pour démontrer ceci il suffit clairement de savoir
que le morphisme Pic(U) — Pic(U x G) est surjectif. Nous sommes donc ramenés
a montrer que si U est un schéma affine normal (que 1’on peut aussi supposer integre,
vu que U est de toute maniere somme disjointe finie de schémas integres) sur Spec k,
alors Pic(U x G) s’identifie a Pic(U). Ce fait est démontré par Kleiman dans [31], au
cours de la démonstration du théoreme (5.4).

Calculons maintenant le faisceau p,Gp,. Considérons d’abord le cas ou G = Gyy,.
Nous allons montrer que p,Gy, s’identifie a Gy, x Z. 11 suffit bien évidemment de
vérifier que ces deux faisceaux coincident sur le site Lis-€t(2"). Si U = Spec A
est un schéma affine lisse sur .2, il est en particulier normal, donc somme disjointe
finie de schémas affines integres, si bien que 1’on peut supposer U integre. Alors
Gm X Z(U) = A* x Z. Par ailleurs, vu que p est représentable, on a

PsGm(U) = Gu((Z x G) x 2 U) = Gm(U x G) = A[X, X~']*.
Or lorsque A est intégre, il est clair que les éléments inversibles de I’anneau A[ X, X ~!]
sont les éléments de la forme a X" aveca € A* etn € Z. Dans le cas ou G = G, le
lecteur vérifiera facilement que 1’on trouve p,Gp, = Gp,.

Or le groupe H'(2, Z) est réduit a zéro d’apres le théoreme 4.3.2 ci-dessous. On
a alors, que G soit égal a G, ou Gy,

HYZ, p«Gm) = H' (2", G) = Pic(2),

ce qui, vu la suite exacte évoquée ci-dessus, fournit I’isomorphisme désiré. O

Théoreme 4.3.2 Soit 2" un champ algébrique localement noethérien et normal. Alors
le groupe H' (2", Z) est nul.
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Nous allons pour cela montrer que tout Z-torseur sur 2~ est trivial. Notre démarche
est fortement inspirée de 1’étude des préschémas constants tordus quasi-isotriviaux
proposée dans SGA3 ([1] exposé X, paragraphe 5).

Lemme 4.3.3 Soit f : & — % un morphisme représentable de S-champs algé-
briques. Soit y un point de I’espace topologique | % | sous-jacent a % . Les propositions
suivantes sont équivalentes:

(1) Pour un représentant Spec K — % de y, le morphisme fg induit par chan-
gement de base de Xy = 2~ xa Spec K vers Spec K est fini.

(i1)  Pour tout représentant Spec K — % de y, le morphisme fg est fini.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que f, 1 X, — y est fini, ou encore que X, est

fini.

Démonstration. Il suffit clairement de montrer que si L est une extension de K et si

fr estfini, alors fg estfini. Orsi fr estfini, 27 est un schéma affine, et 2k aussi par

descente fpgc pour les morphismes affines. Maintenant la descente fidelement plate

pour les morphismes finis de schémas ([28] (2.7.1)) assure que fx est fini. O
Le lemme suivant généralise le lemme 5.13 de [1], exposé X.

Lemme 4.3.4 Soit p : & — 2 un morphisme représentable de S-champs algé-
briques, avec 2 localement noethérien. On suppose qu’il existe une présentation
X — Z de Z telle que P = & x 9~ X soit une union disjointe de copies de X.
Soit € un sous-champ ouvert et fermé de 2. Alors I’ensemble des points x de | 2’|
tels que G soit fini est ouvert et fermé dans | 2" |. Si on note % le sous-champ ouvert
et fermé que cet ensemble définit, le champ €9y = € x o~ U est fini sur U .

Démonstration. Notons C le sous-espace algébrique ouvert et fermé de P obtenu par
changement de base a partir de %'. Les propriétés que 1’on veut montrer sont clairement
de nature locale pour la topologie lisse sur 2, donc il suffit de montrer qu’elles sont
vérifiées par C — P — X. Comme X est lui aussi localement noethérien, ses
composantes connexes sont ouvertes et fermées donc on peut supposer que X est un
schéma connexe. Dans ce cas, vu que P est une union disjointe de copies de X, le
sous-schéma ouvert et fermé C est lui-m&me 1’union disjointe de certaines de ces
copies. Si elles sont en nombre fini alors C est fini sur X, sinon I’ensemble des points
x de X ou C, est fini est vide. O
Démonstration du théoreme 4.3.2 Nous allons utiliser la description du premier
groupe de cohomologie en termes de torseurs (cf. paragraphe A.3). Il suffit en vertu
de A.3.10 de montrer que tout Z-torseur sur 2 au sens de A.3.9 est trivial. Le cas
ou 2 est le spectre d’un corps est bien connu et nous nous en servirons par la suite.
Remarquons tout d’abord que dans tous les champs algébriques (a fortiori tous les
schémas ou espaces algébriques) qui vont intervenir au cours de la démonstration,
les composantes connexes sont irréductibles. En effet, ils seront tous normaux et
localement noethériens car ce sont la des propriétés de nature locale pour la topologie
lisse. Notre affirmation résulte alors de la proposition 4.13 de [34].

Donnons-nous donc un Z-torseur sur .2, ¢’est-a-direunmorphisme p : & — 2
représentable et lisse muni d’une action de Z qui en fait un torseur (cf. A.3.9). Pour
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montrer que &2 est trivial, on peut supposer .2~ connexe donc irréductible. Soit € une
composante connexe de &. Notons 7 le point générique de 1’espace | 2| sous-jacent
az.

e La fibre générique ¢, est finie.

Soitu : U — 2 un morphisme lisse, ou U est un schéma affine irréductible (donc
integre, puisque U est normal). On note s le point générique de U et on adopte encore
les notations du diagramme suivant :

Cu

e

P Py

| = | @

Speck(s) —=U ——

©

|
y

Notons (%;);c; les composantes connexes de %7 et pour chaque i € I notons 7; le
point générique de | %; |. Notons enfin £ le point générique de |6’ | et Spec K — % 'un
de ses représentants. Pour tout i le morphisme de %; vers % est lisse donc générisant
([34] (5.8)) si bien qu’il envoie le point 1; sur &. On en déduit (cf. par exemple
[34] (5.4) (iv)) que le champ 6; k = %; X Spec K est non vide. Maintenant, les | %; g |
forment une partition ouverte de |6y k|, ou 6y, k est le produit fibré 6y x4 Spec K.
Or le champ

6v.x = U x g Spec K

est quasi-compact car 2 est quasi-séparé donc les |%; k| sont en nombre fini et
finalement 67 n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Par ailleurs, pour chaque i le morphisme naturel de %; vers U est lui aussi générisant
donc il envoie n; sur s. En particulier sa fibre générique est irréductible donc %
est une union finie d’irréductibles. Comme & est un Z-torseur sur un corps, il est
nécessairement trivial, donc % est une union disjointe finie de copies de Spec « (s).
Or le morphisme de Spec « (s) vers 2~ est un représentant de  donc % est fini.

e Montrons que € est fini sur Z .

D’apres le lemme 4.3.4, I’ensemble des points x de | 27| ol €, est fini est ouvert et
fermé dans | 2"|. Or il est non vide puisqu’il contient 7, donc par connexité c’est | 2|
tout entier. Le méme lemme prouve alors que le morphisme de € vers 2 est fini.

e Montrons que € — 2 est étale.
Il s’agit d’un morphisme fini. En particulier il est schématique. Notre assertion résulte
alors du fait qu’un morphisme fini et lisse de schémas est étale ([5] II 1.4).

e Montrons que ¢ — 2 est radiciel.
Supposons qu’il existe un corps K et un morphisme Spec K — 2" tel que le schéma
€k obtenu par changement de base contienne au moins deux points x; et x». Notons
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c1 etcp leurs images dans |€| C | Z2]. Soit n ’unique élément de Z\ {0} tel que 1’auto-
morphisme 7,, correspondant envoie x; sur x2. On note encore 7,, I’automorphisme de
| 2| qui correspond a n. 1l est clair qu’il envoie ¢ sur ¢. Or 7,(]%’]) est un connexe
qui contient ¢, donc il est inclus dans la composante connexe de ¢, a savoir |%’|. On
montre de méme que T, L(|%)) est inclus dans |%’| donc 7, induit un automorphisme
de |%| ettous les T,’{ (c1), k € Z,sontdans |%’|. Donc tous les t,’{ (x1) sont dans I’ouvert
¢k de Pk, ce qui contredit le fait qu’il est de type fini.

e Conclusion.

Le morphisme de ¥ vers 2 est schématique, étale, radiciel et de type fini donc
par [5] I 5.1 c’est une immersion ouverte. De plus il est aussi fermé puisqu’il est fini
donc par connexité de 2 il est surjectif. Ceci prouve que ¢’est un isomorphisme, donc
le torseur & — 2 est trivial. O

Théoreme 4.3.5 Soit 2" un S-champ algébrique. On suppose que Pic 9 /5 est repré-
sentable par un espace algébrique localement de présentation finie, que Picgg- g est
un ouvert de Pic g /s et qu’il est de plus séparé et de type fini sur S. Alors I’ensemble

U des points s de S tels que Picg,g- J(s) soit propre sur k (s) est un ouvert de S. De

plus Pic%/s xs U est propre sur U.

Démonstration. On note P 1’espace algébrique Picf)%f ¢ et f son morphisme struc-
tural vers S. Des arguments standard de passage a la limite permettent de supposer
S noethérien. Il faut montrer que tout point s de S tel que Ps soit propre sur k(s)
admet un voisinage ouvert U tel que le morphisme induit f~!(U) — U soit propre.
D’apres [29] 8.10.5 (xii) (combiné avec le lemme de Chow pour les espaces algé-
briques), on peut supposer que S est le spectre d’un anneau local noethérien A, et il
faut montrer que f est propre des que la fibre du point fermé I’est. Par un argument de
descente fidelement plate, on peut méme supposer A complet. Nous montrons d’abord
I’assertion suivante.

e Assertion : Si f : P —= S est un morphisme séparé et de type fini d’espaces al-
gébriques (ou S est le spectre d’un anneau local noethérien complet) et si la fibre
spéciale de f est propre, alors P admet un sous-espace ouvert et fermé Py qui est
propre sur S et qui contient la fibre spéciale.

On peut clairement supposer la fibre spéciale non vide. Commencons par traiter le
cas ou P est irréductible. En utilisant le lemme de Chow pour les espaces algébriques
([32] IV 3.1), on peut trouver un schéma irréductible V et un morphisme surjectif et
projectif g de V vers P. Maintenant, vu que la fibre spéciale de P est propre, celle de
V I’est aussi. D’apres [26] 5.5.2, on en déduit que V lui-méme est propre sur S, ce qui
prouve que P est propre puisqu’il est déja séparé et de type fini et que g est surjectif.

Supposons maintenant P connexe. On le décompose alors en composantes irréduc-
tibles Py, ..., P,. Soit Z la réunion des composantes qui rencontrent la fibre spéciale.
Chacune de ces composantes est propre d’apres le cas précédent, si bien que Z est
propre. De plus, Z est non vide puisque la fibre spéciale est supposée non vide. Soit
F la réunion des autres composantes. Supposons F non vide. Alors F rencontre Z
puisque P est connexe, et le produit fibré Z x p F est propre sur S. En particulier, son
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image est un fermé non vide de S, donc elle contient le point fermé. Ceci prouve que
F rencontre la fibre spéciale, ce qui est absurde. Donc F est vide et finalement P est
propre.

Pour prouver 1’assertion dans le cas général, il suffit d’appliquer le résultat a chacune
des composantes connexes de P, puis de regrouper celles qui rencontrent la fibre
spéciale d’une part, et les autres d’autre part.

e Conclusion

D’apres ’assertion précédente P s’écrit comme 1’union disjointe d’un sous-espace
propre Py et d’un sous-espace P; qui s’envoie dans le complémentaire du point
fermé. Vu que S est connexe, I’image de la section neutre est entierement contenue
dans Py. Mais comme par ailleurs les fibres de f sont connexes, le fait qu’elles ren-
contrent Py montre qu’elles sont incluses dans Py, si bien que P; est vide et que P est
propre. O

Exemple 4.3.6 Sous réserve que 1’on dispose pour les champs algébriques d’un ana-
logue de [19] 5.5, si S est de caractéristique zéro, et si 2~ est un S-champ algébrique
propre, lisse et a fibres géométriquement connexes, alors Pic -5 est un espace algé-
brique localement de présentation finie et séparé, et Pic%y /s estun ouvert de Picy /5
qui est propre sur S (cf. 3.2.5,4.2.13,4.3.1 et 4.3.5).

5 Quelques exemples
5.1 Espace de module des courbes elliptiques

Soient S un schéma et .1 1 s le S-champ qui classifie les courbes elliptiques.
Mumford a calculé en 1965 le groupe de Picard de .# 1 s lorsque S est le spectre
d’un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Ce groupe est isomorphe a Z /127,
engendré par le fibré de Hodge ) défini de la maniére suivante. Sit : T — #)1.s
est un T -point de .#] 1 s correspondant a une courbe elliptique f : E — T, la
restriction #*A est le faisceau inversible f,Qg,7. Fulton et Olsson généralisent ce
résultat dans [22]. Ils montrent que si la base S est réduite ou est un Z[%]-schéma,
alors le groupe Pic(.7 1 s) s’identifie a

Pic(AL) x Z/12Z(S).

On en déduit que le foncteur de Picard Pic_y, | (/s n’est pas représentable. En effet,
dans le cas contraire, le foncteur de Picard de la droite affine serait représentable,6 ce
que I’on sait étre faux.

Fulton et Olsson calculent aussi le groupe de Picard de la compactification standard
A 1.5 de A 1,5 1l estisomorphe a Z(S) x Pic(S). On en déduit immédiatement que
le foncteur de Picard de .#) | s est représentable, isomorphe a Z, et que son champ
de Picard est isomorphe a Z x BGy,.

6 au moins dans le cas ol S est un Z[%]—schéma. Pour le cas général, on obtient aussi une contradiction

car pour montrer que Pic Alys n’est pas représentable, il suffit de considérer des schémas de base réduits.
N
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5.2 Espaces projectifs a poids

Définition 5.2.1 Soientn > letay, ..., a, desentiers strictement positifs. Le groupe
G agit sur A%‘Ll\{O} par

A (x0, .., x0) = (W%, ..., A% xy).

On note P(ay, ..., a,) le champ quotient [A%H\{O}/Gm] de A%H\{O} par cette
action, et on I’appelle espace projectif de poids (ag, ..., a,).

Nous allons voir que la théorie développée ci-dessus permet de retrouver tres
rapidement le résultat de [39], a savoir que le champ de Picard de P(ao, ..., an)
est isomorphe 4 Z x BGy,. Onnote 2" = P(ay, ..., a,) et Z7 = 2 x T pour tout
schéma 7. Il est bien connu que 2~ est propre, plat et cohomologiquement plat sur
§ = Spec Z, donc on sait déja que Pic -/ est représentable par un espace algébrique
localement séparé. De plus 2~ — S a une section donc son champ de Picard est
isomorphe a Pic /g x BGp, et il suffit de voir que Pic - /g est isomorphe a Z.

Lemme 5.2.2 Le morphisme Pic g js —= S est non ramifié.

Démonstration. Il est déja localement de présentation finie. Il suffit donc de mon-
trer que pour tout schéma affine S, tout sous-schéma fermé S; de S’ défini par un
idéal I de carré nul, et tout morphisme de S’ dans S, I’application canonique de
Homg(S’, Pic 9-/5) dans Homg (S, Pic 9-/5) est injective. On se donne un faisceau
inversible .2 sur Zs dont la restriction .2y a X2’ s provient de la base S. Il faut
montrer que . provient de la base S’. Par hypoth&se, .4 provient d’un faisceau %
sur S}, qui lui-méme provient d’un faisceau inversible % sur S’ puisque H>(S', I)
est nul (on utilise 3.1.3). Maintenant .2 et % 2y sont deux déformations de % a
Zg. D’apres le théoreme 3.1.3, pour montrer qu’elles sont isomorphes il suffit de
montrer que le groupe H' (2, I) est nul. Or en considérant la suite exacte longue
de cohomologie associée a la suite exacte courte

0——=1——= 0y, —=inl0y, —0.

on voit que le groupe H' (2, I) s’injecte dans H' (2, O 2,) donc il suffit d’ap-
pliquer le lemme suivant. O

Lemme 5.2.3 Pour tout S’ affine, le groupe H (X, O 2y est nul.

Démonstration. Nous allons faire le calcul « 2 la Cech ». On considére la présen-
tation v : X = Ag’fl\{O} — g de Zg. La suite spectrale A.2.1 associée a ce
recouvrement induit la suite exacte longue en bas degrés (avec les notations de A.2.1):

0——=H'(H)(X*, 0%)) — H'(Zy, 0 4,) — H'(H'(X*, O%))
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Donc pour conclure il suffit de montrer que le groupe de gauche et le groupe de droite
sontnuls. Enidentifiant X x 2, X 8 X x5 Gm et X x 2, X X 27, X A X X 5 G X 5 G,
le premier de ces groupes est I’homologie du complexe

Pi—p>
HOX, Ox) ———

HO(X x5 Gm, Oxx Gy

P3Pz trh 0
—= H'(X Xg Gm Xg Gm, Oxx yGpxgyGp)

ot les morphismes p; : X xg Gy — Xetp;j : X xg Gy xg Gy — X x5 Gnp
sont donnés par:

p1i(x,8)—>x
p2i(x,8) > x.g
p12:(x, 8, h) — (x,8)
P13 (x, 8, h) — (x, gh)
p23 i (x, 8, h)— (x.g,h)

Or les groupes H(X), H(X xg Gp) et H'(X xg Gy x5 Gp) s’identifient res-
pectivement & HO(A’;«,H), HO(A@Jrl x 5/ Gp) et HO(Agfrl x ' Gy X' Gp). On note
A I’anneau de S’ et A’é,“ = Spec A[xg, ..., Xx,] = Spec A[x]. On note aussi x” le
(n 4 1)-uplet (xoy®, ..., x,y%"). Alors I'image de p} — p; s’identifie 4 I’ensemble
des polyndmes de la forme P(x) — P(x”) dans A[x, y, y~!], ot P € A[x]. Le noyau
de p3; — pj3+ pj, s’identifie aI’ensemble des polyndmes Q de A[x, y, y~ ! vérifiant
I’équation

0(x,yz) = 0(x,y) + Q(x”, 2).

On vérifie facilement qu’un tel polynome est nécessairement dans A[x, y], puis qu’il
est égal a P(x) — P(x”) ou P est donné par P(x) = Q(x,0). Ceci montre que le
groupe de gauche dans la suite exacte longue considérée ci-dessus est nul. Le calcul
pour le groupe de droite est du méme tonneau et laissé au lecteur. O

Se donner un faisceau inversible sur 2’5 revient a se donner un faisceau inversible
Gm-équivariant sur Ag“ \{0}, ¢’est-a-dire un faisceau inversible . sur A'g“ \{0} et
un élément de Gy, (AgJrl \{0} x Gp) qui vérifie une certaine condition de cocycle.
Si d est un entier, 'élément A de Gu(Gp) = Z[A, A~11% définit un élément de
Gm(A’S'+1\{O} x Gp,) qui vérifie bien cette condition de cocycle. On note &(d) le
faisceau inversible ainsi construit sur 2. Alors I’application d + ¢'(d) définit un
morphisme d’espaces algébriques

(/3N 7 — PiCQ/’/S.
On va construire son inverse via le degré. Si S est le spectre d’un corps k un

calcul élémentaire montre que 1’application de Z dans Pic(Z}) décrite ci-dessus est
un isomorphisme. Si .Z est un faisceau inversible sur 2, on note deg(.Z) 1’entier
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correspondant a .. Maintenant si S est une base quelconque et . un faisceau in-
versible sur 2, on définit une fonction deg ,» sur S a valeurs dans Z en associant a
chaque point s de S le degré du faisceau .Z; sur Z, (). D’aprés 5.2.2, la diagonale
A :Picg ;s — Picg s x5 Pic g /s estune immersion ouverte. On en déduit facile-
ment que deg o est une fonction localement constante sur S. L’application . — deg o
définit donc un morphisme de Pic(Zy) dans Z(S), ¢’est-a-dire un morphisme de pré-
faisceaux de P dans le faisceau constant Z, ot P est le préfaisceau S +— Pic(Z). Par
propriété universelle du faisceau associé & un préfaisceau, on en déduit un morphisme
de faisceaux de Pic 9,5 dans Z, dont il est clair qu’il est un inverse de ¢.

5.3 Racine n'*™° d’un faisceau inversible

Soient X un S-schémaet .Z un falisceau inversible sur X. Soit n un entier strictement
positif. On fabrique un champ [.Z»] a partir de ces données de la maniére suivante.

Si U est un objet de (Aff/S), [X%]U est la catégorie des triplets (x, .Z, ¢) ou

x:U — Xestunélémentde X (U)
# est un faisceau inversible sur U

@ MO — x*.& estunisomorphisme de faisceaux inversibles.

On note 77 le morphisme canonique de [.¥ %] dans X.Si U € ob (Aff/S)etsiaestun
objetde [.Z " lu, le foncteur &/ ut (o) est représentable par (. Plus généralement, si

ay, ap sont deux objets de [.Z %]U’ alors le foncteur Zsom (o1, ap) est représentable
par un schéma fini sur U (localement ce schéma est de la forme Spec (A[X]/(X" —y))
ol Spec A estunouvertde U qui trivialise les objets a1 ety et y estun élémentde A™).
En d’autres termes le morphisme diagonal A est schématique et fini. En particulier
(¥ %] estun S-préchamp. Il est clair que c’est méme un S-champ fppf. Siy : ¥ — X
est un morphisme de S-schémas, alors le S-champ [.Z %] X x Y est canoniquement

1-isomorphe a [(Y*.2)7].

Proposition 5.3.1 1) Le champ [.£ nl] est une gerbe pour la topologie fppf sur X.

i
Si S estun Z[%]-schéma, alors [ £ 7] est méme une gerbe pour la topologie étale.

2) Si.Z aune racine n'®" sur X alors [ %] est canoniquement (une fois qu’on a fixé
un faisceau inversible ./ et un isomorphisme entre .M ®" et ) 1-isomorphe au
champ classifiant (B, )ppr du groupe wy, pour la topologie fppf. En particulier
c’est un champ algébrique ([34] (10.6) et (10.13.1)).

3) Lechamp [ £ %] est algébrique.
Démonstration. 1) Il est clair que [.Z nl] a des objets partout localement pour la
topologie de Zariski, donc 7 est un épimorphisme. Pour montrer que le morphisme

diagonal est un épimorphisme on est ramené a montrer que pour tout schéma affine
Spec A, tout élément de A* admet une racine n'“™® localement pour la topologie
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considérée. Si y € A*, le morphisme de Spec A[X]/(X" — y) vers Spec A est une
famille couvrante pour la topologie fppf qui répond au probleme posé. Si de plus n
est inversible alors ¢’est méme une famille couvrante pour la topologie étale.
2) La donnée d’un faisceau inversible .# sur X et d’un isomorphisme ¢ de .Z®"
vers .Z définit une sections : X — [.¥ %] du morphisme structural 7. Donc la gerbe
fopf £ %] sur X est une gerbe neutre (au sens de [34] (3.20)). Le résultat découle
donc de I’analogue fppf de [34] (3.21).
3) résulte de 2) et du fait que .Z est localement trivial pour la topologie de Zariski.
O

Remarque 5.3.2 Sin estinversible, alors u, est étale et les champs (B ) fppr €t Bty
coincident ([34] (9.6)). Dans ce cas ce sont des champs de Deligne-Mumford. Notons
que si n n’est pas inversible, alors w, n’est pas lisse, et le champ B, qui classifie les
Wn-torseurs étales n’a aucune raison a priori d’étre algébrique.

Remarque 5.3.3 On suppose que S estun Z[%]-sohéma et que X est noethérien. Alors
7 est propre, lisse, de présentation finie, et cohomologiquement plat en dimension
zéro. En particulier si X/S vérifie ces propriétés, le morphisme [Z7] — S les
vérifie aussi.

1
CALCUL DU GROUPE DE PICARD DE [.Zn]

Lemme 5.3.4 Soient X un schéma et A un schéma en groupes commutatifs sur X. Soit
F un faisceau inversible sur une A-gerbe (fppf) w : 2~ — X. Il existe un unique
X-morphisme de schémas en groupes

Xz :A —— Gn

tel que U'action naturelle de A sur F soit induite par x g et par la multiplication
F X Gy —= 7 induite par la structure de O 9 -module de .7, autrement dit tel que
le diagramme suivant soit commutatif:
Ax F
/
Gy X F

Démonstration. Un faisceau inversible sur la gerbe 2" est la donnée, pour tout x €

ob 2y, d’un faisceau inversible .%, sur U, et pour tout morphisme ¢ : x — x’ dans
Z, d’un isomorphisme

Lgz(p): Fr — m(p)* Fy
ces isomorphismes vérifiant de plus une condition de compatibilité évidente.
Construisons d’abord y g (U) pour un U € ob (Aff/X) sur lequel 2" a des objets.

Soit x € ob Zy etsoit g € A(U). Vial’identification entre A(U) et Aut(x), g corres-
pond a un automorphisme ¢ de x, et induit de ce fait un automorphisme L & (¢) de .%,.
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Cet automorphisme correspond a la multiplication par un unique élément de G, (U),
dont on vérifie facilement qu’il ne dépend pas du choix de x (en utilisant la condition
de compatibilité entre les L & (¢) et le fait que deux objets de 2y sont localement
isomorphes pour la topologie fppf). D’ou le morphisme x z(U) : A(U) — Gp(U).
11 est clair, vu sa construction, que ce morphisme est déterminé de maniere unique par
les actions naturelles de A et de Gy, sur .%. Etant donné que .2~ a des objets par-
tout localement pour la topologie fppf, cette collection de morphismes se prolonge de
maniere unique en un caractere x # de A vérifiant les propriétés annoncées. O

Remarque 5.3.5 Si x est un caractere fixé de A, un faisceau inversible .% sur 2~ est
un faisceau x-tordu de degré d (au sens de Lieblich [35] 2.1.2.2) si et seulement si

x7 = x".
Propriétés 5.3.6 (1) La construction de x g est compatible au changement de base.

(2) Si F et9 sont des faisceaux inversibles sur 2, alors
XFRYG = XF-X94 -

(3) Un faisceau inversible F sur 2" provient de X si et seulement si x ¢ est trivial.

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont évidentes. Montrons le dernier
point. Supposons tout d’abord que . soit isomorphe a un faisceau de la forme 7*.7,
ou .7/ est un faisceau inversible sur X. Il est clair que x.& est égal a x,« 4, donc il
suffit de montrer que x,+ 4 est trivial, ¢’est-a-dire que pour tout objet x de 2" et pour
tout automorphisme ¢ de x, ’automorphisme L« 4 (¢) de (7*.# )y est I’identité.
C’est évident par construction de 1’image inverse.

Réciproquement, supposons y g trivial, i.e. supposons que pour tout objet x de 2~
et tout automorphisme ¢ de x, L g (¢) soit I'identité de .%,. Provenir de la base est
une question locale sur X pour la topologie fppf (voir par exemple le lemme 1.2.2.7
de [15]). On peut donc supposer que le morphisme structural 7 : 2~ — X a une
sections : X — 2.

On va alors montrer que .% est isomorphe a 7 *s*.% . Le faisceau 7*s*.% est celui
qui a tout objet x de 2~ associe .F(x(x)), les isomorphismes de changement de base
étant simplement les isomorphismes canoniques. Nous allons construire une collection
d’isomorphismes p, de %, dans F(x(x)) (pour chaque objet x de Z7), compatibles
avec les L z (@) etles L«g« 7 ().

Si x et s(7(x)) sont isomorphes dans 2y on choisit un isomorphisme ¢ de x
dans s(m(x)) et on pose px = Lz (¢). Si @1 et ¢ sont deux tels isomorphismes,
alors (¢2)~! o @1 est un automorphisme de x, donc d’aprés I’hypothése sur .% on a
Lz((g2) L og) = Id #_ de sorte que p, est bien défini et ne dépend pas du choix
de ¢.

Dans le cas général, on sait que x et s(;r(x)) sont localement isomorphes pour
la topologie fppf. Vu 'unicité dans la construction de p, lorsque x est isomorphe
a s((x)), il est clair qu’il existe un unique isomorphisme py : Fy — Fyx(x))
compatible avec ceux construits dans le cas précédent. La collection de tous les py
ainsi construits répond au probléme posé. O
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Exemple 5.3.7 (groupe de Picard de BG) En utilisant cette construction, on retrouve
facilement le groupe de Picard du champ classifiant BG, ou G est un X-schéma
en groupes abéliens. En effet, le morphisme structural # : BG — X a une sec-
tion, donc * : Pic(X) — Pic(BG) a une rétraction et en particulier il est in-
jectif. D’aprés 5.3.6, I’application .# +— x¢ induit un morphisme de groupes de
Pic(BG) dans G dont Pic(X) est le noyau. Ce morphisme est naturellement scindé :
si x : G — Gy, estun caractere de G, on lui associe la classe du faisceau inversible
Z(x) construit de la maniére suivante. Pour tout U € ob (Aff/S) et tout G-torseur U
on définit £ () comme étant le faisceau inversible correspondant au Gp,-torseur
sur U obtenu a partir de U par extension du groupe structural via le caractere x. On
a donc une suite exacte courte scindée:

| — Pic(X) — Pic(BG) ——= G —= 1

de sorte que Pic(BG) est naturellement isomorphe au produit Pic(X) x G.

Dans le cas du champ [.Z %], on a un faisceau inversible « canonique », que nous
noterons €2, défini par 2, = .# pour tout U € ob (Aff/S) et tout objet« = (x, .4, ¢)

de [Zn]y. 1l est clair que le caractere xgq associé a Q est simplement 1’injection
canonique

X tn — Gn.

En particulier, vu que x n’est pas le caractere trivial, on peut en déduire que le
faisceau 2 ne provient pas de la base X ! On a enfin un isomorphisme canonique

O QO s pr g,

Proposition 5.3.8 On note | la classe du faisceau £ dans Pic(X) et w celle de Q2
dans Pic(LL7]).

(1) Le morphisme t* : Pic(X) —- Pic([af% 1) est injectif, et I’'on a une suite exacte
courte:

| — Pic(X) — Pic([.L7]) — o) — 1.

(2) Le groupe Pic([.,?%]) est isomorphe au quotient du groupe Pic(X) x HY(X,7)
parle sous HY%(X, Z)-module engendré par (7L, n) (autrement dit par la relation
" =1).

Démonstration. La propriété 5.3.6 (2) montre que I’application .# +— & induit
un morphisme de groupes de Pic([.Z7#]) dans jt,. Il est clair que ce morphisme est
surjectif, vu que 7z, est isomorphe au groupe H%(X, Z/nZ), engendré par I’injection
canonique x : u, — Gp,etque x = xq.La propriété 5.3.6 (3) montre que la suite
ci-dessus est exacte en Pic([.Z %]). Pour en finir avec le premier point il nous reste
donc juste a montrer I’injectivité de 7 *.
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Soit .4 un faisceau inversible sur X et soit f un isomorphisme de 7*.4" dans
ﬁ[ iy 11 s’agit de montrer que ./ est trivial. L’isomorphisme f est donné par une
collection d’isomorphismes

fa: @ N =2" N —= (0, 41 )a=00)

g a=(x. M )l LTy
En utilisant la condition de compatibilité vérifiée par les f, et la structure de gerbe de

[ %], on construit une famille compatible d’isomorphismes f; : x*. 4 —— &y
indexée par les x € X(U), U € ob (Aff/S), qui définit donc un isomorphisme de .4
dans 0.

Pour le point (2), notons G le quotient du groupe Pic(X) x H O(X , Z) par le sous
HY(X, Z)-module engendré par la relation 0" = I. On a clairement un morphisme de
G dans Pic([.Z %]) qui envoie (0, 1) sur w. En utilisant les propriétés précédentes, et
le fait que 7z, est isomorphe 2 H(X, Z/nZ) et engendré par xq, on vérifie facilement
que ce morphisme est un isomorphisme. O

Exemple 5.3.9 Prenons pour X 1I’espace projectif P¥ sur Spec Z. On fixe un entier
relatif/ eton pose . = &' (l). La proposition précédente permet de calculer Pic([.Z % D
pour tout n appartenant a N*. Par exemple si/ = 1, on trouve %Z. Si [ est un multiple
de n, on est dans le cas ou if a une racine n'*™® et I’on trouve Z x Z/nZ. Dans le cas
général, le groupe Pic([.Z 7 ]) est isomorphe (de maniére non canonique) a %Z XZ/dZ
oudestlepgecddenetl.

1
FONCTEUR DE PICARD RELATIF DE [f n] / S
1 .
Notons 2" = [.Z]. Pour tout schéma U sur S, on a une suite exacte courte :

] — Pic(X x5 U) — Pic(2 x5 U) —= H(X x5 U, Z/nZ) — 1.

En appliquant le foncteur « faisceau étale associé » elle induit une suite exacte de
faisceaux étales:

| — Picx/s — = Picy /s — > ful/nZ —> 1, @)

ou f désigne le morphisme structural de X dans S.
Remarque 5.3.10 Si % aune racine n'*™® %, la suite exacte (2) est scindée par i >
(wr~1) ol r est la classe de # dans Pic(X), si bien que Pic - /5 s’identifie au produit
PiCX/S Xg f*Z/nZ.

Remarque 5.3.11 Le faisceau f.Z/nZ n’est a priori pas représentable. En consé-
quence, dans le cas général, il ne suffit pas que Picx/s soit représentable pour que
Pic 97/ le soit, méme lorsque la gerbe 2~ est triviale. Cependant si f est universel-
lement ouvert, surjectif et a fibres géométriquement connexes (par exemple s’il est
localement de type fini et cohomologiquement plat), alors f,Z/nZ = Z/nZ.
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On suppose maintenant que f,Z/nZ coincide avec Z/nZ et I’on considere le
produit Picx,s x s Z de Picx,s par le groupe constant Z. On va voir que Pic g /g est
isomorphe au quotient de Picx,s x s Z par la relation ©" = [. On note H le sous-

groupe engendré par (I~', n). En notant ¢; le morphisme composé Picy /S no

H i . N o« 1 . ; , .
Pic g /g — Picg s (ol p, est la multiplication par ') on définit donc un

morphisme
¢ : Picx;s x§ Z —Pic g /s

dont il est clair qu’il est invariant sous H et universel pour cette propriété. Le fonc-
teur Pic 95 s’identifie donc bien au quotient évoqué ci-dessus. On peut construire ce
quotient « a la main » comme suit (voir figure ci-dessous). Pour tout couple d’entiers
(i, k) on identifie les copies de Picx,s numéro i eti +nk vial’isomorphisme de trans-
lation p : (Picx/s)i+ak — (Picx/s);. La loi de groupe est induite naturellement
par celle de Picy,g et par la relation " = /. Ceci montre en particulier que si Picy/s
est représentable, alors Pic g5 I'est aussi.” On en déduit aussi que Picy /s etPicg /s
ont la méme composante neutre.

(Picxss )n

(Picxss Jn—1

(Picxss )o

(Picxss ) -1
Le foncteur de Picard de [.¥ %]

1
DESCRIPTION DU CHAMP DE PICARD DE [.Z7]
On a une « suite exacte » de champs de Picard:

| —— Pic(X)S) = Pic( X |S) = f.7/nZ — 1. 3)

7 Mais bien sdr, on le savait déja dans le cas ou f est propre, plat et cohomologiquement plat en dimension
z€ro.
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Autrement dit, 7* est pleinement fidele, x est un épimorphisme, et si .% est un
objet de Lic(Z"/S), il provient de Lic(X/S) si et seulement si son caractere x g
est nul. Tout ceci a déja été prouvé. De méme que précédemment, si 1’on suppose que
f«Z/nZ = Z/nZ, alors le champ Pic(Z"/S) s’identifie au champ obtenu a partir de
Pic(X/S) x s Z enrecollant les copies numéro i et i + nk le long de I’isomorphisme
e 2 (Pic(X/)8))ignk — (Pic(X/S))i pour tous i, k appartenant a Z. En particu-
lier il suffit dans ce cas que Zic(X/S) soit algébrique pour que Lic(Z/S) le soit
aussi. Dans le cas ol .Z a une racine n*™¢ % sur X, la suite exacte (3) est scindée et
Pic(Z/S) s’identifie au produit Pic(X/S) x5 fuZ/nZ.

5.4 Courbes tordues d’ Abramovich et Vistoli

Abramovich et Vistoli ont mis au jour dans [6—8] une classe de courbes « tordues »
qui apparaissent naturellement lorsque 1’on cherche a compactifier certains espaces
de modules. Ces courbes sont des courbes nodales munies d’une « structure cham-
pétre » supplémentaire aux points singuliers ou en certains points marqués. Nous nous
proposons de décrire le foncteur de Picard des courbes tordues lisses. Nous allons
voir que la structure supplémentaire modifie le foncteur de Picard de la courbe d’une
maniere trés analogue a ce que nous avons pu observer dans la section précédente.
Nous commengons par quelques rappels sur les courbes tordues.

Définition 5.4.1 ([8,4.1.2]ou[43, 1.2]) Soit S un schéma. Une courbe tordue sur S est
un champ de Deligne-Mumford f : € — S modéré,® propre, plat et de présentation
finie sur S dont les fibres sont purement de dimension 1, géométriquement connexes
et ont au plus des singularités nodales, vérifiant de plus les propriétés suivantes :

1) Sim:% — C estl’espace de modules grossier de % et si Cjjs est le lieu lisse
de C sur S, alors le sous-champ ouvert ¢ x ¢ Cys est le lieu lisse de € sur S.

2) Pour tout point géométrique 5 — S le morphisme induit 45 — Cs est un
isomorphisme au-dessus d’un ouvert dense de Cs.

Une courbe tordue n-pointée est une courbe tordue munie d’une collection {Z;}7_,
de sous-champs fermés de % deux a deux disjoints tels que:

(i) Pour tout i, le sous-champ fermé ¥; est dans le lieu lisse de €.
(i1) Pour tout i, le morphisme X; — % — S est une gerbe étale sur S.

(iii)  Si Ggen est I’ouvert complémentaire des X; dans Gjis, alors G, est un schéma.

Remarque 5.4.2 D’apres la proposition 4.1.1 de [8], I’espace de modules grossier C
est une courbe nodale propre et plate sur S, de présentation finie et a fibres géomé-
triquement connexes. Si de plus la courbe € est n-pointée, alors 1’espace de modules
grossier D; du sous-champ fermé X; est naturellement un sous-schéma fermé de C,
et le morphisme composé D; — C — § estunisomorphisme. Les D; définissent
donc des sections de C — § qui en font une courbe nodale n-pointée au sens usuel.

8 Un champ algébrique ¥ est dit modéré si pour tout corps algébriquement clos k et tout morphisme
x :Speck —> ¢, le groupe Aute (x) est d’ordre inversible dans k.
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Théoréme 5.4.3 ([8, 3.2.3] ou [43, 2.2]) Au voisinage (étale) d’un point marqué, la
courbe € — S est de la forme [U/u,] — Spec A ou U = Spec A[x] et oi un
générateur de ., agit sur U par x +— &.x avec & une racine primitive r' de I’unité.
Au voisinage d’un neeud, la courbe € — S est de la forme [U/u,] — Spec A
ou U = Spec (Alx, y]/(xy —1t)) pour un certaint € A et oit un générateur de |1, agit
sur U par (x,y) — (£.x,E.y) avec & et &' des racines primitives r'"* de [’unité.

Remarque 5.4.4 Si p € C est un neeud fixé, et si & et &' sont les racines primitives
riemes de ’unité qui apparaissent ci-dessus, on dit que le nceud p est « balancé » si le
produit £.&” est égal 4 1. On dit que la courbe % est balancée si tous ses nceuds sont
balancés. Signalons que si p n’est pas balancé, on a nécessairement ¢t = 0 dans la
description locale ci-dessus. Autrement dit on ne peut pas faire disparaitre le nceud en
déformant la courbe ([43, 2.2]).

Signalons qu’Olsson montre dans [43] que se donner une courbe tordue revient a se
donner une courbe nodale classique munie d’une certaine « structure logarithmique ».
Pour les courbes tordues lisses, Cadman donne une autre description, plus élémentaire.

Théoreme 5.4.5 ([16, 2.2.4 et 4.1]) Se donner une courbe tordue (¢,{Z;}!_,)
n-pointée lisse sur un schéma S noethérien et connexe est équivalent a se donner
une courbe n-pointée (C, {0;}}_,) lisse sur S et un n-uplet 7 = (ri,...,ry) d'en-
tiers strictement positifs inversibles sur S. La courbe tordue € est alors isomorphe au
champ Cyy + défini de la maniere suivante.

Chagque section o; définit un diviseur de Cartier effectif D; de C. On note sp, la
section canonique de O(D;) qui s’ annule sur D;. La collection des O (D;) et des sp,
correspond a un morphisme C — [A"/G} . On note aussi 0 le morphisme de
[A"/G? ] dans lui-méme qui envoie un n-uplet de faisceaux inversibles (L1, ..., L)
muni de sections (11, ..., t,) sur le n-uplet (L', ..., L") muni de (1", ..., 1;"). On
définit alors Cpy - comme étant le produit fibré

C X[An/Gfln]ve? [An/Gﬁ,I]

Cadman décrit dans [16] les faisceaux inversibles sur une courbe tordue lisse sur
une base connexe et noethérienne (corollaire 3.2.1) : un faisceau inversible sur Cp -

s”écrit de maniere unique sous la forme 7*L ® []}_, ﬂl.@ki onrw:% — Cestla
projection de % sur son espace de modules grossier, L est un faisceau inversible sur
C, 7; est le faisceau inversible 0 (X;) et k; est un entier compris entre O et r; — 1.
11 est clair que les hypotheses noethériennes ne sont pas essentielles pour ce résultat.
Par ailleurs on peut aussi supprimer 1’hypothese de connexité sur la base : il faut alors
remplacer les entiers k; par des fonctions localement constantes a valeurs dans Z. On
obtient ainsi le théoréme suivant.

Théoreme 5.4.6 [16, corollaire 3.2.1] Soient S un schéma, C une courbe lisse
n-pointée sur S, 7 un n-uplet d’entiers strictement positifs et Cp, - la courbe tordue
associée par la construction de Cadman. Soit £ un faisceau inversible sur Cpy —.
Alors il existe un faisceau inversible L sur C et des fonctions localement constantes
k; appartenant a H°(S, Z) prenant leurs valeurs dans {0, . .., ri — 1} tels que
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f:n*L@sz".

i=1

De plus les fonctions k; sont uniques, L est unique a isomorphisme pres, et Z.r" est
isomorphe a w* O (D). O

En particulier on a une suite exacte courte :

0 ——> Pic(C) — Pic(¢) — [ | H°(S. Z/riZ) — 0.

i=1

Signalons que si S est le spectre d’un corps algébriquement clos, Chiodo ([17]) obtient
cette suite exacte d’une autre maniere pour une courbe tordue quelconque.

Soit (¢, {X;}]_,) une courbe tordue n-pointée lisse sur une base S noethérienne et
connexe. D’apres le théoréme 5.4.5, ¢’ estisomorphe au champ Cp, - ot C estI’espace
de modules grossier de &, 7 est un n-uplet d’entiers positifs et D = (Dy, ..., Dy)
est le n-uplet de diviseurs effectifs de Cartier de C correspondant aux X;. Pour tout
i le morphisme de D; vers S est un isomorphisme. On note .7; le faisceau Oy (Z;).
Alors toutes ces données sont compatibles au changement de base. Plus précisément,
si T — S est un morphisme de changement de base, le produit fibré 4 xs T est
isomorphe au champ CI/DV,? ot C’ (resp. D?) est le produit fibré C x g T (resp. D; x5 T)
etD' = (Dj, ..., Dy). De plus le faisceau inversible canonique .7, n’est autre que
®*J; ou @ est la projection de ¢ sur €. En appliquant le théoréme précédent a la
courbe %, on obtient pour tout 7 une suite exacte courte

n
0 — Pic(C x5 T) — Pic(€ xg T) — HHO(T, 7)1 7) — 0.
i=1

En appliquant le foncteur « faisceau étale associé » elle induit une suite exacte courte
de faisceaux étales:

n
0 Picc/s Picyy s — [ | 2/riZ. —o.
i=1

Notons /; 1a classe de & ¢ (D;) dans Piccs(S) et t; 1a classe de .7; dans Picg/5(S).
On a dans Picg/s la relation tl.r " = [;. En procédant comme pour le cas du champ

[¢ " ], on voit que le foncteur Picy 5 s’identifie au foncteur quotient de Picc/s x s Z"
par les relations tl.ri = [; (ou par abus les 1, ..., t, désignent aussi les générateurs
canoniques de Z"). On peut construire ce quotient a la main comme suit. Le produit
Piccys x s Z" est une union disjointe de copies de Picc/s indexées par les n-uplets
a = (ai, ..., a) appartenant a Z". Alors Pic /g est obtenu en identifiant pour tout o,
pour tout entier k appartenant a Z et pour tout entier i compris entre 1 et n, les copies
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(Picc/s)q et (Picc/s)(ay, ... i +kri,....a) Via I'isomorphisme de multiplication par lf de
(Picc/s) @y, ....ai4kri,....an) dans (Picc/s)q . La loi de groupe est évidente.

Remarque 5.4.7 Si I’on ne tient pas compte de la structure de groupe, on voit que
Picg s s’identifie a une union disjointe de ry ... r, copies de Picc/s. En particulier la
composante neutre de Picg, g est la méme que celle de Picc,s. Autrement dit, le mor-

phisme de Pic¢ g vers Picy /g induit un isomorphisme naturel : Pic% s Pic%, /s

Remarque 5.4.8 Pour décrire le champ de Picard de %’/ S, on commence par remarquer
que I’on a une suite exacte’ de champs de Picard :

| —— Pic(C/$) = Pic(€)S) — [| 2/riz—0.

i=1

De la méme maniere que pour le foncteur de Picard, le champ Z2ic(%/S) s’identifie
au quotient de Lic(C/S) xg Z" par les relations tir " = [; (ou les t; désignent les
générateurs canoniques de Z"). En particulier, si ’on oublie la structure de groupe,
Pic(€/S) s’identifie & une union disjointe de r . .. r;,, copies de Zic(C/S).

Annexes

Ainsi qu’il a été dit en introduction, la présente annexe rassemble les résultats
relatifs a la cohomologie des faisceaux sur les champs algébriques nécessaires au texte
principal. Pour éviter que cet article ne devienne démesurément long, les résultats
sont donnés ici sans démonstration. On pourra trouver ces dernieres, ainsi que des
commentaires plus fournis, dans la these [15] de 1’auteur. Voici en résumé la liste des
sujets qui y sont abordés.

Dans la premiere section, nous rappelons les définitions de base et nous vérifions que
sur un champ de Deligne-Mumford, les groupes de cohomologie lisse-étale coincident
avec les groupes de cohomologie étale. Puis nous introduisons un nouveau site, le site
lisse-lisse champétre, dont les objets sont les morphismes représentables et lisses
U — Z de champs algébriques. 11 définit le méme topos que le site lisse-étale
mais présente au moins deux avantages : il se comporte mieux vis-a-vis des images
directes et il a un objet final.

C’est au départ la nécessité de disposer de techniques de descente cohomologique a
la Deligne-Saint-Donat qui a motivé le travail du premier paragraphe de la section A.2.
Nous avions en particulier besoin d’un analogue pour les champs algébriques de la
suite spectrale de descente relative a2 un morphisme lisse et surjectif de schémas.
Il s’est finalement avéré que 1’introduction du site lisse-lisse champétre rendait ce
résultat presque trivial (voir proposition A.2.1). Nous décrivons ensuite une classe de
faisceaux acycliques adaptée aux particularités du site lisse-étale. Ces faisceaux « Llc-
acycliques » nous sont surtout utiles pour obtenir la suite spectrale de Leray relative

9 en un sens analogue a celui donné dans le dernier paragraphe de 5.3.
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a un morphisme de champs algébriques (thm. A.2.8). Nous montrons aussi que les
images directes supérieures d’un faisceau lisse-étale abélien peuvent étre calculées
comme 1’on imagine (cf. prop. A.2.5).

Le premier paragraphe de la section A.3 est consacré au changement de base plat.
Le second aux extensions infinitésimales. Il est d’usage, lorsque i : X — X est une
extension infinitésimale, d’identifier les catégories de faisceaux Zariski sur X et sur X.
Ceciesttout a faitlégitime puisque X et X ontle méme espace topologique sous-jacent.
Mieux : le foncteur qui a un ouvert étale U de X associe I'ouvert étale U x g X de X
définit une équivalence entre les sites étales de X etde X, ce qui permet d’identifier
aussi les faisceaux étales. Il faut faire nettement plus attention avec la topologie lisse-
étale. On peut en effet vérifier facilement que le foncteur ci-dessus n’est méme pas
fidele. Heureusement, on peut tout de méme identifier les groupes de cohomologie des
faisceaux abéliens sur X et sur X via le foncteur i « (cf. A.3.5). Cette section contient
également un résultat analogue pour les images directes supérieures. Nous donnons un
résultat de descente pour les champs algébriques, puis nous décrivons les torseurs du
topos lisse-étale et montrons que, dans le cas particulier d’un groupe lisse sur la base
S,le H' au sens des foncteurs dérivés coincide avec le groupe des classes de torseurs.

La section B est dévolue a la cohomologie plate sur les champs algébriques. Nous
donnons principalement deux résultats. D’une part la suite spectrale qui relie la coho-
mologie plate a la cohomologie lisse-étale, et d’autre part la généralisation aux champs
algébriques du théoréme de Grothendieck suivant lequel dans le cas d’un groupe lisse,
la cohomologie plate coincide avec la cohomologie étale (cf. [2], exposé VI, para-
graphe 11).

A Cohomologie lisse-étale sur les champs algébriques
A.1 Topos lisse-étale et cohomologie des faisceaux

Rappelons brievement, pour la commodité du lecteur, la définition du site lisse-étale
d’un champ algébrique donnée au chapitre 12 de [34].

Définition A.1.1 [34, 12.1] Soit 2" un S-champ algébrique. On appelle site lisse-
étale de 2 et on note Lis-ét(Z") le site défini comme suit.

Les ouverts lisses-étales de 2" sont les couples (U, u) ou U est un S-espace algé-
brique et u: U — 2" un morphisme représentable et lisse. Une fleche entre deux
tels ouverts (U, u) et (V, v) est un couple (¢, ) faisant 2-commuter le diagramme
suivant:

U—r—svy
\“ . /
u v
VA
Une famille couvrante de (U, u) est une collection de morphismes

(@i, i) - (Ui, ui) — (U, u)ies
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telle que le 1-morphisme d’espaces algébriques

H(pi:HUi — U

iel iel

soit étale et surjectif.

Le site étale de 27, noté Et(ﬁ&” ), est la sous-catégorie pleine de Lis-ét(.2") dont
les objets sont les couples (U, u) ol u est un morphisme étale, munie de la topologie
induite par celle de Lis-ét(2").

On notera & ¢ le faisceau structural de 2~ défini de maniére évidente. Si .27 est un
faisceau d’anneaux sur Lis-ét(Z"), on notera Mod /(.2") la catégorie des faisceaux
de 7-modules sur le site lisse-étale de 2", ou plus simplement Mod(Z") lorsque
o/ = 09 . La catégorie des faisceaux abéliens sera notée Ab(.2"). Les références
usuelles ([3] I (6.7) et [24] théoréme (1.10.1)) permettent de vérifier que la catégo-
rie Mod/(2") est une catégorie abélienne avec suffisamment d’objets injectifs. En
particulier il en est ainsi des catégories Mod(.2") et Ab(Z").

On rappelle que le foncteur « sections globales » est défini de la maniere suivante.
Si .% est un faisceau lisse-étale sur 2", I’ensemble I'(Z", .%) est I’ensemble des fa-
milles (s(y,,)) de sections de .% sur les (U, u) € obLis-ét(:2Z") qui sont compatibles
aux fleches de restriction en un sens évident (cf. [34] (12.5.3)). On vérifie immédiate-
ment que le foncteur I'(Z,.) : Ab(Z") — Ab est exact a gauche. On définit alors
H' (% ,.) comme étant le i°™ foncteur dérivé a droite de I'(2, .).

Il résulte maintenant de [4] V (3.5) que sur la catégorie Mod(2"), le foncteur
H (2, ) coincide avec le i*™ foncteur dérivé a droitede I'(2”, .) :Mod(2") — Ab.

Lemme A.1.2 [15, A.1.1.5] Soit Z" un S-champ de Deligne-Mumford et soient %,
9 des faisceaux lisses-étales d’ensembles (resp. de groupes abéliens) sur 2. On
suppose que F est cartésien (voir la définition dans [34] (12.3)). Alors I’application

Hom(.%,9) —— Hom(Z¢, %)

induite par le foncteur d’inclusion Et(2 )~ Lis-ét(.2") est bijective.

Remarque A.1.3 Le résultat est faux si 1’on ne suppose pas .# cartésien. Il suffit de
considérer un faisceau lisse-étale abélien .% non nul tel que .F soit nul. Alors, dans
Hom(.%#, %) on a au moins deux éléments distincts, a savoir I’identité et le morphisme
nul, tandis que Hom(Z, -F¢) est réduit a zéro. Pour exhiber un tel faisceau, on peut
par exemple prendre 2" = Speck, le spectre d’un corps, et poser .# (U, u) = Q.

Corollaire A.1.4 [15, A.1.1.7] Soient 2" un S-champ de Deligne-Mumford et F un
faisceau lisse-étale sur 2. Alors le morphisme canonique

Nige( X, F) —— Te(X', F)

est un isomorphisme.
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Corollaire A.1.5 [15, A.1.1.8] Soit 2" un S-champ de Deligne-Mumford, et soit F
un objet injectif de la catégorie des faisceaux lisses-étales abéliens sur 2. Alors
la restriction F¢ de F au site étale de X est un objet injectif de la catégorie des
faisceaux étales abéliens.

Proposition A.1.6 [15, A.1.1.9] Soient 2" un S-champ de Deligne-Mumford et F €
Ab(Z") un faisceau lisse-étale abélien sur Z . On note F¢ la restriction de F au
site étale de 2. Alors pour tout ¢ > 0 on a un isomorphisme canonique :

Hl (2. F)—— HAZ, F&).

FONCTORIALITE DU TOPOS LISSE- ETALE

Si f: & — % estun l-morphisme de S-champs algébriques, on lui associe un
couple de foncteurs adjoints (f~!, f,) comme dans [34], (12.5). Comme on pourra
le lire bient6t dans la prochaine édition de [34], ou des aujourd’hui dans [40], il serait
erroné de penser que le couple (f~', f) est toujours un morphisme de topos. Il peut
en effet arriver que le foncteur f~! ne soit pas exact, méme lorsque .2 et % sont des
schémas. Pour s’en convaincre on consultera les références citées. C’est toutefois le
cas des que f est lisse.

Le foncteur fi: Ab(Z") — ADb(%) est exact a gauche puisqu’il a un adjoint a
gauche. On peut donc définir les foncteurs dérivés RY f,.: Ab(Z) — Ab(¥).

LE SITE LISSE- LISSE CHAMPETRE D’UN CHAMP ALGEBRIQUE

Pour un certain nombre de considérations techniques, le site lisse-étale défini dans
[34] ne contient pas suffisamment d’ouverts pour étre vraiment commode. En effet,
lorsque f n’est pas représentable, le foncteur f, n’est pas induit par une application
continue Lis-ét(:2") — Lis-ét(%), ce qui pose probleme par exemple lorsque I’on
essaye de calculer les foncteurs images directes supérieures RY f, [voir le paragraphe
A.2]. C’est la raison pour laquelle nous introduisons un site un peu plus gros, qui
ne présentera plus les mémes inconvénients. Nous démontrons ensuite (A.1.9) que le
topos qu’il définit est équivalent au topos lisse-étale. Le choix de la topologie lisse
plutdt qu’étale pour ce site est essentiellement dii au fait que pour la topologie étale, les
«ouverts lisses champétres » ne sont pas toujours recouverts par un espace algébrique.

Soit 2" un S-champ algébrique. On définit la 2-catégorie des ouverts lisses cham-
pétres de la maniere suivante. Les objets sont les couples (%, u) ou % estun S-champ
algébriqueetu : % — 2 estun morphisme représentable et lisse. Un 1-morphisme
entre deux tels ouverts (%, u) et (¥, v) est un couple (¢, @) ot ¢ : % — V¥V
est un 1-morphisme (automatiquement représentable !) de S-champs algébriques et
o :u = v o @ estun 2-isomorphisme.

N

Z
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Si (¢, @) et (¥, B) sont deux 1-morphismes de (%, u) dans (¥, v), un 2-morphisme
entre (¢, o) et (¥, B) est un 2-isomorphisme y : ¢ = ¥ tel que B = (viy) o .

Lemme A.1.7 [15, A.1.3.1] Soient (% , u) et (¥, v) deux ouverts lisses champétres.
Alors la catégorie des morphismes de (% , u) dans (¥, v) est équivalente a une caté-
gorie discrete.

A I’avenir on identifiera Hom((%, u), (¥, v)) A une catégorie discrete équivalente
et on parlera de 1’ensemble des morphismes de (%, u) dans (¥, v), et de la catégorie
des ouverts lisses champétres. Il est clair que cette catégorie admet des produits fibrés.

Définition A.1.8 [15, A.1.3.2] On appelle site lisse-lisse champétre, et on note
Llc(Z), la catégorie des ouverts lisses champétres de 2° munie de la topologie
engendrée par la prétopologie pour laquelle les familles couvrantes sont les familles
de morphismes

(Y ui) — (U, w)ier

telles que le morphisme (automatiquement représentable)

Huiiu%%%

iel iel
soit lisse et surjectif.

Proposition A.1.9 [15, A.1.3.3]

1) Latopologie de Lis-ét(Z") est égale a la topologie engendrée par la prétopologie
dite lisse, pour laquelle les familles couvrantes sont les familles de morphismes
(Ui, uj) — (U, w))jey telles que le morphisme | [;c; u;i = [1;c; Ui — U soit
lisse et surjectif.

2) Le foncteur d’inclusion Lis-ét(2 )~ Llc(Z) induit une équivalence de topos
de la catégorie des faisceaux sur le site lisse-lisse champétre vers la catégorie des
faisceaux sur Lis-ét(2").

Remarque A.1.10 Notons 27 le topos des faisceaux sur Llc(.Z"). Via I’équivalence
de topos ci-dessus, si f: 2~ — % est un 1-morphisme de S-champs algébriques,
le foncteur f; est simplement donné par (fo. ) (%, u) = F (X xa U, pr9-) pour
tout ouvert lisse champétre u: 2 — % de %. Le foncteur « sections globales » est
quant a lui donné par I'(Z", F) = F (2 ,1dg).

Remarque A.1.11 Si u : % — 2 est un morphisme représentable et lisse de
S-champs algébriques, et si .7 est un anneau du topos 21 ¢, le foncteur

Mod,/ (2) — Mod,y, (%)

j > j(%’u)
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ou F gy u (resp. o ) désigne la restriction de .7 (resp. <) au site lisse-lisse
champétre de 7/ , commute aux limites projectives et inductives arbitraires. Il a donc un
adjoint a gauche u, et de plus cet adjoint est exact (tout ceci résulte de [3, IV (11.3.1)]).
Par suite u* transforme les objets injectifs en objets injectifs (voir aussi [4, V (2.2])).

A.2 Suites spectrales
LA SUITE SPECTRALE RELATIVE A UN RECOUVREMENT

Soit P: %% — 27 un morphisme représentable, lisse et surjectif de S-champs
algébriques. On note

U= U x g U°
U= U x 9 U° x o0 U°

U =W x g - x o %° (n+1fois)

Les 7" forment avec les diagonales partielles et les projections un S-champ algébrique
simplicial muni d’une augmentation vers 2" :

z" w? w! w° v

Soit .% un faisceau abélien sur le site lisse-étale de 2. On note .%' la restric-
tion de .Z au site lisse-étale de %' On cherche alors i calculer la cohomologie de
7 en fonction de la cohomologie des .#' sur les 7. On peut associer au champ
algébrique simplicial ci-dessus un complexe de Cech de la maniere suivante. Pour

"1 — /"2 qui «oublie » le facteur d’indice [ de %"~ '. Par exemple p; et p>
désignent respectivement les premiére et seconde projections de % ° x o~ %9 sur %°.
On définit alors le complexe de Cech S(H?) comme étant le complexe :

d° d! dr
HYIWY, 7% —— HI( W', F\) ——~ ... —= HI(UYP, FP) —— ...
avec

d’ = p; - pi
d' = p3; — pis + i
p+2
P _ 1+
dv = Z( D Piipt2)

=1
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On désigne par HP(HY(U*, F*)) I’homologie en degré p de ce complexe:

D rd e ey Kerd?
HP (HI(w*, %)) = TmarT

Le résultat suivant, qui donne la suite spectrale reliant la « cohomologie de Cech »
relativement 2 la famille couvrante P : %9 —~ 2 ,21la cohomologie lisse-étale de
F sur 2, est essentiellement trivial (cf: [15]). Il ne fait pas appel aux techniques de
descente cohomologique de Deligne présentées par Saint-Donat dans 1’exposé V bis
de [4] : grace a I’introduction du site lisse-lisse champétre, il s’agit juste de la « suite
spectrale de Cartan—Leray relative a un recouvrement » [4, V (3.3)] .

Proposition A.2.1 Reprenons les hypotheses et notations précédentes. Il existe une
suite spectrale (fonctorielle)

EDY = HP(HY(%*, 7*)) = HPTU( 2, 7).

FAISCEAUX ACYCLIQUES

Soit f: Z° — % un morphisme de S-champs algébriques. Dans la mesure ot
le couple de foncteurs adjoints (f~', f.) n’est pas un morphisme de topos, il n’est
pas évident a priori que le foncteur f transforme les faisceaux injectifs en faisceaux
injectifs. Il nous faudra pourtant montrer, pour obtenir la suite spectrale de Leray
relative 2 un morphisme de champs algébriques (cf. paragraphe A.2), que le foncteur
[« transforme les faisceaux injectifs en faisceaux acycliques pour le foncteur « sections
globales ». L’usage de faisceaux « flasques » en un certain sens va nous permettre de
résoudre ce probleme. La principale difficulté réside dans le choix de la classe de
faisceaux que 1’on considere (cf. [15]).

Définition A.2.2 [4,V 4.2]Soit 2 un S-champ algébrique et soit .# un faisceau lisse-
étale abélien. On dit que .7 est Llc-acyclique si pour tout morphisme représentable et
lisseu : % — 2 etpourtoutg > 0, le groupe HI (% , Fy ) est nul.

Remarque A.2.3 S’il est évident que les faisceaux flasques au sens de SGA 4 sont
Llc-acycliques, il n’y a aucune raison a priori pour que la réciproque soit vraie.
Pour quelques commentaires sur ce genre de questions, on pourra consulter [4] V 4.6
et 4.13. Par ailleurs il est évident que les faisceaux injectifs sont flasques, donc aussi
Llc-acycliques.

La proposition suivante, quoique fortement inspirée de la proposition V 4.3 de [4],
en differe 1égerement.

Proposition A.2.4 [15, A.1.5.3] Soient 2" un S-champ algébrique, et F un faisceau

sur LIc(Z). Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) Z est Llc-acyclique;

(2) pour toute famille couvrante (%', u') — (%, u)) dans Llc(Z"), et pour tout
q > 0, le groupe HI(U'|U , F) est nul (ou HU(U'|U , F) désigne le '™
groupe de cohomologie de Cech de F, aussi noté H1(H*(%'®, ﬂ('% u))) dans
la section précédente).
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IMAGES DIRECTES SUPERIEURES ET SUITE SPECTRALE DE LERAY RELATIVE A
UN MORPHISME DE CHAMPS ALGEBRIQUES

La proposition suivante montre que les images directes supérieures se calculent
comme I’on pense. Leurs restrictions au site étale de % aussi (voir 1’énoncé, plus
précis, donné dans [15]).

Proposition A.2.5 ([15, A.1.6.1])

1) Soit f: X — % un morphisme de S-champs algébriques et soit F un fais-
ceau abélien sur Lis-ét(Z"). Alors le faisceau R f,.F est le faisceau associé
au préfaisceau qui a tout ouvert lisse-étale (U, u) de % associe HI(Z X

U, y(%xg/U,pr%))-

X xgU——>U

Pr%l O lu
f

Z

2) Si % = Spec A est un schéma affine et si " est quasi-compact, alors pour tout
faisceau quasi-cohérent F sur X :

H'(Spec A, R? f,.7) ~ HI(Z, F).
Proposition A.2.6 ([15, A.1.6.2]) La restriction du foncteur R?f, a la catégorie
Mod(.2") coincide avec le g*™¢ foncteur dérivé a droite de f, : Mod(.2") — Mod(%).
Lemme A.2.7 ([15,A.1.6.3]) Lefoncteur fy : Ab(Z) — Ab(¥) préserve les fais-

ceaux Llc-acycliques. En particulier il transforme les faisceaux injectifs en faisceaux
acycliques pour le foncteur U'(¥%/, .).

Théoreme A.2.8 (suite spectrale de Leray [15, A.1.6.4]) Soit f : 2 — % un
morphisme de S-champs algébriques, et soit F un faisceau lisse-étale abélien sur
Z. Il existe une suite spectrale

HP (%, R f,.F) = H'YI( 2, F).
Proposition A.2.9 ([15, A.1.6.5]) Soient f : & — X etg: % — % des mor-
phismes de S-champs algébriques et soit % un faisceau lisse-étale abélien sur % .

Alors on a une suite spectrale:

RPg«RY [ = R[H_q(g o flsF.

A.3 Comparaison de cohomologies
COHOMOLOGIE ET CHANGEMENT DE BASE

La démonstration de la proposition A.3.3 ci-dessous (donc celle de son corol-
laire A.3.4) utilise des hyperrecouvrements. La définition que, pour la commodité du
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lecteur, nous rappelons ci-dessous, est plus simple en apparence que celle présentée
dans [4]. Elle lui est équivalente dés que la catégorie sous-jacente a C admet des
sommes directes arbitraires (en effet les objets semi-représentables sont alors repré-
sentables), ce que nous supposons des a présent.

Définition A.3.1 (cf.[4]V (7.3.1.2)) Soient C un site (admettant des sommes directes
arbitraires), X un objet de C et U®* — X un objet simplicial de C muni d’une
augmentation vers X, ou de maniere équivalente un objet simplicial de C/X. On dit
que U* est un hyperrecouvrement de X s’il possede les propriétés suivantes:

(1) Pour tout entier n > 0 le morphisme canonique
U —— (cosq, (sq, U"))n+1

est un morphisme couvrant.
(2) Le morphisme U 0 > X est couvrant.
Remarque A.3.2 Dans la définition précédente, sq,, désigne le foncteur qui a un objet
simplicial associe son tronqué a I’ordre n. Le foncteur cosq,, est ’adjoint a droite de

sq,- Enfin (cosq, (sq,, U*®)),+1 désigne le terme d’indice n 4 1 de I’objet simplicial
cosq, (sq, U*®).

Si U®* — X est un hyperrecouvrement de X et si .% est un faisceau abélien sur
X, on lui associe un complexe

0 — HIU 7% —= HIU', F") —
de maniére tout  fait analogue a ce qui a été fait dans la section A.2 (ol .Z! désigne

la restriction de .% a U'). On note encore I:I”(Hq (U*, #*)) ’'homologie en degré p
de ce complexe. On a alors une suite spectrale ([4] V (7.4.0.3)) :

HP(H1(U®, F*)) = H'T9(X, 7).

Proposition A.3.3 [15, A.1.7.3] Soit 2" un S-champ algébrique quasi-compact, avec
S = Spec A dffine, et soit .F un faisceau quasi-cohérent sur 2 . Soient A’ une
A-algébre plate, §' = Spec A', et ' = X" xs S'. On note F' I'image inverse
de F sur Z'. Alors pour tout ¢ > 0 le morphisme naturel

HUZ, F)®x A ——= HUZ', F")

est un isomorphisme.

Proposition A.3.4 [15, A.1.7.4] Soit f : & — % un morphisme quasi-compact
de S-champs algébriques, et soit ¥ un faisceau quasi-cohérent sur 2. Soit u :
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%' — % un morphisme plat de changement de base.

X ——=
gl O lf
v =y
Alors pour tout g > 0 le morphisme naturel
u*RY f,. 7 —— (R1g,) (V%)
est un isomorphisme.
COHOMOLOGIE ET EXTENSIONS INFINITESIMALES

Lemme A.3.5 [15, A.1.8.1] Soiti : & — Effugg immersion fermée de champs
algébriques définie par un idéal quasi-cohérent de X~ de carré nul, et soit F un fais-
ceau abélien sur . Alors pour tout ¢ > 0 le faisceau R1i..% est nul. En particulier
pour tout n le morphisme naturel :

H'(Z,iyF) —= H"(Z,.F)

est un isomorphisme.

Corollaire A.3.6 [15, A.1.8.3] Soit

un carré 2-cartésien de S-champs algébriques, dans lequel on suppose que i et j sont
des immersions fermées définies par des idéaux quasi-cohérents de carrés nuls. Soit
F un faisceau abélien sur 2. Alors on a pour tout p un isomorphisme canonique

RP fu(ixF) — j.R? f. 7.

UN RESULTAT DE DESCENTE
Le théoréme suivant n’est autre qu’un résultat de descente pour les champs algé-
briques. Il est utilisé au paragraphe suivant.

Théoreme A.3.7 [15, A.1.9.1] Soit % un faisceau sur Lic(Z") qui, localement pour
la topologie lisse sur 2, est représentable. Alors F est représentable par un unique
objet (2, p) de LIc(Z"). Autrement dit il existe un morphisme représentable et lisse
de S-champs algébriques p : &2 — 2 qui représente F.
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Remarque A.3.8 L’hypothése sur.% signifie qu’il existe une présentation x : Xg—= 2~
de Z telle que la restriction de .# au site lisse de X soit représentable par un
Xo-espace algébrique lisse Fp.

COHOMOLOGIE ET TORSEURS

Définition A.3.9 Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes lisse sur
S et 2 un S-champ algébrique. Soit p : & — 2 un 1-morphisme représentable
et lisse de S-champs algébriques. Une action de G sur (£, p) est un quadruplet

(s Qs Pe, Pass), o0 w est un 1-morphisme de G x s &7 vers &, et oll ¢, P €t Pags
sont des 2-isomorphismes faisant 2-commuter les diagrammes suivants:

GxgP—tsp

per Wuﬂ lp

& X

p

exld o G x< P
S

P —
\%ﬂ
Id o 1%%
&

Idg xu
GXSGXSWHGXS@
meId@\L Pass A lp—
&z

G XS P m
les 2-isomorphismes ¢, et @, €tant assujettis aux conditions de compatibilité, que
nous nous dispenserons d’écrire, assurant que ce sont des 2-morphismes dans la
2-catégorie des ouverts lisses champétres de .2~ (voir juste avant A.1.7).

On dit qu’un tel couple (&2, p) muni d’une action de G est un G-torseur sur 2 si
les deux conditions supplémentaires suivantes sont vérifiées:
(a) p estsurjectif;
(b) le morphisme naturel

GxsP —> Pxy P

induit par le triplet (u, pr,, ¢,,) est un isomorphisme.

La proposition suivante est alors une conséquence des travaux de Giraud dans [23]
(voir aussi [15, A.1.10)).

Proposition A.3.10 Soient S un schéma, G un S-espace algébrique en groupes com-
mutatifs lisse sur S et 2 un S-champ algébrique. Alors le groupe H' (2, G) est
canoniquement isomorphe au groupe des classes d’isomorphie de G-torseurs sur 2
(munide la loi de groupe induite par le produit contracté de torseurs, cf. [23] 111 2.4.5).
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Remarque A.3.11 Comme d’habitude, un G-torseur p : & — % est trivial si et
seulement si le morphisme structural p a une section.

B Cohomologie fppf
B.1 Sorites sur la cohomologie plate

Soit 2" un S-champ algébrique. On définit le gros site fppf de 2", noté fppf(Z"), de
la maniere suivante. Les ouverts sont les couples (U, u), ou U est un espace algébrique
etu: U — Z estun morphisme localement de présentation finie. Un morphisme
entre deux tels ouverts (U, u) et (V, v) est un couple (¢, a) ot ¢ : U — V estun
morphisme d’espaces algébriques et « est un 2-isomorphisme de u vers v o ¢. Une fa-
mille couvrante est une collection de morphismes ((¢;, ;) : (Ui, u;) — (U, u))ier
telle que le morphisme

H(pi:HUi — U

iel iel
soit fidelement plat et localement de présentation finie.

Remarque B.1.1 1lestévident que I’on aurait obtenu un topos équivalent en ne prenant
pour ouverts que les couples (U, u) ou U est un schéma (appliquer le lemme de
comparaison de SGA 4, [3] Il 4.1). En particulier si 2~ est un schéma on retrouve
le topos des faisceaux sur le gros site fppf usuel (considéré par exemple dans [2],
exposé VI, paragraphe 5, p. 124).

On définit de maniere évidente les faisceaux d’anneaux & 9~ et Z sur fppf(Z”). On
note 2 le topos des faisceaux sur fppf(2”). Si .27 est un anneau du topos 2|, on note
Modfj{(% ) la catégorie des faisceaux de modules sur le site annelé (fppf(2), 7).
Elle sera notée ModP'(.2") lorsque <7 = € 4-, et AbP(2") lorsque o7 = Z.

On définit le foncteur « sections globales » en posant pour tout faisceau % sur
fppf(2):

Mp(2, 7) =lim 7 (U, u)

ou la limite projective est prise sur I’ensemble des couples (U, u) de fppf(Z"). Il est
clair que ce foncteur commute aux limites projectives quelconques. En particulier il
est exact a gauche. De méme que dans le cas des faisceaux lisses-étales, il résulte

de SGA 4 ([3] 11 6.7) que la catégorie Modil{(% ) est une catégorie abélienne avec
suffisament d’objets injectifs. On définit alors HI’;I(% , .) comme étant le /®™ foncteur
dérivé a droite de I'pi (27, ) : AbPL(27) — Ab. Il coincide sur Modle{(% ) avec le
ieme foncteur dérivé a droite de Cpi(27,) : Modil{(ﬂi” ) — (Tpi(Z7, &)-Mod) ([4]
V 3.5).
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FONCTORIALITE.
Soit f : & — ¢ un l-morphisme de S-champs algébriques. On lui associe un
couple de foncteurs adjoints ( fpfl L fP l) d’une maniere tout a fait analogue a ce qui a

été fait pour les faisceaux lisses-étales. Le foncteur £Y est alors exact a gauche, et on
i +pl A s g
note R f¥ ses foncteurs dérivés a droite.

Remarque B.1.2 Contrairement a ce qu’il se passe dans le cas des faisceaux lisses-
étales, la limite inductive qui définit le foncteur image inverse f Tl est filtrante. Ceci
est essentiellement dii au fait qu’un morphisme entre deux objets localement de pré-
sentation finie est lui-méme localement de présentation finie (ce qui se produisait aussi
pour le site étale, mais n’était plus vrai en remplacant étale par lisse). On en déduit
(cf. par exemple [36] annexe A) que le foncteur prl est exact, et donc que le couple

( prl, P l) est un morphisme de topos.

Notons ici aussi deux cas particuliers dans lesquels les foncteurs image directe ou
image inverse ont une expression plus simple. Lorsque f estlocalement de présentation
finie, le foncteur prl est simplement le foncteur de restriction au site fppf de 2~

via le foncteur (U, u) — (U, f ou). Si f est représentable, le foncteur ff ! provient
d’une application continue fppf(2) — fppf(#), qui aunouvertfppf u: U — %
associe I’ouvert formé de I’espace algébrique U x4 2 muni de la projection sur 2.
Naturellement ceci n’est pas vrai si f n’est pas représentable, puisqu’alors U X g
Z n’est pas nécessairement un espace algébrique. Ce défaut s’avere génant dans le
calcul des images directes supérieures, et motive 1’introduction du site fppf champétre
ci-dessous.

LE GROS SITE fppf CHAMPETRE D’UN S- CHAMP ALGEBRIQUE.

Soit 2" un S-champ algébrique. On définit le gros site fppf champétre de 2~ de la
maniére suivante. Un ouvert de 2~ est un couple (%, u) ot % est un S-champ algé-
brique etu: 2 — 2 estun morphisme représentable et localement de présentation
finie. Un 1-morphisme de (%, u) vers (¥, v) estuncouple (¢, @) ot : % — ¥ est
un 1-morphisme de S-champs algébriques et « est un 2-isomorphisme de # dans v o ¢.
Si (¢, @) et (¥, B) sont deux 1-morphismes de (%, u) dans (7, v), un 2-morphisme
entre (¢, o) et (¥, B) est un 2-isomorphisme y : ¢ = ¥ tel que B = (viy) o .

L’analogue fppf du lemme A.1.7 est alors valable, de sorte que la 2-catégorie que
nous venons de décrire est en fait équivalente a une catégorie, que nous appellerons la
catégorie des ouverts fppf champétres de 2. On définit maintenant le gros site fppf
champétre de 2~ de maniére évidente, et on le note fppfc(Z").

Proposition B.1.3 [15, A.2.1.3] Le foncteur d’inclusion fppf(Z°) — fppfc(Z)
induit une équivalence de topos de la catégorie des faisceaux sur fppfc(Z°) vers
la catégorie des faisceaux sur fppf(Z).

On voit alors facilement que via cette équivalence de catégories, le foncteur image
. 1 . , L .
directe fY provient d’une application continue

fppfc(2) —— fppfc(#)
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qui envoie unouvertu : % — % de % surlouvert " xo % — 2 de 2.
Proposition B.1.4 [15, A.2.1.4] Soit f : & — % un morphisme de S-champs
algébriques.

1) Soit F un faisceau abélien sur fppf(Z). Alors le faisceau RY fflﬁ est le fais-
ceau associé au préfaisceau qui a tout ouvert fppfu : U — % de & associe
H[()ll(‘% Xay U, ﬁ(%ngU,pr%))'

2) La restriction du foncteur R? f*l a la catégorie ModP (2") coincide avec le g™

Sfoncteur dérivé a droite du foncteur ffl : ModP(2") — ModP/(#). O

B.2 Comparaison avec la cohomologie lisse-étale
Soit 2" un S-champ algébrique. On a une application continue évidente :
p : fppf(Z) —— Lis-ét(Z")

induite par le foncteur d’inclusion de Lis-ét(.2") dans fppf(Z”). En particulier p induit
un couple de foncteurs adjoints:

s Zpl — Zlis
Pl Zisa — 2.

Le foncteur p~! peut étre décrit de la maniére suivante. On définit d’abord un adjoint

—

a gauche au foncteur p, pour les préfaisceaux, que ’on note p—!, en associant a
tout préfaisceau .% sur Lis-ét(.2") le préfaisceau sur fppf(2") qui a tout ouvert fppf
u:U — Z associe

(p~ Y% U, u) =lim Z(V,v)
ou la limite inductive est prise sur I’ensemble des diagrammes 2-commutatifs :

ol

Z

U

avec (V, v) € obLis-ét(:2"). On définit alors p~' en posant p~! = ap~! ol a est
le foncteur « faisceau associé ». Encore une fois, on voit que p~! est défini par une
limite inductive sur Lis-ét(.2") qui n’est pas filtrante. Le couple (p~!, ps) n’est donc
pas un morphisme de topos a priori, et il n’y a aucune raison formelle pour que p;
transforme les objets injectifs de AbP'(.2") en injectifs de Ab(.2"), ce qui nous oblige
a travailler un peu plus pour obtenir la suite spectrale B.2.3 ci-dessous.
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Lemme B.2.1 [15, A.2.2.1] Si .F est un objet injectif de AbP' ("), alors p,.F est un
faisceau acyclique pour le foncteur Uyis.¢ (2, .).

Lemme B.2.2 [15, A.2.2.2] Le morphisme naturel
Do(2, F) —— Tisa(Z, p«F)

est un isomorphisme.

On déduit des deux résultats précédents une suite spectrale de Leray, qui résume
les relations générales entre cohomologie lisse-étale et cohomologie fppf.

Théoréme B.2.3 [15, A.2.2.3] Soit 2" un S-champ algébrique, et soit F un faisceau
abélien sur fppf(Z°). On a alors une suite spectrale (fonctorielle en F):

Hf (2, RIp.F) = Hgﬁq(%, F).

Remarque B.2.4 On en déduit en particulier des morphismes canoniques :
Hf (2 peF) —— HE(Z,.F).

De plus ces morphismes sont des isomorphismes si pour tout ¢ > 0, le faisceau
lisse-étale R? p,.% est nul.

Nous allons a présent généraliser aux champs algébriques le résultat de Grothen-
dieck ([2], exposé VI, paragraphe 11) selon lequel si G est un groupe lisse sur un
schéma X, le morphisme canonique

HE (X, p.G) —— Hj(X,G)

est un isomorphisme pour tout ¢. Dans la mesure ou nous n’utiliserons ce résultat
que pour le groupe Gy, nous n’avons pas cherché a le démontrer pour les « champs
en groupes » lisses sur .2~ (notion qui resterait d’ailleurs a définir), mais nous nous
sommes contenté de considérer un groupe lisse sur la base S. Dans ce cadre élé-
mentaire, le résultat se déduit assez facilement du cas des schémas. En effet pour
démontrer B.2.5, il suffit d’aprés B.2.4 de montrer que pour tout g > 0, le faisceau
R p,G estnul. Or ce faisceau est le faisceau lisse-étale associé au préfaisceau qui a
tout ouvertu : U — 2 associe H;’l(U , G). 1l suffit donc de montrer que pour tout
¢ e Hgl(U, G), il existe un morphisme étale et surjectif U’ — U tel que &, soit
nul. Cette derniere question ne fait intervenir que des schémas (cf. [15] pour plus de
détails).

Théoreme B.2.5 [15, A.2.2.5] Soient S un schéma, G un schéma en groupes lisse
sur S, et " un S-champ algébrique. On note f le morphisme de Z dans S, et I’'on
note encore G le faisceau défini sur le site fppf(Z") par:

Y(U, u) € obfppf(Z) GU,u):= G, f ou) =Homg(U, G).
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Alors pour tout q le morphisme canonique

H{l (2, psG) —— HY(Z',G)

lis-ét

est un isomorphisme.
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provided the original author(s) and source are credited.
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