
JOURNAL OF NUMBER THEORY 2, 235-236 (1970) 

Sur une question d’Olga Taussky 

JEAN-PIERRE SERRE 

Colkge de France, 
Paris 5, France 

Communicated by H. Zassenhaus 

Received October 13, 1969 

Soit G un groupe. Sa suite derivte (D”(G)), IZ = 0, l,..., est definie par 
les formules: 

Do(G) = G, D”+l(G) = (Dn(G), D”(G)) si n 3 0. 

On pose Gab = G/D’(G). 
Supposons que G soit un p-groupe fini, p &ant un nombre premier. 

Lorsque Gab est cyclique, il est immtdiat que D1(G) = {l}; lorsque p = 2 
et que Gab est de type (2,2), on peut montrer (cf. [6]) que D’(G) est 
cyclique, done que D2(G) = (1). Ces cas mis B part, la connaissance de 
Gab ne permet d’affirmer la trivialite d’aucun des Dn(G). Plus precidment: 

TI-&OR&ME. Soit n un entier > 1 et soit P un p-groupe abilien jini 
qui ne soit, ni cyclique, ni d’ordre 4. II existe alors un p-groupefini G tel que 
D”(G) f (1) et Gab N P. 

(Ceci repond a la question posee dans [7], question qui avait d’ailleurs 
Ctt resolue lorsque p f 2 ou lorsque P est “assez gros”, cf. [ 11, [2].) 

Dkmonstration. Puisque P n’est pas cyclique, on peut 1’Ccrire comme 
produit P = A x B, oti A et B sont non triviaux. Notons a (resp. b) 
l’ordre de A (resp. B); on a 

a b 2, b 3 2, ab > 4. 

Considerons le produit libre A * B de A et de B ([4], p. 180) et soit 
r : A * B -+ A x B l’homomorphisme canonique de ce groupe sur 
A x B. Le noyau R de r est le groupe D1(A * B); de plus, on verifie 
facilement (cf. par exemple [4], p. 196, exert. 24) que R est un groupe Iibre 
de base la famille des commutateurs x-ly-%y, avec x E A - (11, y E B - (1) 
(les commutateurs &ant pris dans A * B). Le rang de R est (a - l)(b - 1); 
vu les inegalitb ci-dessus, il est > 2, i.e. R est non abe’lien. I1 en resulte que 
I’on a D”(R) # {I} pour tout m 3 0. Choisissons alors un Clement z # 1 
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de D”-](R) = D”(A * B). On sait, depuis Magnus, que tout groupe libre 
est sipark pour la p-topologie (celle definie par les sous-groupes distinguts 
d’indice une puissance de p); cf., par exemple, [3], chap. I, no 5 ou 
Bourbaki, Gr. et Alg. de Lie, chap. II, $5, no 5. 11 existe done un sous- 
groupe distinguC N de R, d’indice une puissance de p, ne contenant pas 2. 
Quitte A remplacer N par l’intersection de ses conjuguts dans A c B, on 
peut supposer que Nest distinguC dans A * B. Le groupe G = (A JE B)/N 
r&pond alors 2 la question. En effet, c’est une extension de A x B par 
R/N, done un p-groupe; le groupe Gab s’identifie A A x B = P; enfin 
D”(G) contient l’image de z, qui n’est pas Cgale g 1 par construction. 

Remarques 

(1) On peut, si l’on veut, imposer B D”(G) de contenir un ClCment 
d’ordre pm, avec m don&. 

(2) L’argument utilisC plus haut montre en fait ceci: soient A et B 
deux p-groupes finis, et soit A *2, B le pro-p-groupe (cf. [5], chap. I, no 1.4) 
compltt6 de A c B pour la p-topologie; c’est ie produit libre de A et B 
dans la catCgorie des pro-p-groupes. On a alors une suite exacte 

{I} + R, + A *B B--f A x B + {l}, 

oa R, est un pro-p-groupe libre (Zoc. cit., no 1.5) de base la famille des 
commutateurs X-ly-lxy avec x E A - {I), y E B - (1). 

(3) On peut tgalement dCmontrer le thCo&me en construisant explicite- 
ment un groupe G ayant les propri&ts voulues. Par exemple, lorsque P est 
de type (2,2,2) on peut prendre pour G le sous-groupe de GL(2, Z/2NZ), 
N > 5.2”, engendrC par les trois matrices d’ordre 2 que voici: (i -i), 
(i f), (: -!). Vest la mtthode suivie dans [l]. 
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