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Soit k = Q(G) (d > 0 libre de car&) un corps quadratique reel de discriminant 
D > 0 ayant r facteurs premiers distincts. 11 est bien connu que le sous groupe du 
groupe des classes engendre par les t ideaux premiers ramifies dans k/Q est d’ordre 
2’-’ lorque l’unite fondamentale est de norme -1, et d’ordre 2*-’ lorsqu’elle est 
de norme +l. Puisque (1) et ($) sont principaux, il n’existe pas d’autre relation 
de principalite entre ces idiaux premiers ramifies lorsque l’unite fondamentale est de 
norme -1, et il en existe precistment deux autres non triviales (duales l’une de 
l’autre) lorsqu’elle est de norme + 1. Si we designe le generateur habitue1 de 
l’anneau des entiers de k, alors l’unite fondamentale est de norme - 1 si le develop- 
pement en fractions continues de w0 est de longueur de p&riode primitive impaire, 
et de norme + 1 si il est de longueur de p&riode primitive paire. De plus, dans ce 
dernier cas les deux relations de principalite non triviales entre les idtaux premiers 
ramilies sont bien dbtermintes par le terme mediant de ce developpement (voir [S], 
[6]). Nous prolongeons ces rbsultats dans le cas de certains corps biquadratiques 
totalement imaginaires (done de rang du groupe d’unitts tgal a 1) contenant un 
sous corps quadratique (de sorte que l’on puisse parler de la norme relative de cette 
unite fondamentale, sa norme absolue valant elle toujours + l), corps quadratique 
suppose imaginaire principal. Nous nous demandons si la parite des longueurs de 
cycles d’idbaux reduits (notion prolongeant celle de fractions continues puisque 
cdincidant avec elle dans le cas des corps quadratiques reels) donne la norme 
relative de l’unite fondamentale de ces extensions. Nous verrons qu’une obstruction 
se presente, et indiquerons quelles proprietes devrait satisfaire une nouvelle notion 
de cycle d’idbaux reduits pour lever cette obstruction. 0 1992 Academic PESS, IK. 

Let K/k be a quadratic extension of a principal imaginary quadratic field k. We 
show that the theory of cycles of reduced ideals as developed by H. Amara provides 
us with an algorithm to test the relative norm Nxfi(nn) of the fundamental unit of 
K. We then show that the well known result connecting the norm of the fundamen- 
tal unit of a real quadratic field with the parity of the period length of the continued 
frBCtiOd expansion of fi does not generalize. 0 1992 Academic PEW, 1~. 
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Dans tome la suite, K/k designe une extension quadratique d’un des 9 
corps quadratiques imaginaires principaux k telle que K/Q ne soit pas 
galoisienne. 

La notion d’idkal rkduit et de cycles d’idLaux rkduits que nous adoptons 
est celle developpee dans ce cadre par H. Amara [l]. Nous notons R, 
l’anneau des entiers de K, R, celui de k, 6,,, le discriminant relatif de K/k, 
t son nombre de facteurs premiers dans R,, ? le k-isomorphisme non trivial 
de K et r,rx l’unitt fondamentale de K (qui Ctant totalement complexe et de 
degrb 4 est de rang du groupe des unite valant 1). 

Nous appelons invariant un ideal I de R, tel que I’ = I. Un tel ideal est 
de la forme I= (cr)R avec cr~R~ et R un ideal de K produit d’ideaux 
premiers ramifies deux a deux distincts. Nous appelons primitif un ideal I 
de R, tel que PER, et (n) divise I impliquent n est une racine de l’unite 
de k. Toute classe d’idtaux contient un ideal primitif et les ideaux reduits 
sont primitifs. Un id&l ram@! est alors un ideal invariant primitif, i.e., un 
produit d’ideaux premiers ramifies dans K/k deux a deux distincts. Nous 
appelons classe r&guli&e une classe contenant un ideal invariant, et classe 
ambige une classe invariante sous l’action de z, i.e., une classe d’ordre 2 (car 
k est principal). 

Remarquons qu’apres multiplication eventuelle par une unite de k, on 
peut supposer qK de norme relative NKIL(qK) valant + 1 ou -1 pour 
k # Q(i), et de norme relative valant + 1 ou i pour k = Q(i). Semblable- 
ment au cas quadratique reel, les t idtaux premiers de K ramifies dans K/k 
engendrent le sous groupe des classes regulieres, sous groupe d’ordre 2’-* 
ou 2’-’ suivant que NKIL(~x) = + 1 ou NKIL(qK) # + 1 (voir [7]). 

Autrement dit, les seuls ideaux ramifies principaux sont R, et (&) 
pour N,,,(q,) # + 1 (ou deR, est libre de car& dans R, et tel que 

K = k(G)), alors qu’il en existe encore precistment deux autres duaux l’un 
de l’autre lorsque NKIk(qK) = + 1. 

Nos demonstrations reposent essentiellement sur le fait que r agit tres 
simplement sur les cycles d’ideaux reduits. Notons sans demonstration que 
si K/Q est galoisienne, ii n’est nul besoin de supposer de surcroit le corps 
quadratique imaginaire k principal: on ramene la determination de la 
norme relative de I’unite fondamentale de K a celle de la norme de I’unite 
fondamentale de son unique sous corps quadratiques reel (voir 171). 

LEMME 1. Si I est un idkal rkduit de successeur I,, alors h,((I,)‘) = h,(I). 

Preuue. h,( (I, )‘) est caracterise par: 

hA(I,)‘)~ (II)‘, IMo,nI < INK,k((II)T)I 

h E (I,)’ et (hi < INK~((Il)‘)l impliquent lh’l > I&((I,)‘)I. 
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h,(I) est hi caractkrisl par: 

h EI et Ihl < IN,(I)1 impliquent Ih’( 2 I&(I)\. 

Nous montrons que h,(I) satisfait aux propriitks caracthisant h,((I,)‘), 
ce qui nous donnera le rtsultat. En effet, nous avow successivement: 

(a) I, = (h;(I)/N(I))I, done I,I’= (hi), et constquemment &E (I,)‘. 

(b) INKIL( = lWC,lllNI)l impWe M =(INWl4J~ INKIL( < 
IN~,dh)l. 

(c) Si h = (h,,/lN(I)I)H’ appartient A (II)‘, i.e. si N appartient $ I, et 
si nous avons Ihl < INKIlr((II)*)I, i.e. si nous avons [WI < I&,[, alors nous 
en dkduisons \Hl 2 ) N,,,(I)I, ce qui implique \h’l 2 Ihi\. 1 

Si (Ii; 0~ i6 L - 11 est un cycle d’idtaux rtduits de longueur L, 
semblablement 21 [6], pour iEZ nous posons Ii= Iis oti i’ est l’unique 
entier vkrifiant 0 < i’ < L - 1 et i’ s i (mod L). 

COROLLAIRE 2. (Ii)’ = (I’) _ i pour I un id&al rdduit. 
ConsPquemment, si I = I, est rtduit et invariant et de cycle d’idkaux 

r&d&s de longueur L = 2k paire, alors I, est rt!duit et invariant. 
Tout cycle d’idkaux rt!duits de longueur impaire correspondant ci une classe 

ambige contient (exactement) un idgal rtduit invariant. 

Preuve. Nous prouvons le premier point par rkcurrence sur i. Seul le 
premier cran i= 1 pose problkme. 11 nous faut done voir que (II)’ = (I’)-1, 
i.e. que ((Il)‘)l =I’. Mais ((Il)‘)l = (h~((Il)‘)/N((I,)‘))(I,)‘, de sorte que 
d’aprks le lemme 1 nous avons ((Il)‘)l = (h~(I)/N(I,)(I,)‘. Puisque 
I, = (hh(I)/N(I))I et que done (h,(I) h;(I)) = (N(1,) N(1)) (prendre les 
normes relatives dans l’tgalitk prkckdente), nous obtenons le r&&at. La 
preuve des autres points suit celle donnte dans [6, Proposition 71. 1 

PROPOSITION 3. Si un cycle d’idt!aux riduits contenant un id&al rt!duit 
invariant est de longueur paire, alors NKIL(qK) = + 1. 

Si le cycle d’idiaux rkduits d’un idial rt!duit invariant est de longueur 
L = 2k -I- 1 impaire, alors la norme relative NKB,(q,) de l’unitt! fondamentale 
de K est bient dPterminPe par le k-it?me idPa r&duit de ce cycle. 

Preuve. Soit L = 2k la longueur paire d’un cycle d’idkaux rkduits 
contenant un idtal invariant I que l’on peut supposer &tre le premier id&al 
I, de ce cycle. Puisque (I,)‘= IO, nous avons (Ii)x=(Is)--i=I-i. D’oh 
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N(1,) = N(Iei), ainsi que ho(Ii- I) = hO((Ii)‘) = /z,(I-~), la premi&re Cgalite 
rtsultant du lemme 1. Nous avons done: 

Mais alors, NKP(qK) = y2 pour un y dans k, entier sur Z, done pour y un 
entier de k. Mais y2 ttant une uniti: de k, il en est de m&me de y. I1 en 
rCsulte que NKIL(qK) est le carrk d’une racine de l’unitk de k, done vaut + 1. 

Soit L = 2k + 1 la longueur impaire d’un cycle d’idkaux r6duits d’un idCal 
invariant I que nous supposons done &tre le premier idkal I, de ce cycle. 
Nous avons de mCme: 

(**I 

De plus, J=I, est un idtal rCduit tel que J* = (h,(J)). En effect, 
I k+l=(h~(Ik)/N(Ik))Ik et (Ik+l)7=I-k-l=12k+,--k~l=Ik. Done I,= 
(h,(I,)/N(I,))I;. On en dCduit notre affirmation en utilisant (N(1,)) = 1,I;. 
En particulier, N,,,(h,,( J))/( N( J))2 = E est une racine de l’uniti: de k et, 
comme pr&Cdemment, nous avons NKIL(qK) = E ri multiplication par le 
carr6 d’une racine de l’unitb de k pr6s. 1 

Remarque. Voir [9] pour un rappel de relations analogues A (*) et (w ) 
dans le cas des corps quadratiques rCels. 

Soit I =I,, un idCal rkduit invariant. Montrons maintenant que, sem- 
blablement au cas des corps quadratiques rkels pour l’algorithme des 
fractions continues ordinaire, ou pour celui des meilleures approximations 
(voir [S, 9]), il existe un test permettant de trouver lorsque la demi- 
p&iode du cycle d’idtaux rCduits de I est atteinte, divisant ainsi d’aprbs (*) 
et (w) par deux les temps de calcul (numtrique) de la longueur de ces 
cycles d’idCaux rkduits, de l’unitt: fondamentale de K, et du rkgulateur de K. 

PROPOSITION 4. Soient (Ii)Or i< L- 1 les L idkaux r.6duit.s d’un cycle 
d’idt!aux rt?duits d’un idPa rPd& invariant I,, (dam la pratique on choisit 
10=R,), etsoit k telque l<k<L-1. 

(a) Si N(1,) divise a,,, duns R,, alors L = 2k; 

(b) si N(II, + 1) = EN(&) auec E une racine de /‘unit& de k, alors 
L=2k+ 1. 

Const!quemment, pour dkterminer la norme relative de I’unitt fondamentale 
qn de K (ainsi que son rkgulateur), il suffit de calculer le cycle d’idbaux 
rbduits de R g : ci chaque k-Kme &ape, k > 1, 
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on teste si N(1,) divise 6,,, auquel cus L = 2k, NKIlr(qB) = + 1 et I, et 
son idial dual sont les deux idkaux ramifih principaux non triviaux, 

sinon, on teste si N(I,+ 1) = cN(Ik) p our E une racine de l’unitt de k, 
auquel cus L = 2k + 1 et NKB(qK) = NK,k(hO(Ik))/(NKlk(Ik))2, au car& d’une 
racine de l’unitt! de k p&s. 

Preuve. Remarquons prealablement que lorsque I est reduit son 
Clement de conversion h,(I) est primitif, i.e. l’idtal (h,(I)) est primitif. 

Lorsqu’il existe k (choisi le plus petit tel que) repondant au (a), l’ideal 
I, est invariant. D’oti Ik = (Ik)’ = IL, et I,, = I et L divise 2k. Puisque 
1 <k< L, nous avons L= 2k. 

Lorsqu’il existe k (choisi le plus petit tel que) repondant au (b), 
I k + 1 = (&&)/N(Ik))bc donne N&h&)) = E’(NK,&c))2 Pour s’ une 
racine de l’unitt de k. Puisque h,(I,) est primitif et dans I, il en resulte que 
(h,(Ik))=(Ik)2. D’oti Ik+l =(Ik)‘=Iek, et I,,+, =I. D’oh L=2k+ 1. 1 

Montrons finalement que les resultats du cas des corps quadratiques 
reels ne se prolongent pas au cas de ces extensions quadratiques dun 
corps quadratique imaginaire principal: il peut arriver qu’un ideal ramifie 
ne soit pas r&it et que son id&l dual (voir 16) pour cette definition) 
ne le soit pas non plus, comme en atteste la proposition suivante appli- 
quee au cas: d = - 63 + 28i = 7( - 9 + 4i), pour lequel z = (( - 9 + 4i)/7)“’ = 
((fi 7 - 9)/14)“’ + i((fi 7 + 9)/14)‘12. 

PROPOSITION 5. Soient d E R,, d E 1 (mod 4) libre de carrh dans cet 
anneau principal et K = k(d). Soit d= 6,6, une factorisation de d duns R, 
telle que (6,)’ - 1 (mod 4). Soient I l’idbal ram@ de K de norme relative 6, 
et J l’idt!al dual de I, i.e. l’idt!al ram@ de norme ~3~. Pour que ni I ni J ne 
soit rtduit il faut et il suffit que z = a ou l/z vh-ifie: jz[ > 1, Iz - l( < 2 
et (z + ,l( < 2. 

Preuve. I= (61, (4 +&Y%,, de sorte que I n’est pas reduit si et 
seulement si il existe m et n de R, non tous deux simultantment nuls tels 
que 12m+n+nzl<2 et 12m+n-nzl<2. D’oti (1/2)(12m+n+nz12+ 
~2m+n-z~2)=~2m+n12+lnz~2<4. De mCme, J n’est pas reduit si et 
seulement si il existe m’ et ri de R, non tous deux simultantment nuls tels 
que 12m’+n’+n’(l/z)l<2 et 12m’+n’-n’(l/z)l<2. D’oC 12m’+n’12+ 
In’( l/z)( 2 < 4. 

Supposons par exemple que nous avons Izj > 1. Nous avons alors 
I2m + n12 + InI 2 < 4 et ces car& de modules &ant des normes d’elements de 
R,, ce sont des entiers. Consequemment, lnl2 = 0, 1, 2 ou 3. 

Si In12=3, alors 12m+n12< 1, done 2m+n=O. Mais alors, n= -2m et 
JnJ 2 = 4 )m12 ne saurait &tre Cgal a 3. 

Si ln12=2, alors j2m+n12<2, done 2m+n=O ou 12m+nj2=1. Cette 
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premiere occurence ne saurait encore se produire, non plus que la seconde 
qui s’ecrivant 4 lrnl’ + (nl’ + 27’r,,o(mfi) = 1 conduirait pour des questions 
de parite a une contradiction. 

D’oii lnl’= 1 et n est une unite de k. On peut done supposer que n = 1. 
NOUS avons alors 12~ + 1)’ < 3, et pour des raisons de parite, la seule 
possibilite est 12m+ 11’ = 1. Puisque Re(2m) = 2 Trace,,,(m) appartient a 
22, un dessin donne aisement m = 0. D’ou la condition ntcessaire. Elle est 
suffisante puisqu’il s&it alors de prendre (m’, n’) = (2, - 1). 1 

Cette proposition 5 est une circonstance dirimante a une preuve de la 
formule du 2-rang du groupe des classes de ces corps biquadratiques par 
simple adaptation de celle que nous donnions ailleurs pour le cas des corps 
quadratiques reels (voir [6]). Plus facheuse, en est la consequence que les 
cycles d’idbaux reduits n’ont pas necessairement meme paritl de longueur, 
m&me en se restreignant au cas des cycles reprtsentant des classes 
invariantes. 

En effet, dans la situation de cette proposition 5, avec de plus 
N,,,(r],) # + 1, le cycle d’ideaux reduits de l’ideal reduit R, est de 
longueur impaire (proposition 3), alors que le cycle d’idtaux rtduits 
representant la classe de l’ideal I est de longueur paire (il ne contient pas 
I qui n’est pas reduit et cela ne contredit done pas la proposition 3). En 
effet, si il ttait de longueur impaire, il contiendrait d’apres le corollaire 2 un 
ideal reduit invariant equivalent a I. Mais NKIL(qK) ne valant pas + 1, il n’y 
a que les 2 relations de principalite triviales entre les ideaux premiers 
ramifies dans K/k, i.e. les seuls ideaux ramifies principaux sont R, et (&), 
ou K = k($) avec d E R, libre de carrts dans cet anneau principal. 11 en 
resulte que seul I et son ideal dual J sont invariants, primitifs et dans la 
classe de I. Mais J n’ttant pas rtduit, cette contradiction nous donne le 
rbultat. 

Par exemple, pour d = - 63 + 28i = 7( - 9 + 4i) le cycle d’ideaux rtduits 
de Rx est de longueur 5 et celui de l’ideal premier ramilie P, de norme 
relative 7 est de longueur 6. 

Dans l’esprit de cette remarque, nous avons le rtsultat suivant plus faible 
que la proposition 3: 

PROPOSITION 6. Si le cycle d’idiaux r&d&s de R, est de longueur paire, 
alors NKIk(qW) = + 1. 

Preuve. Sinon, contenant deja un ideal invariant, il en contiendrait un 
second qui ne saurait $tre que ($). Ce dernier ideal n’itant pas reduit, 
nous avons le resultat. (z = & appartient a I = (&) et verifie lzl = lzTl < 
JArKIL( sauf pour Id\* = 1. Mais alors K/Q est galoisienne.) \ 

Cette proposition 5 nous permet egalement de clairement comprendre 
pourquoi la simple paritt ou imparite de la longueur du cycle d’ideaux 
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rttduits de R, ne saurait donner la norme relative de l’unit6 fondamentale 
de K. En effet, nous avons: 

PROPOSITION 7. Si NKIL(qK) = + 1 et si R,, (fi), I et son id&al dual J 
sont les quatre idbaux ramifih principaux de K, alors I ou J est &duit si et 
seulement si le cycle des iddaux rtduits de R, est de longueur paire. 

Preuve. Puisque ce cycle contient I,= R, qui est invariant, il est de 
longueur paire si et seulement si il contient un second idCal rbduit invariant 
principal (voir [6, Proposition 73). Puisque (A) n’est pas rCduit, nous 
avons le rtsultat. 1 

COROLLAIRE 8. Soit K = k(d) tel que bKllr = d = z 1 7c2 = 1 (mod 4) avec 
n1 et ITS irreductibles distincts de R, tels que IZ: E 1 (mod 4). 

Si (K,) ou (x2) est riduit (et la proposition 5 teste cette occurence), alors 
N,,,(q=) = + 1 si et seulement si le cycle des idt?aux rbduits de R, est de 
longueur paire. 

Si ni (7~~) ni (z2) n’est rtduit, alors le cycle des idbaux reduits de R, est 
de longueur impaire, et sa paritP ne saurait done dherminer N,,(q,). 

EXEMPLE. Pour k = Q(i) et d = (1 - 2i)( -3 + 2i) = 1 + Si, z = 
J( - 3 + i)/( 1 - 2i) vCrifie Iz f 11 c 2. Nous nous attendons done A ce que 
le cycle des idCaux rbduits de R, soit de longueur impaire. Effectivement, 
un calcul numhique montre qu’il est de longueur 3. 

QUESTIONS OWERTES 

Lorsque N&Q& = + 1 et lorsque le cycle des idtaux rkduits de R, est 
de longueur L = 2k paire, une des relations de principalitt non triviale 
entre les idCaux premiers ramifits dans K/k est I, = (a), l’autre Ctant la 
duale de celle-ci. Lorsque N&r,Q = + 1 et lorsque le cycle des idCaux 
rCduits de R, est de longueur impaire, est-il posible de dtterminer une des 
deux relations de principalit& non triviales entre les idtaux premiers de K 
ramifiCs dans K/k par simple considhation du cycle de R,? 

D’aprh la proposition 7, il est clair que la seule obstruction A 
I’bquivalence 

“N,,,(qK) = + 1 si et seulement si le cycle des idCaux 
rkduits de R, est de longueur paire”, 

ainsi qu’au fait que la seule considbration du cycle d’idCaux rCduits de R, 
donne toutes les relations de principalitC entre les idkaux premiers ramifits 

641/42/3-9 
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dans K/k est le fait qu’un ideal ramitie et son ideal dual peuvent n’etre ni 
l’un ni l’autre reduits. 

I1 serait done particulierement satisfaisant d’amender la definition de la 
reduction dun ideal de telle sorte que la repartition en cycles et I’action 
remarquable de z sur ces cycles soient conservtes, mais que maintenant un 
ideal ramifit ou son ideal dual soit rtduit. Notons que dans notre cadre, la 
reduction dun ideal au sens de J. Buchmann [2, 31 impliquant sa reduc- 
tion au sens de H. Amara, cette reduction au sens de J. Buchmann (dtlinie 
pour tout corps de nombres) est Cgalement inadequate pour lever notre 
obstruction. 
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