
JOIIHUAI, OF AI.GEHHA 77. 552-576 (1982) 

Sur les multiplicateurs de Schur 
des groupes de Mathieu 

PIERRE MAZET 

MalhPmaiiques. C’nirersitP de Paris VI, 
1. Place Jusrieu. 75230 Paris Cedex 05, France 

Cummunicured by J. Tils 

Received October 14. 1980 

IS I‘RODUCl’ION 

Le calcul des multiplicateurs de Schur des groupes de Mathieu a ete fait 
par Burgoyne et Fong dans un article au Napya Mathematical Journal de 
1Y66 [ 11 rectitii en 1968 (21. Cependant ce rectificatif comporte encore un 
rcsultat crronnc en cc qui conccrnc Mz2; cn outrc il fait un large usage de la 
theorie des blocs de caracteres. Aussi, nous nous sommes attach& ici. en 
raffrnant les mithodes de [ 11, i reprendre le calcul de ces multiplicateurs en 
rectifiant le resultat sur M,, et en n’utilisant que la theorie des caractercs 
ordinaires. 

Par ailleurs, le groupe PSL(3,4). que I’m prut considerer comme le 
groupe de Mathieu M,,: est connu pour avoir un “gros” multiplicateur de 
Schur (d’ordre 48). Cependant il semble impossible de trouver une reference 
&rite de ce resultat du a N. Burgoyne et J.-G. Thompson. Pour cette raison. 
quitte a compliquer Iegerement les methodes, nous avons donne egalement le 
calcul du multiplicateur de Schur de ce groupe. 

Nous prouvons ici que les multiplicateurs des groupes M,, . M,, , M,?. 
M23, Mz4 sont cycliques d’ordrcs rcspcctivcmcnt 1, 2. 12, 1, 1 tandis quc 
celui de PSL(3,4) est le produit de dcux composantcs cycliqucs d’ordrcs 
respectifs 12 et 4. 

L’cxistcncc d’une extension centralc proprc de M,, par Z/42 pcut se 
deduire de la table des caracteres d’une extension centrale M,: de M,, par 
I/2/. Cela a Cte remarque par W. Peit qui a calcult explicitement cette table 
et constate qu’elle fait apparaitre des caracteres reels dont le degre est congru 
i 2 modulo 4; on en deduit aisement une extension centrale propre de M,, 
par Z/27 qui s’interprete aussi comme extension centrale propre de M,, par 

z/47. 

5.52 
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I. RAPPELS SUR LE MULTIPLICATEUR DE SCHUR 

On introduit le multiplicateur de Schur d’un groupe G lorsque l’on tttudie 
les extensions centrales de G, c’est-i-dire les suites exactes 1 -+ N + CA 
G --f 1 oti N est contenu dans le centre de G. On sait que les classes 
d’isomorphismes de telles extensions sont rep&&es par les kkments du groupe 
de cohomologie H2(G, N) oti N est muni de la structure de G-module 
triviale. Parmi ces extensions on distingue les extensions quasitriviales, ce - - 
sont celles pour lesquelles le groupe d&ivk [G, G] a une trace triviale sur N. 
Lorsque G est abklien, ce sont celles pour lesquelles c est abklien, elles sont 
done rep&es par les irlkments de Ext’(G, N); dans le cas gtrkral les classes 
d’extension quasi-triviales forment un sous-groupe de H’(G, N) isomorphe a 
Ext’(G/[G, G], N). 

Pour G fixi H’(G, N) et Ext’(G/[G, G], N) sont fonctoriels en N; on 
montre que le foncteur quotient H*(G, .)/Ext’(G/[G, G], a) est reprksentable 
et I’on appelle multiplicateur de Schur de G un groupe C(G) qui reprtsente 
ce foncteur quotient. On a done pour tout groupe abklien N une suite exacte: 

0 + Ext’(G/[ G, G], N) + H’(G, N) + HomlC(G), N] -+ 0. (El 

A une extension centrale 1 -+ N + C? + G -+ 1 est done associk un morphisme 
~0: C(G) + N. Par ditfinition rp est nul si et seulement si I’extension est quasi- -- 
triviale, c’est-l-dire si [G, G] n N = { I}. Dans le cas gtn(rra1 on prouve quc -- 
l’image de v, est la trace de [G, G] SW N. Le morphisme rp est done surjectif - - 
si et seulement si [G, G] contient N; on dit alors que I’extension considtrte 
est propre. 

Pour N fix& H*(G, N) et Ext’(G/[G, G], N) sont contrafonctoriels en G, ii 
en va done de mime du quotient; il s’ensuit que C(G) est fonctoriel en G. 

En particulier, si H est un sous-groupe de G, l’injection canonique de H 
dans G dktinit, pour tout groupe abklien N, un morphisme de restriction 
p: H*(G, N)+ H*(H, N). Lorsque l’indice [G : H] est fini on sait kgalemenr 
dkfinir un morphisme t: H*(H, N) + H*(G, N) et I’on prouve que t 0 p est ia 
multiplication par [G : H]. On en dkduit en particulier: 

PROPOSITION 1.1. Soient G un groupe, H un sowgroupe? N un groupe 
abe’lien et p un nombre premier. On suppose que Pindice [G : H] est fini et 
non divisible par p; alors le morphisme de restriction H*(G, N) + H’(H. N) 
es1 injectf sur la p-composante de H’(G, N). 

De m&me, en utilisant le cas oti H est le sous-groupe trivial, on montre. 
lorsque G est fini, que H’(G, N) est de torsion; plus prkistment H’(G. N) 
est alors la somme directe de ses p-composantes pour p divisant jGI. 

Lorsque N = C*, comme C* est divisible, on a Ext’(G/(G, G], C*) = 0: 

481/7112 '9 
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Ixite (E) fournit done un isomorphisme de H2(G, C*) sur le groupe dual 
Z(G). Par ailleurs la suite exacte 

I+R”+C*+C*+l 

z l-9 z” 

(ou R, est le groupe des racines n-iemes de I’unitt) fournit en cohomologie la 
suite exacte H2(G, R,) -+ H2(G, C *) -+ H’(G, C *) qui montre: lorsque 
1 GI = n, que H’(G, Cc*) est I’image de H’(G, R,) N H2(G, Z/KY). Lorsque G 
est tini on conclut que H2(G, C*) est tini; il s’ensuit qu’alors C(G) est 
egalement fini et done isdmorphe a H2(G, C*). 

PROPOSITION 1.2. Lorsque G est Jini, H’(G, C*) et C(G) sont des 
groupes finis duaux l’un de Pautre. 

Ainsi, pour G fini, Z(G) est la somme directe de ses p-composantes notees 
C,(G). La proposition I.1 a alors un &once dual: 

PROPOSITION 1.3. Soient G un groupeflni, H un sous-groupe de G et p 
un nombre premier ne divisant pas [G : H]; alors Ie morphisme canonique 
C,(H) + C,(G) est surjectif: 

En ce qui concerne la valeur du multiplicateur de Schur de certains 
groupes nous utiliserons les resultats classiques suivants: 

- pour n > 4, Z,(A ,) 2 Z/27 (cf. [ 7]), 

- pour tout groupe semi-diedral G, Z(G) = 0 (cf. [S]), 

-pour tout entier n Z(.Z/nZ) = 0, Z(Z/n.Z)’ N_ Z/n7, 

- C(Z/2Z)4 ‘v (Z/22)? 

Ces deux derniers rtsultats sont en fait des cas particuliers de I’isomorphisme 
C(G) z A2(G) valable pour tout groupe commutatif G de type fini. 

Terminons ce chapitre par une remarque importante: Pour qu’un groupe 
fini G admette une extension centrale propre par le groupe Z/nZ il faut et il 
suffrt que son multiplicateur de Schur contienne un element d’ordre n. En 
effet c’est la une condition necessaire et suftisante pour qu’il existe une 
injection de Z/n.?? dans Z(G) done, dualement, un morphisme surjectif de 
C(G) dans Z/nZ. 
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II. RAPPELS SUR LES GROUPES DE MATHIEU 

A. SystZmes de Steiner 

Soient E un ensemble fini et S un ensemble de parties de E appelees blocs; 
on dit que S est un systeme de Steiner de type ( pT 9, r), ou un S( pI 4, r), sur 
E si l’on a: 

IEl=r, tout bloc est de cardinal 4, 

toute partie de E de cardinal p est contenue dans un bloc et un seul. 
Un isomorphisme de E muni d’un S(p, q, r) sur E’ muni d’un S(p, q, r) 

est une bijection de E sur E’ qui envoie les blocs de E sur les blocs de E’. 

Trace d’un systPme de Steiner. Soit E un ensemble muni d’un S(p? q, r); 
si A est une partie de E telle que (A 1 = s <p, notons E’ le complementaire de 
A dans E. Les traces sur E’ des blocs de E qui contiennent A forment alors 
un systeme de Steiner de type (p -s, q - s, r - s): Test la trace sur E’ du 
systeme de Steiner donne sur E. 

B. Les grands groupes de Mathieu 

On prouve (cf. 191) q ue, sur un ensemble E de cardinal 24, il existe un 
systeme de Steiner de type (5,8,24) et un seul a isomorphisme prbs. Le 
groupe des automorphismes de ce systeme de Steiner est, par definition, le 
groupe de Mathieu M,,, son action sur E est 5 fois transitive. Le fixateur de 
1 (resp. 2, 3) point(s) de E est, par definition, le groupe de Mathieu Mz.; 
(rev. M2*, M2J. 

Fixons n dans (21,22,23, 24); en considerant la trace du S(5, 8, 24) sur 
une partie de E a n elements on constate que M, est un sous-groupe (d’indice 
(24 - n)!) du groupe des automorphismes d’un S(n -- 19, n - 16, n) et qu’il 
est n - 19 fois transitif. Le systeme S(n - 19, n - 16, n) est encore unique a 
isomorphisme prb; en particulier, pour n = 2 1, le S(2, 5, 21) peut s’obtenir 
en prenant pour blocs les droites d’un plan projectif construit sur le corps F,, 
on en deduit que M,, est isomorphe a PSL(3.4). Ces 4 groupes sent 
simple& leur ordre est don& par le tableau suivant: 

lM2,1= 20,160 = 2’j . 32 . 5 . 7, 

lM22l = 443,520 = 2’ . 32 . 5 . 7 - 11, 

\M,,[ = 10,200,960 = 2’ . 32 . 5 . 7 . 11 . 23, 

IMz,l=244,823,040=2’0.3’.5.7.11.23. 

Interpretons M, comme groupe d’automorphismes d’un S(n - 19, n - 16, n) 
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sur un ensemble E’. L’action de M, SW l’ensemble des blocs de ce systeme 
de Steiner est transitive; si X est un tel bloc notons S, (resp. F,) le sous- 
groupe des elements de M, qui stabilisent globalement (resp. tixent points 
par points) X. On montre que I’action de S, sur X induit toutes les 
permutations paires de X, on en deduit une suite exacte 1 + F, -+ S, + 
A, + 1. Le groupe F, est isomorphe a (H/21)4 et opke de facon simplement 
transitive sur E’ -X; il s’ensuit que la suite exacte precedente est scindee. 
Plus precisement, si a E E’ -X, le sous-groupe S,,, des elements de S, qui 
fixent u est un complement de F, dans S,, il est done isomorphe a A, ,6. 
L’indice de S, dans M, (qui est le nombre de blocs du systeme de Steiner) 
est un nombre impair. Les elements des differents F,, autres que I’identite, 
forment une classe d’involutions de M, ; pour n E (2 1,22: 23), c’est la seule 
classe d’involutions tandis que, pour n = 24, il y a une autre classe formee 
d’involutions saris points fixes. 

C. Les petits groupes de Mathieu 

Dans un systime de Steiner de type (5, 8, 24) il existe des parties de 
cardinal 12 appelles dodecades qui ont la propriete de rencontrer tous les 
blocs du S(5, 8, 24) suivant un ensemble de cardinal 2, 4, ou 6. Le groupe de 
Mathieu M,, opere transitivement sur I’ensemble des dodicades. Soit D une 
telle dodecade, le stabilisateur de D est, par definition. le groupe de Mathieu 
M,,. L’action de M,, sur D est strictement 5 fois transitive, le tixateur d’un 
point de D dans M,, est? par definition, le groupe de Mathieu M,, qui est 
strictement 4 fois transitif sur le complementaire du point dans la dodecade. 
L’actron de M,, sur le complementaire D’ de D (qui est encore une 
dodecade) est 3 fois transitive, le sous-groupe des elements de M,, qui tixent 
un point de D’ est isomorphe i PSL(2, 11). Les groupes M,, et M,, sont 
simples, leur ordre est: 

!M,,l= 7920=24. 32. 5. 11, 

(M,,I = 95,040 = 2” * 33 * 5 . 11. 

Parmi les traces sur D des blocs du S(5, 8: 24), celles qui sont de cardinal 6 
forment un systeme de Steiner de type S(5, 6, 12) dont la trace sur le 
complementaire d’un point est un S(4,5, 11). On montre que ces systemes de 
Steiner sont uniques a isomorphisme pres et ont pour groupe 
d’automorphismes respectivement M,, et M,, . 

On utilisera entin le fait que les 2-groupes de Sylow de M,, sont semi- 
diedraux d’ordre 16. 
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III. MAJOFWTION DE C(G) 

Dans ce chapitre now nous proposons, pour G groupe de Mathieu et p 
nombre premier, de trouver des groupes contenant la p-composante dc 
H2(G, C*) ou, dualement, des groupes dont C,(G) est quotient. 

A. Majorations relatives 

Ce sont celles que I’on obtient en prouvant que, pour un sous-groupe H de 
G, le morphisme canonique L’,(H) -+ C,(G) est surjectif. 

1. Le cas oli p ne dike pas (G : H \ 

Nous avons vu (cf. proposition 1.3) que si p ne divise pas IG : H 1, 
C,(H) + C,(G) est surjectif. Voici quelques exemples d’utilisation de cc 
resultat: 

EXEMPLE I. 

C3W, 1) -+ C,W,,)Y C3@4,2) + ~,@f,,)> C3W2,) -+ C3W2,) 

sont surjectifs. 

Un cas particulier d’application de ce principe est celui oti H est un groupe 
de Sylow de G; on obtient par exemple: 

PROPOSITION 111.1. Soient G un groupe et p un nomhre premier alors: 

- si p* ne divise pas j GI, Z,,(G) est trivial, 

- si p3 ne divise pas 1 G\, C,(G) est trivial ou isomorphe d J/p/i. 

Dbnonstration. Soit S un p-groupe de Sylow de G; C,(G) est done un 
quotient de C,(S). Dans le cas consideri: S est soit trivial soit isomorphe a 
Z/pZ, b!/p*J ou (Z/pi)‘; C(S) cst alors trivial sauf dans le dernier cas OU 
I’on a C(S) 2 ///pZ (cf. I). Le resultat en decoule. 

EXEMPLE 2. Pour tout groupe de Mathieu G, C,(G) est trivial si 
p @ (2, 3}, CJ(Mz,) et C,(M,,) sont triviaux ou isomorphes i i//3/. 

EXEMPLE 3. On sait (cf. 1I.C et I) que les 2-groupes de Sylow de M,, 
sont semi-diddraux d’ordre 16 et que de tels groupes ont un multiplicateur de 
Schur trivial; il s’ensuit que C2(M,,) est trivial. 

2. L’argument cfinduction 

I1 s’agit d’une technique utilisant la theorie des caracteres pour prouver. 
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dans certains cas, la surjectivite de C,(H)+ C,,(G). Cette technique est 
particulierement adaptee au cas oti G est un groupe au moins 3-transitif et 
done au cas des groupes de Mathieu. 

a. Un lemme. 

LEMME. Soit G WI groupe opt+ant de facon 3 fois transitive sur un 
ensemble X. Notons H le fuateur d’un point de X. Pour qu’un caractPre CJJ de 
degre’ 1 sur H se prolonge h G il faut et il suflt que le carackre (o* induit 
sur G v&rrifie (9* 1 c~I*) = 2. 

Dimonstration. Notons 1, le caractere trivial sur H; le caractere induit 
1; est alors le caractere de l’action de G sur X. Comme cette action est 2 
fois transitive on’ a (1: ( 1;) = 2. Alors si 9 admet un prolongement @ on 
verifie immediatement 9’” = @ a 1; et done (9* ( 9*) = (1: i If) = 2. 

Reciproquement, on a i9 ( < I,, il s’ensuit, pour gE G, Jcp*(g)l< l,*(g); 
en outre I’inigalite obtenue est stricte sauf si, dans la somme qui defmit 
9*(g), tous les termes sont Cgaux. Alors (9*[9*) = 2 implique (V g E G) 
(I9*(gl= G(g)) et d one, pour h E H, tous les termes de la somme qui 
definit 9*(h) sont egaux i 9(h); on a alors 9*(h) = 9(h) . 1$(h), soit 9* I,, = 
9 . I,$ IH. Comme G est 3 fois transitif le caractere 1: I,, se decompose en 
1, + 1, + 9 06 9 est irreductible. Par ailleurs 9* se decompose en 2 
composantes irreductibles 0, et 8, et, d’apris le theorime de Frobenius, 
chaque 8,1, contient le caractere 9. On a alors 9* I,, = 0, IH + 8, I,, = 
9 . l$lH = 9 + 9 + 9 . 9. Comme 9 et done 9 . 9 sont irreductibles il existe i 
dans (I, 2) tel que B,(,, = 9. 

b. Application aux multiplicateurs de Schur. 

PROPOSITION 111.2. Soient G un groupe opkrant de faqon 3 fois tran- 
sitive sur un ensemble X et p un nombre premier. Notons H le fixateur d’un 
point de X, Il le carackre de Paction de G sur X et 6, la somme (l/i GI) 

CWW12 ‘t d e en ue aux 6lkments g de G dont Pordre est divisible par p, 
Alors, si 6, < 1, le morphisme C,,(H) -+ C,(G) est surjectif: 

D&monstration. Soit N le quotient de C,(G) par I’image de Z,,(H). On 
peut alors definir une surjection u: C(G) -+ N qui est triviale sur I’image de 
C(H). A cette surjection correspond done une extension centrale propre - - 
1 -+ N + GA G --f 1 dont la restriction a H verifie N n [H, H] = ( 1 } (03 
fi=s-l(H)). 

Soit 9 un element du groupe dual I?‘; comme N est un p-groupe 9 est a - - 
valeurs dans la p-composante de C *. Par ailleurs l’egalite NfT [H, H] = (1 } - - 
p_rouve que N s’injecte dans-H/(H, H]; cela permet de prolonger 9 a - - 
H/[H, H] et par consequent i H en un caractere, encore note 9, de degre 1, a 
valeurs dans la p-composante de C*. 
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Montrons que le lemme precedent permet de prolonger 9 a G. Nous 
considerons done l’action de G sur X par l’intermidiaire de G, elle est encore 
3 fois transitive et p = s- ‘(H) est le fixateur d’un point de X. Now devons 
done evaluer (9” ) 9*). 

Comme N est contenu dans i? et dans le centre de G, pour n E Iv, g E G, 
xE G. on a xgx-‘EH*xxngx ’ E l? et 9(xngx-‘) = 9(xgx ‘) 9(n) si 
xgx-‘EH. On en dtduit 9*(ng)=cp(n).9*(g). Ainsi /9*(g)\ ne dtpend 
que de la classe de g modulo N, ce qui permet de difinir une fonction 
centrale9surGpar~9*(=~os.Onaalors(9*j9*)=(9~9). 

Dans le cas particulier oti 9 est le caractere trivial l,, on a I,, = 17 et. 
comme nous l’avons remarque dans le lemme, (9 ( 9) < (IZ 1 ZI); d(9) = 
(IZ 1 I7) - (6 ( 4) est done un entier positif. Par ailleurs, soit g dans G dont 
I’ordre n’est pas divisible par p; comme N est un p-groupe, g admet un 
relbvement g dans G ayant le meme ordre. 

Alors. pour tout x de G. x2x-I a un ordre non divisible par p: en 
particulier, si xgx- ’ E H, 9(xgx-r) est d’ordre non divisible par p et appar- 
tient Q la p-composante de G*, on a done 9(xgx- ‘) = 1. 

On en deduit 9”(g) = l,*(g) et done 9(g) = n(g). Dans le calcul de 
d(9) = (lAGI) C IKWI’ - kW2 on peut done n’etendre la sommation 
qu’aux elements d’ordre divisible par p; on en deduit d(9) < 6,. Ainsi. si 
6,<1, comme d(cp)EN, on a d(9)=0, soit (9*;9*)=(9jS)= 
(II ) Z7) = 2 (puisque l’action de G est 2-fois transitive). Le lemme s’applique 
done et assure I’existence de yS caractere de degri 1 sur G prolongeant 9. - - 
Cependant, u3 &ant de degre 1 est trivial sur (G, G] done sur N (puisque l’ex- 
tension est propre); il s’ensuit que 9 est trivial sur N. Nous avons ainsi 
montre que N ne contient que le caractere trivial, ce qui prouvc bien que N 
cst trivial et done que C,(H) -+ C,(G) est surjectif. 

c. Le cas des groupes de Mathieu. La proposition III.2 s’applique dans 
les 4 cas reperk par le tableau suivant: 

,442, Ml2 

H M*, M23 Ml, PSL(2, 1 I) 

P 2 2 3 3 

4 15 11 1 2 - 
32 16 3 3 

Pour le calcul de 6,, on pourra consulter les tables donnees en appendice. Les 
trois premiers cas correspondent a l’action 3 fois transitive evidente du 
groupe de Mathieu, le quatrieme cas correspond a l’action de M,, sur la 
dodecade complementaire (cf. KC). 
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Remarque (due au referee). Avec les notations de la proposition 111.2. si 
K est le tixateur d’un couple de points de X, on peut exprimer 6, a I’aide de 
H et de K. En effet, les theoremes de Frobenius et Mackey prouvent: 6, = 
a,(H)/] H] + u,(K)/1 K ] ou I’on a note a,, le nombre d’tliments dont I’ordre 
est divisible par p. 

B. Majorations directes 

1. Le cas de Mz,, M12, M,, 

Prenons n dans (21,22,23}; nous avons vu au chapitre II que M, est un 
groupe d’automorphismes d’un systeme de Steiner de type 
(n - 19, n - 16, n). Si X est un bloc de ce systeme son stabilisateur S, est 
d’indice impair dans M, et il se decompose en un produit semi-direct 
F, >a S,,, avec 

F, u (7/2.Z)4 et Sx.u=An-.,6. 

Considirons un groupe abelien N que l’on munit de structures de module 
triviales; on a alors des morphismes de restrictions: 

H*(M,, N) 3 HZ@,, N) 

HZ&L, 3 N) 

Par ailleurs I’isomorphisme entre S,,, et le quotient S,/F, fournit un 
morphisme d’inflation 6: H*(S,,,, N) + H*(S,, N). 

Les proprittes fonctorielles de la cohomologie donnent les relations: 
,f3 o 6 = 0 et y o 6 = Id, d’ou I’on deduit la decomposition: Ker/? = Im 6 @ 
(Ker p n Ker 7). D’autre part la suite exacte: 1 -+ F, + S, -+ S,., --f I fournit 
(par exemple a I’aide de la suite spectrale de Hochschild-Serre) une injection 
de Ker/I/Im 6 dans H’[Sxs,, H’(F,, N)] (c’est meme un isomorphisme 
puisque la suite est scindie et le module N est trivial); il s’ensuit que 
Ker /3n Ker y (qui est isomorphe a Ker b/Irn S) s’injecte dans 

WSX4~ H’(F,, N)J. 

Supposons tout d’abord N = C *. On a H’(F,, C*) 2: Hom(F,, C*) = 
FX% (L/21)4; il existe done un entier p tel que H’(S,,,, H’(F,, C*)] N 
(E/27)“. 

Par ailleurs on a H’(F,, @ *) rr. Horn [C(F,y), C *] ‘v Z(F,) = Z(7/27)4 et, 
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de mime, H’(S,,,, C*) = Z(A,- ,& or on sait (cf. I) C(J/2Z)4 z (L/~L?)~ 
et Z,(A, _ ,J n. Z/22. De cela on deduit que la multiplication par 2 est le 
morphisme nul sur Ker p f7 Ker y, sur Im /I et sur la 2-composante de Im 7; 
on en tire immediatement que, sur la 2-composante de H2(S,Y, C*), la 
multiplication par 4 est le morphisme nul. 

Remarquons alors que, I’indice de S, dans M,, &ant impair, a est injectif 
sur la 2-composante de H’(M,, C*); il s’ensuit que, SW cette 2-composante, 
la multiplication par 4 est encore le morphisme nul. 

Supposons maintenant IV = Z/2H. Un element de H’(M,,, /1/2E) 
correspond a une extension centrale 

l-2/22-n;i,~M,- 1. 

Une involution 0 de M, se releve alors dans M, soit en deux involutions soit 
en deux elements d’ordre 4. Cependant, comme M, ne possede qu’une classe 
d’involutions (ce point empeche la gentralisation a n = 24) le cas qui se 
presente pour 0 se presente pour toutes les involutions. Supposons que I’on 
soit dans le deuxieme cas, G ne possede alors qu’une involution (celle qui 
engendre N) et un 2-groupe de Sylow est cyclique ou quaternionnien; on 
conclut a l’existence dans G d’un element d’ordre 64 (et meme 128 si n # 2 1) 
et done dans G d’un element d’ordre 32, ce qui est absurde (32 > n). Ainsi 
les involutions de M, se relevent en involutions. Appliquons cela aux 
elements de F, = (Z/2/1)4 on conclut FX = s ‘(F,) z (Z/21)‘; l’extension 
est done triviale sur F,. Par ailleurs on montre (cf. appendice A) que S,., 
n’admet qu’une classe d’extension non triviale par Z/22 et que, pour celle-ci. 
les involutions se relevent en elements d’ordre 4; on conclut que I’extension 
de M, est egalement triviale sur S,,,. 

Autrement dit /I 3 (r et y o LI sont des applications nulles, d’ou Im a c 
Ker /3n Ker y. Cependant, l’indice de S, dans M, &ant impair et Z/22 &ant 
un 2-groupe, a est injective et, par consequent, H2(M,, /L/27) s’injecte dans 
Kerpn Ker y et done dans H’[S,,,, H’(F,, Z/22)). 

Remarquons que l’on a encore H,(F,, Z/22) ‘v px et done 

WLP H’(F,, Z/27?)] 2 (///21)p. 

Comme le groupe M, est simple on a H’(M, $ N) = HomIC(M,), N]. Si l’on 
decompose alors C,(M,) en composantes cycliques, le resultat obtenu pour 
N = C* prouve que ces composantes sont d’ordre au plus 4, le resultat 
obtenu pour N = F/27 prouve qu’elles sont en nombre au plus p. Or un 
calcul cohomologique prouve (cf. appendice B) que, pour n = 23, on a p = 0 
et, pour n = 21, on a p < 2 (les resultats du IV.B.4 impliquent a posteriori 
p = 2). En conclusion nous avons obtenu: 
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- ,?Z1(Mz3) est trivial, 

-ZC,(M,,) est le produit d’au plus 2 groupes cycliques dont l’ordre est au 
plus 4. 

Remarque. On peut egalement montrer p = 1 pour n = 22; cela prouve 
que C2(M2J est cyclique d’ordre au plus 4 mais nous obtiendrons ce resultat 
par un autre procede. 

2. Le cas de M,, 

La proposition III.2 ne s’applique pas au cas G = Mlz, H = M,, , p = 2; 
en effet on a alors 6, = 5/4 > 1. On peut cependant obtenir une majoration 
de Z,(M,,) en raffinant I’argument d’induction. 

Reprenons les notations generales de la proposition III.2 et de sa 
demonstration. Sans hypothise sur la transitivite de G ni sur la valeur de 6, 
on dispose encore d’une extension centrale propre 1 + N--f G4 G -+ 1 oti N 
est le quotient de C,(G) par I’image de C,,(H). 

Tout element a, de ti se prolonge en un caractere cp sur H i valeurs dans la 
p-composante de C* et l’on peut definir le caractere induit rp*, la fonction 4 
et l’entier d(p). C’est precislment en utilisant le fait que d(p) est entier que 
I’on va obtenir des renseignements sur fi et done sur N; pour cela nous 
devons estimer G(g) sans hypothese sur I’ordre de g. 

Soient g dans G et a sa classe de conjugaison; s-‘(a) est alors la reunion 
disjointe de classes de conjugaison dans G. Comme N est dans le centre de 
G, N opere transitivement par multiplication sur I’ensemble de ces classes et, 
comme N est commutatif, elles ont toutes le meme tixateur soit N,. Alors, 
pour SE s-‘(g) et nE N,, ng et g sont conjuges dans G d’oti p*(ng)= 
q*(g). Par ailleurs on sait p*(ng) = (p(n) o*(g); il s’ensuit que si v, n’est pas 
trivial sur N, p*(g) et par consequent g(g) sont nuls. 

Supposons maintenant a, trivial sur N,. Si l’on a n(g) = 0, la relation 
o,<$Tg><mg> P rouve g(g) = 0. Supposons done n(g) # 0; cela signifie 
que a f7 H est non vide, c’est la reunion disjointe d’une famille (_a,),,, de 
classes de conjugaison dans H. Soient g un relevement de g dans G et 5 sa 
classe de conjugaison. Pour chaque indice i posons d, = an ~-‘(a~) et 
choisissons un element a, dans a,. Alors, pour t E ai, s(t) et ~(a,) sont 
conjugues dans H; il existe done n dans N tel que 1 et nai soient conjugues 
dans i?=s-‘(H) et done dans G. On a done nai E 8 d’oti n E N, et 
p(n) = I. Par ailleurs on a q(f) = p(nai) = q(n) p(ai) = rp(a,). Ainsi a, est 
constant sur 5,. On en deduit que (o*(g) s’ecrit C Aip(ai) oli les li sont des 
coefficients proportionnels aux cardinaux des ensembles (X E G 1 xgx- ’ E gi) 
done a ceux des ensembles Zi. Posons ci = Iail, on a 1 cil = 1 N, 1 . ci d’ou 
p*(g) = A C cip(ai), ou A ne depend pas de (o. En utilisant cette formule 
pour (D= 1, on obtient p*(g) = (C cip(ai)/C ci) l,*(g) et done g(g) = 
(I C ciV(%llZ ci) n(g)- 
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En conclusion on a: 

563 

-siI7(g)=O, 4vg)=O, 

-siII(g)#O, 8g>=O lorsque cp(N,) f { 1 }, 

..(g) = IX ciP(ai); 

c ci 
n( g> lorsque p(N,) = { 1). 

Remarques. Lorsque an H est une classe de conjugaison dans H la 
dernibe relation s’ecrit 6(g) = ZZ( g). 

Comme nous l’avons vu la valeur de o(ai) ne depend pas du choix de ai 
dans Gi. Par contre, si I’on remplace g par un autre relevement ng, 8 est 
remplace par nG et en remplacant les ai par nai on voit que tous les rp(ai) 
sont multiplies par cp(n) ce qui, bien sdr, ne change pas la valeur de 
IX Cidaj)!. 

Comme (p”. les @(ai) ne sont pas determines par (~1,~ mais dependent du 
prolongement a /7 choisi. 

Lorsque I’ordre de g n’est pas divisible par p on a toujours G(g) = IZ( g): 
dans ce cas N, est trivial. 

Afin d’utiliser les formules obtenues nous avons besoin d’estimer N,; cela 
est possible grace au lemme suivant: 

LEMME. Soient g dans G, a sa classe de conjugaison et g un reltkement 
de g dans t% Notons C, (resp. C,) le centralisateur de g (resp. 2) duns G 
(resp. G). Alors N, est isomorphe au quotient CJs(C,). 

De’monstration. Soient x dans C, et X un relevement de x dans c. 
Comme x commute avec g le commutateur ZgZ‘ ‘g-l appartient a N: par 
ailleurs comme les elements de N commutent avec les elements de G, ce 
commutateur ne depend pas du choix de X, notons lef(x). 

Pour x et J’ dans C, se relevant en X et ,F on a: f(xy) = @gym ‘2. ‘g ’ = 
g-(y) g,f ‘g -- ’ et, comme J( y) appartenant a N commute avec 2, on obtient 
f(xy) =J(x)f(~). Ainsi f est un morphisme de C, dans N dont le noyau est 
tvidemment forme par les x qui se relevent dans C,, c’est done s(C,r). Par 
ailleurs, pour x E C,, xgx -~ r =f(x) . g est conjugue de g done f(x) E N,, I 
reciproquement, si n E N, il existe t dans c tel que tgt ’ = ng d’ou 
n = tgt- ‘g- ’ et s(n) = I prouve s(t) E C, done n =f(s(t)). Ainsi N, est 
l’image de f et le lemme en decoule. 

Remarquons que le groupe engendri par g est contenu dans C,, ceiui 
engendre par g est done contenu dans s(C,); on en deduit 

COROLLAIRE. Si l’ordre de g est 6gal ci I C,(. N, est trivial. 
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Application ci M,,. Nous considbons done le cas G = M,,, H = M,, , 
p = 2. L’action de G est 3 fois transitive done (I7 ( n) = 2 et le lemme de 
A.2.a s’applique. On conclut que si v, E I’? verilie d((o) = 0, (D se prolonge a -- 
G; a, est alors trivial sur [G, G] done sur N. Par ailleurs, comme ((D’” ( a,*) 
est un entier non nul on a 0 <d(p) < (n I Z7) - 1 = 1. Ainsi pour v, non 
trivial la seule possibiliti est d(p) = 1. 

Les seuls elements g pour lesquels on peut avoir G(g) # n(g) sont ceux 
d’ordre pair pour lesquels ZZ(g) # 0; la table de caracteres de M,, montre 
(cf. appendice C) qu’ils se repartissent en 4 classes a, b, c, d, et l’on a 

a b C d 

n 4 4 2 1 

w 2 4 8 6 

h 192 32 8 6 

ou, pour une classe x, o(x) designe l’ordre des elements de x, h(x) designe 
l’ordre des centralisateurs des elements de x. 

En outre a, 6, et d rencontrent M,, suivant une seule classe de conjugaison 
tandis que c n M,, se divise en deux classes de meme cardinal (cf. table des 
caracteres de M, ,). 

Enfin pour c et d on a o = h le corollaire du lemme precedent assure done 
que N, et N, sont triviaux. 

En conclusion, sur a et b Q est nul ou coincide avec 17, sur d 4 = l7, et sur 
c on a $ = ](~(a,) + &a2))/2] . ZZ = ] 1 + ~(a)] si a = a, . a; ‘. On en deduit 
d(q) = (l/192) + b/32) + (4 - I1 + p(a)1’)/8 avec J = 0 ou 16, p = 0 ou 16. 

Pour p non trivial on a vu d((o) = 1, d’ou ] 1 + &a)]’ = (%/24) + b/4) - 4. 
Les seules possibilitis qui donnent une valeur positive au deuxiime membre 
sont 

1 =o, ,a= 16 alors j 1 + p(a)]’ = 0 

A.= 16, p= 16 alors ] 1 + fj7(a)l” = 5. 

Comme /p(a)/ = l_on conclut p(a) = -1 dans le premier cas, p(a) = z ou I; 
avec z = (-2 + id5)/3, darts le deuxitme cas. 

Remarquons alors que [M,, , M, ,] &ant tgal i M,, , on a 
N 1: a,,/[li?,, , M,,] et tout caractere de degre 1 sur N se prolonge de facon 
unique a SK’ (M, ,). On defmit done un morphisme A 3 G * par v, --f v(a). En 
tenant compte du cas ou rp est trivial nous avons prouve Im 4 c X = 
( 1, -1, z, I}. Cornme- Im d est un sous-groupe de C *. on ne peut avoir 
zEIm~(carzZ~X)ni.FEIm~,d’ouIm~c{l,-1). 

Par ailleurs on a vu 9 non trivial *v(a) # 1; ainsi 4 est injectif et I’on 
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conclut que fi a au plus 2 elements. I1 en va done de m2me de N. Dans lc 
cas de Ml*, N est le quotient de C,(M,,) par I’image de &(M,,); 

Now avons vu (A.l, exemple 3) que C,(M,,) est trivial, on conclut done: 
Z’,(M,,) est trivial ou isomorphe a L/21. 

C. R&capitulation des rhltats 

Pour p = 2 

-w,f, I) = 0 
C*W,*) = UC 

=*w*J + ~*W,‘l) 
C*W,,) = 0, 

C*W*,) -+ ~,W,,) 

L‘*(M,,) c (Z/41)2 

(A. 1, exemple 3), 

@3.2), C,(M,,) = 0 
est surjectif (A.2.c), d’ou 

est surjectif (A.2.c) et 

(B. 1). 

(B. I), 

Pour p = 3 

C,(PSL(L ll)-+CJM,,) et C,W, I> + ~,P,*) 

sont surjectifs (A.2.c), 

GW, d --f hP2d et C3WI2) -+ C,W*‘l) 

sont surjectifs (A.l, exemple 1). 

Or (PSL(2, 11)1 = 660 n’est pas divisible par 9; de la proposition III. 1 on 
conclut done que C,(PSL(2, II)) et par consequent C,(M,,), L‘,(M,>), 
C,(M,,) et C,(M,,) sont triviaux. 

Enfin C,(M,,) c Z/32, C3(M2,) c k/317 (A. I. exemple 2). Pour les autres 
nombres premiers les p-composantes sont triviales. 

IV. MINORATION DE C(G) 

A I’inverse de la demarche du chapitre precedent, nous nous proposons de 
montrer que, pour G groupe de Mathieu, C(G) contient certains sous- 
groupes, ce qui revicnt a prouver I’existence de certaines extensions centrales 
propres de G. Pour cela nous pourrons soit expliciter une extension soit 
construire une extension sur un sous-groupe de G et montrer qu’elle se 
prolonge a G. Dans le deuxieme cas I’outil fondamental est le critcre de 
stabilitt (cf. [ 3 1). 
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A. Critkre de stabilite’ 

Soient G un groupe, H un sous-groupe et x un element de G. Posons 
K = H nxHx--‘; on dispose alors de deux morphismes de K dans H, I’in- 
jection canonique et le morphisme t-+x- ‘tx. Si N est un groupe abilien, le 
foncteur H*(., N) fournit done deux morphismes de H*(H. N) dans 
H’(K, N); les images d’un element 0 de H’(H, N) par ces morphismes sont 
d’une part la restriction de 0 a K notee 01, et d’autre part une classe de 
cohomologie notee 0;. 

DEFINITION. Avec les notations ci-dessus, on dit que 0 est stable par x si 
I’on a 01, = 0:. 

Remarque. Lorsque x2 est dans le normalisateur de H, la conjugaison 
par x-’ induit un automorphisme de K done du groupe. de cohomologie 
H’(K, N); la classe 0: est alors I’image par cet automorphisme de @I,. La 
classe 0 est done stable par x si et seulement si sa restriction 01, est 
invariante sous I’action de x; si 0 IK represente I’extension 1 + N -+ K -+ K + 1 
cela revient i dire qu’il existe un automorphisme de 17; trivial sur N et qui, 
par passage au quotient, donne l’automorphisme t -+ x- ‘tx de K. 

En particulier, lorsque x E H, on a K = H et tout element X de E qui 
relive x fournit, par conjugaison, un automorphisme qui permet de conclure 
Of, = @I,{ = 0. Plus generalement, si 0 est la restriction d’un element 6 de 
H’(G, N), 01, et 0: sont les restrictions a K de 6 et pG; comme I’on a 
@G = 0’ on conclut que 0 est stable par x. Ainsi, pour qu’une extension 
centrale de H se prolonge a G il faut que sa classe soit stable par les 
elements de G. 

Une recriproque partielle de ce resultat est don&e par l’enonce suivant 
(cf. 131): 

PROPOSITION IV.1 (Critere de stabilitt). Soient G un groupe, H un sous- 
groupe, N un groupe abelien et p un nombre premier. On suppose que l’indice 
[G : H] est fini et non divisible par p; alors pour qu’un element de la p- 
composante de H*(H, N) soit la restriction dun element de H’(G, N) il faut 
et il st@t qu’il soit stable par les elements dun systeme de representants des 
doubles classes de G module H. 

B. Application aux groupes de Mathieu 

1. Lecasp=2, G=M,, 

Le groupe de Mathieu M ,2 peut se plonger dans le groupe projectif 
PSL(6, 3). On peut le voir en utilisant une realisation du systeme de Steiner 
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S(5,6, 12) dans l’espace projectif de dimension 5 sur I;‘, (cf. IS]) ou en 
utilisant le code ternaire de Golay (cf. (4)). 

L’extension centrale 1 + Z/2L -+ SL(6,3) -+ PSL(6,3) -+ 1 donne par 
restriction une extension 1 -+ L/21/ + M,, -+ M,, + 1. On remarque alors que 
fi,, contient un element de carre -Id (avec les notations de 151, on peut 
prendre l’automorphisme de (IF3)'j qui envoie 1. 2, 3,4,5.f sur 
a, b, c, d, e, -6; avec les notations de (4 ] on peut prendre l’element C). I1 
s’ensuit que l’extension de M,, obtenue n’est pas triviale et. puisque 
w12t MuI = ‘~12, elle est done propre. Ainsi C,(M,2) n’est pas trivial: la 
majoration obtenue au chapitre III prouve done CZ(M,J 2 Z/2H. 

2. Les cas p = 3, G = Mz, et G = Mlz 

On sait que M,, est isomorphe a PSL(3,4); on a done une extension 
centrale propre 1 -+ /1/32 + SL(3,4) -+ M,, + 1. Montrons que cette 
extension se prolonge a M,,. Comme IM 22 : M,, ] = 22 n’est pas divisible 
par 3 le critere de stabilite s’applique. 

Interpretons Mz2 comme groupe de permutations sur 22 elements; M,, est 
le lixateur d’un point a. Des elements (T et r de MzZ sont alors dans la meme 
double classe modulo M,, si et seulement (a, a(a)) et (a, r(a)) sont dans la 
meme orbite sous l’action de M,,. Comme l’action de M,, est deux fois tran- 
sitive il y a deux orbites done deux doubles classes. 

Pour u dans la premiere double classe on a a = o(a), c’est-i-dire u E M,, 
et toute extension de M,, est stable par u. Pour u dans la deuxieme double 
classe on a a # u(a) = b et K = M,, n uM,, u .- ’ est le lixateur du couple 
(a, b). Ainsi K est isomorphe au groupe special affme du plan (!kl)* done au 
produit semi-direct (!F4)2 >a SL(2,4). On en deduit (K, K] = K. Par ailleurs 
]K( = 16 x 60 n’est pas divisible par 9 done C,(K) est trivial (cf. 
proposition 111.1); on a done H2(K, Z/32) z Horn@,(K), L/3Z) = 0. Ainsi, 
pour 0 E H’(M,,, Z/32 ], 01, et 0: sont triviaux done egaux et 0 est stable 
par u‘. 

En conclusion toute extension centrale de M,, par h/32 s’etend a M,,. En 
particulier l’extension propre 1 + Z/32 + SL(3,4)-+ M,, + 1 est la 
restriction d’une extension de M,, qui, a fortiori, est propre. Ainsi C,(M,,) et 
C,(M,,) ne peuvent pas etre triviaux. Les majorations du chapitre III 
prouvent done C,(M,,) z C,(M,,) N 2/32. 

3. Construction d’une extension centrale propre de M,, par l/42 

Considirons M,, comme un groupe de permutations d’un ensemble E de 
cardinal 22 qui conserve un systeme de Steiner de type (3,6,22). Nous 
avons vu au chapitre II que le stabilisateur d’un bloc X est un sous-groupe 
S, d’indice impair dans M,,; tout revient done a construire une extension 
centrale propre de S, par Z/42 qui soit stable par les elements de M,,. 
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Nous avons vu lgalement qu’il existe une suite exacte, 

oti I;, isomorphe i (Z/22)’ opke de faGon rkguliirre sur E --X et A, est le 
groupe des permutations paires de X. 

a. Action de M,, sur les couples de blocs. Par des calculs d’analyse 
combinatoire klkmentaire on montre aistment que, si (X, Y) cst un couple de 
blocs on a n = !XfT Y( E 10, 2, 61. En outre il y a 77 couples pour lesquels 
n = 6 (ce sont bien sur les couples (X, X)), 4620 couples pour lesquels n = 2 
et 1232 couples pour lesquels n = 0. 

Soit (X, Y) un couple de blocs tels que n := 0; le fixateur du couple (X, Y) 
est le groupe S, n S,, son indice est done infkrieur i 1232 d’oti ! S, r‘l S,J > 
443,520/1232 = 360. Par ailleurs, si u E F, n S,, (11, est une permutation 
paire de Y de carrk Id,, ainsi uiy posskde un point fixe; comme l’action de 
F, sur E - X est rkgulikre on conclut 0 = Id,. Ainsi F, n S, = (Id, } et le 
morphisme S, n S, -+ A, est injectif. Comme l’on a (A, ( = 360, on en dlduit 
IS,n S,i = 360 et le morphisme S,n S, +A, est un isomorphisme. I1 
s’ensuit (M,, : S, n S,] = 1232, l’action de M,, sur les couples de blocs 
virrifiant n = 0 est done transitive; d’autre part S, n S, est un compltment 
de Fx dans S,, S, est done le produit semi-direct de F, par S, n S,. 

Soit (X, Y) un couple de blocs tel que n = 2, le fixateur de ce couple est 
d’indice infizrieur i 4620 d’oti 1 S, n S& > 443,520/4620 = 96. Par ailleurs 
F,n S, conserve Yn (E - X) qui est de cardinal 4; comme F, agit de 
faGon rigulibe sur E -X on conclut JF, n S,I < 4. L’image de S, n S, 
dans A, conserve Xf? Y, c’est done un groupe de cardinal infkieur a 24: on 
en dkduit IS, n S,I < 96. En conclusion on a ,S, n S,I = 96. d’oti 
IF,nS,1=4 et [M,z : S, n S,J = 4620; il s’ensuit que l’action de M,, sur 
les couples de blocs vtrifiant n = 2 est transitive. 

b. Construction de Pextension sur S,. Considkrons un bloc Z et uric 
partie A de E de cardinal 2 disjointe de Z. 11 y a 20/4 = 5 blocs qui 
contiennent A parmi lesquels 6/2 = 3 qui rencontrent Z, notons les 
T,, T*,, T,, les deux autres sont done disjoints de Z, notons les X et Y. 
Notons ti et t; les kltments de Z n Ti (i E (1, 2, 3)), on a Z = {t,, t;, t,, t;, 
t, 7 t; 1. 

Nous avons vu au a que S, est le produit semi-direct de F, par S, n S,. 
Nous allons construire l’extension de S,T comme un produit semi-direct par 
S,fl S, d’une extension centrale de F, par Z/4/1. 

Considirons l’algibre de Clifford de ??“; elle est engendrke par les 6 
vecteurs (er)zs2 qui vtrifient e,ez, = -e,,e, si z # z’ et e: =z - 1. Notons G 
(resp. rT N) le groupe engendk par les e, (resp. les produits e,e,,, le produit 
des 6 vecteurs e,). Le groupe G peut itre dklini par les gknirateurs e, et 
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E=-1 avec les relations: ez=a, E* = 1, e,e,,= ce,,e, si ZZZ’. Le produit 
des e, depend de I’ordre dans lequel on les compose, il prend I’une des deux 
valeurs w ou ew; en particulier 0-l = EW d’ou w’ = E et N 2 7/4Z. Par 
ailleurs on a ezw = Ewe, ce qui prouve que N est distingue dans G et contenu 
dam le centre de r (c’est en fait le centre de r). En outre S, f~ S, opere sur 
2 par l’intermediaire du morphisme S, + A,; il opire done sur I’algebre de 
Clifford de IFi”, sur G, sur r et sur N. Enfin comme I’operation sur Z se fait 
par des permutations paires, l’optration est triviale sur N. On en deduit une 
extension centrale: 

l+ N-Z->a (SxnS,)+T/N~ (S,nS,)+ 1. 

Si x et y sont dans E - X, notons (x, y) l’element de F, qui envoie y sur x. 
Fixons un element m de E -X, on peut dtfinir un morphisme ZZ’ de G dans 
F, par W(e,) = (m, x) et n’(e) = Id; ce morphisme depend de m cependant 
on a ZI’(e,e,,) = (x, y), sa restriction i I- est done independante de m, notons 
la 17. En outre cette relation prouve que 17 commute aux actions de S, n S, 
sur r et sur F,, puisque I’on a clairement, pour v, E S,, et x, y dans ,E - X, 
cp o (x3 Y> o P -- ’ = (44x), (o(Y)). 

II est aise d’expliciter les elements de r, il y en a 2 de degre 0, 30 de degre 
2, 30 de degre 4 et 2 de degre 6; on constate ainsi que le noyau de Il est N et 
done que 1 Im Z7\= 64/4 = 16. I1 s’ensuit Im L‘ = F, et done F, est 
isomorphe a T/N par 17; comme Il commute aux actions de S, n S, on en 
deduit: 

sx=Fg (sxnz,)--r/m (S,nS,) 

et done l’extension centrale annoncie: 

l+N-+r>a(S,nS,)+S,+ 1. 

c. Stabilite’ de l’extension par M,,. D’apres le critere de stabilite 
(proposition IV.1) nous devons verifier cette stabilite pour les elements d’un 
systeme de representants des doubles classes modulo S,. Raisonnant comme 
dans 2, nous voyons que la double classe d’un element u est caracterisee par 
I’orbite du couple (X, a(X)); compte tenu des rbultats du a cette orbite est 
caracterisee par I’entier n = IX f7 a(X il y a done’ 3 doubles classes. 

Le cas n = 6 correspond a la double classe S,, la stabilite par ses 
elements est toujours vtrifiee. 

Le cas n = 0. 11 existe u dans M 22 qui envoie le couple (X, Z) sur le 
couple (Z, X); (T est alors dans la double classe caractirisee par n = 0. En 
outre uz E S,, la stabilite par u signifie done que la restriction a S, n S, de 
l’extension construite est invariante par l’automorphisme de conjugaison par 
u (cf. remarque du A). Par construction l’extension est triviale sur S, n S,, 
son invariance est done assurie. 

481/71!2-20 
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Le CQS n = 2. Soit o I’element de Fz qui &change les points de A ; u est 
une involution dont I’ensemble des points fixes est exactement 2. I1 est clair 
que (5 conserve I’ensemble (X, Y}, cependant on ne peut pas avoir a(X) =X 
car Xn.Z=0 prouve FznS,= {Id} (cf.a), on a done o(X)= Y et 
a(Y) =X. Ainsi o appartient a la double classe caracterisie par n = 2. Ici 
encore la stabilite par u signifie que la restriction a S, n S, de I’extension 
construite est invariante par l’automorphisme de conjugaison par (T. Etudions 
done le sous-groupe S, n S, et I’action de 0 sur ce sous-groupe. 

Soit u E S,, dtcomposons u en v . w avec u E F, et w E S, n S,. Si 
UES,, u conserve X n Y = A et, comme u conserve A, w conserve 
igalement A; alors w conserve l’ensemble {X, Y, T,, T,, T,}, mais, comme il 
conserve 2, il conserve aussi I’ensemble (X7 Y} et, de w E S, on deduit 
w E S, et, par consequent, t: E S,. On a done u E S, o (u E S, et w E S,); 
il s’ensuit que S,n S, est le produit semi-direct de F,fi S, par 
S, n S, n S,. Comme le morphisme S, n S, n S, + A, est injectif et o 
fixe Z points par points on conclut que I’action de cr est triviale sur 
S, n S, n S,. Par contre I’action de u sur F, n S, fournit un morphisme 
i.:Fxns,~s,ns,. Avec les notations du b, posons H = I7-'(F, n S,); 
la restriction a S,n S, de Vextension construite est done: 

I+c+H>a(s,nS,nS,)-+(F,nS,)>a (s,nS,.ns,)+ 1. 

Montrer I’invariance de cette extension par l’action de (J revient i prouver 
I’existence d’un relevement de cette action en un automorphisme de 
H x (S,n S, n S,) trivial sur N. Pour cela il suffit d’expliciter un 
relevement de 1 en un morphisme 1: H + H >a (S, n S, n S,) se reduisant a 
I’identite sur N et commutant a I’action de S, n S, n S, ; dans ce but nous 
allons expliciter L 

Remarquons que l(F, n S,) = S, n F, ; les deux sous-groupes F, n S, et 
S,n F, sont distingues dans S,n S, et leur intersection, contenue dans 
F, n F,, est triviale. I1 s’ensuit que tout element de F, n S, commute avec 
tout element de S, n F,. En particulier, prenons u dans F, n S,, distinct de 
Id; U-’ et n(u) sont deux involutions qui commutent, en outre u @ S,n F, 
prouve que w = u -‘L(u) est different de Id. Ainsi w est une involution de 
S,n S,. Par ailleurs 0w =cru-‘uuu-’ est, comme u, une involution; il 
s’ensuit que u et w commutent et done que w conserve I’ensemble des points 
fixes de u, c’est-i-dire Z. En conclusion w E S, n S, n S, et L(U) = u . w. 
Les elements u et u agissent sur I’ensemble (X, Y, T,, T,, T,}, u fixe T,, T, 
et T3 et Cchange X et Y tandis que u tixe X et Y et conserve done 
{T, , T,, T, }. On en dtduit que w = u - ‘uuu ’ fixe T, , T, et T, . L’image de 
w dans A, est done une involution qui tixe chacun des ensembles (ti, r,!) 
(i E { 1, 2, 3)), il s’agit par consequent de l’une des trois permutations ri = 

(rj, r;)(rk, t;) ({ 1, 2, 3) = (i,j, k]). Notons Oi l’tlement de S, n S, dont 
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Vimage dans A, est ri (i E (1, 2, 3)); w est done l’un des elements 
0, , O,, 0,. Par ailleurs u est I’image par 17 d’un element de H qui n’appar- 
tient pas a N; modulo N on peut l’ecrire exe, et l’on a done u = (x, y). Mais 
alors w = U-‘~JUU-’ lixe les points x et y; on en deduit que, si w = Oi, u est 
I’involution (ri, tf) = ai. Entin on a vu (cf. a) que IXn Y\ = 2 implique 
IF,n S,( = 4; on conclut done F,n S, = (Id, a,, a2, a,} et I est donne par 
(V i E { 1, 2, 3)) (i.(ai) = ai . Oi). 

Ceci &ant on conclut que le groupe H est defmi par les generateurs 
E = -1 et a, = elie,; (i E (1, 2,3)) et les relations Q! = .s, s2 = 1, aiaj = ajai; 
le sous-groupe N etant engendre par a, a2a3. On peut alors difinir un 
morphisme 1 de H dans H >a (S, n S, n S,) par Z(E) = E, ;(a,) = Eai 0; (il 
suffit de remarqucr que Oi est une involution qui commute avec ai et 
anticommute avec aj pour j# i). On verifie l(a,a,a,) ==_a,a2a3; il s’ensuit 
que 1 coincide avec l’identite sur N. Enlin il est clair que J. est un relevement 
de i. qui commute a I’action de S, n S, n S,. Ainsi 2 possede toutes les 
proprietes voulues pour conclure a la stabilite de l’extension par CJ et done 
par M,,. 

d. L’extension est propre. Prouvons que le groupe derive de 
r %I (S, n S,) contient N; on a, si x = e,;e,2: x0,x- ‘0;’ = -e,;e,,e,,e,? =: 
e,, e,; = a,. On virifie de meme que a, et a3 appartiennent au groupe derive 
ainsi done que le produit a, a, a3 qui engendre N. 

4. Cons&quences pour C,(M,,) et C,(M,,) 

Considerons le groupe de Mathieu G = M,, comme groupe dc 
permutations d’un ensemble de cardinal 23; soient a et b deux elements 
distincts de cet ensemble et H (resp. K) le fixateur de a (resp. du couple 
(a, b)). On a done H u M,, et KY ‘M,, . Notons u un element de G qui 
echange les points a et b; on a K = H n OHO ‘. Comme CT* fixe a, la 
conjugaison par u -’ induit un automorphisme de K done un automorphisme 
T du groupe de cohomologie H’(K, C”); en outre on a o* E K et T verifie 
done T* = Id. 

Nous avons vu (cf. 1II.B. 1) que la 2-composante de H’(G, C *) est triviale: 
par ailleurs I’indice IG : H] = 23 est impair. II s’ensuit, d’apres le critere de 
stabilite, qu’un element non trivial de la 2-composante de H2(H, I::*) n’est 
jamais stable par les elements de G. Or, en rep&ant le raisonnement du 2, on 
constate, puisque G est deux fois transitif, qu’il y a deux doubles classes dans 
G modulo H; un systime de reprbentants de ces doubles classes est donne 
par 1 et cr. Comme la stabilite par 1 est assurte on conclut que. pour 0 non 
trivial dam la 2composante de H'(H, C*). on a 01, # 0; c’est-a-dire 
T(@IK) f 01,. 

Notons p le morphisme de restriction H’(H, C*)- H’(K, c*) et A 
(resp. B) la 2composante de H*(H, 5") (resp. H2(K, C*)). Nous avons vu 
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(cf. III.A.2.c) que C,(M2,)-$ C,(M,,) est surjectif, cela prouve que p est 
injectif sur A. Par ailleurs nous savons (cf. 1II.B. 1) que B est le produit d’au 
plus deux composantes cycliques, chacune &ant d’ordre au plus 4. 

Le resultat du 3 montre que A possede un element 0 d’ordre 4: comme p 
est injectif sur A, p(0) est encore d’ordre 4. Enfin T induit un 
automorphisme involutif de B et nous venons de montrer que p(A) ne 
posdde aucun point fixe non trivial de cet automorphisme. 

Notons C le sous-groupe de B engendre par x = p(0); on a T(x*) # x2, ce 
qui prouve T(x*) @ C et done, dans B/C l’image de T(x) est d’ordre 4. Ainsi 
B/C est d’ordre au moins 4 et B d’ordre au moins 16. La seule possibilite est 
done B = C X T(C) 21 (Z/42)*. Le groupe des points fixes de Test forme par 
les (x, T(x)) pour x E C. Comme p(A) 3 C et rencontre ce groupe de facon 
triviale on conclut p(A) = C et done, puisque p est injectif sur A, A z L/4/. 
En passant aux groupes duaux on a done Z,(M,,) = (L/4J’)’ et C,(M,,) ‘v 
z/4//. 

V. R~CAPITLJLATION DES RBSULTATS 

Nous pouvons recapituler les resultats dans le tableau suivant oti nous 
donnons, pour G groupe de Mathieu, la decomposition en groupes cycliques 
de C(G) (Nous avons note (n) le groupe cyclique d’ordre n). 

C(G) (1) (2) (4)(4)(3) (4)(3) (1) (1) 

APPENDICES 

A. Extensions centrales de A,, par U/21 

Considerons la representation Cvidente du groupe alter& A, dans le 
groupe orthogonal 0’ (n). Le groupe des spineurs fournit une extension cen- 
trale: 

1 + Z/28 -+ Spin(n) i 0 + (n) + 1. 

Par image reciproque on obtient done une extension centrale de A,. 
Considerons Spin(n) comme plonge dans I’algebre de Clifford de RH” et 

supposons n > 4. L’involution (1, 2)(3, 4) de A,, peut alors se relever dans 
Spin(n) en x = (e, - e?)(e) - e,)/2 et I’on a x2 = -1. Ainsi, pour I’extension 
de A,, obtenue, il y a des involutions qui se relitvent en element d’ordre 4 
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(pour n < 7, c’est le cas de toutes les involutions puisqu’elles sont toutes 
conjuguees entre elles); il s’ensuit que cette extension n’est pas triviale. 

Pour montrer que l’extension construite est la seule extension non triviale 
de A,, par Z/21 nous devons prouver H2(A,,, Z/2) = Z/21. Comme l’on a 
Ext’(AJ[A,,,A,], a/22)=0 pour tout n (pour nf 3,4 cela vient de 
(A,,A,] = A,,; pour n = 3 ou 4, cela vient de A,,/(A,,,A,] Y Z/32), cet 
isomorphisme est une consequence de la relation: C,(A,) % Z/2L? pour n > 4 
(cf. 171). 

B. Estimation de H’(S,.,, Hom(F,, C”)] 

L’etude de M,, et M23 nous a amen& a evaluer le groupe de cohomologie 
H’PX a, Fx] oti I’on a S x,o =A5 pour M2,, S,,, N A, pour M,, et px = F, = 
(k/2Zj4. Nous avons done i ivaluer H’[A,, M] oti n = 5 ou n = 7, M est un 
A.-module de groupe sous-jacent (2/22)4; on a evidemment H’[A,, M] 2: 
(2/22)p il s’agit d’ivaluer p. 

1. Pour n=5 on up<2 

Lorsque M est le module trivial (ce qui n’est d’ailleurs pas le cas dans la 
situation etudiee en III.B.l) on a H’[A,, M] 5 Hom[A,, (J’/2l)4] = 0, 
puisque A, est simple non commutatif. Nous pouvons done supposer le 
module M non trivial; le morphisme A, + Aut M z GL(2,4) est done 
injectif. 

Soit u un element d’ordre 5 de A 5. La decomposition du polynome X’ - 1 
sur le corps IF, est (X - 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1); comme l’action de u est 
non triviale, son polynome minimal est X4 + X3 + X2 +X + 1 et u n’a done 
aucun point fixe non trivial. II s’ensuit que l’espace des cobords ~(a) = 
x-a . x est isomorphe a M par (o -+ p(o); ainsi tout cocycle est 
cohomologue a un cocycle et un seul qui s’annule sur CT. L’espace ZL de ces 
cocycles est done isomorphe a H’ (A,, M]. Soit r un element d’ordre 2 de A,. 
Notons N, l’espace des x tels que x + r . x = 0; il est isomorphe a (B/2Z)*. 

Comme, dans A,, il n’y a qu’une classe d’involutions, l’entier q ne depend 
pas de r. Si l’on a q >, 3, prenons deux involutions 7 et 7’ qui engendrent un 
element d’ordre 5 (par exemple (1,2)(3,4) et (1,3)(4,5)). L’intersection 
N, n N,, n’est alors pas triviale; il existe dorm un element non nul de M 
invariant par T et par r’ (la caracttristique est 2) done par tous les elements 
qu’elles engendrent. Cela contredit le resultat obtenu pour les elements 
d’ordre 5; on a done q < 2. 

Raisonnons alors avec un couple (a, r), u d’ordre 5, 7 d’ordre 2, qui 
engendre A 5. Pour tout cocycle rp, la condition de cocycle e(c$) = 
rp(a) -I- a+#) prouve que l’ensemble {a ] cp(cz) = 0) est un sous-groupe de A,. 
II s’ensuit que le morphisme (D -+ q(7) de ZA dans M est injectif. Or, comme r 
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est d’ordre 2, on a 0 = cp(t’) = p(r) + r . P(T) d’oti q(r) E N,. Ainsi 2; N 
H’(A,, M] N (Z/2E)P s’injecte dans N, = (Z/22)‘; on a done p < q < 2. 

2. Pour n = 1 on a p = 0 

Ici encore le rtsultat est evident lorsque M est le A,-module trivial. Dans 
le cas general le resultat peut s’obtenir encore par des calculs de cocycles sur 
les gtnerateurs de A,. Nous allons ici utiliser une autre methode consistant a 
interpreter geometriquement H’(A,, M). 

Posons N = H/2 x M. Si rp est un cocycle dans Z’(A,, M) on constate que 
I’on peut definir une structure de A,-module sur N par ~(1, x) = 
(1, CT . x + ,@(a)). L’action de A, laisse stable l’hyperplan k = 0 ainsi done 
que son compltmentaire X qui est de cardinal 16. Soit u un element d’ordre 
5 de A,, l’ensemble des points de X fixes par u a un cardinal qui est congru 
a 16 modulo 5 et qui est du type 2” (puisque l’action de o est lineaire). Si ce 
cardinal est 16 I’action de CJ et done de A, est triviale; sinon la seule 
possibilite pour ce cardinal est 1. Dans ce cas I’action de CJ sur X fait alors 
apparaitre un point tixe (1, y) et 3 orbites de cardinal 5. L’orbite de (1, y) 
sous I’action de A, est done de cardinal I, 6, 1 I ou 16. Les possibilites i 1 et 
16 sont exclues car ces nombres ne divisent pas l’ordre de A, ; la possibilite 6 
est exclue car elle donnerait un morphisme non trivial de A, dans S,. En 
conclusion (1,~) est fixe par tous les elements de A7 ce qui s’ecrit: (V o E A7) 
y = uy + q(u) ou encore q(u) =y - u(y) ce qui prouve que cp est un cobord. 
I1 s’ensuit H’(A,, M) = 0. 

C. Tables de caractdres 

Pour les groupes M,, , M,2, M,, et M,, nous donnons, pour chaque classe 
de conjugaison, sur la premiere colonne le type de la decomposition en 
cycles dun element de la classe (pour la representation usuelle du groupe 
comme groupe de permutations), sur la deuxieme colonne I’ordre du 
centralisateur d’un Clement de la classe (c’est-i-dire la valeur du caractere h 
de l’action du groupe sur lui-mtme par automorphismes interieurs), sur la 
derniere colonne la valeur du caractere n qui intervient dans I’utilisation de 
I’argument d’induction en III. 
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