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Quadrilateres Generalises Faiblement Plonges dans PG (3, q) 

CHRISTIANE LEFEVRE-PERCSY 

This paper classifies generalized quadrangles which are weakly embedded in a 3-dimensional 
finite projective space PG(3, q). They are essentially semi-quadrics in a projective subspace (over 
a subfield of the ground field) of PG(3, q). 

1. INTRODUCTION 

La classification des espaces polaires pleinement plonges dans un espace projectif est 
maintenant acquise (voir [ 4, Proposition 4 ]; pour des references completes voir [5]). Ce 
resultat constitue une premiere etape de !'investigation des espaces polaires isometrique
ment plonges. Nous en avons entrepris une deuxieme etape, en generalisant Ia notion 
de plongement plein en celle de plongement faible, qui nous conduit al'etude des espaces 
polaires faiblement plonges [5, 6]. 

Le present article aboutit a Ia classification d'un cas particulier important de ces 
derniers: celui des quadrilateres generalises faiblement plonges dans un espace projectif 
fini PG(3, q) de dimension 3. Nous montrons qu'ils sont essentiellement les semi
quadriques (au sens de [1]) d'un sous-espace projectif (sur un sous-corps du corps de 
base) de PG(3, q) (voir Section 3). Ce resultat est une etape fondamentale de Ia 
classification des espaces polaires faiblement plonges dans un espace projectif fini quel
conque [7]. 

Nous remercions J. A. Thas pour les remarques et suggestions qu'il nous a faites au 
cours de !'elaboration de ce travail. 

2. DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES 

Rappelons quelques definitions et notations introduites dans [5] et utilisees dans le 
present article. 

Soit P = PG(3, q) l'espace projectif de dimension 3 sur le corps GF(q) d'ordre q. Dans 
Ia suite, P sera considere le plus souvent comme l'espace lineaire* de ses points et 
droites. Les sous-espaces (lineaires) de P seront appeles varietes lineaires de P. La variete 
lineaire engendree par un ensemble X de points de Pest notee (X). Une perspectivite 
de centre a et d'axe H est une projectivite de P qui fixe tousles points de l'hyperplan 
H et conserve globalement tous les sous-espaces comprenant a. 

Soit Q = (9Jl, !e) une sous-structure d'incidence de P: les ensembles non vides 9P et !e 
sont formes respectivement de points et de droites de P, appeles points et droites de Q. 
L'incidence entre points et droites de Q correspond a l'appartenance de P. Nous 
supposons que toute droite de Q est incidente aau mains trois points de Q. Deux points 
distincts a et b de Q sont adjacents si Ia droite (a, b) appartient a .2; nous ecrivons 
a - b et nous convenons que tout point est adjacent a lui-meme. Si V est une variete 
lineaire de P, nous designons par V n Q Ia structure d'incidence des points et des droites 
de Q contenus dans V. 

* Un espace lineaire est une structure d'incidence de points et droites telle que deux points distincts sont 
incidents aune et une seule droite et que toute droite est incidente aau moins deux points. 
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Une sous-structure d'incidence Q = (9Jl, 2), avec 9Jl et 2 non vides, est un quadrilatere 
generalise faiblement plonge dans Psi les conditions suivantes sont satisfaites.* 

(1) Si un point a de 9Jl et une droite A de 2 sont non incidents, alors a est adjacent 
a exactement un point incident a A. 

(2) Si A et B sont deux droites de 2 concourantes dans P, alors A et B se coupent 
en un point de Q. 

Une sous-structure d'incidence Q = (9Jl, 2), avec 9Jl et 2 non vides, satisfaisant (1) et 
telle que 

(2') 9Jl est la reunion des points de p appartenant aux droites de 2 
est un quadrilatere generalise pleinement plonge dans P. 

Les semi-quadriques de sous-espaces projectifs (sur un sous-corps du corps de base) 
de P sont des exemples de quadrilateres generalises faiblement plonges. En particulier, 
les semi-quadriques de P sont des quadrilateres pleinement plonges. 

Le voisinage Oa d'un point a de Q est l'ensemble des points de Q adjacents a a. Un 
point a de Q est point double de Q si a est adjacent a tout point de Q, c'est a dire si 
Oa = Q. Si Q possede un point double, Q est dite degenere. Il est prouve dans [5] que, 
si Q est non degenere, alors le voisinage Oa de tout point a de Q engendre un hyperplan 
Ha de P. Il se justifie de l'appeler hyperplan tangent a Q en a. Une droite A de P est 
tangente a Q si lA n 2lll = 1 ou si A E 2. Une droite A est une vraie tangente a Q si 
lA n 2lll = 1. Une droite de P qui ne rencontre pas 9Jl est extirieure a Q. Une droite de 
p qui n'est tangente, ni exterieure a Q est dite secante a Q. 

Si Q est un quadrilatere non degenere, nous adoptons les notations classiques de [8] 
et designons par s + 1 le nombre de points de Q incidents a une droite de Q et par t + 1 
le nombre de droites de Q incidentes a un meme point de Q. Il est bien connu [3] que 
si t > 1, on a t 

2 
;;. s et que le nombre de points de Q vaut (s + 1) (st + 1) (voir par exemple 

[8]). On deduit directement de [5, Proposition 41 que, pour toute droite A secante a 
Q, l 'intersection A n Q = A n 9Jl est de cardinal t + 1. 

Le resultat suivant est essentiel a cet article; il est demontre dans [6], dans le cadre 
plus general des espaces polaires. 

PROPOSITION 1 [6, PRoPosiTION 3]. Soit Q un qudrilatere generalise non degenere 
faiblement plonge dans P, avec t > 1. Soient a, b, b' trois points de Q appartenant aune 
meme droite de Q. Alors, il existe une projectiviti·u fixant a et appliquant b sur b' qui 
conserve Q. 

Signalons que la demonstration qui en est donnee dans [6] prouve d'avantage: u induit, 
dans le plan tangent Ha. une perspectivite de centre a, dont l'axe est une droite de Q 
par a. 

Terminons cette section, en prouvant une propriete importante des (hyper)plans 
tangents a Q. En fait, celle-ci est valable pour tout espace polaire: la demonstration 
ci-dessus peut etre reprise telle quelle pour ce cas plus general. 

PROPOSITION 2. Soit Q un quadrilatere generalise non degenere faiblement plonge 
dans Pet soient a, b, c trois points non adjacents de Q, a/ignes dans P. Alors les intersections 
Ha n Hb, Hb n He et He n Ha coi'ncident. 

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que Ha nHb est inclus a He. Soit e un point 
de Q dans Han Hb c'est-a-dire soit e E Oa n Qb. Alors a, bE Oa et done H. contient la 

*La condition supplementaire "Pour tout a e (JJ, Ia variete Iineaire engendree par I'ensemble Oa des points 
adjacents aa, rencontre (lJ exactement suivant Oa ", exigee dans [5] pour definir les espaces polaires faiblement 
plonges, est trivialement satisfaite dans le cas des quadrilateres d'un espace projectif de dimension 3. 
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droite (a, b). Des lors, c- e et e E He. Comme (Oa n Qb) =Han Hb, nous avons ainsi 
prouve que Ha n Hb n He. 

3. THEOREME ET METHODE DE DEMONSTRATION 

Nous pouvons maintenant enoncer le resultat principal. 

THEOREME. Soit Q un quadrilatere generalise non degenere faiblement plonge dans 
un espace projectif P=PG(3,q). Si s>1 et t>1, alors Q est une semi-quadrique d'un 
sous-espace projectif de P. 

La demonstration de ce resultat consiste aconstruire, apartir de Q, une sous-structure 
d'incidence ({j, !£)de P, qui s'averera etre un sous-espace projectif de P. Cette construc
tion se fait en trois etapes (Sections 4, 5 et 6). Les demonstrations utilisent des arguments 
essentiellement combinatoires, ainsi que !'existence de certaines projectivites conservant 
Q (Section 5). 

Dans Ia suite, Q = (91', !£) designera un quadrilatere generalise non degenere faiblement 
plonge dans P=PG(3,q); Q sera suppose tel que s>1 et t>l. Signalons que Ia 
non-degenerescence de Q implique (91') = P. 

4. Sous-sTRUCTURES D'!NCIDENCE (91'.,, !£.,) 

Soit a un plan de P rencontrant Q suivant t + 1 droites de Q concourantes en un 
point a. En d'autres termes, a est le plan tangent Ha. On definit une sous-structure 
d'incidence (P.,, !£.,)de a, comme suit. 

DEFINITION 1. 91'., est l'ensemble des points de a appartenant adeux droites de a 
secantes aQ et !£., est !'ensemble des droites de a secantes aQ. 

Nous allons montrer que (91'.,, !£.,) est un plan affin dual d'ordre s.* Ceci necessite 
plusieurs lemmes. 

LEMME 1. Si {3 est un plan de P engendre par trois points b1. b2 , b3 de Q, ne contenant 
pas de droites de Q, alors l/3 n 91' I= st + 1. 

DEMONSTRATION. Le nombre de droites d'un quadrilatere generalise de parametres 
s, t vaut (t + 1)(st + 1) (voir par exemple [8]). Par consequent, puisque par chaque point 
de Q il passe t + 1 droites de Q, le nombre de points de {3 n Q vaut st + 1 si et seulement 
si toute droite de Q rencontre {3 en un point de Q. Montrons qu'il en est bien ainsi. 
Supposons, au contraire, qu'il existe une droite A E !£ rencontrant {3 en un point a e 91'. 
Alors deux points distincts de B n Q sont adjacents adeux points distincts de A n Q. 
En effet, s'il existe b, b' E {3 n 91' adjacents aun meme point c de An Q, alors b et b' 
appartiennent au plan tangent a Q en c et done b et b' sont alignes avec a; des lors, 
par [5, Proposition 4], Ia secante (b, b') rencontre A en un point de Q, ce qui contredit 
a e 91'. Par consequent comme lA n 91'1 = s + 1, il y a au plus s + 1 points de Q dans {3. Or, 
si b1. b2, b3 sont trois points lineairement independants de {3 n Q, le calcul du nombre 
de points de Q appartenant aux droites joignant b3 aun point de (bh bz) n Q montre 

* Un plan affin dual est Ia structure d'incidence duale d'un plan affin. Dans un plan affin dual d'ordre s, les 
droites sont incidentes as+ 1 points et deux droites quelconques ont un point commun. Deux points determinent 
0 ou 1 droite; si deux points n'appartiennent pas aune droite, ils sont dits paralleles et !'ensemble des points 
du plan est partitionne en s + 1 classes de s points deux adeux paralleles. 
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que (3 n PP comprend au moins t 2 + t + 1 points. Ceci conduit al'inegalite t 2 + t + 1,;;; s + 1, 
contredisant l'inegalite de Higman [3] t 2 ~ s. 

DEFINITION 2. Soit E c PP. L'ensemble E est lineairement fermi dans PP si, pour tout 
a, bEE, !'intersection (a, b) n PP est contenue dans E. Des lors, tout sous-ensemble F 
de PP engendre une fermeture lineaire dans PP. 

LEMME 2. Soit (3 comme au Lemme 1. Alors (3 n £Y' est Ia fermeture lineaire dans PP 
des trois points bt. b2, b3. 

DEMONSTRATION. Grace au Lemme 1, Ia demonstration du Lemme 12 de [2] peut 
etre reprise dans le cadre actuel. 

LEMME 3. Soit (PPa, .2a) defini ci-dessus. Soit bE (fpa - pp et soient A, A' deux secantes 
aQ dans a par b. Soit B (resp. B') Ia secante par a intersection des plans tangents en les 
points deAn Q (resp. A' n Q). Si (3 est le plan (B, B'), alors le plan tangent aQ en tout 
point de (3 n Q passe par b. 

DEMONSTRATION. Remarquons que les definitions deB et B' sont validees par Ia 
Proposition 2. 

(1) Soit e un point de B n Q (resp. B' n Q). Par Ia definition de B (resp. B'), le plan 
tangent a Q en e passe par b. De plus, par Ia Proposition 2, si e et e' sont deux 
points de Q tels que les plans tangents He et He· passent par b, alors tout plan 
tangent en un point de (e, e') n PP passe par b. 

(2) Soient e1, e2 deux points distincts de B n Q et e 3 ¥-a un point de B' n Q. II est 
facile de voir que le plan (3 = (B, B') = (et. e2, e3 ) ne contient pas de droites de 0 
et des lors, par le Lemme 2, (3 n PP est Ia fermeture lineaire dans PP de {e1o e2, e3}. 

De (1) et (2), on deduit Ia propriete annoncee. 

LEMME 4. Soient (PPa, .2a) et b comme au Lemme 3. Alors le nombre de droites de 
.2a passant par b vaut s. 

DEMONSTRATION 
(1) Ce nombre vaut au moins s. En effet, soit (3 le plan defini au Lemme 3. Par la 

Proposition 2, atoute droite B de (3, secante aQ par a, il correspond une secante 
aQ par b dans a; de plus, adeux secantes distinctes dans (3 correspondent deux 
secantes distinctes dans a. D'autre part, il y a dans (3 exactement s secantes a Q 
par a, car lf3 n PPI = st + 1 (Lemme 1) et lf3 n PPI = t + 1 pour toute secante B. Des 
lors, il passe au moins s secantes aQ par b dans a. 

(2) Ce nombre vaut exactement s. En effet, toute secante aQ par b dans a rencontre 
une droite de Q par a en un point de Q different de a. Comme une droite de Q 
compte exactement s points de Q differents de a, il ne peut y avoir plus de s 
secantes aQ par b dans a, ce qui acheve Ia preuve du Iemme. 

PROPOSITION 3. (PPa, .2a) est vn plan affin dual. 

DEMONSTRATION. La stmcture d'incidence (PPa, .:t'a) jouit des proprietes suivantes: 
(i) Comme a contient s(t + 1) points c de Q non adjacents a a, comme il existe st 

points de a n Q non adjacents ac et qu'une secante a Q comprend t + 1 points 
de Q, nous avons l2al = [s(t+ 1). st/t(t+ 1)] = s 2 

• 
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(ii) Par la definition meme de (@>"'' ..'l'"')' deux droites de ..'l'"' se coupent en un point 
de@>"'. 

(iii) Par le Lemme 4, il passe s droites de ..'l'"' par tout point de 9Jla· Ces trois proprietes 
montrent que (@>"'' ..'l'"') est un plan affin dual d'ordre s. En effet, sa structure 
d'incidence duale est un ensemble de s2 points, muni de droites de s points, tels 
que deux points determinent une droite; cette structure est un plan affin, par une 
caracterisation connue des plans affins finis. 

5. Sous-sTRUCTURES o'INCIDENCE (~"'' !£"') 

Nous allons completer la sous-structure d'incidence (@>"'' ..'l'"') en un sous-plan projectif 
(~"''!£"')de a, grace aux observations suivantes. 

(iv) Les s points, distincts de a, d'une droite de Q par a constituent une classe de 
points paralleles de(@>"'' ..'l'"'). En effet, par la definition de ..'l'"', deux points d'une 
droite de Q par a n'appartiennent aaucune droite de ..'l'a et, par consequent, les 
s points de Q differents de a sur cette droite forment une classe de points paralleles. 

(v) Soient b et b' deux points distincts d'une droite de an Q par a (b, b' ;C a). Par 
la Proposition 1 et la remarque qui y fait suite, il existe une projectivite conservant 
Q et induisant dans a une perspectivite de centre a qui a pour axe une droite 
dean Q et qui applique b sur b'. Considerons l'ensemble G des s perspectivites 
induites dans a et determinees par les s points b' ,c a de (a, b) n Q. Soit c un 
point de @>"' n'appartenant pas a Q. L'orbite de c par G est un ensemble de s 
points alignes avec a. Comme ces s points sont forcement des points de @>"' et 
comme aucune droite de a par a n'appartient a ..'l'"', cess points constituent une 
classe de points paralleles de(@>"'' ..'l'"'). 

Nous avons ainsi montre que les classes de points paralleles du plan affin dual(@>"'' ..'l'"') 
sont les intersections avec @>"' des droites de a par a. Nous definissons alors, comme 
suit, une sous-structure d'incidence (~"''!£"')de a. 

DEFINITION 3. ~"'est la reunion 9)>0: u{a} et !ia est la reunion de ..'l'a avec le!'. droites 
de a par a comprenant un point de@>"'. 

Des lors, par ce qui precede, nous avons la proposition suivante. 

PROPOSITION 4. (~"''!£"')est un sous-plan projectif de a. 

6. Sous-sTRUCTURE o'INCIDENCE (~. !£) 

Nous definissons une sous-structure d'incidence (~,!£)de P. 

DEFINITION 4. ~ est la reunion des ensembles de points ~" et !£ la reunion des 
ensembles de droites !£"', pour les plans a de P rencontrant Q suivant t + 1 droites de Q. 

Nous allons montrer que (~, !£) est un sous-espace projectif de P, en nous basant sur 
les lemmes suivants. 

LEMME 5. Si (~"'' !£"') et (~f3• !if3) sont des sous-plans projectifs distincts ci-dessus, 
alors /'intersection de ces deux plans est une droite dans chacun d'eux. 

DEMONSTRATION. Soient a= Ha et {3 = Hb les plans tangents qui contiennent respec
tivement (~"'' !£"') et (~f3• !ir3). Comme P est de dimension 3, les points a et b sont 
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necessairement distincts, sans quoi a = b serait un point double de Q. Des lors, la droite 
Ha n Hb ne peut etre une vraie tangente a Q. Si Ha n Hb appartient a !£, le lemme est 
trivial. Si Ha n Hb est une secante a Q, Ha n Hb appartient a fia et fi~. Tout point de Q 
sur cette secante appartient evidemment a r!Pa et r!P~. Soit c un point de r!Pa nHa nHb, 
non dans Q. Le point c appartient a une secante A a Q dans Ha, avec A ;e Ha n Hb. 
Soit e un point adjacent aux points deAn Q: ce point est choisi parmi les points de Q 
appartenant a !'intersection des plans tangents en deux points deAn Q (voir Proposition 
2). Le point e ne peut etre dans Hb n Q, sinon Q serait degenere. Des lors, le plan 
tangent en e rencontre Hb suivant une secante B a Q. Cette secante B passe par c, ce 
qui montre que c E r!P~; Nous avons ainsi prouve le lemme. 

LEMME 6. Six est un point de Q et si (r!Pa, fia) est un sous-plan projectif ne contenant 
pas X, a/ors toute sec ante aQ par X rencontre /e p/an a en un point de r!)a· 

DEMONSTRATION. Soit A une secante a Q par X. Elle rencontre le plan Q' en un 
point c. Soit {3 =He un plan tangent contenant A. Par le Lemme 5, !'intersection des 
sous-plans projectifs (r!Pa, fia) et (r!P~, fi~) est une droite dans chacun d'eux. Mais la 
secante A rencontre cette droite de (r!P~, .!i~) en un point qui n'est autre que c. Par 
consequent, le point c est un point de (r!Pa, fia). 

LEMME 7. Six est un point de Q et si (r!Pa, fia) est un sous-plan projectif ne contenant 
pas X, alors toute droite joignant X aun point de r!)a - Hx est une sec ante aQ. 

DEMONSTRATION. Calculons le nombre de secantes a Q par le point X. Q est un 
quadrilatere generalise dont les droites ont s + 1 points et ayant t + 1 droites par un 
point. Des lors [8], le nombre de points de Q vaut (s + 1)(st + 1). Or il y a exactement 
s(t + 1) + 1 points de Q adjacents a X et les points de Q non adjacents a X se repartissent 
sur des secantes a Q. Comme ces dernieres rencontrent Q en t + 1 points (voir Section 
2), il passe [(s + 1)(st +1)- s(t + 1) -1]/t, c'est-a-dire s 2, droites secantes a Q par X. Des 
lors, comme aucune droite par X dans Hx n'est secante a Q, les s 2 secantes par a sont 
les s2 droites joignant X aux s 2 points de r!)a- Hx. 

LEMME 8. Six est un point de Q et si (r!Pa, fia) est un sous-p/an projectif ne contenant 
pas X, a/ors tout point de r!) appartient aune droife joignant X aun point de r!)a• 

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe un point b de r!P non situe sur les droites 
joignant x a un point de r!Pa. Ce point b est un point d'un sous-plan projectif (r!P~, fi~) 
dans un plan {3 rencontrant Q en t + 1 droites de Q. Ce plan {3 est necessairement distinct 
de H, car si bE Hx alors, par le Lemme 5, bE r!PHx et done, egalement par le Lemme 5, 
le point (x, b)na appartient a r!Pa, ce qui contredit le choix de b. Si xe r!P~. alors, par le 
Lemme 7, la droite (x, b) est secante a Q; siX E g>~· alors (x, b) est egalement une secante 
a Q, puisque {3 ;e Hx. Par consequent, grace au Lemme 6, la droite (x, b) rencontre a 
en un point de r!Pa• ce qui acheve la demonstration du lemme. 

Ces divers resultats permettent de montrer que (r!P, fi) est un sous-espace projectif 
d'ordre s dans P. 

PROPOSITION 5. (r!P, .!i) est un sous-espace projectif d'ordre s engendrant P. 

DEMONSTRATION. Nous prouvons que la structure d'incidence (r!P, .!i) definie ci
dessus est un sous-espace projectif de P. Remarquons que, si (r!P, !i) est un sous-espace 
projectif de P, alors (r!P, .!i) engendre necessairement P, puisque r!P ::::> g> et que (g>) =P. 
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Pour montrer que (@I, li) est un sous-espace projectif de P, il suffit de prouver que (@I, li) 
est un espace lineaire tel que deux droites de li concourantes dans P se coupent en un 
point de@!. 

(1) Soient A, B Eli concourantes dans P. Montrons que A nB E @!. Soient (@!,., lia) 
et (@113, li13 ) deuxsous-plans contenantrespectivementA etB. Si (@Ia, lia) et (@113, li13 ) 

co"incident, alors A nB est un point de @Ia; s'ils soot distincts, alors, par le Lemme 
5, !'intersection de ces deux sous-plans est une drotte dans chacun d'eux. Par 
consequent, A n B est un point de @!. 

(2) Montrons que deux points b et b' de @I determinent une droite appartenant a li. 
Si b et b' soot dans un meme plan rencontrant Q en t + 1 droites de Q, alors la 
propriete est verifiee. Supposons done que b et b' n'appartiennent pas a un tel 
plan. Considerons un sous-plan (@Ia, lia) et un point X de Q n'appartenant ni aa, 
ni a(b, b'). Designons par {3 le plan (x, b, b'). D'apres les Lemmes 7 et 8, ce plan 
{3 rencontre @Ia suivant une droite delia et {3 n rj est !'ensemble des points de @I 
appartenant aux droites joignant X a un point de {3 n @Ia• Done {3 n @I est un 
ensemble de s 2 +s + 1 points. De plus, les droites de la structure d'incidence 
{3 n (@I, li) comptent toutes s + 1 points. Enfin, nous allons montrer que le nombre 
de droites de {3n(@i,li) est superieur ou egal a s 2 +s+1. Parle Lemme 1, 
Jf3 n ~~ = st + 1. Par consequent {3 contient exactement (st + 1) . st/ t(t + 1) secantes 
a Q et exactement st + 1 intersections Hx n {3, pour X E {3 n @!. Comme ces st + 1 
droites soot des droites deli (voir Lemme 8), il y a exactement [s(st + 1)/t + 1] + st + 
1 droites de li dans {3. L'inegalite de Higman t 

2 
;:.: s montre alors que ce nombre 

de droites est superieur ou egal a s2 + s + 1. En conclusion {3 n (@I, li) est une 
structure d'incidence ayant s 2 + s + 1 points et au mains s 2 + s + 1 droites, dont les 
droites ont exactement s + 1 points (ce qui implique il existe au plus s + 1 droites 
par un point). On en deduit immediatement que {3 n ({j, li) est un plan projectif, 
ce qui acheve la demonstration. 

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 

Le theoreme ann once est un corollaire immediat de la Proposition 5. En effet, le 
quadrilatere generalise Q = (~. 5£) apparait maintenant comme une sous-structure 
d'incidence de l'espace projectif ({j, li) et, par la definition meme de (@I, li), le quadri
latere Q y est pleinement plonge. Des lors, en se referant a[2], Q est une semi-quadrique 
du sous-espace projectif ({j, li) de P. 
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