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This paper investigates the classification of unipotent elements of reductive 
algebraic groups in good characteristic. The problem is reduced to an assertion 
concerning the stabilizers in a class of almost homogeneous linear actions. 
This assertion is proved for the exceptional groups G2 ,Fq , and E, . 

EINLEITUKG 

stimmung aller Konjugationsklassen von unipotenten E?emer~ten einer 
n algebraischen Gruppe ist nach einem Satz von Springer [$, $3.2291 

Hquivalent zur Bestimmung aller Bahnen von nilpotenten Elementen in der 
zugehljrigen Lie-Algebra unter der adjungierten Operation, wenn die Charak- 
teristik des Grundk6rpers gut fiir die Gruppe ist. Diese K~assi~kations~A~fgabe 
wurde im Prinzip von Dynkin und Kostant in den fiinfziger Jahren geliist; die 
dabei verwendete Methode funktioniert allerdings rmr unter wentlich sttikeren 
Einschr&nkungen der Charakteristik. Eine iibersichtliche Darstelhmg dayon 
wurde kGrzlich von Bala und Carter gegeben [l-3]. 

Springer und Steinberg [X, S.2357 vermuteten, daII das ProbPem fiir alie guten 
Charakteristiken eine einheitliche L6sung hat. In der Tat ist das ja in fast allen 
F3len bekannt (mit speziellen Methoden fiir jede Gruppe): in 
(Typ A,-,) handelt es sich einfach urn die Jorda the Normalform; in den 
orthogonalen und symplektischen Gruppen (Typen , CT , et,> haben Springer 

und Wall die Konjugationsklassen bestimmt, siehe j18, Chap. IV]; in G, haben 
eurissen und Stuhler [9] dasselbe durchgefiihrt. Diese Beispiele zeigen au&, 

da13 in “schlechter” Charakteristik die Klassifikation anders axussieht. 
Die vorliegende Arbeit ist dem Problem gewidmet, einen einheidichen &gang 

zur Klassifikation der nilpotenten Elemente in guter Charakteristik XI finden. 
Das gelingt nicht ganz, und zwar aus folgendem Grund: Ich formuliere eine 
Vermutung, siehe (2.3)~ iiber die Stabilisatoren fiir eine gewisse MIasse van 
linearen Operationen, aus der man den Klassifikationssatz von Bala/Carter 
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ziemlich einfach herleiten kann. Leider kann ich diese Vermutung nicht aIIgemein 
beweisen, sondern nur durch Einzelfall-Inspektion bei Gruppen von kleinem 
Rang. Immerhin erhalte ich dadurch die Klassifikation fiir F4 und E, , die 
bisher nicht in dieser Allgemeinheit bekannt war, 

Bezeichnungen: Ich halte mich im wesentlichen an die Standard-Bezeich- 
nungen von [4]. Der Kiirze halber nenne ich eine zusammenhangende reduktive 
affine algebraische Gruppe einfach eine reduktive Gruppe; Entsprechendes gilt 
fur halbeinfache Gruppen. Alle algebraischen Gruppen sind iiber einem 
algebraisch abgeschlossenen Grundkorper k definiert und werden mit den 
Mengen ihrer k-wertigen Punkte identifiziert. 

1. PARABOLISCHE UNTERGRUPPEN UND NILPOTENTE ELEMJINTE 

In diesem Paragraphen werden einige Definitionen und Bezeichnungen 
eingefiihrt und eine injektive Abbildung von der Menge der Konjugationsklassen 
ausgezeichneter parabolischer Untergruppen in die Menge der Klassen aus- 
gezeichneter nilpotenter Elemente hergestellt (nach [2]). 

(1.1) Sei G eine halbeinfache Gruppe, T ein maximaler Torus von G und 
q eine positive ganze Zahl. Eine Ein-Parameter-Untergruppe (EPU) X: G, ---z T 
heiDt @-q-EPU zlon T, wenn es eine Basis d des Wurzelsystems @ = @(T, G) 
gibt mit (CX, X) = 0 oder q fur alle 01 E d. Eine EPU h: G, + G heiBt 0-q-EPU van 
G, wenn es einen maximalen Torus T von G gibt, so daR X 0-q-EPU von T ist. 
Ein O-q-Diagram in G ist das Dynkin-Diagramm von G, wobei jeder Knoten mit 
dem Gewicht 0 oder q versehen ist. Dal3 jedes 0-l-Diagramm zu einer EPU von 
G gehort, gilt genau dann, wenn G vom adjungierten Typ ist. 

Eine 0-q-EPU von G induziert eine Graduierung der Lie-Algebra g von G 
wie folgt: 

g = @ gi mit Ad h(c) * X = &‘X fiir alle c E G, und X E gi . 
iOZ 

Sei G0 = Zo(X(G,))s. Dar-m ist g,, die Lie-Algebra von Go und jedes gi ein 
G,,-Untermodul von g. gi ist (nach Wahl eines beliebigen maximalen Torus 
T 2 h(G,)) die Summe der Wurzelraume ga mit /3 E Qi := {a E @ 1 (01, h) = iq]. 
Zu h gehort die parabolische Untergruppe P von G, deren Levi-Faktor G, ist 
und deren unipotentes Radikal U die Lie-Algebra u = gr @ g2 @ ..I hat. 
Fiir us := g2@g3@*.* gilt [uu] C Lie( U, U) _C na und Ad U * ua C u, . 1st 
die Charakteristik von k gut fur G, gilt sogar [uu] = ua [2, S.4071. Die 
Graduierung hangt nur von P und G, ab und hei& daher xu Pgehiing. 

Sei umgekehrt q die Ordnung von X(T)/Z@ fiir einen maximaIen Torus T, 
P2 T eine parabolische Untergruppe mit einem Levi-Faktor G,, und dem 
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unipotenten Mad&al U. A sei eine Basis van CD, so da0 @(T, U) aus positiven 
Wurzeln besteht. Dann gehiirt P zu der durch 

definierten Q-q-El% von T. 
Damit sind bei festem geeigneten q die wohIbekannten bijektiven 

zwischen 

(i) der Menge der Konjugationsklassen von parabolischen Gntergruppes 
van GP 

(ii> der Menge der Konjugationsklassen VOW Q--p-EPU’n von G, 

(iii) der Nenge der O-q-Diagramme in 6 
hergestellt. 

(1.2) Sei G halbeinfach in guter Charakteristik. Tack dem Dichte-Bahn- 
Satz van Richardson [7] hat jede parabolische Untergruppe P van G eine dichre 
Wahn in der Lie-Algebra ihres unipotenten Radikals. Die Elemente dieser Bahn 
heifien die F-rguldren Elemente VOII 9. 1st X ein salches, so ist Z,(X)” C P. 

SATZ. 5% P C G pavabolisch und eine xugeh6rige GTaduierung von 9 gew#t. 
Dam gilt : 

(i) g1 ist fast-homogener GO-Moduul (d.h., GO hat eim dichte Bahn in CY& 
Insbesondeue ist dim 6, > dim g, . 

(ii> Fiiv X E g1 ist Z,(X) = ZGo(X) . Z,(X), mobei fY = R,,(P). 

Bweis. (i) siehe [Z, S. 4081, (ii) siehe [Z, S. 42231. 

(1.3) Ftir die Begriffe ausgezeichnete paFaboEische Untergl-zrppe und ausge- 
zeichnetes nilpotentes Element sei auf [2] verwiesen. Die Bedingung, daB ein 
nilpotentes Element X in der Lie-Algebra einer halbeinfachen Gruppe 41; 
ausgezeichnet ist, kann such ais “Z,(X)O unipotent” formuliert werden. Die 
ausgezeichneten parabolischen Untergruppen sind in [2: vollstSndig be&mm:., 
Eine CL-g-EPU und ein O-q-Diagramm heiBen ausgezeichnet, wenn die zugehijrige 
paraboIische Untergruppe ausgezeichnet ist. Sen&egulik~~e nilpoie?zte Elevzeate 
sind wie in [g, S. 2421 definiert. 

S~TZ. Sei P ausgezeichnete parabolische Untergruppe deu ~~a~be~~~fache~ Grtipps 
G in guter C’havakteristik. X sei ein P-reguliires Element van 8. Dann gilt: 

(i) X ist ausgezeichnet nilpotent. 

(ii) Die Bahn von X unter U = R,(P) trzjjft der, Unterraum g1 aon 9 
~be~~g~~c~ einer beliebigen zu P ge?x%igeE G~ad~~e~~ng). 



528 KLAUS POMMERENING 

Beweis. Siehe [2, S. 4221. 

KOROLLAR. 1st P ausgezeichnet, so sind die Elemente der dichten G,,-Bahn van 
g1 P-regul& und ausgezeichnet nilpotent. 

(1.4) Was wir bis jetzt erreicht haben, sind bijektive Beziehungen zwischen 

(i) der Menge der Konjugationsklassen von ausgezeichneten parabolischen 
Untergruppen von G, 

(ii) der Menge der Konjugationsklassen von ausgezeichneten O-q-EPU’n 
von G, 

(iii) der Menge der ausgezeichneten 0-q-Diagramme in G (q eine geeignete 
feste positive ganze Zahl), und eine injektive Abbildung von (i), (ii) oder (iii) in 

(iv) die Menge der Klassen von ausgezeichneten nilpotenten Elementen 
in g; denn selbstverstandlich sind zwei parabolische Untergruppen P und P’ 
genau dann konjugiert, wenn je ein P-regulares und ein P’-regulares Element 
unter der adjungierten Operation in einer Bahn liegen. 

Die Klassifikation der ausgezeichneten, und damit nach [3] aller, nilpotenten 
Elemente in guter Charakteristik ist vollendet, wenn gezeigt werden kann, da13 
diese letztere Abbildung such surjektiv ist. 

2. 0-I-MODULN 

In diesem Paragraphen wird die Operation von G0 auf g1 aus (1.2) genauer 
untersucht. Die Bedeutung dieser Untersuchung liegt darin, da8 spater in (3.1) 
und (3.3) jedem ausgezeichneten nilpotenten Element ein 0-q-Diagramm 
zugeordnet wird. 

(2.1) Sei G eine halbeinfache Gruppe vom adjungierten Typ, und sei ein 
0-l-Diagramm in G gegeben. Wie in (1.1) ist die Lie-Algebra g dadurch 
graduiert. Das Paar (G, , gr) heiBt dann der zum 0-l-Diagramm gehiirige 
0-1-&20&Z in G. Im folgenden Satz (2.2) werden einige elementare, aber 
bemerkenswerte Eigenschaften dieses Typs von rationalen Moduln tiber 
reduktiven Gruppen zusammengestellt. Dazu: 

LEMMA. Sei @ ein Wurzelsystem mit Basis A; das zu A gehbrige Dynkin- 
Diagramm sei zuin 0-1-Diagramm gemacht. Dunn gibt es xu jedeT Wurzel N E C$ 
einpEAn~1(eindeutig)undei~eFolgeyl,...,y,E~~,soda~P+y,+‘..+ 
yi E Q1 $2~ alle i = 0 ,..., m, und ,8 + yl f ... + yrn = CL. 

Beweis. In der Basis-Darstellung von 01 kommt genau ein BEA IT @l vor. Nun 
subtrahiere man von 01 sukzessive, so lange dies mijglich ist, Elemente von 
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d n G3, , so daR das Resultat wieder eine Wurzel ist. amit erreicht man eke 
Wurzel CL’ E @, mit CL’ - y $ CD fiir alle y E n 67 CD, . O! ist enLweder unzerlegbar 
und somit gleich /I (dann sind wir fertig), oder a’ - !fl =: ?/I E @; denn 
zerlegbaren Wurzeln kann man immer eine Basis-Wuszel subtrahieren [5, S. 

ann ist yI E @, , und wir sind ebenfalls fertig. O.E.D. 

(2.2) SATZ. Sei G eine halbeinfache G~uppe ~i5m a~~~agieyten TJJ$ in ga~tej 

~hayak~e~~stik. (60 , gl) sei ein 0-l-Modal in 6. Dam3 gilt: 

(i) gI ist fast-homogener G,-Modul. 

(ii) g1 ist als 6,-M d 1 o u vollst&.dig reduzibel; die i~,~ed~~~b~en ~~~e~~~o~~~~ 
siehen in Ranonischev bijektiver Bexiehung xu delz Knoten mit Gewicht 1 im zuge- 
iz&+gen O-l-Diag~amm. 

(iii) Die Opmation von G, auf g, ist separabel (d.h., aQ bake-Abbi~d~~gem 
G0 + G0 * X C g1 sind separabelt4, S. ISO]). 1 ns b esondere liegt X E gr genazk dam8 
in deiev dichtrn Go;,-Bahn, wenn [9,X] = g1 ~ 

(iv) 1st Jii~ X E g1 die Z~sammenhangsko~ponente G& der Stabilit~ts~~p~~e 
im ha~be~~~achen Teil(2,’ entl;ealten, so verschwindet keize der ~ornpo~e~~e~ aon .X 
ilz den irveduaibbn lIntermodz.& von g1 . 

Beweis. (i) siehe (1.2). 

(ii) Stir /3 E A CI @I sei &(p) die Menge aller TVuraelm in Qjl , in deren 
arstellung ,B vorkommt (notwendig mit Koef%ent I). Dann ist 

unter T und allen Wurzelgruppen Kj., mit y E QO invariant, also GO-Untermodul 
von gI . Damit ist 

eine direkte Zerregung in GO-Untermoduln. Jeder G~-U~~~rnod~~ von ga($) 
miil3te such T-Untermodul sein, also eine Summe van Wurzdrg D. Nach 
dem Lemma in (2.1) und den Chevalley-Formeln ftir die adjungier per&on. 
[S, S. 145] erzeugt aber gs ganz gl(B) als GO-Modul, und gs Iiegt in jedem eon 
einem go! , 01 E @,(/3), erzeugten Untermodul. Also ist gl(p) irreduzibel. 

(iii) Zu zeigen ist fiir beliebiges X E gl: 

Sei dam A: m .+ T eine O-q-EPU, die die gegebene Graduierung v 

S := X(&J, also GO = Z,(S)O. Da GO, = Z&X) A Z,(S)O, ist fiir 
au& G& = ZH(S)5. Ebenso ist gox = j&Y) A &(S) = 3$(s) = Lie a&S) == 
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Lie G,, , denn h := Lie H = 3s(X) nach [8, S. lS5], und fur den Torus S gilt 
nach [4, S. 2291 3*(S) = go und ebenso 30(S) = Lie Z,(S), da auf3erdem H von 
S normalisiert wird. 

(iv) Angenommen, fur /3 Ed, ist die Komponente von X in g&3) Null. 
Dann enthalt der Q-AbschluD Q . @(X) n @ von @(X) := {a E di, j X, i: 0} ,8 
nicht. Der eindimensionale Torus 

ist nicht in G,’ enthalten und zentralisiert X. Q.E.D. 

(2.3) THEOREM. Sei G eine einfache Gruppe oom adjungierten Typ Gz , 
F4 oder E, in guter Charakteristik. (Go , gl) sei ein 0-I-Modul in G. Fiir ein 
X E gl. sei die Zusammenhangskomponente G& der Stabilitiitsg~uppe unipotent. 
Dann ist das zugehijrige 0-I-Diagramm ausgexeichnet, und X liegt in der dichten 
G,-Bahn von gL . Insbesondeye ist G,, endlich. 

Der Beweis wird im Rest dieses Paragraphen gefiihrt. 
Ad hoc sei definiert: Eine halbeinfache Gruppe hat die Eigenschaft (E), wenn 

die Aussage des Theorems fiir G gilt. Ich vermute, daB alle haibeinfachen 
Gruppen die Eigenschaft (E) haben. Ein allgemeiner Beweis mu&e die 
Schwierigkeit iiberwinden, daB man iiber die Bahn-Struktur einer Aktion 
meist sehr wenig we%. Auf jeden Fall mi.issen wohl recht spezielle Eigenschaften 
von 0-I-Moduln verwendet werden, denn z.B. kann man jede charakterfreie 
Untergruppe bei einer geeigneten linearen Aktion als Stabilitatsgruppe finden 
[4, S. 1611. 

Der Beweis beruht auf einer weit verzweigten Fall-Unterscheidung: Alle 
0-1-Moduln in G, , F4 und E, werden einzeln untersucht. Die auf den ersten 
Blick ziemlich groBe Anzahl la& sich auf folgende Weise in den Griff bekommen: 

(a) StoBen im O-l-Diagram zwei Einsen aneinander, so kann man die 
Verbindungslinie weglassen und die zwei neuen Diagramme einzeln untersuchen. 
Besteht das Diagramm nur aus Einsen, ist die Behauptung erfiillt, denn G, ist 
ein Torus. 

(b) Viele 0-l-Diagramme scheiden aus Dimensionsgrtinden aus: Wenn 
namlich dim G,,-dim g1 die Dimension der maximalen unipotenten Unter- 
gruppen von G,, iibertrifft, kann kein Stabilisator eine unipotente Zusammen- 
hangskomponente haben. 

(c) Die iibrig bleibenden Diagramme liefern elementar zu beschreibende 
Aktionen, an denen die Behauptung jeweils ziemlich einfach verifizierbar ist. 
Zudem liefern die beiden folgenden Abschnitte weitere Reduktionen. 

(2.4) Das Folgende ist bekannt (oder wenigstens leicht zu beweisen): Sei 
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G reduktiv mit Borel-Untergruppe B und maximalem Torus TS B und 
V := V, 0 ... @ V, ein vollstandig reduzibler G-Modul mit irreduziblen Vj 1 
*y = Xi y- ‘.’ -; x, mit xi E Vi werde von der maximalen unipotenten Unter- 
gruppe ,hz,, stabiiisiert. Dann ist k . xi fiir jedes i sogar ein B-invarianter t‘nter- 
mum, und zwar ist xi = 5 oder maximaler Vektor ftir Vi . Insbesondere ist 
2: kxi T-Untermodul; ist m < Rang 6, so operiert also ein nlcht-t&i&r 
Untertorus von T trivial auf C kxi und stabilisiert insbesondere x. Damit wird 
die Reduktion (2.3) (b) verscharft: 

(2.5) SATZ. Seien V und W k-Vektovrtiume mit 2 = dim V > n = dlnn 
ip _C BL( W) e&e abgeschlosse?ze Untevgruppe. @ : = V) x H opiert 
dam k~nonisc~ auf V @ W. Falls (i) 1 > E oder (ii) Rmg > 1, wind jet&s 
Element in V @ W uon einem ~icht-tyi~~~le~ Twus 5% G st~b~lis~e~t. 

Beweis. V @ W sei mit dem Raum M,,,(k) der I x n-Matrizen identifiziert, 
Dann operiert SL(V) = S&(k) durch Mattsizen-Mizltiplikatio~ von links, 
N G SE(W) = $X,(k) durch ~~atrize~-~~u~t~p~~katio~ von rechts. Hat die 

Jk) hijchstens I linear unabhangige Spaiten, so ist sie mit 
orm (“0’) mit x’ E -,,,,(k) transformierbar und wird dann van 

der EPU 

stabilisiert. Damit bleibt nur der Fall: I = n und alle Spahen van X sind linead- 
unabhangig. Dar-m aber ist X mit SL,(k) und 
und wird dann von (1, A-l, A) G G, x $X,(k) x II fiir jedes A E H C 
stabilisiert, wegen Rang N >, 1 also such von einem nicht-trivialen Torus. 

Damit erfiillt das Diagramm 515 in A, das Theorem (2.3). 
1515 in A, erfiillt (2.3); es handelt sich n&mlich urn die Operation van 

m x SL, x G,,% x SL, auf 2,2 0 2,2 ) die durch 

gegeben ist. Auf X, operiert nur SL, X L, ) der dritte bis f&-&e 
Faktor, nicht-trivial, und X, wird darin, wie eben gesehen, von einem nicht- 

OYUS stabilisiert. Dieser Torus ist entweder im letzten Faktor 
enthalten und wird somit von XI unangetastet gelassen, oder seine 
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Projektion H in den mittleren Faktor SL, ist nicht-trivial. Damit ist (2.5) auf 
X, anwendbar und ergibt die Behauptung. 

(2.6) Bei den Reduktionen in den Fallen G, , F4 und E6 treten die 
folgenden Diagramme vom Typ A auf: 

10, 100, 010, 101, 0100, 1010, 00100, 10100, 10101. 

Nach Anwendung von (2.5) bleiben nur das vierte, das mit (2.4) erledigt wird, 
und das letzte iibrig. Dort k&men wegen (2.4) nur die Elemente der dichten 
Bahn in Betracht; deren (eindimensionaler) Stabilisator ist jedoch ein Torus. 

Vom Typ B und C interessieren die Diagramme 

OO*l, 10=-l, Oo-=zl, 10+1. 

Die ersten drei kommen aus Dimensionsgriinden nicht in Frage. Das vierte ist 
ausgezeichnet, d.h., in der dichten Bahn ist der Stabilisator endlich. Auf die 
iibrigen Bahnen ist (2.4) anwendbar. 

Vom Typ D kommen vor 

101 101 0001 1001 0101 ,000l 0101 1001 
0’ 1’ 0’ 0’ 0’ 1’ 1’ 1’ 

Nach Anwendung von (2.4) und (2.5) bleiben nur das zweite und das letzte 
iibrig. Fur das zweite gilt dasselbe wie fur 10 + 1, beim letzten kommt aus 
Dimensionsgriinden wieder nur die dichte Bahn in Betracht, wo die Stabilitats- 
gruppe jedoch reduktiv ist. 

Fur G, sind noch 1 f 0 und 0 f 1 zu untersuchen. Das erste scheidet aus 
Dimensionsgrunden aus, im zweiten interessiert nur die dichte Bahn, wo der 
Stabilisator aber endlich ist. 

Nun zu F4 . Bei den ersten drei von 

10 +oo, 01 -zoo, 01 t01, 00 eo1, lO+Ol 

hilft das Dimensions-Argument, bei den iibrigen beiden ist nur die dichte Bahn 
zu untersuchen, was leicht ist. Bei 

00 (: 10, 10 + 10 

ist der Stabilisator in der dichten Bahn endlich, sonst seine Zusammenhangs- 
komponente nicht unipotent. Das erfordert aber schon eine ausfiihrliche 
Untersuchung, die besonders im ersten Fall etwas Ianger dauert-es handelt 
sich dabei urn die natiirliche Operation von G, x SL, x SL, auf S2(K3) @ Iz2. 
Die Details sind elementar und werden daher hier nicht ausgefiihrt. 
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(und die dazu symmetrischen Diagramme) durch (2.4) und (2.5), wahrend fGr 

01000 00100 30100 10010 01010 10101 
0’ 0’ 0’ 0’ ’ 0’ 1’ 1 

eine genaue Untersuchung niitig ist. Das letzte reprasentiert LB. die Gpesation 
x G, x G, auf k4 @ (k4)* @ A2(k4). 

Im Prinzip kdnnte man E, und E, mit endhchem Aufwand analog behandein. 
Die Zahl der Idle schreckt aher von einer Durchfiihrung ab. 

3. DIE KLASSIFIKATION DER NILPOTENTEN ELEMENTE 

In diesemParagraphen sei die Charakteristik des GrundkSrpers stets gut ftir 
die behandelte Gruppe. 

(3.1) Sei G eine halbeinfache Gruppe vom adjungierten Typ. X sei em 
nilpotentes Element der Lie-Algebra g von G, N(X) die Untergruppe aller 
EIemente von G, die die Gerade KX in sich abbikien. N(X) en&& 

einen Torus S, der auf kX - (01 transitiv operiert [a, S. l&5]; daher ist 
d~rn[~~~(X~/~~(X)~ = 1. 

ShTZ. 1st x semirep& ni&otent, so gibt es bis au. ~~~j~~at~o~ mit Z&f) 
genau eine EPU h: G, -+ G mit Ad h(c) ’ X = CX fiiv k~Ile c E 
ein rnux~~~aley Torus van G und A eine Basis des ~~~~e~sys~ern 
(a,h) >,Of~~allea~A,soist<a,h) =Ooder4j%~alle~.a:~A. 

Eine sol&e EPU he& xu X passend. 

ezlleis. 2&(X) . t 1s zusammenhangend unipotent [8, S. 2421. Also ist N(X>0 
auflrjsbar, Z,(X) die maximale unipotente Untergruppe van N(X)a und der 
Torn S aus des Vorbemerkung eindimensional und maximal in N(X)*. Insbe- 
sondere ist S bis auf Konjugation mit Z,(X) eindeutig bestimmt. 1st h: 
em Tsomorphismus, so gibt es also eine ganze Zahl Y # 0, o. 

Ad h(c) * X = 6.X 

und dadurch ist X bei festem 2’ bis auf Konjugation mit Zo(X) eindeutig bestimmt. 
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Die Zerlegung von X in seine Komponenten in den T-Wurzeh-Humen hat die 
Form 

x=cxm mit X,Eg,, 
a>0 

denn X liegt tangential zu der durch A definierten maximalen unipotenten 
Untergruppe. Durch Y := (a E @ / ((L’, h) E rZ> ist ein abgeschlossenes Unter- 
system von @ definiert, und 

Es ist 

n ker a: 2 (I ker 01, 
aa aEY 

und jedes Element davon ist halbeinfach und zentralisiert X. Also miissen beide 
Durchschnitte trivial sein. Da die Ordnung von X(T)/ZY nicht durch die 
Charakteristik teilbar ist [8, S. 1781, muD ZY = X(T) = Z@ sein (Dualitat von 
Torus und Charaktergruppe), also Y’ = Zul n Cp = @. 

Sei nun weiter A’ := (a f A j (a, A> = 0 oder ~1. Dann liegt X tangential zu 
der von A’ induzierten radiziellen reduktiven Untergruppe G’ von G mit 
T _C G’. Da G’ ein mindestens eindimensionales Zentrum hatte, wenn es # G 
ware, mufl also G’ = G und somit A’ = A sein. 

Da X(T) = Z@, kann h im Dualmodul X*(T) durch Y dividiert werden, und 
;\/Y erfiillt die Behauptung. Q.E.D. 

(3.2) KOROLLAR. Hat G die Eigenschaft (E), so ist jedes semireguliire nilpotente 
Element reguliir fik eine auyezeichnete parabolische Untergruppe von G. 

Beweis. Wahlt man h nach (3.1) passend zu X, so hat man nach (1.1) ein 
,O-l-Diagramm mit XE gI . Da Go, C Z,(X) unipotent ist, ist nach (2.3) das 
O-1-Diagramm ausgezeichnet, also such die zugehijrige parabolische Unter- 
gruppe P. Nach (1.3) ist XP-reguhir. Q.E.D. 

Dieses Korollar ist im Grunde schon der Hauptschritt auf dem Wege zur 
Klassifikation der nilpotenten Elemente. Urn ein iibersichtliches Ergebnis a la 
Bala/Carter zu erhalten, mu13 allerdings die Voraussetzung “semiregulnr” zu 
“‘ausgezeichnet” abgeschwacht werden. Dieser technische Schlenker entspricht 
Lemma 4.1 und Theorem 4.2 von [2], ist in der jetzigen Situation aber etwas 
komplizierter. 

(3.3) SATZ. Sei G einfach. X E g sei ausgexeichnet nilpotent. Dann gibt es eine 
abgeschlossene Untergruppe H van G mit den Eigenschaften.: 



(i) M ist ~a~~e~nfa~~, radixiell und enthdt ekeaz maximalen Tows T 72% 6; 

(ii) sind @ = @(T, 6) ulzd Y’ = @(T, ii) d ie ~~geh~~ige~ WuTzeisyteme, 

so entsteht Y aus CB durch hijchstens eine elementare Abiinderung; insbesoxdere ist 
Y .zyklisch, etwa mn der Ordnung q; so daJ gait: 

(iii) Es gibt bis auf Ko-Pzjugation mit Z,(X)O genau eine EPU h: 
Ad h(c) . X = clXf$r alle c E 6,; 

(iv) ist (0.B.d.A.) h(G,) C l’ und II eille Basis con pfl mit (0, hi > 0 fiij 
alle a E II, so ist (a, A) = 0 odes q fiir alfe a E dT. 

ERL~~GTERUSG. Eine elementare Abiindeyuctg ist ein Einzelschritt im 
Sjel,entkal-blgorithmus zur Gewinnung von Untersystemen van @“, vgl. 
[6, S. 471. Die Voraussetzung “G einfach” dient nur ziir bequemeren For- 
mulierung. 

Beweis. Z,(X)0 ist zusammenh$ngend und unipotent. Der Beweis van (3.1) 
funktioniert nun mit Z,(X)0 statt Z,(X), nur dal3 jetzt evenod& K ein e&es 
Gntersgstem von CD ist. Nach [6, S. 46-471 ist y4 jedoch wenigstens no& vcn 
dem in (ii) beschriebenen Typ. Wie bei (3.1) gilt ftir eiae geeignete Basis -G 
von Y: (31, A) = 0 oder 7 fiir alPe z t: IT. Ersetzt man no& y durch q und >. durch 
qhl?, so folgt die Behauptung. Q ED. . , 

~OKOLLAR. 1st (E) erfiillt, so ist das Iliagramm vo12 h bex2glich .I2 ezk ausge- 
zeichneles O-y-Diagramm. 

Bezce2~s. (2.3) ist anwendbar mit den triviaien ModiGkationen~ die beim 
Ubergang van Ii zur adjungierten Gruppe H, und vom O-g-Diagramm in pi 
zum entsprechenden 0-l-Diagramm in I-I, auftreten. Q.E..D. 

(3.4) Lnter den Voraussetzungen von (3.3) wiii ich nun zeigen, da13 ein 
ausgezeichnetes Q-q-Diagramm in El entweder ein 0-q-Diagramm in G induzieat, 
oder da8 andernfalls das O-+Diagramm in B-i nicht van einem ~~sgeze~c~n~te~ 
nilpotenten Element in g stammen kann. 
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gehen die FZlIe q = 3, 5 oder 6 (die nur bei den Ausnahmesystemen auftreten) 
und q = 4 beiF,, und auDerdem q = 4 fiir @ = E8, Y = D, u A, mit dem 
“semiregul8ren” 0-q-Diagramm in Y. Daher bleiben nur die FHlle (i)-(iii) iibrig. 

Q.E.D. 

Den (leichten) Beweis, daD die drei Ausnahmefglle nicht von einem ausge- 
zeichneten nilpotenten Element in g stammen, lasse ich hier weg, da ich (E) fiir 
E, und E, nicht bewiesen habe. 

(3.5) THEOREM. Sei G eine halbeinfache Gruppe vom adjungierten Typ inguter 
Charakteristik mit (E). X sei ein ausgexeichnetes nilpotentes Element in der Lie- 
Algebra von G. Dann ist X reguliir fiir eine ausgezeichnete parabolische Untergruppe 
von G. 

Beweis. Sei 0.B.d.A. G einfach. Ich wahle nach (3.3) zu X eine 0-q-EPU von 
G fiir ein geeignetes q. Nach (3.4) gibt es such eine 0-I-EPU A von G mit 
X E gl . Nach (2.3) folgt wie in (3.2), da8 h aus g ezeichnet und X regulk fiir die 
zugehikige ausgezeichnete parabolische Untergruppe ist. Q.E.D. 

KOROLLAR. Der KlassiJikationssatx van BalalCarter gilt fiiy halbeinfache 
Gruppen mit (E) such unter der abgeschwiichten Vo/braussetxung, daJ die Charakte- 
ristikgut ist; auf jeden Fall also fiir G2 , F4 , E, . 
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