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We obtain the specialization of monomial symmetric functions on the alphabet
{a —h)/(1 —g). This gives a remarkable algebraic identity, and four new develop-
ments for the Macdonald polynomial associated with a row. The proofs are given
in the framework of /-ring theory. & 2001 Academic Press

1. INTRODUCTION

Dans Pétude des fonctions symétriques, le probléme suivant est impor-
tant en vue des applications. Si f est une fonction symétrique et ¢ une
indéterminée, quelle est la valeur de f(1, ¢, ¢> ... ¢V~ 1)? Pour la plupart
des fonctions symétriques classiques, cette “spécialisation” est connue
depuis trés longtemps [ 1, 8, 9].

Cest le cas par exemple pour les fonctions de Schur, les sommes de
puissances, les fonctions complétes ou les fonctions élémentaires. Dans ces
deux derniers cas le résultat est connu depuis Cauchy (1843) et Heine
(1847): on obtient les polynémes de Gauss.

Cependant la spécialisation f(1, ¢, 4% ..., ¢V ™) n’avait pas encore été
explicitée lorsque f est une fonction symétrique monomiale. C’est un des
résultats de cet article. Plus généralement nous obtenons la spécialisation
des fonctions symétriques monomiales sur I'alphabet (¢ —b)/(1 —q¢).

11 faut souligner que nous pouvons donner deux formulations distinctes
pour cette spécialisation. L'équivalence de ces deux expressions produit une
identité algébrique multivariée, difficile a démontrer directement, et qui
présente un intérét indépendant.

Nos résultats sont énoncés et démontrés dans le cadre de la théorie des
/-anneaux. Dans I'étude des fonctions symétriques, cette théorie est une
méthode particulierement efficace, et pourtant peu utilisée. Cet article en
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présente une nouvelle illustration. On trouvera dans [6] une autre
application.

Cependant nos résultats ont également des liens naturels avec la
combinatoire des permutations. On peut en donner une démonstration
dans ce cadre, au moins pour la premiére de nos formulations.

La notion de “spécialisation” d’une fonction symétrique est étroitement
associée a celle de “modification” de cette fonction. Si ¢ et ¢ sont deux
indéterminées, et f(X) une fonction symétrique évaluée sur I'alphabet X,
on peut ainsi définir les fonctions symétriques “modifiées” fTX(1 —1)].
JTX/[(1—¢)] ou fTX(1 —1)/(1—¢q)].

Lorsque f'est la fonction symétrique compléte 4,,, la fonction symétrique
modifiee A,[ X(1 —1)/(1 —¢)] (resp. h,[X(1—1¢)]) est le polyndme de
Macdonald P,)(q¢, t) (resp. le polyndme de Hall-Littlewood P,)(t)) associé
a la partition-ligne (n) [9].

Nos résultats permettent d’obtenir quatre nouveaux développements
pour P(g.t). Nous explicitons ce développement sur les fonctions com-
plétes et élémentaires classiques, d’'une part. Et sur les fonctions complétes
et élémentaires modifiées, d’autre part.

Donnons maintenant le plan de cet article. Les sections 2 et 3 présentent
nos notations et les éléments de théorie des i-anneaux dont nous aurons
besoin. Ces sections sont presque intégralement reprises de [ 6]. Les sections
4 a 6 démontrent les deux formulations de notre résultat principal. La sec-
tion 7 compare ces deux formulations, en déduit une identité algébrique
multivariée, et indique rapidement ses rapports avec la combinatoire des
permutations. La section 8 montre que la spécialisation d’une fonction
symétrique monomiale sur I'alphabet (1 —¢)/(1 —¢) est essentiellement un
polyndme en ¢ et ¢ a coefficients entiers positifs. Les sections 9 et 10
introduisent les polyndmes de Macdonald et donnent les nouveaux
développements annoncés.

L’auteur remercie Alain Lascoux pour son aide amicale.

2. NOTATIONS

Une partition / est une suite décroissante finie d’entiers positifs. On dit
que le nombre n d’entiers non nuls est la Jongueur de Z. On note
A=(41ywm Ay) et n=1(/). On dit que |i] =3"7_, 4, est le poids de /, et pour
tout entier k > 1 que m, (i) =card{: i;=k} est la multiplicité de k dans ..
On appelle part de 4 tout entier & tel que my(4)#0. On pose

=[] &™Pm, (2

k=1
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Soit Sym l'algébre des fonctions symétriques. Nous choisissons les
notations les plus répandues, c’est-a-dire celles de [ 9], et non celles de [ 7],
bien que celles de [ 7] soient plus adaptées aux A-anneaux.

Soit 4={a,, a,,as,..} un ensemble de variables, qui peut étre infini
(nous dirons que A est un alphabet). On introduit les fonctions génératrices

1 PA)= Z a

ac A

E(A)=[] U4ua), HA)=]]

acA acA

| —ua’ 1 —ua

dont le développement définit les fonctions symeétriques élémentaires e, (A),
complétes h,(A) et sommes de puissances p,(A):

E(A4)= ) vre(4), H A)= ) uhi(A),

k=0 k=0

PA) =Y uF"1p.(A).

k21

Lorsque l'alphabet A est infini, chacun de ces trois ensembles de fonctions
forme une base algébrique de Sym[ 4], I'algébre des fonctions symétriques
sur A, c’est-a-dire que chaque ensemble est composé d’éléments algébrique-
ment indépendants.

On peut donc définir I'algébre Sym des fonctions symétriques, sans
référence a I'alphabet 4, comme Palgébre sur Q engendrée par les fonctions
e, hy ou py.

Pour toute partition x4, on définit les fonctions ¢,, 4, ou p, en posant

fu)

Ju= 11 fu=T1 £,

i=1 k=1

ou f; désigne respectivement e;, A; ou p;. Les fonctions e, h,, p, forment
une base linéaire de I'algébre Sym.
On a

en= Y (__1)'1—1(;1)1_’_#,

lul=n “u

h=Y L=

n
-
lul=n =4

Pour toute partition x, on peut définir les fonctions symétriques
monomiales m, et les fonctions de Schur s,,, qui forment également une base
linéaire de l'algébre Sym. La fonction symétrique monomiale m, est la
somme de tous les mondmes distincts ayant pour exposant une permuta-
tion de u.
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Si A4 et B sont deux alphabets, on définit la somme A4 + B et la différence
A — B de ces deux alphabets en posant

H(A+B)=H(A) H/B), E(4+B)=E(AE(B)
Hu(A'_'B)=Hu(A)Hu(B)—lv Eu(A—B)=Eu(A)Eu(B)—l~

3. Z-ANNEAUX

Nous allons utiliser le fait que Panneau des polyndmes posséde une
structure de Z-anneau. Un i-anneau est un anneau commutatif avec unité
muni d’opérateurs qui vérifient certains axiomes. Nous renvoyons le lecteur
a [3] pour la théorie générale, et au chapitre 2 de [ 10] pour son applica-
tion a I'analyse multivariée.

Nous n'utiliserons cette théorie que dans le cadre élémentaire suivant.
Soit 4 ={a,,a,,as, ..} un alphabet quelconque. On considére I'anneau
R[ A] des polyndmes en A4 a coefficients réels. La structure de A-anneau de
R[ 4] consiste a définir une action de Sym sur R[ A4].

3.1. Action de Sym

Les fonctions p, formant un systéme de générateurs algébriques de Sym,
écrivant tout polyndme sous la forme 3. , cU, avec ¢ constante réelle et U
un mondéme en (a,, ¢,, ds, ...), on définit une action de Sym sur R[A],
notée [ -, en posant

pk[Zch!=ZcU".
o U o U

Pour tous polyndmes P, Qe R[ 4] on en déduit immédiatement

relPOY1=p [Pl p[Q), P LPQ)=pJIP]p.LO]

L’action ainsi définie s’étend & tout élément de Sym. Ainsi on a

EM(ZCU-J=H(1+MU)C, Hu[ZcU]= (1 —ul)y~¢,
o e, U e, U

o, U -, U

et aussi

[ P1=(—1)e,[—P]. (2)
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On notera le comportement différent des constantes ¢eR et dcs
mondmes U:

ntd=e  mta=(""7 ara=(;)

pe[Ul=Uf=h U], €[U]=0,i>1, e [U]l=U.

(3)

11 est plus correct de caractériser les “mondmes” U comme él€éments de
rang 1 (ie. U#0,1 tels que ¢, [U]=0 Vk>1), et les “constantes” ceR
comme les éléments invariants par les p, (on dira aussi élément de type
binomial).

Lorsqu’on utilise la théorie des 4-anneaux pour démontrer une identité
algébrique, il est donc toujours nécessaire de préciser le statut de chaque
élément. Dans cet article nous n’utiliserons que des éléments de rang 1.

3.2. Extension aux séries formelles
On remarquera que si 4, d,, ..., ¢ sont des éléments de rang 1, alors
pelay+ay+ - +ay]=d¥+ak+ - +dk
est la valeur de la somme de puissances p,(d;, dj, ... dy).
Pour tout alphabet 4 = {qa,, a,, a3, ...}, on note 4" =Y, 4, la somme de

ses éléments. Lorsque A est formé d’éléments de rang 1, on a ainsi pour
toute fonction symétrique f,

1AM = f(4). (4)

En particulier si ¢ est de rang 1, on a

N-—1 ) 1 — qN
pk(l,q,qz,q3,---,q”“)=pk[ ) q'}=1)k[ ; ]
i=0 —q
Il est donc naturel de vouloir étendre l'action de’ Sym aux fonctions
rationnelles a coefficients réels. Pour cela on pose

YU\ Tl
w(sw) s

avec ¢, d constantes réelles et U, V des mondmes en (a,, 45, ds, ...).

L’action ainsi définie s’étend a tout élément de Sym. L’anneau des fonc-
tions rationnelles (et plus généralement des séries formelles) a coefficients
réels est ainsi muni d’une structure de A-anneau.
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3.3. Formulaire

Les relations fondamentales suivantes sont des conséquences directes des
relations (3). Elles sont par exemple démontrées dans [ 7]. Pour tous P, @

on a d’abord
hJP+0]= 7Y h,_[P1h[Q]
k=0

e[P+Q1= Y en w[Plei[0]
k=0

Soit de maniére équivalente

H([P+Q]=H,[P]H,[Q] E[P+Q]=E[P]E[Q]

HIP-Q]=H[IPIH[Q]1"", EJ[P-QI=EJ[PIE[Q] "

Ces relations généralisent les définitions (1).
Si P est de rang | et Q arbitraire, on a
e [ PQ]=Pe,[Q].
Si P et Q sont de rang 1, PQ est donc de rang 1, et on a
E[PQl=1+uPQ, HJ[PQl=(1-uPQ)”".

Pour tous P, @ on a les formules de Cauchy suivantes

W[PO1= Y - pP1p.L0]

lul=n “u

= ) mJ[P1h[Q]

lul=n

=3 s[P]s[Q1

lul=n
Ou de maniére équivalente,

(— 1 )"—l(ﬂ)

e.[PQ]= Y, “———— plPInl0]

lu|=n H

= ) m,[Ple,[Q]

lel=n
= Z Sy[P] sy’[Q]’
lul=n

ou u' désigne la partition transposée de .

(5)

(7)
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3.4. g-calcul

Pour toute indéterminée ¢ on note

(459), H(l—aq (@ q) =[] (1 —aqg’)

iz0

gu’on considére comme série formelle en « et g¢.
Soient trois éléments a, b, ¢ et un alphabet X={x,x,,.., xy}. On
suppose tous ces eléments de rang 1. Les relations (5) et (6) impliquent

E,,[ aX(J [T E.leg’xt]= ]_[ [T E. [ag’x,]

1 iz0 k=1 iz0

N N
=[1 II (1 +uag'x,)= ] (—uax,; q) -
k=1 i>0

De méme on a

aX iyt ad i
H,) 2 = T] H,Tag'X"1= ] ] HaLag's,]
—41 iz0 k=1 i>0
N 1 i 1

11 11 == 1

k=1 iz0 l—uaqixk re (Haxy; ) o '
On en déduit

- t t N
mimpe - [ ([ P5) - e @

—q l—t[ 1 axk:q)oo

Pour tout entier n >0 on note désormais

a(X: 4, t)=hn[11%; X*]. (10)

On a la série génératrice

H, {l_l XT} =3 gXq,0)=T] 7(”6".;")“’-

1—([ n=0 i=1 (xi’ ‘1)00

Les deux propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de (9)
et de la relation

(a;¢) o = (1 —a)(aq; ¢)
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Cependant nous en donnons une démonstration directe a titre d’exemple.
On va couper l'alphabet (1 —¢)/(1 —g) X' en deux morceaux. Il y a deux
fagons différentes de le faire en écrivant

PROPOSITION 1. On a

1—t Yol—x 1—1
> t/"g,,(X;q,t)=H1{ql_qX*}=<H >H1[—X‘”}.

nz=0

Preuve. En appliquant (5) on a

1— 1—1¢
H1|:¢/1~;X"jl=H1[T‘-{X*+(t—l)XT]

1

_H[(—1) X'] H, [:;(’IX}

=Hl[tX*]H,[X*]_‘Hl[l_tXT]. 1

l1—¢q

PROPOSITION 2. On a

g—t N 1—
Hll:quXT]z H (I_X")HI[T—XT]

Preuve. En appliquant (5) on a

H, [q_—t)('r:l =H, [ix’r__/\/f]

1—¢ 1 —g
11—t "
=H, ﬁ/XT H[X'17%

4. NOTRE RESULTAT PRINCIPAL

Etant donnée une partition x4, on note C, o N Tensemble des vecteurs
entiers distincts obtenus par permutation des parts de g. On dit également
que ce C, est un “dérangement” de u. Pour tout ¢=(cy, ..., ¢y,)) € C,, on
note [¢;] =31 <x<: 2 1a somme partielle d’ordre i.
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Soient «, b, ¢ trois éléments de rang 1. Nous considérons I'alphabet A4 tel
que

~a——b

At = )
l—¢

L’alphabet A est la différence, au sens de (1), des deux alphabets infinis
{a, aq, aq?, ..} et {b, bq, bg?, ...}.

Soit m,, 1a fonction symétrique monomiale associée a la partition u. Nous
explicitons la valeur de m,[A']. En particulier pour a=1 et b=g",
compte-tenu de (4), notre résultat donne la valeur de

1-q¢" -
ml‘l: l_q:l=mu(19{l,'"aq1v 1)-
Et pour «=1 et b=0 celle de

1
" [T_‘q] =m(1,4,4% 4> )

THEOREME 1. Soient a, b, g trois éléments de rang 1. Pour toute partition

pona
a—b] Xy geigleid — pe
m - Gl M (11)
=Y e

Le corollaire suivant était connu: voir [ 1, chapitre 2], et I'exemple 1.2.5
de [9]. Compte-tenu de (9), il s’agit du “théoréme ¢-binomial” classique

[l-—t:‘=(tu;q)w= (t;q)n "
“ 1_({ (u;tl)oc n=0 (q’q)n .

COROLLAIRE. Pour tout entier n on a

[a—b] " oag'~'—b
€, T

1_"/ i=1 l—qi
a—b " oa—bgi!
hnlil—q:'—il;ll 1_‘/, )

Preuve du corolluire. La premiére relation est la transcription du
théoréme pour la partition-colonne ¢ =1" On a alors mp.=¢,. Il n’y a
qu'un seul dérangement de u, avec ¢;=1 et [¢;] =i La seconde relation
s’en déduit par (2), en échangeant ¢ et 5. |}
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On remarquera que le théoréme 1 est vérifié lorsque u est une partition-
ligne (r). On a alors m,, = p,. Il n’y a qu’un seul dérangement de x, avec
¢;=[¢;]=n. Le théoréme 1 redonne dans ce cas la relation

[a—b] _a"—b"
Pl T=) T T=g

ce qui est précisément la définition de l’action de p,,.
On note désormais

i(u) al'iq[’-'i_ﬂ —bCi

Z(a,b;q)= > tel

ceC, i=1 1—¢

Pour toute part k de g, on note u\{k} la partition v, de longueur /(u)—1,
telle que m (v)=m,(u)—1, m;y(v) =m;(p) (j#k).

PROPOSITION 3. Pour toute partition u on a

(1—¢g" Z(a, biq)= Y (dq¥*—b*) Z,\y(a, b; q).  (12)

k, my(u) #0

Preuve. On considére tous les dérangements de u dont la derniere
composante est ¢y, =k. On a alors [¢,,y—1=|p|—k et [¢y,y] =|ul. Par
construction la somme de toutes ces contributions est exactement

(a*q™1 7+ —b¥)
1 _q|/l|

Zniy(a, by g) |

Partant du cas initial 4 =(n) la relation (12) détermine uniquement Z,
par récurrence sur la longueur /(u). Le théoréme 1 sera donc démontré si
'on établit que le membre de gauche de (11) satisfait la méme relation de
récurrence.

Les deux membres de (11) étant clairement homogeénes de degré |u|, il
suffit de démontrer le théoréme dans le cas particulier ¢ =1, ce que nous
supposerons désormais.

5. DEMONSTRATION

Nous sommes ainsi conduits 4 démontrer le théoréme | sous la forme
suivante.
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THEOREME 2. Soient g et t deux éléments de rang 1. Pour toute partition
Hona

(l_qlul)mﬂ{F]z Z (Illll k__ 4k )’”ﬂ\{k} [11__1]

—4q ke, my (p) #0 q

Preuve. Soit X={x,, x,, .., xy} un alphabet de cardinal N dont les
¢éléments sont de rang 1. Compte-tenu de la relation (4), de la définition
(10) et de la formule de Cauchy (7), on a immédiatement

1—
gn()(,tl,t)=/1,,{1 . ] Zm[ q}h()

lul=n

En identifiant les parties homogenes de chaque membre, le théoréme 2
est donc équivalent a la relation suivante

Y (1—¢") gulXi g, 1)

nz0
=< ) hk(X)>< Y 4"gA X g, t)>—< Y t"hk(X)>< Y. g X q, t)>.
k=1 =0 k=1 n>0

Soit encore
Y (1—¢") g X; ¢, 1)

nz0
LA
= <H - 1>< Y 42X g, t)>

-1 1=x; n=0

N
_<il;ll 1 - tx,. B l><"§0gn(X, q, t))

On applique alors la proposition 1. Le membre de gauche peut s’écrire

N1 —x; 1
1— gy | L xt
(-1 =) )

Et le membre de droite s’écrit

(w0 =)~ (0 ) e

D’ou I'assertion. |
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6. SECONDE FORMULATION

Il est remarquable qu’il existe une seconde formulation de notre résultat
principal.

THEOREME 3. Svient a, b, g trois éléments de rang 1. Pour toute partition
Htona

aq— b ) al‘,-q(l(ll)—i) ¢ pCi
(1] 5 e
N q CcE Cﬂ i=1 - q

Notre démonstration du théoréme 3 est exactement paralléle a celle du
théoréme 1. On note

i) aﬂ,-q(/(u)—i)c,-_bc,-

W”(a, b; ‘/) = Z 1Z C][(."]

ceC, i=1

PROPOSITION 4. Pour toute partition i on a

(I—g"Y Wya b;q)= Y (d*=b%) Wo(qa, b; g).

k, my, () #0

Preuve. On considére tous les dérangements de u dont la derniére
composante est ¢y,,=k. On a alors [cy,,]=|u|. Par construction la
somme de toutes ces contributions est exactement

(a* —b¥)
Wﬂ\{k}(([ll. b; t[) —1——61“4— . l

Partant du cas initial évident u = (n), la proposition 4 détermine unique-
ment W, par récurrence sur la longueur /(u). Le théoréme 3 sera donc
démontré si I'on établit que m,[(a—b)/(1 —¢)] satisfait la méme relation
de récurrence. Par homogénéité il suffit de le démontrer dans le cas
particulier ¢ =1, ce que nous supposerons désormais.

Nous pouvons donc démontrer le théoréme 3 sous la forme suivante.

THEOREME 4. Soient ¢ et t deux éléments de rang 1. Pour toute partition
Hona

(1—¢")ym il = (1 —1%) mp g u
I3 1 u\{k}

9] km =0 —9q
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Preuve. Soit X={x|, X,, .., X5} un alphabet de cardinal N dont les
éléments sont de rang 1. Compte-tenu de (4) la formule de Cauchy (7)
s’écrit

3] it

On va choisir u=1 et u=g.
En identifiant les parties homogénes de chaque membre, le théoréme 4
est équivalent a la relation suivante

Y (1—g™)h, [———X"]

nz0
=<Z he(X)= Y t"hk(X)><Z h,,["—_’ X*D.
k=1 k=1 n=0 1—g¢

Soit encore

Y (1—¢") g X:q, 1)

nz=0

(I =D =wg =)

Par la proposition | le membre de gauche peut s’écrire

(M=) =]

Et par la proposition 2 le membre de droite peut s’écrire

<ﬁ ﬁ 1_ﬁ>ﬁ(l—x,-)Hl{ElXT}

i T=x; 1

D’out I'assertion. |

7. UNE IDENTITE REMARQUABLE

La comparaison des théorémes 1 et 3 produit I'identité remarquable
suivante.
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THEOREME 5. Pour toute partition y on

) ‘l“'iq[ci-- 1 pe Hp) a"iq(l(l‘)—i) i~ pCi
1 — q[c,'] 1 _ q[c,']

)

ceC, i=1 ceC, i=1

Un cas particulier intéressant est obtenu en faisant a=¢ et b= 1.

PROPOSITION 5. Pour toute partition i on u

) _q(l(#)—i+1)ci 1(,[!)!

)3

ceC, i=1 I — gl _nimi(ﬂ)! '

Ce résultat est une g-généralisation de la propriété classique suivante
[8, p. 85], qu’on retrouve lorsque ¢ tend vers 1.

PROPOSITION 6. Pour toute partition u on a

I(p) 1 1

2
ceCﬂ i

Soient X={x,x,, .., x,} et Y={y,, ¥, ., y,} deux alphabets de
cardinal n. On note S, le groupe des permutations de n lettres. Le groupe
S, opére sur les fonctions rationnelles en X et Y par I'action diagonale

.fﬂ(xl 3 ee .,\',,, yl EIE ] yn) =.f.('xa-(1)9 ee xd(n)’ ya(l)’ hdt) ya(n))'
Par homogénéité et parce que les indéterminées x, = ¢*, y, = (bg/a)* sont

indépendantes, I'égalité du théoréme 5 est en fait équivalente a Pidentité
multivariée suivante, qui est une propriété des fonctions rationnelles.

THEOREME 6. On a

VI=X1Ya—X1Xp Y3 — X1 XoX3  Yu— X1 Xp - X, \7

ceS, l—x; T—x;x; 1—x;x5x3 I —xyx5 -0,
n n—1 -2
=y J1—X1 Va—Xs ya—x3" Y= Xn ’
ses, V=X T—xixp T—xxpx;  1—xxp0-x, )

Le caractére remarquable de cette identité est déja apparent sur le cas
particulier Y=(1,1, ..., 1).
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PROPOSITION 7.  Pour tout alphabet X ={x,, x,, .., x,} on a

l—x"1—x,""" 1 —x,""2 1 —x, G
Y - . =n!
'\’l

”es" l—‘.\‘l 1“.\‘1.\‘2 ]’*y\'l_\:zx} ]—.\‘IX2"' 9

Ce résultat généralise la propriété classique suivante, d’abord établie par
Littlewood [8, p.85] qui Fa démontrée par récurrence, et en a déduit la
proposition 6.

PROPOSITION 8. Pour tout alphabet X = {x, X5, ... X,} on a

1 )”
anS” <xl(.\'l+x2)---(x,+x2+ 4 x,) i N

Preuve.  On considére l'identité de la proposition 7, dans laquelle on
substitue ¢* a x,. Elle devient

l __qnxl l _(I(n— 1) xy I __q(n—Z)x3 l —‘IX" o
3 =

=n!
l _(IXI l_(IX|+X2 l_‘/X|+X2+X3 l_‘IXI+.X2--- n

ageS,
On obtient I’énoncé en prenant la limite ¢ — 1. |

Alain Lascoux a obtenu une preuve directe de cette identité multivariée,
en utilisant les différences divisées. 1l a également souligné que le théoréme
6 peut étre considéré comme I’égalité de deux statistiques sur le groupe des
permutations. Nous présentons rapidement I’essentiel de ses remarques.

Etant donnée une permutation o € S, de n lettres {a,, .., «,}, soit (o)
lensemble de ses cycles. Pour tout cycle y=(y,..y)<={ay...a,}.
notons |yl =X %_, 7;. Alors on sait [ 7, Sect. 1.2.7] que pour toute partition
[ona

<ﬂm,-(/l)!>mﬂ= Y (= Ddmeden T b,

izl g€ Sy, verl(m)

Par exemple on a my, = p, p,— pr ., chacun des termes correspondant aux
deux cycles (k), (/) de {k,l} et au cycle (k,!) de {l.k}. On en déduit
immédiatement

—b _ 7 _ pi!
<Hm,-(,u)!>mﬂ[‘ll_ ]: Y (=1 —edson 7 “I—

—_ g
izl (/ o‘eS,“” velo) q

Par homogénéité et parce que les indéterminées x; = ¢, y; = (bg/a Y sont
indépendantes, les théorémes 1 et 3 impliquent immédiatement les deux
résultats suivants.
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THEOREME 7. Soient X={x, x5, ., x,} et Y={y,, ya, .., y,} deux
alphabets de cardinal n. On a

v — X1 X — g — XX - o
yl - 1y2 '\1- 2)’3 xl-\2-¥3 y" .,\1/2"',,\"
Z

ces, T—x; T—xx, 1—xx,x; I —x;xy -0 x,

—V71y72 .. 'ka — xyl x?z . xyk

1— Xy Xyt Xy,

=2 I

GeS, yel(o)
P=AP]+ s )

THEOREME 8. Soient X ={x;, X3, .. X,} €t Y={p|, Vs, e, Yo} deux
alphabets de cardinal n. On a

- R n—1 n—2 o
Z <}’1_-\1 Ya— X Y3 —X3 L YaTXn >
aeSs, I—x; l=xixy I—xpxox;  1—x1x5-0%,
Yodn Vo = Xn¥n " Xy

e X

=2 I
cEeS, yelNo)

; 1 — X, x
7=(71s o 7t)

7’ %

Tandis que le théoréme 6 concerne la symétrisation de deux fonctions
rationnelles, les théorémes 7 et 8 font intervenir la structure des cycles
d’une permutation, ce qui est une information non immédiate sur cette
permutation.

Il serait intéressant de démontrer et d’interpréter ces résultats de manicre
combinatoire.

Une preuve directe du théoréme 7 peut étre obtenue par récurrence sur
Pentier n. Les deux membres de cette identité sont linéaires en y,. 11 suffit
donc de la démontrer, par exemple, pour y,=1 et y,=x,. Cette vérifica-
tion par récurrence est facile, et laissée au lecteur.

Cependant cette démonstration par récurrence ne semble pas possible
pour le théoréme 8. Nous ne connaissons pas de preuve directe de ce
théoréme.

Exemple. Le cas n=1 est trivial. Dans le cas n=2, les deux identités
des théorémes 7 et 8 s’écrivent

=Xy Vo= X1Xy Vo= Xy Y1 — X1 X
b—x; T—xpx,  1—x, 1—x;x,

2 2
N Xy Yam Xy YT Xy VX
l—x; 1—xx, l—x, I—xx,

X1 Vo Xy YV N X
l—x;, 1—x, 1—x;x,
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8. COEFFICIENTS ENTIERS POSITIFS

Nous allons voir que dans I'énoncé du théoréme 3,

1 —t . i) q(l(ll)—'i)",'__ tc,'
m,)| ——| = —
“l1—gq 1 —gted

ceC, i=1

le membre de droite met en évidence un polynéme en ¢ et ¢ & coefficients
entiers positifs.

THEOREME 9. Pour toute partition u on a
[ #{pe)! M) gi=1 ¢ G g, t
” _ i) <H g ) __Gle.
1—q) TLimiu) I—¢" /=G, (¢, 1/9)

oit G,(qs t) est un polynéme en q et t, et q""”’(".’Gﬂ(q, 1/q) un polyndéme en
4. Les coefficients de G,(q, t) sont entiers positifs.

i=1

Preuve. Considérons le polyndme F,(¢) défini par

l —_— qzk;l k’k
Fap= 1] s
(rg) [
0 Smylu)

C’est évidemment un polynéme en ¢ a coefficients entiers positifs. Posons

Hu) (l(/t) e __ e 1__

Gulg. )=Fq) X H ¢W-I—t 1—¢q [‘v ’

ECtl

Il est clair quon définit ainsi un polynéme en ¢ et ¢ a coefficients entiers
positifs. On a immédiatement

I 1(#)1 (1(/1)—-i+l)c- l—q
¢g“ =BG (q, ) =Flq) Y, T] AT T

ceC;l

On en déduit que ¢'# "“‘)Gﬂ( ¢, 1/g) est un polyndme en ¢. D’autre part on a

W —q Ap) q(l(#)—i)c,-_ i
Gulq, 1)=F,(q) <H o _t> T gl

i=1 ceC” i=1

Mais en appliquant la proposition 5 on a aussi

I(u)!
I, m;(u)!

D’ou I’énoncé. |

i

I(p) —
Fdg)=¢= (1] 224 6 (4. g,
1—¢q/ *

i=1
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Exemple. Dans le cas particulier d’une partition x4 = (n, k), avec deux
parts distinctes n #k, on a

l=g" =g 1—¢4"**

F =
l—gq 1—¢g 1—¢

n,k(q)

Le polynéme G, .(¢. t) est donné par

e L B L P ) Y L
g—t 1l—t 1l—q qg—t 1—t 1—¢q°

Gn.k(‘[’ t) =

Dans le cas général, il serait intéressant de disposer d’une interprétation
combinatoire de G ,(g. t).

9. POLYNOMES DE MACDONALD

La référence pour les polynémes de Macdonald est le chapitre 6 de [9].
Nous rappelons seulement ici les éléments dont nous aurons besoin, en
mettant P’accent sur une présentation en termes de A-anneaux.

Soient deux éléments ¢, ¢ et un alphabet X = {x,, x,, .., Xy}. On suppose
tous ces éléments de rang 1. Pour tout 1 <i< N, on pose

N o opxo— x.
A,-(X;t)=H ML_

j=l .x’-‘—.xj'
J#Ei

On note T, l'opérateur de g-déformation défini par

T f(X 15wy XN) = S(X15 s GXiy s Xy)-

Les polyndmes de Macdonald P,(X;gq,t) sont les vecteurs propres de
I'opérateur aux différences

N
D(X;q,t)=) A(X;n) T,.

i=1

N

D(X;q, 1) Pi(X; 4, 1) = ( > fl)"'tN’i> PiX; g, 1).

i=1
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On peut munir lalgébre des fonctions symétriques a coefficients
rationnels en ¢ et t d’un produit scalaire <, >, , défini par

. l—yg
<P P,‘>q,x=‘);¢45,{l’z {I——IJ .

Les polyndmes de Macdonald P,(X; ¢, t) forment une base orthogonale
pour ce produit scalaire. Si on note Q,(X; ¢, t) la base duale on a

1 —
H, —1_;’” Y*} =Y PyX:q.1) QYiq, 1)
=Z/u[11:;X*] m(Y)

yt
=§n[(l—t)X*]Sa[1_qJ

ol les deux derniéres relations résultent de la formule de Cauchy (7).

On sait [9, relation (4.9), p.323] que le polynbme de Macdonald
P y(X; ¢, t) est proportionnel a g,(X; ¢, 1). Cepeqdant dans [9] ce résultat
n’est pas démontré directement. Il nous parait intéressant d’en présenter
une démonstration directe dans le cadre des A-anneaux.

THEOREME 10. On u

N—-1

t
_ X, q, 1)

D(X;q, 1) g, X ¢, 1) = <q”t”“ +

Preuve. Nous donnons une preuve élémentaire, mais il s’agit d’un cas

particulier du théoréme 2.1 de [4]. Compte-tenu de la définition (10), il
faut prouver

D(X:q, t)H 1=y =1 Y gl X; 1)+l_'N—1H le
R e ”;O/gn 34, T,

Nol—x, 1—V! 1 -1
(e A g 1|

Pl Lx; 1—1t l—¢

ou la derniére égalité résulte de la proposition 1.
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Mais on voit facilement que

T, h, {———X*] l,,[-l——(XT+(q——l)x)]
q 1—¢

=h, [:T—XT+(t——l)‘(]

En appliquant (5) ceci s’écrit

4, {i X*] H[(1=1) x,]

—H, l—tXT l—x,..
q 1 —tx;

L’assertion est alors une conséquence immeédiate de la proposition
suivante. }

PROPOSITION 9. On u

yooox, N1 Nl —x;
Z . A,-(Xﬂt)—'l-t—<]—l_[ _>.

iy 1—1x;

Preuve. Le principe est celui donné dans 'exemple 6.3.2 (a) de [9]. II
suffit de choisir u=0 et u=1/t dans l'identité de decomposmon en
éléments simples suivante

X, A(X; 1)

U—X;

A T

N tu N
1 —— Dy =
i=1 i=

X; 1

Cette relation est obtenue par une interpolation de Lagrange. Définissons

le résultant de deux alphabets 4 et B par

R(4,B)= T[] (a—b).

acAd,beB
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On rappelle [5] que si f(a) est un polyndme ayant «” comme terme de
plus haut degré, on a

ac A4

pour tout alphabet 4 de cardinal N+ 1. La relation précédente n’est autre
que cette identité écrite pour 4 = X+ u et f(a) = R(a, X/t), C’est-a-dire

’z": — X/t ﬁ xi__Xj/t"'lI_vI u—x,./t_l
= —u Ly Xi—Xp o U—X
ji

10. DEVELOPPEMENTS

Les théorémes I et 3 permettent d’écrire plusieurs développements
explicites pour le polynéme de Macdonald g,(X; ¢, t). A chaque fois, il
s’agit d’une application élémentaire de la relation (4), de la définition (10)
et des formules de Cauchy (7-8).

10.1. Bases classiques

Nous retrouvons d’abord deux résultats connus. Le premier est ’'exemple
6.8.8(a) de [9]. On a

1 1—1t¢
gn(X’ q, )= Z pr[T__q:l pu[XT]

lul=n “#

) | — g

.1
=X o H—mn

lul=n “# i=1

Le second est I'exemple 6.2.1 de [9]. On a

g Xig, )= h {

] m,[X1]
lul=n

(8 )
= —Qimn

X)
luf=n i=1 (¢; (I)ﬂ.-

ul

ou la derniére égalité résulte du corollaire du théoréme 1.
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Les relations suivantes sont nouvelles. On a

gdXiq t) =3 m, { ] h[X']

lul=n

:1{] e [ X1].

SRAE

lul=n
Ce qui s*écrit

gl Xig. t)= 3 Z,1.1:q) h(X)

lul=n

=(=1)" ¥ Zt1;q) e, (X) (13)

lul=n

10.2. Bases “modifiées”

Dans [9, p. 224] Macdonald introduit les fonctions de Schur “modifiées
S, (X;t)=s,[(1—1) X']. De maniére analogue, pour toute partition x# on
pose

E(X;n)=e,[(1—1) X1], H(X;ty=h,[(1—1) X1].

Les fonctions E,(X; t) et H,(X; t) sont explicitement connues.

ProposITION 10. Pour tout entier n=1 on a

N
E(X:)=(—=0)"g(X:0,1/)=(—1)" "Nt —1) 2 (X ) x
N
H,(X;1)=g,(X;0,1)=1"" Z (X 1/t) X7,

Les premiéres égalités sont évidentes. Les secondes résultent de

Preuve.
) de [9], qui se démontre comme la proposition 9. ||

I'excmple 6.3.2 (a)

On sait ([9], p. 210, 324, et 329) que le polyndme de Macdonald
g X;0,t)=h,{(1 —1) X'] est égal au polyndme de Hall-Littlewood noté

¢, (X:t). On a donc

E X )=(—0¥ g X:1/t),  H(X;t)=q,(X;1)
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En appliquant les formules de Cauchy (7-8), nous obtenons le dévelop-
pement explicite de g,(X; ¢, t) sur ces bases

1
g Xiq, )= ) m, [ q]H(X 1)

lul=n

=(=1)" Zm[ l]E,,(X;t).

lug|=n
Compte-tenu du théoréme 1, en posant

U(u) 1

=2 Il g

ceC;l’\

ceci s’écrit

A X q. ) =(1/g)" Y a,(l/q) H(X;?)

lul=n

=(—=1" Y alq)E(X;1) (14)

lul =n

En particulier pour ¢ =t nous obtenons

h(X)=(1/)" > a,(1/t) H,(X; 1)
lul=n
=(=1" Y a t)E(X:1).

lul=n

10.3. Polynémes de Hall-Littlewood

Nous pouvons écrire le développement des polyndmes de Hall-Littlewood
E(X;t) ou H,(X;t) sur les bases classiques. En effet pour ¢=0 les
formules de Cauchy de la section 10.1 deviennent

(=1)"- Ip) Ku)
E(X;t)= Yy ———— [ (1=t) pX)

lel =n “u i=1

—1)* Y b1 h(X)

lul=n

=" Y b,(l/t)e X

lul=n

Z (=)~ l(/l) t)/(ll)”,’”(X)’

lul=n
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avee

bﬂ(,\')z(_])’(l‘) Z (1 —x9)

ce C'”

I(p)— 1)
— (=1 ZE S )1 = ),
it B 3

De méme on a

1 p)
H(X;n= Y — [1(0—t)plX)

lgl=n “# i=1

=" Y b,1/t) h(X)

lul=n

=(=D" Y bylt) e X)

lul=n

= Y (1= m,(X).

lul=n

10.4. Fonctions élémentaires

Soit / une partition arbitraire. On peut poser le probléme d’obtenir le
développement du polyndme de Macdonald P;(X; ¢, t) sur la base des
fonctions complétes modifiées A,[ XT(1—¢)/(1 —¢)]. Ce probléme a été
résolu dans [ 2] pour une partition / de longueur 2. Nos résultats donnent
également la réponse pour une partition-colonne 4A=1"

Considérons I'endomorphisme w, ,: f— w, () défini sur toute fonction
symétrique homogéne par

W, (FNX) = (— 1)) 5 [‘-{:—; XT] .

Compte-tenu de (2) on a immédiatement
W, (8L X g, D)) =e (X)), o, (e(X))=guX; g, 1)
Et de méme

wy, (EJX; 1))=H /X, q), w, (H(X; 1) =E,(X;q).
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On sait [9, p. 323] qu'on a Pix(X; ¢, 1) =¢,(X). En appliquant v, , aux
relations (13), on a

1—1¢
e(X)= % Z#(l,q;t)e”[l—X*}
el =n -4

—(=1y ¥ ZJqJ;nh#[lféx”}

laf=n 1

Pour ¢ = ¢ la premiére relation est triviale, ce qui est évident sur 'expression
de W,(1, 4; 9)=Z,(1, ¢; q). La seconde relation redonne immédiatement la
formule classique suivante ([9], exemple 1.2.20, p. 33)

_ ()
(X )= — i =28 g (x),
el X) MZ="( I e g %)

Pour ¢ =0, en appliquant w,,, aux relations (14), nous obtenons

e X)= (/0" Y a,l/t) ELX;1)

|l =n

=(=1)" ) aJft) H(X;1).

lul=n

Ces relations sont nouvelles. La seconde donne la forme explicite d’un
résultat classique [9, (2.15°), p. 213], qui décompose le polynéme de
Hall-Littlewood Pi«(X;t)=e,(X) sur la base des fonctions ¢,(X; 7).
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