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Résumé. On étudie le probléme suivant, fréquemment rencontré en théorie des langages: soient

n langages L,,..., L, reconnus par les monoides M, ..., M, respectivement. Etant donné une
opération ¢, on cherche a construire un monoide M, fonction de M,, ..., M,, qui reconnaisse le
langage (L,,..., L,)o. Nous montrons que la plupart des constructions proposées dans la

littérature pour ce type de probiéme sont en fait des cas particuliers d’une méthode générale que
nous exposons ici. Cette méthode s’applique également a certains problémes moins classiques
relatifs par exemple a la réduction du groupe libre ou aux opérations de contrble sur les
TOL-systémes.

Abstract. We study the following classical problem of formal language theory: let L,,..., L, be
n languages recognized by the monoids M,, ..., M, respectively. Given an operation ¢, we want
to build a monoid M, function of M, ..., M,, which recognizes the language (L,,..., L,)p. We
show that most of the constructions given in the literature for this kind of problem are particular
cases of a general method. This method can also be applied to some less classical problems related
for example to the Dyck-reduction of the free-group or to control operations on TOL-systems.

Introduction

Nous considérons ici le probléme suivant: soient un, deux ou n langages L,,
L,,..., L, sur un alphabet A et ¢ une opération qui a ces un, deux, ou n langages
fait correspondre un autre langage K =(L,, L,,..., L,)¢; soit maintenant, pour
chaque 1 <i=<n, un monoide M, reconnaissant le langage L;; comment construire
une opération ¥ qui a ces un, deux ou n monoides fait correspondre un monoide
N=(M, M,,..., M,)¢¥ qui reconnait le langage K?

- Ce probléme est fréquemment rencontré, et traité, dans la littérature sur les
langages rationnels. Par exemple, un méme monoide M reconnait un langage L et
son image par un homomorphisme inverse, le produit direct M, X M, des monoides
reconnaissant les langages L, et L, reconnait le langage L, n L,, le produit dit ‘de
Schiitzenberger’ M; O M, de ces deux mémes monoides reconnait le langage L,L,,
produit de L, et L,, etc.
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De telles constructions sont en général une premiére étape pour déterminer les
propriétés communes a3 M, M,,... M, et a (M,, M,,..., M, )y, ou, autrement
dit, pour étudier les invariants syntaxiques de ’opération e¢.

Il est possible de donner une présentation unifiée de toutes ces constructions.
L’idée-clef de cette présentation est de considérer ’opération ¢ comme l'inverse
d’une transduction. Si cette transduction admet une représentation matricielle, une
simple remarque, hissée ici au rang de proposition, donne alors une réponse au
probléme initial. Le procédé n’est pas universel: toutes les opérations ne peuvent
pas s’exprimer comme l'inverse d’une transduction qui admet une représentation
matricielle: il en est ainsi par exemple de la complémentation et de 'opération
‘étoile’. Cependant, I’étendue du champ d’application de cette méthode est remar-
quable, insoupgonnée par les auteurs méme de cet article qui ne devait €tre au
départ qu’une courte note. Nous nous proposons d’illustrer cette méthode avec
toute une série d’exemples, classiques et moins classiques, d’opérations sur les
langages. Nous passons en revue les substitutions inverses, ’intersection et I’'union,
le quotient, le produit, le mélange, de méme que, et cela est moins attendu, 'opération
de plus long facteur gauche commun, la réduction du groupe libre, et une opération
de controle sur les TOL-systémes. Nous donnons ainsi une construction unique qui,
pour chaque opération, fournit une preuve directe de résultats, en général déja
connus pour les langages rationnels.

A la liste d’opérations ci-dessus, il faut ajouter les opérations rationnelles qui, a
I’évidence—ou plutdt, grace au théoréme de Kleene-Schiitzenberger—sont justici-
ables de la méme méthode. Nous étudions en détail le cas des fonctions rationnelles
inverses et celui des morphismes, dans le but de donner pour ces opérations la
‘meilleure’ réponse possible au probléme, c’est-a-dire la construction qui donne un
monoide aussi petit que possible.

Pour terminer cet article, nous évoquerons, avec deux exemples et une définition
formelle, une extension possible de la méthode a des opérations ¢ dont I'inverse
n’a pas, au sens usuel donné a ce terme, une représentation matricielle mais peut
étre définie par une combinaison ‘non linéaire’, et éventuellement infinie, des
coefficients d’une représentation matricielle. Une étude plus compléte de cette famille
d’opérations est reportée a un article a venir.

1. Terminologie et notations

Nous suivons, pour I’essentiel, la terminologie et les notations de Berstel [3] et
d’Eilenberg [7].

Soit A un ensemble fini, appelé alphabet; on note A* le monoide libre engendré
par A, 1 4+ (parfois simplifié en 1) le mot vide élément neutre de A*, et A*= A*\(1.

La longueur d’un mot f de A* est notée |f].

Si M est un monoide, on note 1 son élément neutre. On note (M) I’ensemble
des parties de M. La multiplication de M s’étend en une multiplication sur #(M)
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par
XY ={xy|xe X, ye Y}

Muni de 'union (comme addition) et de cette multiplication (M) est un semi-
anneau. L’ensemble vide, élément neutre de I’addition, sera noté (.

Si P est une partie de M on note P* le monoide engendré par P.

L’ensemble des parties rationnelles de M, noté Rat M, est le plus petit ensemble
de parties de M contenant les parties finies, et fermé par union, produit et étoile.
On note Fin M I’ensemble des parties finies de M.

On note N et B respectivement le semi-anneau des entiers positifs ou nuls et le
semi-anneau de Boole.

On dit qu’une partie P d’un monoide M est reconnue par un morphisme n: M —+ N
si P= Pyn~', c’est-a-dire s’il existe une partie Q du monoide N telle que P=Qn~".
Par extension on dit aussi dans ce cas que le monoide N reconnait P. Une partie
P d’un monoide est dite reconnaissable si elle est reconnue par un monoide fini.
Et le théoreme de Kleene énonce que les parties reconnaissables d’'un monoide libre
finiment engendré coincident avec les parties rationnelles de ce monoide.

Soient M et N deux monoides. On appelle transduction de M dans N, et on note
7:M — N, toute application de M dans ?(N). En particulier, une fonction de M
dans N définit une transduction. Le graphe 7 d’une transduction 7: M — N est le
sous-ensemble de M X N défini par

#={(m, n)|nemr}.

Si 7: M— N est une transduction, la transduction inverse 7' : N— M est définie
par

nt~'={m|(m, n)e7}.

Une transduction 7: M — N s’étend additivement en une application, notée encore
1, de (M) dans P(N):

Pr=J mr
meP

Une transduction de M dans N est dite rationnelle si son graphe est une partie
rationnelle du monoide M X N. En particulier, I'inverse d’une transduction ration-
nelle est rationnelle.

Si K est un semi-anneau, ce sera B, N ou (M), on note suivant ’'usage K"™"
le semi-anneau des matrices carrées de dimension n a coefficients dans K.

On dit qu’une transduction 7: A*— M admet une représentation matricielle s’il
existe un entier positif n, un morphisme u : A*— P(M)"™", une matrice-ligne A de
P(M)'*", et une matrice-colonne v de P(M)"™! tels que, pour tout f dans A*,

Jr=A.fu.v.

On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme (Kleene-Schiitzenberger). Une transduction v: A*— M est rationelle si, et
seulement si, elle admet une représentation matricielle a coefficients dans Rat M.

2. Une remarque élémentaire

Tout morphisme de monoides n: M —N se prolonge en un morphisme de
semi-anneau de (M) dans ?(N) puis en un morphisme du monoide des matrices
(de dimension n) a coefficients dans ?(M) dans celui des matrices (de méme
dimension) a coefficients dans ?(N), que nous noterons encore 7. On peut alors
énoncer la proposition suivante.

Proposition 2.1. Soit 7:A*—M une transduction admettant une représentation
matricielle (A, u, v), et soit P une partie de M, reconnue par un morphisme n: M —> N.
Alors le langage Pr™' est reconnu par le monoide (de matrices) A* un.
Preuve. Soient Q = Pn et R le sous-ensemble de A*un défini par
R={s|An.s.vnn Q #0}.
On vérifie sans peine la suite d’égalités:
R(un)™'={fe€ A*|fun e R} ={fe A*|An.fun.vn o Q # 0}
={feA*|frmn Q= 0}={fec A*|frnQn~' %0}
={fe A*|frnP#@}=Pr " O

Il s’ensuit immédiatement de cette proposition une propriété des transductions
qui admettent une représentation matricielle, qu’elles soient rationnelles ou non.

Corollaire 2.2. Soit 7:A*—>M une transduction admettant une représentation
matricielle. L’image inverse d’une partie reconnaissable de M par 7 est un langage
reconnaissable—donc rationnel—de A*.

Preuve. Soit P une partie de M reconnue par un morphisme n de M dans un

monoide fini N. D’aprés la Proposition 2.1, Pr~' est reconnu par A*un, monoide
de matrices a coefficients dans 2(N) donc monoide fini également. [J

3. Opérations sur les langagés

Soient A,, A,,..., A, n alphabets non nécessairement disjoints et L,, L,,..., L,
n langages de A}, A%, ..., A¥respectivement;soit, pour chaqueentieri=1,2,...,n,
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n;: A¥— M, un morphisme reconnaissant L, Le morphisme 7:[[_, A;i—Il,_, M,
produit des morphismes 7, reconnait le sous-ensemble L; X L, X- - - X L, de[];_, A.

Soit ¢ une opération sur les n langages L;; le calcul d’'un monoide reconnaissant
L=(L,,L,,...,L,)¢ résulte de la Proposition 2.1 dans le cas ou il existe une
transduction 7 d’un monoide libre A* dans [];_, AF telle que:

(i) = admet une représentation matricielle (A, u, v),

(ii) pour tout n-uplet de langages L,, L,,...,L, on a (L,,L,,...,L,)¢p=
(L, xL,x---xL,)r ™"

En effet, la Proposition 2.1 montre que dans ce cas le langage L est reconnu par
A*un.

De fait, nous allons voir que la plupart des opérations classiques sur les langages
entrent dans cette catégorie.

3.1. Morphisme inverse et substitution inverse

Si ’opération ¢ est un morphisme inverse §~', avec 6: B¥*— A*, on prend 7= 6
dont la représentation matricielle est (1 4+, 6, 1 4«). On retrouve ainsi une proposition
classique dans I’étude des monoides syntaxiques (cf. [7, Vol. B Proposition VII.1.3]
par exemple).

Proposition 3.1. Soit L un langage reconnu par un monoide M ; I’image de L par un
morphisme inverse est reconnue également par M.

Par définition une transduction o de B* dans A* est une substitution si c’est un
morphisme de B* dans P(A*); elle admet la représentation matricielle (1 4+, 7, 1 4+)
(de dimension 1). La Proposition 2.1 s’applique donc a I'inverse de la substitution
o (i.e., 1a transduction inverse o' et non pas le morphisme inverse de ?(A*) dans
B*) et on obtient le résultat suivant, établi par Reutenauer [21] pour les langages
rationnels.

Proposition 3.2. Soit L un langage reconnu par M, I’'image de L par une substitution
inverse est reconnue par P(M).

Une substitution n’est pas nécessairement une transduction rationnelle mais on
a, conséquence immédiate de la Proposition 3.2, ou spécialisation du Corollaire 2.2,
le corollaire suivant.

Corollaire 3.3 ([21]). L’image par une substitution inverse d’un langage rationnel est
un langage rationnel.
3.2. Intersection et union

Un autre résultat élémentaire et classique de I’étude des monoides syntaxiques
concerne l’'intersection et 'union des langages (cf. [7, Vol. B, Proposition VII.1.3]).
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Proposition 3.4. Soient L, et L, deux langages de A*, reconnus respectivement par
M, et M,. Alors M, X M, reconnait L,nL, et L,u L,.

Soit 7: A*— A* X A* la transduction définie par fr=(f, f) pour tout f dans A*.
Elle admet la représentation matricielle (A, i, ) de dimension 1 oU A = v = (1 4+, 1 4%)
et au =(a, a) pour tout a dans A.

On vérifie immédiatement que

Ll M L2 = (Ll X Lz)T_l

et donc L, n L, est reconnu par A*un ={(fn,, fn.)|f € A*}, sous-monoide de M, x
M,

L’union est obtenue a I’aide d’une autre transduction 7: A*— A* x A* définie par
fr=(fxXA*)u (A* Xf) pour tout f dans A*.

On vérifie d’une part que

L1 (W) Lz = (Ll XLz)T_l
et d’autre part que 7 admet la représentation matricielle de dimension 2, (A, u, v),

avec A=((1,1),(1, 1)), v=A"et

B (a x A* 0 dans A
ap = 0 A*xg) POV tout a dans A.

Le langage L, u L, est donc reconnu par le monoide de matrices

A*#nz{(f"thz 0 )
0 M, X fn,

e}
isomorphe au méme sous-monoide de M, X M, que précédemment.

3.3. Quotient

Soient L et P deux langages de A*; par définition (cf., par exemple, [7, Vol. A,
p. 35]), le quotient (a gauche) de L par P, noté P~'L, est I’ensemble

P'L={fe A*|Pfn L=}

Une partie P de A étant fixée, on voit que P~'L=Lr"' ol la transduction 7 est la
multiplication (a gauche) par P. La représentation matricielle de 7 est (P, ¢, 1 4+),
ou ¢ désigne I'identité sur A*. La encore on obtient un résultat qui appartient au
folklore (cf. [3, Exercise 1.3.6]).

Proposition 3.5. Soit L un langage de A* reconnu par un monoide M ; alors, pour
toute partie P de A*, P™'L est reconnu par M.

Et on retrouve, quand L est un langage rationnel, un résultat ancien, dii cette
fois a S. Ginsburg et E. Spanier.



Representation matricielle des transductions 277

Corollaire 3.6 ([8]). Le quotient a gauche d’un langage rationnel par une partie
quelconque est encore un langage rationnel.

On a bien entendu des résultats identiques pour le quotient a droite, défini
symétriquement.

3.4. Produit

Dans ce paragraphe nous allons retrouver avec notre méthode la construction,
due a Schiitzenberger [25] (dans le cas n = 2) et a Straubing [28] (dans le cas général),
d’un monoide reconnaissant le produit L,L, ... L, de n langages a partir des
monoides reconnaissant chacun des facteurs.

Soit n un entier fixé, supérieur ou égal a 2, et soit 7: A*—>A* X A*x- - - X A* la
transduction définie par

VieA* fr={(fi,fo....f)|VificA*etfifo... fu=f}
De cette définition il suit immédiatement que
L\L,...L,=(L,xLyx---xL,)7""

puis on vérifie facilement (pour étre formel, par induction sur la longueur du mot
f, puis par induction sur I’entier n) que 7 admet la représentation matricelle (A, u, v)
suivante, de dimension n:

/\=((1a 1,'-°a1)a030a"'30)9
r=(0,0,...,0,(1,1,...,1))"

Pour chaque a dans A, et chaque entier k=1,2,..., n on note a, I’élément de
A* X A* X - - X A* dont toutes les coordonnées valent 1 sauf la kiéme qui est égale
a a. Pour chaque a dans A la matrice au est alors définie par

(ap);;j={a|isk<j}.
Par exemple, pour n=3, on a

(a,1,1) {(a,1,1),(1,a 1)} {(a,1,1),(1,a1),(1,1,a)}

a"L= 0 (1, a’ 1) {(1’ a, 1),(13 1$a)}
0 0 (1,1, a)
On vérifie que pour tout mot ¥ de A* on a
0 sii>j,
Uy, Uy, ..., U ) EA*XA* X - - X A*
(u,U«)i,j= {( l— 2 B )_ ~ - ~ l B
ul—"'—u,-_,——uj+1——"'—u,,—letu,-u,-.,.l...uj—u}
sii<<j.

Cette construction montre en particulier que la transduction 7 est rationnelle.
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D’aprés la Proposition 2.1, le langage L,L, ... L, est reconnu par A*un, qui est
un sous-monoide du monoide des matrices carrées de dimension n dont les
coefficients sont des parties finies de [];_, M;. On peut étre plus précis: A*un est
un sous-monoide du monoide des matrices carrées P de dimension n dont les
coefficients P; sont des parties finies de [[;_, M; telles que

(1) si i<jetsi(pi,Pa...,Pn) € Py alors py =1y, pour k<iou k>j;

(i) P;={(1,...,1,my1,..., 1)} pour un certain m; dans M,;

(iii) si i>j, alors P;=0.

Ce dernier monoide est appelé ‘produit de Schiitzenberger’ des monoides M,,
M,, ...,M, etnoté O, (M, M,,..., M,). Cest la définition donnée par Straubing
[28], qui s’identifie aisément a la définition classique dans le cas n =2 (cf. [7, Vol.
B, p. 250]). Remarquons que P'opérateur & n’est pas ‘associatif’: par exemple,
Os3(M,, M,, M;) n’est pas, en général, égal a O,(M, O,(M,, M;)) ou a
O(Or(M,, M,), M;).

On peut maintenant énoncer la proposition suivante.

Proposition 3.7 ([7,28]). SiL,,L,,..., L,sontdes langages de A* reconnus respective-
ment par des monoides M,, M,, ..., M, alors le langage L,L, - - - L, est reconnu par
<>n(Mla M2a cees Mn)

Les développements récents de la théorie des variétés des langages rationnels (cf.
[27, 19]) ont conduit & considérer plutot que le produit L,L,- - L, le produit
LiaL,a, -+ L, ,a,_;L, ot les a; sont des lettres de I’alphabet A. Une construction
analogue a la précédente permet alors d’établir la proposition suivante.

Proposition 3.8 ([28]). Soient L,, L,, ..., L, des langages de A* reconnus respective-
ment par des monoides M, et soient a,, a,, ..., a,_, des lettres de I'alphabet A. Le
langage L\a,L,a, - - - L,_,a,_,L, est reconnu par le monoide O, (M|, M,, ..., M,).

3.5. Mélange, infiltration, nabla

Rappelons que, par définition, le mélange de deux mots f et g de A* (en anglais
‘shuffle product’), noté fog, est la partie de A* définie par

fog={fig18-- [l fo 8 EA* Sifo.. . Ju=Setgi82... 8. =8}

Le mélange s’étend additivement 2 P(A*):

LioL,= U feg

felL,,gel,
et si 7: A*—> A* X A* est la transduction définie par
Vfe A* fr={(g, h)|g, he A*, fegeh},
il est clair que d’une part

LieL,=(L,xLy)7""
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et que d’autre part r admet la représentation matricielle (A, u, ») de dimension 1
avec A =v=(1,1) et, pour tout a dans A,

ap ={(a, 1), (1, a)}

et on retrouve ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.9 ([17]). Si L, et L, sont deux langages de A* reconnus respectivement

par les monoides M, et M,, le langage L, L, est reconnu par Fin(M,xM,), le
monoide des parties finies de M, X M,.

La méme construction, appliquée au cas ou L, = A* (et M,={1}), montre que si
un langage L de A* est reconnu par M, I'idéal de mélange engendré par L, c’est-a-dire
Lo A*, est reconnu par le monoide des parties finies de M contenant 1,,. Cette
construction trouve son intérét quand M est fini [16]. Elle est évidemment trop
grossiére quand M est infini puisqu’elle ne rend pas compte du résultat de Haines
[9], corollaire du théoréme de Higman [10], qui assure que, quel que soit L, Lo A*
est un langage rationnel.

L’infiltration est une opération sur les mots, comparable au mélange. Introduite
en [4] (sous le nom de shuffle d’ailleurs), elle n’a pas, jusqu’a présent, été considérée
pour son effet sur les langages mais pour les propriétés combinatoires remarquables
qui la lient au mélange (cf. également [ 14, Chapitre 6]). Elle s’intégre néanmoins a
notre cadre; pour sa définition, les deux notations suivantes sont commodes.

Pour tout entier positif m, [m] désigne ’ensemble {1,2,..., m}. Soient h=
a,...a, un mot de A* (les a; sont des lettres) et I un sous-ensemble, éventuelle-
ment vide, de [|h|]; on note h; le mot a;a;...a; avec i, <i,<---<i et I=
{i,, i, ..., ix}; par convention, hy= 1. L’infiltration de deux mots f et g, notée f1g
est alors définie par

frg={hlhe A*,ALI<[|h]}, IO I =[h]}, h;=feth, =g}

et s’étend additivement a3 P(A*). La différence avec le mélange est que I’on ne
suppose pas I et J disjoints dans la définition de l'infiltration.
Comme pour le mélange, si 7: A*— A* X A* est la transduction définie par

fr={(g, h)|g, he A*,fegth},
on vérifie aisément d’une part que si L, et L, sont deux langages de A*,

Lt Ly=(Ly X Ly)7™"

et d’autre part que 7 admet la représentation matricielle (A, u, v) de dimension 1
avec A =v=(1, 1) et, pour tout a dans A;

ap ={(a, a), (a, 1), (1, a)}.

On peut alors énoncer la proposition suivante.
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Proposition 3.10. Si L, et L, sont deux langages de A reconnus respectivement par les
monoides M, et M,, le langage L,% L, est reconnu par Fin(M, X M,).

Une autre variante du mélange a été considérée en [1] sous le nom de nabla.
Soient A,, ..., A, n alphabets (non nécessairement disjoints) et f, ..., f, des mots
de A¥,..., A¥ respectivement. On pose

Volft oo f)={a11@15... 81831 Qzp-- Qiy .- Q| k=0,
a;cApourlsisketlsjsng,
eta;,...a;,=fiou
Q1o Go=fr...00 Q... 0, ).

Comme les autres opérations sur les mots le nabla s’étend additivement a P(A*).
On notera que le nabla n’est pas associatif. Ainsi si L,, L, et L; sont des langages,
on a généralement V,(V,(L,, L,), L;) # V,(L,, Vo(L,, L3)).

Soit 7: A* > A¥ X+ - - X A¥ la transduction définie par

fr={(fis.. .. f) e AT - - - XAX|feV,(fi,.... L)}

Si L,,...,L, sont des langages de A¥, ..., A¥ respectivement, on a

V.(Ly,...,L,)=(L;x-++xL,)7"" et r admet la représentation matricielle (A, u, v)
de dimension n’ suivante: pour tout a € A,

— AX
(ap)q jyiny = AT X+ - - X AL x{a} X A%, X - - X AF,
(aw)ijyiioy=AF X+ - X AE  x{1} x A¥, x- - - x A} sii#l,

(am)i jyijh=0 dans les autres cas.

Pour Isjsn A ;=(1,...,1) et A, ;,=0sii#j; v=2A"
Par exemple, pour n=2,

0 {a}xA* 0 0

ap = {1} xA* 0 0 0
0 0 0 A*x{a}|’
0 0 A*x{1} 0

D’aprés la Proposition 2.1 le langage V,(L,,..., L,) est reconnu par A*un qui
est isomorphe a un sous-monoide du monoide des matrices de la forme

N, 0 -+ 0
0 N, --- 0

0 0 N,
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ou les N, sont de la forme

0 0 o m, O --- 0
0 0 0 0 m, 0
0 0 0 m
0 0 0
m; k+1
0 o - m, 0

avec m; ;e M, pour l<j=<n.
Or le monoide des matrices du type N; n’est autre que le produit en couronne,
noté M;°Z/nZ, de M; par Z/nZ. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.11. Soient L,, ..., L, des langages de A¥, ..., A¥ reconnus respective-

ment par les monoides M,, ..., M,. Le langage V (L,,..., L,) est reconnu par le
monoide []_, (M;°Z/nZ).

3.6. Plus long facteur gauche commun

Si u et v sont deux mots de A*, on note u A v leur plus long facteur gauche
commun. L’opération ainsi définie sur les mots s’étend aux langages par

L] A L2={u| A u2|u|€ Ll, U € Lz}.

Soit 7: A*— A* X A* la transduction définie par ur = (u, u)R, ol

R=(1XA*)U(A*x 1)u< U (aA* be*)).

abeA,a#b

On vérifie aisément que
— * —
ur ={(u,, uZ)Iula U € A%, uy A uy=u}
et donc que

(Ll X Lz)T_l = L| A L2.

Par ailleurs 7 admet la représentation matricielle (A, u, ») de dimension 1 ol
up =(u, u) A=(1,1) et v=R. On peut donc énoncer la proposition suivante.

Proposition 3.12. Soient L, et L, deux langages de A*, reconnus respectivement par
M, et M,. Alors M, X M, reconnait L, A L,.

Et on retrouve en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 3.13 ([S]). Si L, et L, sont deux langages rationnels, alors L, A L, est un
langage rationnel.



282 J.-E. Pin, J. Sakarovitch

Soit maintenant L un langage algébrique déterministe; si K est un langage
rationnel, LK ™' est un langage algébrique déterministe [11]. Si J et K sont deux
langages rationnels, on démontre (cf. [24]) que LJ ™'~ LK ™' est aussi un langage
algébrique déterministe et qu’une union finie de telles intersections est encore un
langage algébrique déterministe. Par ailleurs, pour tout langage L on a

LAL=(LxLyr'=U(LJ;'nLK;")
iel
avec
R = U J,' X K,',

iel

et on retrouve ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.14 ([5]). Si L est un langage algébrique déterministe, L A L est un langage
algébrique déterministe.

3.7. Réduction du groupe libre

Soient A un alphabet fini et A une copie de A. On pose A= AU A. Rappelons
([15]) que le groupe libre F(A) sur I’ensemble A est le quotient de A* par la
congruence engendrée par les relations aa =1 et da =1 pour tout ac A. On note
D I’ensemble des mots équivalents a 1. Un mot qui ne contient aucune occurrence
de facteurs de la forme aa ou aa est dit réduit. L’ensemble des mots réduits est le
rationnel

K = A¥\A*VA* ou V={ada|ae A}u{aalac A}.

On démontre que tout mot f de A* est équivalent a un unique mot f8 de K. On
a défini ainsi une application §: A*— A* qui vérifie la propriété suivante: si ud =
X;...X, avec X; € A alors ue Dx,Dx,D. .. x,D.

Nous allons montrer que 8 est représentable. La fonction 7 de A* dans A* définie
par ur={u}n K est une fonction rationnelle qui admet une représentation
matricielle (A, B, v). Soit (A, u, v) la représentation matricielle définie par au =
D(aB) et v= Dvy. La propriété rappelée ci-dessus permet de vérifier que (A, u, v)
est une représentation matricielle de 6.

On a obtenu ainsi une nouvelle preuve du résultat classique.

Proposition 3.15 ([2]). Si R est un rationnel de A*, alors RS est rationnel.

Le cas de la congruence engendrée par le systéme {(ad, 1)|ae A}—ou autres
variantes [23]—se traite de la méme fagon.

3.8. TOL-systéemes

On appelle TOL-systéme un ensemble G=(A, o4, ..., 0,) ol A est un alphabet
et oy, ..., 0, sont des substitutions de A* dans lui-méme. Contrairement a I’usage
nous n’incluons pas le choix d’un élément de A*, appelé axiome, dans la définition.



Representation matricielle des transductions 283

Soit B={l,...,n}. A tout mot u=1,... i, de B*, on associe la substitution
o, =0; ... 0; (la substitution associée au mot vide est I'identité). La proposition
qui suit est une légére extension d’un résultat de Reutenauer [20] dont nous adaptons
également la démonstration.

Proposition 3.16. Soit G un TOL-systéme et K, L deux langages rationnels de A*.
Alors le langage G(K, L) ={ue B*|Ko, n L# )} est rationnel.

Preuve. Soit 7: B*—> A* la transduction définie par ur= Lo,'. La Proposition 3.2
montre que si L est reconnu par un monoide M, alors pour toute substitution
o:A*—A* Lo~ est reconnu par (M). En particulier, puisque L est reconnais-
sable, les langages de la forme Lo ' forment un ensemble fini Q. Cette remarque

permet de construire une représentation matricielle (A, u, v) de 7:u:B*—
P(A*)9"Q est défini par

iupr =R’ siRo;'=R’,

et A et v sont définis respectivement par

AR =

1 siR=1L,
{ . vr=1 pourtout Re Q.

0 sinon,

On a alors, pour tout u € B¥,

Au).v= U (up) r= Lo, =ur

ReQ

Maintenant il vient que
G(K,L)={ueB*|KnLo,'#0}={ue B*| K nur™' # 0} = Kr™".

Par conséquent le résultat cherché découle directement du Corollaire 2.2. [

4. Relations rationnelles

On s’intéresse maintenant au cas oll ¢ est une relation rationnelle de A* dans
B*. L’inverse de ¢ admet alors ipso facto une représentation matricielle puisque
C’est aussi une relation rationnelle. Si L est un langage de A*, reconnu par un
monoide M, le langage Le est reconnu par un sous-monoide de (Rat M)*** ou k
est la dimension de la représentation de 7= ¢~

Dans les paragraphes suivants on décrit quelques cas particuliers ou les propriétés
de ¢ permettent d’étre plus précis pour le calcul de ce sous-monoide qui reconnait
Le. Ce type de probléme a été considéré en [25], mais dans une optique toute
différente, et uniquement pour des langages L rationnels.
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4.1. Fonction rationnelle inverse

Si la relation rationnelle ¢ est telle que wr est une partie finie de A* pour chaque
w dans B*, toute représentation matricielle (A, u, v) de 7=¢ ™', & condition d’étre
normalisée (cf. [3, p. 86]), est telle que les coefficients de chaque matrice wu sont
des parties finies de A* et le langage Lo est reconnu par (Fin M)*™X '

Si ¢ est I'inverse d’une fonction rationnelle on obtient, toujours en normalisant
la représentation matricielle de 7 ([3, Proposition IV.1.1]), que L¢ est reconnu par
M*** On va préciser ce dernier résultat a I’aide d’une propriété des représentations
des fonctions rationnelles et d’'une construction algébrique standard.

Notons d’abord que le monoide des relations sur un ensemble Q est isomorphe
au monoide B?*? des matrices carrées booléennes de dimension card Q. On con-
fondra dans la suite une relation et la matrice booléenne qui lui correspond.

Définition. Un monoide N de relations sur Q est un monoide de relations non ambigu
si pour toute paire r et s d’éléments de N et tout couple (i, k) appartenant au
produit rs il existe un unique élément j de Q tel que (i,j) appartient a r et (j, k)
appartient a s.

Toute matrice booléenne peut étre considérée comme une matrice a coefficients
dans N, en donnant au 0 et au 1 leur valeur d’entiers. Il vient alors qu'un monoide
N de relations sur Q est un’ monoide de relations non ambigu si, et seulement si,
le produit de deux éléments quelconques de N, calculé dans N@*Q est identique a
leur produit calculé dans B?*? i.e., si dans le calcul de ce produit on n’a jamais a
effectuer une addition de deux éléments non nuls. On a alors le résultat suivant di
a M.P. Schutzenberger:

Théoreme 4.1 ([3]). Toute fonction rationnelle v: B*— A* admet une représentation
matricielle normalisée (A, u, v) ou B*u est un monoide de matrices dont les supports
forment un monoide de relations non ambigu.

Le résultat original donne une description plus précise du monoide B*u mais
nous n’en aurons pas besoin ici. Le monoide des supports des éléments de B*u est
appelé le monoide de relations non ambigu associé a p; par abus de langage nous
dirons que c’est un monoide de relations non ambigu associé a 7.

Pour énoncer le résultat que nous avons en vue, nous introduisons maintenant
une nouvelle définition du produit en couronne de deux monoides (cf. [22]). Celle-ci
s’appuie sur la notion de monoide de relations non ambigu alors que la définition
classique (cf. [12], par exemple) utilise seulement les monoides d’applications.

Définition ([22]). Soient M un monoide quelconque et N un monoide de relations
non ambigu sur un ensemble Q. Le produit en couronne de M par N, que nous
noterons Mo N, est I’ensemble des matrices de dimension card Q obtenues en
substituant les éléments de M aux coefficients non nuls des éléments de N.
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La propriété caractéristique des monoides de relations non ambigus fait qu’aucune
addition de deux termes non nuls n’apparait dans le produit de deux matrices ainsi
définies et que I’ensemble Mo N est alors fermé pour la multiplication usuelle des
matrices.

La simple application de la Proposition 2.1 au cas des fonctions rationnelles
inverses entraine la proposition suivante.

Proposition 4.2 ([22]). Soient 7: B*—> A* une fonction rationnelle et N un monoide
de relations non ambigu associé a t. Soient L un langage de A* et M un monoide qui
reconnait L. Alors Lt™" est reconnu par le produit en couronne de M par N.

4.2. Morphisme injectif ou codage

Si ¢ : A*— B* est un morphisme injectif, son inverse est une fonction rationnelle:
on va pouvoir donner dans ce cas une construction explicite d’un monoide de
relations non ambigu associé & r=¢ .

" Rappelons qu’une partie X de B* est un code si le monoide X* engendré par
X est libre de base X. En particulier, si ¢: A*— B* est un morphisme injectif,
X = A¢p est un code.

Etant donné un code X dans B*, on note P I’ensemble des facteurs gauches
propres des mots de X:

P={ue B*|3ve B*,uve X}.

A chaque lettre a de B on associe une relation ap définie sur P par
(p, 1) € ap sietseulementsi pac X
(p, q) € ap sietseulementsiqg=pa, pourgq#l.

L’application p ainsi définie induit un morphisme de B* dans le monoide des
relations sur P. L’image de B* par p est un monoide de relations non ambigu qui
reconnait X*. Il est appelé monoide sagittal de X* et noté' Sag(X*). De plus, si
X est un code préfixe, Sag(X™) est un monoide de fonctions.

Soit maintenant ¢ :A*— B* un morphisme injectif et posons X = A¢. Alors

r=¢ ': B*— A* est une fonction rationnelle qui admet la représentation matricielle

(A, i, ¥) ol avec les notations précédentes, u : B*—(A*)"*F est défini par
(a/“')p,l = (pa)Ts
(ap)ppa =1,

(ap),,=0 sig#letq#pa
et

. ={1 S{p=1,
0 sip=0.

' Cette terminologie est due a J. Berstel et D. Perrin.
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Si u € B*, on trouve

(up)pg=(x...X,)T OUPpU=X...Xng, X1,...,%X, € X,
p facteur gauche propre de x;.

On voit que le monoide des supports de B*u n’est autre que Sag(X™*). Compte-
tenu de la Proposition 4.2, on a donc démontré le résultat suivant.

Proposition 4.3. Soit ¢ : A*— B™* un morphisme injectif et soit X = A¢. Si L est un
langage de A* reconnu par M, le langage Lo est reconnu par le produit en couronne
M oSag(X*).

Nous verrons dans la suite que I’on peut associer 2 un morphisme injectif un
autre monoide de relations non ambigu, appelé monoide a pétales.

4.3. Morphisme littéral

Par définition, un morphisme ¢:A*— B* est dit littéral (ou strictement
alphabétique [3]) si I'image de chaque lettre de A par ¢ est une lettre de B, i.e., si
A¢ < B.

Si ¢ est un morphisme littéral, 7=¢~ admet la représentation (1, u,1) de
dimension 1 avec xu = x¢~' pour tout x dans B.

On retrouve ainsi un résultat démontré indépendamment par Reutenauer [21] et
Straubing [27] dans le cas des langages rationnels.

Proposition 4.4. Soient ¢ : A*—B* un morphisme littéral et L un langage de A*
reconnu par un monoide M. Alors le langage Lo est reconnu par Fin M.

4.4. Morphisme faiblement littéral

Par définition, un morphisme ¢:A*— B* est dit faiblement littéral (ou
alphabétique [3]) si I'image de chaque lettre de A par ¢ est soit une lettre de B,
soit égale au mot vide.

Posons C =An1l¢~': C est donc I’ensemble des lettres de A dont I'image par ¢
est 1. Soit o la substitution B*—> A* définie par bo = bp ™' pour tout b € B. On notera
que pour tout u€ B* on a uo =up~"'. En revanche 1o ={1}, alors que 19~ '=C*.
On va démontrer la formule suivante:

L _{(L\C*)a‘I siLn C*=9,
PTUINCH)e L {1} siLnC*#0.

On a en effet L=(Ln C*) U (L\C*). Or, (LN C*)¢ =0 ou {1} suivant que L~ C*
est vide ou non. D’autre part,

(L\C*)o ™' ={u e B*|uo n (L\C*) # 0}.

(1)
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Mais comme 1€ C* on a lon (L\C*)=0 et donc

(L\C*)o ™' ={ue B*|uo ~ (L\C*) # @}
={ue B |up™' n(L\C*) # @}
—{ue B |ue(L\CHe}
=(L\C*)e.

Comme Lo =(L\C*)o U (LN C*)g, la formule (1) est établie. Compte tenu des
résultats antérieurs sur les substitutions inverses et les opérations booléennes, et en
remarquant que 1 et C* sont reconnus par U, le monoide a deux éléments composé
d’un élément neutre et d’un zéro, on a démontré la proposition suivante.

Proposition 4.5. Soient ¢ : A*— B* un morphisme faiblement littéral et L un langage
de A* reconnu par un monoide M. Alors le langage Lo est reconnu par Rat(M x U,)
si Lo ne contient pas le mot vide et par U, X Rat(M X U,) si Loy contient le mot vide.

4.5. Morphisme quelconque

Un morphisme quelconque ¢ : A*— B* se factorise en le produit d’une projection,
d’'un morphisme injectif et d’un morphisme littéral. Posons en effet C =
{ac Alap # 1} et soit ¢, la projection de A* sur C* (i.e., ap,=a si ac C, ap, =1
sinon). Soient ¢,:C*—(C xB)* le morphisme injectif défini par cep,=
(¢, by)...(¢,b,) 0 by...b,=ce et ¢;:(C X B)*— B* le morphisme littéral défini
par (¢, b)p;=D>b. Alors ¢ = ¢,¢,¢; et les constructions précédentes permettent, a
partir d’un monoide reconnaissant un langage L de A*, de construire un monoide
reconnaissant Le.

Nous allons maintenant donner une autre construction, fondée sur une factorisa-
tion différente des morphismes.

Considérons d’abord un ensemble fini X de B™; on pose

Q={(1,D}u{(u,v)e B* xB*|uve X}.

A chaque lettre a de B, on associe une relation ap définie sur Q par
((1,1),(1,1))eap ﬁ siae X,
((1,1),(a,v))eap pourtout ve B tel que ave X,

((u, av), (ua, v)) € ap pourtout u, ve B™ tel que uav € X,
((u,a),(1,1))eap pourtoutue B* tel que uaec X.

L’application p ainsi définie induit un morphisme de B* dans le monoide des
relations sur Q. L’image de B* par p est un monoide des relations qui reconnait
X*. 1l est appelé monoide a pétales de X* et noté Pet(X*) [13]. On vérifie facilement
que si X est un code, alors Pet(X™*) est un monoide de relations non ambigu.



288 J.-E. Pin, J. Sakarovitch

Exemple. B ={a, b}, X ={a, aba, ba, aab}.
Le diagramme suivant donne, avec les conventions usuelles, une représentation
graphique des relations ap et bp:

Soit maintenant ¢ : A*— B* un morphisme et posons X =A¢ B et [*=1¢7".
Pour chaque we X, soit C(w) I’ensemble des lettres de A dont I'image par ¢ est
w. Formellement,

C(w)={aecAlap=w}.

On construit maintenant une transduction 7:B*— A* par sa représentation
matricielle (A, u, ) ot u: B*—>Rat(A*)?*? est définie par

1 si(p,q)eapetq#(1,1),
I*C(ua) sip=(u,a),q=(1,1)etuac X,
I*C(a) sip=q=(1,1)etacX,

0 dans les autres cas

(al")p,q =

et ou

N {1 sip=(1,1), et {I* sip=(1,1),
= V —_—
P~ 10 sinon, P L0 sinon.

Une récurrence, fastidieuse, sur la longueur de w permet le calcul de wu pour
tout we A*.

On trouve
o %
(WM)(u,v)(u’,v’) - {zlal ... 254, I n BO, a,...,a,€ A, Z15---52n€ I
tels que uwv' =x,x, ... X4, X; =ap pour 1 <is<n,

uw=xsiuv#l,etu'v'=x,,}
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si(u,v)#(1,1), et
(Wi ) (wory1.) ={21G1 - . - 2,8,|n=0,a,,...,a,€A, z,...,2,eI*
telsqueuw=x,...x, x;,=aepourl<i<n
et uv = x; si uv # 1}.

La distinction entre les deux cas est rendue nécessaire pour inclure la possibilité
n=0. Dans cette éventualité la condition de la premiére formule devient uv =
u'v'.. ..

On voit également, grice a la seconde formule, que wr = (wu)q ). I*= wo ™!
et la transduction 7 ainsi construite est bien I'inverse de ¢.

D’autre part, le monoide des supports des matrices de B* n’est autre que le
monoide a pétales de X™*.

Si ¢ est un morphisme injectif, ’ensemble I défini ci-dessus est vide, chaque
ensemble C(w) posséde au plus un élément et la représentation w est a valeurs
dans A*?*? De plus X est un code et Pet(X*) est un monoide de relations non
ambigu. On a donc démontré le résultat suivant.

Proposition 4.6. Soit ¢ : A*—> B* un morphisme injectif et soit X = A¢. Si un langage
L de A* est reconnu par un monoide M, le langage Lo est reconnu par le produit en
couronne M < Pet(X*).

Si ¢ n’est pas injectif mais si néanmoins X estun code, on a la proposition suivante.

Proposition 4.7. Soit ¢ : A*— B* un morphisme tel que X = Ap n B* est un code.
Si un langage L de A* est reconnu par un monoide M, le langage Lo est reconnu par
le produit en couronne Rat M o Pet(X*).

Pour traiter du cas des morphismes quelconques, on est amené a poser la définition
suivante.

Definition. Soit N un monoide de relations sur un ensemble Q et soit S un
semi-anneau. Nous appelons produit de substitution de S par N I’ensemble des
matrices carrées de dimension |Q| obtenues en substituant les éléments de S aux
coefficients non nuls des éléments de N. Nous le noterons encore S e N.

On vérifie que S » N est un sous-monoide du monoide (multiplicatif) des matrices
S§?*C On peut alors énoncer la proposition suivante.

Proposition 4.8. Soit ¢ : A*—> B* un morphisme quelconque et soit X = Ap n B*. Si
L est un langage de A* reconnu par un monoide M, le langage L¢ est reconnu par le
produit de substitution Rat M o Pet(X™).
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5. Opérations non linéaires

Dans ce qui précéde, nous avons considéré uniquement des opérations ¢ dont
I’inverse admet une représentation matricielle c’est-a-dire telles qu’il existe une
représentation (A, w, ¥) avec, pour tout mot f,

fool=Afuv

Cette propriété permet de calculer, a partir d’un monoide M qui reconnait un
langage L, un monoide qui reconnait un langage L¢. Or, il apparait que ce calcul
dépend du seul morphisme u. On peut donc chercher a généraliser notre méthode
A des opérations ¢ telles que u¢ ' s’exprime comme une combinaison, mais pas
nécessairement linéaire, des coefficients d’une matrice uu. Un exemple, emprunté a
[11], va d’abord illustrer cette idée.

Si L est un langage de A* on note

sL={u|3x, y e A*, |x|=|u|=|y| et xuy € L}.
On voit que L= L7~ ou 7: A*— A* est la transduction définie par
ur = Al*lyAlv.

Soit p: A*—>P(A*)”? le morphisme défini par

(a O)

a =

F7\o A

pour tout a dans A. On a, pour tout u dans A*,

u 0
Uy = et ur=u u u .
M (O AM) | Moo ULy UL

Ainsi, ur est une combinaison ‘non linéaire’ des coefficients de uu. Anticipant sur
la généralisation donnée ci-dessous de la Proposition 2.1, on peut conclure que si
L est reconnu par un monoide M, ;L est reconnu par M X C ou C est un sous-
monoide monogene de (M), et donc que 3L est rationnel quand L I’est.

Pour formaliser la construction ci-dessus on pose d’abord quelques définitions.

Soient M un monoide et = un alphabet fini. On note M * £* le produit libre (ou
coproduit) des monoides M et Z*. On sait que M * E* s’identifie avec I’ensemble
des mots de la forme myé m, ... m, avec m,, ..., m,e M et &,,..., £, € E muni
du produit

(moglml L gnmn)(m:)f’lm; L g;!'m:l')
=(moéim, ... E&(mmo)éimy ... € my):

Soit 8 = E*—-P(M) un morphisme. Nous noterons [6]: (M * E*)— P(M) le
morphisme de semi-anneau défini par

(a) ul0]=my(&,0)m, ...(&0)m, pouru=meém,...Em,€ M*E*,



Representation matricielle des transductions 291
(b) X[6]= U u[6] pour X e P(M=*E*),
ue X

Si : M —> N est un morphisme de monoides, nous notons encore 7 le morphisme
induit de M * E* dans N * E*_ et également, comme depuis le début, le morphisme
induit de #(M) dans ?(N). On a alors le lemme suivant, dont la vérification est
purement formelle.

Lemme 5.1. Soient n: M —>N et : E*—>P(M) deux morphismes de monoides. Le
diagramme suivant est commutatif"

PM*EY) —2 o p(M)

] i
[en]

P(N*E*) ———— P(N)

Pour tout n positif nous noterons =, ={¢, &2,-.-,&nt un alphabet a n’
variables et pour toute matrice m de #(M)"™" nous noterons également par m le
morphisme m: E¥— P (M) défini par (§;)m=m,;

Nous pouvons maintenant généraliser la notion de représentation matricielle
d’une transduction.

Definition. Une transduction 7:A*— M est représentable s’il existe un entier n
positif, un morphisme u:A*— P(M)"™" et un €lément s de P(M * E7) tels que,
pour tout f dans A*,

fr=s[ful
On dit alors que le couple (s, u) représente .
La Proposition 2.1 se généralise alors en la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit 7: A*—> M une transduction représentée par (s, u), et soit P une
partie de M, reconnue par un morphisme n: M — N. Alors le langage Pr~! est reconnu
par le monoide (de matrices) A*pun.

Preuve. La vérification suit pas a pas celle de la Proposition 2.1. Soient Q = Py et
R le sous-ensemble de A*un défini par

R={m|me P(N)"", sn[m]n Q # @}.
Ona

R(un)™' ={f|fe A*, snlfun]ln Q# 0}
ce qui s’écrit, d’aprés le Lemme 5.1, comme
R(un)™' ={f|fe A*, (s[ful)nn Q#0}
={f|fe A*, s[fuln Qn™" # 6}
={flfe A", froP#@}=Pr"". O



292 J.-E. Pin, J. Sakarovitch

Corollaire 5.3. Soit 7: A*—> M une transduction représentable. L’image inverse d’une
partie reconnaissable de M par 7 est un langage reconnaissable—donc rationnel de A*.

En [6], Conway a appelé ‘regulator’ toute transduction qui préserve les langages
rationnels et a étudié certaines familles de telles transductions. Avec les inverses de
transductions représentables nous avons défini une nouvelle famille de ‘regulators’
que nous nous proposons d’étudier dans un prochain travail; en particulier nous
comparerons cette famille avec celle des ‘regularity-preserving relations’ de
McNaughton et Seiferas [26]. En guise de conclusion, et pour illustrer la possibilité
de combinaisons infinies de coefficients dans les transductions représentables nous
présentons un dernier exemple.

Si L est un langage de A, soit L{ le langage défini par

L{={uc A*|3neN, p=2n+1 est premier,
Ax, y € A¥|x|=|y| = nlu|, et xuy € L}.

Si u est la represéntation matricielle définie au début de la présente section, et
si s est le sous-ensemble de A*x =, défini par

s§= U £32611& 3.
neN,
2n+1 premier

On vérifie aisément que (™' est représenté par le couple (s, u) et donc que L,
rationnel quand L I’est, est reconnu par le méme monoide que ;L.
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