
Z. Physik A 277, 47-58 (1976) 
Zeitschrift 

PhysikA 
,c by Springer-Verlag 1976 

Die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustiinden: 
Kliirung ihrer Struktur bei Zeitumkehrinvarianz 
und Anwendung auf das Kleinsche Rotations-Vibrationsmodell 

A. Friederich und W. Gerling 

Institut fi,ir Theoretische Kernphysik der Universit:,it Bonn 

Eingegangen am 22. Dezember 1975 

On Hartree-Fock Theory with Intermediate States : 
Analysis of its Structure Using Time-Reversal Invariance 
and Application to Klein's Rotational-Vibrational Model 

In an earlier paper we have extended the new Tamm-Dancoff  method to the "' New Tamm- 
Dancoff method with intermediate states". This extension makes it possible to treat the 
effect of nearby levels in many body systems with Green's functions. In addition to well- 
known approximations, such as the Hartree-Fock theory and the Hartree-Bogoliubov 
theory, we obtain a series of new approximations. The "Hartree-Fock theory with inter- 
mediate states' ,  which is the subject of the present investigation, is one of these. By using 
time reversal invariance we have succeeded in clarifying its structure, and we give the 
solution procedure. The exchange terms in t h e ,  I=particle intermediate states can be 
represented by an additional potential Y, which (as is the case for the generalized density 
matrix p) has to be determined selfconsistently. In this way we have overcome the difficulties, 
that Kerman and Klein met in their "generalized Hartree-Fock approximation", which 
has some close similarities with our Hartree-Fock theory with intermediate states. We 
demonstrate our method for the exactly soluble rotational-vibrational model of Klein et al. 
Hereby we show how to treat conservation laws and the degeneracy of levels. The Hartree- 
Fock equations with three intermediate states turn out to give analytical expressions for 
the energies and the matrix elements. These agree excellently with the exact values in 
the rotational part of the spectrum. 

I. Einleitung 

Wenn mehrere Niveaus eines Vielteilchensystems 
dicht beieinander liegen oder sogar entartet sind, ver- 
sagt die fibliche, den Grundzustand auszeichnende 
Theorie der Green-Funktionen. An exakt 16sbaren 
Modellen liil3t sich leicht feststellen, dab auch die h6he- 
ren N~iherungen keine Anderung bringen, sondern 
dag die Wirkungen benachbarter Niveaus yon vorn- 
herein zu berticksichtigen sind [1]. Wir haben diese 
Forderung dadurch erfiillt, dab wir an Stelle des 
Grundzustands einen mehrdimensionalen Unterraum 
des Hilbert-Raums setzen [2]. Wir nennen die Zu- 
st~inde dieses Unterraums ZwischenzusUinde. Dabei 
haben wir die Gorkov-Faktorisierung der Vierpunkt- 
Green-Funktionen zum Vorbild genommen, wo die 
Grundzust~inde des A -  und des (,f~'+2)-Teilchen- 
Systems als Zwischenzust~inde aufzufassen sind [3]. 

Durch sie wird das unendliche System der Bewegungs- 
gleichungen far die Mehrpunkt-Green-Funktionen in 
ein N~iherungssystem far ,,normale '~ und ,,anomale'" 
Zweipunkt-Green-Funktionen, die Hartree-Bogoliu- 
bov-Theorie, tibergefiihrt [4, 5]. Unser Verfahren ist 
eine systematische Erweiterung: 
1. Wir lassen als Zwischenzust~nde nicht nur einen 
't- und einen (,Jt/+2)-Teilchenzustand zu, wie in der 

Hartree-Bogoliubov-Theorie, sondern endlich viele 
beliebige, mit der Teilchenzahlerhaltung vertr/igliche. 
2. Wir definieren auch die h6heren N~iherungen. 
Wit brauchen nirgends vorauszusetzen, dab die Zwi- 
schenzustS, nde eine Basis des ganzen Hilbert-Raums 
bilden. 
Die Neue Tamm-Dancoff-Methode gibt einen Rah- 
men fiir weitere Verfeinerungen nicht-relativistischer 
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und relativistischer N/iherungsverfahren ab [6]. Die 
Idee ist, neue n-Punkt-Funktionen einzuftihren, die 
nur yon den Mehrpunkt-Green-Funktionen gleicher 
und niedrigerer Punktezahl abh/ingen, und das un- 
endliche System der Bewegungsgleichungen durch 
Nullsetzen der neuen n-Punkt-Funktionen mit n > n  o 
und durch Vernachl/issigen aller Bezeichnungen, in 
denen n-Punkt-Funktionen mit n > n o + l  vorkom- 
men, abzuschneiden. Die Gorkov-Faktorisierung ist 
ein Beispiel ftir n o =4. Ohne die Methode der erzeu- 
genden Funktionale w~ire diese Idee undurchftihrbar. 
Daher formulieren wir Beziehungen zwischen den 
verschiedenen S~itzen von Mehrpunkt-Funktionen 
mit ihren erzeugenden Funktionalen. Diirr und Wag- 
ner haben vier unendliche Funktionens/itze als Dar- 
stellung der Zustandsvektoren eingeftihrt, die T- 
(Mehrpunkt-Green-Funktionen), q-, ~- und ~o-Funk- 
tionen [7]. Bisher haben wir nur die Definition der t/- 
und ~-Funktionen durch Einbeziehen einer beliebigen, 
aber endlichen Anzahl von Zwischenzust/inden ver- 
allgemeinert [2]. Die q-Funktionen-Methode mit 
Zwischenzust~inden liefert hermitische, doch nicht- 
lineare N~iherungssysteme ftir diese Zwischenzust~inde, 
wiihrend die ~-Funktionen-Methode mit Zwischen- 
zust~inden, auf den Ergebnissen der q-Funktionen- 
Methode aufbauend, zu linearen, doch nicht-hermiti- 
schen N/iherungssystemen ftir die anderen Zust~inde 
ftihrt. In dieser Hinsicht unterscheiden sich r/- und ~- 
Funktionen-Methode mit Zwischenzusfiinden nicht 
yon der gew6hnlichen r/- und der gew6hnlichen {- 
Funktionen-Methode, die in erster N~iherung die 
Hartree-Fock-Theorie bzw. die RPA ergeben [6]. Mit 
der Methode der erzeugenden Funktionale ist die Ver- 
allgemeinerung besonders einfach: Man ersetzt in der 
Arbeit yon Dtirr und Wagner [7] die erzeugenden 
Funktionale zwischen dem Grundzustand dutch die 
Matrizen der erzeugenden Funktionale zwischen den 
Zwischenzust~inden [2]. 
Bei der Faktorisierung der Vierpunkt-Green-Funk- 
tionen in Einpunkt-, Zweipunkt- und Dreipunkt- 
Green-Funktionen kommen Jg'-, (~V'_ 1)- und (~'_+ 2)- 
Teilchenzust/inde als Zwischenzust~inde vor. Wit be- 
schr~nken uns hier auf m (0<m<c~)  Zwischenzu- 
st~inde der Teilchenzahl og'. Damit haben wir Ein- 
punkt- und Dreipunkt-Green-Funktionen und Paa- 
rungsmatrixelemente eliminiert. Die Bewegungsglei- 
chungen ftir die Mehrpunkt-Green-Funktionen gehen 
fiber in ein N~iherungssystem flit die Zweipunkt- 
Green-Funktionen 

(I[T~ ~l~[J ) ;  [I), ]J)~{tI1), [12) . . . . .  [I,,,)}" (1.1) 

Hier sind [I,), ]12) . . . . .  II,,) die Zwischenzust~inde und 
der Feldoperator im Punkt 

i = (rl, t i, a i, zi). (1.2) 

Dieses Ngherungssystem ist eine Verallgemeinerung 
der gew6hnlichen Hartree-Fock-Theorie, wo m = 1 ist. 
Es ist vonder  Hartree-Bogoliubov-Theorie verschie- 
den, da andere ()bergangsmatrixelemente eingehen. 
Es soll Hartree-Fock-Theor ie  mit Zwischenzust i inden 
heiBen. Es ist das Anliegen dieser Arbeit, ihre Struktur 
aufzukl~iren. Das gelingt uns bei Zeitumkehrinvarianz, 
d.h. ftir den Fall, wo alle Matrixelemente des Hamilton- 
Operators reell sind. A.K. Kerman and A. Klein 
stieBen vor zehn Jahren auf ein ~ihnliches Gleichungs- 
system, dass ie  ,,generalized Hartree-Fock approxi- 
mation (GHFA)" nannten [8 - 10]. Sie konnten jedoch 
seine Struktur nicht kl~iren. An dieser Stelle macht sich 
der systematische Zugang tiber die Neue Tamm- 
Dancoff-Methode bezahlt: Die Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzust~inden l~iBt eine hermitische Formu- 
lierung zu, die wiederum die Formulierung eines 
L6sungsverfahrens erm6glicht. Es unterscheidet sich 
vom L6sungsverfahren der Hartree-Bogoliubov-Theo- 
tie [11] dadurch, dab die Austauschterme beztiglich 
der ,.4/-Teilchen-Zwischenzust~inde durch ein Zusatz- 
potential Y beriicksichtigt werden, das ebenfalls 
selbstkonsistent bestimmt werden muB. Damit wird 
die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden 
durch doppelte Selbstkonsisterlz gel6st: Selbstkonsi- 
stenz fiir die verallgemeinerte Dichtematrix p l j i i  _ _  

( l iar,  a i lJ )  und Selbstkonsistenz ftir das Zusatz- 
potential Y. Mit der K1/Jrung der Struktur steht uns 
ein weites Feld yon Anwendungen often: Rotations- 
banden yon Atomen, Molektilen und Kernen; Pha- 
sentiberg/inge in Vielteilchensystemen; Einbau von 
Erhaltungss/itzen und Behandlung entarteter Niveaus. 
Wir demonstrieren die Struktur der Gleichungen, den 
Einbau von Erhaltungss/itzen und die Behandlung 
entarteter Niveaus am Kleinschen Rotations-Vibra- 
tionsmodell [12-14] .  Dabei sind die Hartree-Fock- 
Gleichungen mit drei Zwischenzust/inden (Grund- 
zustand und zweifach entarteter, erster angeregter Zu- 
stand) noch so einfach, dab man geschlossene Aus- 
driicke fiir Energien und Matrixelemente erh/ilt. Lei- 
der beschreiben sie nut den Rotationsteil des Spek- 
trums gut. Wir halten jedoch die gewonnenen Ein- 
sichten f'tir lehrreich. 
In Abschnitt 2 stellen wir die aus der r/-Regel mit 
Zwischenzust~inden folgenden Faktorisierungen der 
Vierpunkt-Green-Funktionen zusammen. Da die Fak- 
torisierungsformeln bei (.A j'_+ 1)-Teilchen-Zwischen- 
zust~inden sehr lang sind, beschr~inken wir uns auf 
,J#: und (,A/' +2)-Teilchen-Zwischenzust~nde. Wit be- 
trachten nur einige SonderP, ille der zahlreichen Fak- 
torisierungsm6glichkeiten, zu denen die Gorkov- und 
die zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden 
ftihrende Faktorisierung geh6ren. In Abschnitt 3 for- 
mulieren wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust~inden ftir nicht-relativistische Vielteilchensysteme. 
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In Abschnitt 4 kl~iren wir ihre Struktur bei Zeitum- 
kehrinvarianz. Diese Analyse liefert ein L6sungsver- 
fahren. In Abschnitt 5 priifen wir unser k6sungsver- 
fahren am Kleinschen Rotations-Vibrationsmodell. In 
Abschnitt 6 diskutieren wir einige zukiinftige Anwen- 
dungen unseres Verfahrens. 

2. Faktorisierung der Vierpunkt-Green-FunMionen 
bei .'~,~ und r 2)-Teilehen-Zwisehenzustiinden 

In der vorhergehenden Arbeit haben wit ein allge- 
meines Schema zur Faktorisierung der Mehrpunkt- 
Green-Funktionen angegeben [2]. Wir stellen hier nur 
die aus der r/-Regel mit ZwischenzustS.nden folgen- 
den Faktorisierungsformeln fiir die Vierpunkt-Green- 
Funktionen zusammen, wobei wir der Einfachheit 
halber (,4"_+ l)-Teilchen-Zwischenzust~inde ausschlie- 
Ben. Darin ist die Faktorisierungsformel, die zur 
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden fiihrt, 
bereits als Spezialfall enthalten. 
Wir nehmen an, dag die zu den ~.4.'- und (,.+'_+2)- 
Teilchen-Zwischenzust/inden 

II~), 112), ..., II m) ( 0 < m <  ~c) (2.1) 

geh6renden Vierpunkt-Green-Funktionen 

(/I TtP3 ~ tp~ (/ll~ IS); I/), IS)e{[l~), 112) . . . . .  ti,,,)}, 
(2.2) 

in die zu diesen Zwischenzust~inden geh6renden Zwei- 
punkt-Green-Funktionen 

(II T~V~ 7~* l J>; (ll ThWa r q'2* l J>; <~1TTS2 q',[S), (2.3} 

faktorisiert werden. Wir haben folgende Faktorisie- 
rungen erhalten : 

j~ 1 

-(I~1TT'~ '/'] I/~,)(!i~1TT'2~t',tll 2) 

+( I , I  T~P 2 tP 2 IIj,) ( !i~l T'/'~ ~//1 ~ I/~>J 

j~ 1 

+(I,1 TV, t 7~2'. IIj,) (!hi TV2 t//l 112)]; (2.4) 

(I,] T ~  ~P~t ~t  7J;. II,) 

=�88 ~, [(]i[ T~I* ~[J2* ][h > (]j, ]T~ l  ~ff; ]!j> 
h 1 

+ (li[ T~* q'; J!h)(lJl t T~]JI t]Jl$ [!j> 

- ( l l J  Tq'l* ~U.~ I/ix)(!hi T% ~*l!i) 
+(I,[ T ~  l ~1 ~ [Ij, ) ( !i,I T~* 7 s] 112) 

- ( I ,  IT~P, 7J2+t!il)(!j~lT%~(]!i)]; ioj=l ..... ,,,1. 
(2.5) 

Wenn man die Gleichungen (2.4) und (2.5) benutzt, 
die Vierpunkt-Green-Funktionen in den Bewegungs- 
gleichungen zu faktorisieren, die Zweipunkt- und Vier- 
punkt-Green-Funktionen verbinden, erh~ilt man neben 
vielen neuen N;,iherungen einige bekannte Spezial- 
PAlle: 
(I) Hartree-gock-Theorie: m = 1; II1) = 10,.~ '). 
(II) Hartree-Bogoliubov-Theorie: 

m=2;  I l l ) = 1 0 , . t ) :  112>=t0,. ~ + 2 > .  
In diesem Rahmen ist auch die Hartree-Fock-Theorie 
mit ZwischenzustZ, inden ein SpezialfalL 

(lll) Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden: 

jl~), 112) . . . . .  lira) sind m Zwischenzust;ande mit der 
Teilchenzahl . ~  Diese Zwischenzus6inde erlauben 
nur noch die Faktorisierung in die Zweipunkt-Green- 
Funktionen (I] T ~  1 ~ ]J). Bei nicht-relativistischen 
Vielteilchensystemen kann man aul3erdem den Grenz- 
iibergang 

t 
1'2=2~;; tl=,~:; t l =  .~:' 12= 2~:; c > 0 ;  C - * 0 ,  

machen. Damit nimmt die Gleichung (2.4) die Gestalt 

(l,I a~ a~i a,, a,~ I!i) 

- (l~l a~; a~ I!j,) (!i,[ a(? a~, [!i) 

- ( I l l  a~2ai 1 [!jl ) ( !h[ (.l~ i ai a [[j) 
+( l , l  air?% Ib,> (lhlai~i ai~ [!i)]; i , j = l  . . . . .  m. (2.6) 

an. Gleichung (2.6) ist die far die Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzustfinden grundlegende Faktorisierungs- 
formel. 
Zwar erh~ilt sie die Symmetrie- und Hermitizit~its- 
eigenschaften der Vierpunkt-Funktion, aber far ein 
vollsffindiges System yon Zwischenzust~inden wtirde 
die rechte Seite nicht gleich der linken sein. Das ist 
nicht erstaunlich, da bei der Neuen Tamm-Dancoff- 
Methode die N~iherungen durch Erh6hung der Punkte- 
zahl und der Anzahl der Zwischenzust~nde zu ver- 
bessern sin& Wir haben diesen einseitigen Grenzfall 
schon bei der Formulierung der q-Regel ausgeschlos- 
sen, um Konvergenzffagen aus dem Wege zu gehen. 
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3. Die nicht-relativistische Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzust~inden 

Wir gelangen zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust~inden, wenn wir in den Bewegungsgleichungen 
die Vierpunkt-Funktionen (Iil a[ia~i ai, ai~ Ils); i, j = 
1 . . . . .  m, gem~ig (2.6) faktorisieren. Dadurch entkop- 
peln die Vier- und Mehrpunkt-Funktionen von den 
Zweipunkt-Funktionen, so dab ein nicht-lineares Glei- 
chungssystem fiir die Zweipunkt-Funktionen 

(li]a~iai, llj); i , j= l  . . . . .  m, (3.1) 

iibrigbleibt. Dazu bilden wit die Matrixelemente des 
Kommutators  [H, * aq a p ] ,  WO 

H = E T i l i ' a t i i a i ( I - 1  E vi)il'i2i'a~a~,2 q ai~ ai2 (3.2) 
is il i 2, i~, ib i2 

der Hamilton-Operator ist, zwischen den Zust~inden 
II~) . . . . .  lira): 

<Ill [H, a~ %] 1/i> 

= E (Ill atq ap IIj) Ti;q+~ E v'iii'~ a~3a~iai, apllj) 
i i i 2, i I, it 

Z pil a t a 1 - T (111 q i, l l s ) -  ~ ~ ,vii, i~i, * * 1/ ( I l l  aq a i ;a i ,  ale II~), 
il ii, ib i2 

i , j= 1 . . . . .  m. (3.3) 

Wenn wir annehmen, dab die Zwischenzusfiinde 
Jl~) . . . . .  II,,) als angemiherte Eigenzust~inde von H 
nicht nur die Faktorisierungseigenschaft (2.6) haben, 
sondern auch Eigenzust~inde des ,,Quasiteilchenope- 
rators" h sind' 

hll,)=f2,ll~); i=1 . . . . .  m, (3.4) 

der H approximiert, erhalten wir die Hartree-Fock- 
Theorie mit Zwischenzust~inden: 

�9 % II s) 2((2i--  Oj) ( li[ aq 

= ~ (l~l a~; ,% I!i) Tr'q 

+ ~ V i~i;'qi' ~ (Iila[;a,,lla,)(lj, la~iai, l!i) 
i 2, i i, il Jl = 1 

�9 ai, ]lj) - -  E rpi'(lij  aq 
it 

E v v i i ' i # ~  ~ ( l i l a t i i a i l l l J , ) ( I A l a ~ a i z l l J )  
il . i~ . i2 j~ = 1 

+ E ( l~l a~i % II a) TO 
q 

+ E V'iq'q~' ~, (I,1 a~, Ila,) (l~,l a~, % II~) tl all 2 
i~, il, i~ k = 

t llj> 

- E VPq'i2" ~ (lila;a,,_lls~)(I,~la:iai,{la); 
i I, i~, i2 ja = 1 

(lil N Il i )=,#;  

i, j = 1 . . . . .  m. (3.5) 

Wir miissen die Bewegungsgleichungen durch die Teil- 
chenzahlbedingungen erg/inzen, weil Zusfiinde mit der 
Faktorisierungseigenschaft (2.6) im allgemeinen nicht 
Eigenzust~inde des Teilchenzahloperators N sind. Wir 
bringen diese Gleichungen in eine iibersichtlichere 
Form durch Einfiihrung der verallgemeinerten Dichte- 
matrix 

p"Ab= ( A[ a~ a, IB) (3.6) 

und der verallgemeinerten Hartree-Fock-Matrix 

. .'ab __ T a b  /~/{AB - -  6 A B  + E , ,a l ' ,  bl 11' . v PAS" (3.7) 
l,l" 

2 (oA - Q~,) p ~  
P z ak ~,J.',kc ,z,'eak kc - -  ak . kc hc . 

= 2_. tpAK ~ i , -  ~ K  PK, + PK, s ~ K  - : ~  p~iK), 
k ,K 

Z =.*J; 
k 

IA), IC), IK )~- {II,), [I e) . . . . .  Ilm) }. (3.5) 

(3.5) ist ein Gleichungssystem ffir die verallgemeinerte 
Dichtematrix ,b . (Pas), die Eigenwerte O A des Quasiteil- 
chenoperators h sind n6tig, um die Teilchenzahlbe- 
dingungen zu erffillen. Bei einem Zwischenzustand 
reduziert sich die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust~inden zur fiblichen Hartree-Fock-Theorie, weil 
dann die Austauschterme beztiglich der A/~-Teilchen - 
Zwischenzustande mit den direkten Termen zusam- 
menfallen. Mit der Dichtematrix liegen alle Matrix- 
elemente von Ein- und Zweiteilchen-Operatoren zwi- 
schen den Zust~inden I l l )  , 112) . . . . .  lira) fest; so sind 
in unserer Hartree-Fock-N~iherung die Energien des 
Vielteilchensystems die Erwartungswerte 

( A I H I A )  

= 2 Zili'(AI a~, "i, IA) 
i i. il 

+ l ~ ViSii, i~i,(Ala~ a[iai ai~lA) 
i' 2, i~', i~, i2 

= E T i [ i l n i ~ i ~ + l _  vi'2il, i~it ni~i'2 o i l i l  rA,4 2 E - - ,.~ik ,KA" (3.8) 
i~, il i~, i~, ib i2. K 

Es gibt demnach zwei M6glichkeiten, die Energien 
des Vielteilchensystems zu berechnen: Gleichung (3.5) 
oder Gleichung (3.8). Da die Eigenwerte Oa die Rolle 
Lagrangescher Multiplikatoren spielen, sind die Kon- 
sistenzbeziehungen 

f2 A = (AI H IA) (3.9) 

nicht automatisch erffillt. Obwohl sie sich, wie wir 
zeigen werden, leicht erfiillen lassen, ist es oft gtinstiger, 
daraufzu verzichten. Daher verstehen wir unter Hartree- 
Fock-Theorie mit Zwischenzustiinden immer nur das 
Gleichungssystem (3.5). Dieser Verzicht hat nicht nur 
rechnerische Vorteile: Wiihrend in die Lagrangeschen 
Multiplikatoren nur die Strukturunterschiede der 
Zwischenzust~inde eingehen, kommt es bei den Er- 
wartungswerten auf die tats~ichliche Struktur an. Sie 
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sind also um so ungenauer, je exponierter dic Zwischcn- 
zust:,inde liegen. Daher ist es leicht m6glich, dab die 
Resultate yon (3.5) durch (3.9) nicht verbessert wer- 
den. 
Durch Gleichung (3.9) lassen sich die richtigen kasun- 
gen von Gleichung(3.5) auswiihlen: Die L6sungen 
yon (3.5) treten paarweise auf, weil mit ,h R AB auch 
~ab ab P A,~ = Pml (3.10) 

eine L6sung ist. Das Gleichungssystem (3.5) hat in fi 
die Gestalt 

- -  ~ B )  P A(" = 2.~ [rO A K J ' g K c -  J [  AK }OKC 
_2(QA *ac P , v a k  .,~'~&c .,7/.ak ~kc 

k ,K  

~ _ ~ a k  *.'Tkc * vkc  . 
D A K ) ,  R A A  = " { " ' "  (3.11) 

k 

Die beiden LSsungen liefern wegen 

' * ' _ V PAle. DK,,, 
i~ , il i2, i~ , i~, i2, K 

ili, i,i; 1 (3.12) = T P A A + ~  Z vi'2il'i2il'qi2i'211ililuAK i "KA 

il ,  i~ i'2, i i ,  i~, i : ,  K 

dieselben Energieerwartungswerte. Die zweite L6sung 
fi scheidet aus, da zu ihr die Energien - f2  A und die 
Energieerwartungswerte (AIHIA)  geh6ren, die Kon- 
sistenzbeziehungen (3.9) also nicht einmal n~iherungs- 
weise erfiillt sind. 
Aus (3.5) folgt eine Orthonormierungsbedingung far 
die Zwischenzust~inde [I 1), 112) . . . . .  I1,,): 

( ~ A - - Q c ) < A i N I C > = O ,  d.h. < A I N I C >  ..... ~"6 ~,., 

(3.13) 
die die lineare Unabh~ingigkeit dieser Zust~inde garan- 
tiert. Diese wichtige Eigenschaft ist an das Auftreten 
der Austauschterme beztiglich der ,,V-Teilchen-Zwi- 
schenzust~inde in Gleichung (3.5) gebunden. Daher ist 
die Forderung (A[NIC)=O ftir ]A)+IC)  [15] tiber- 
fltissig. 

4. Liisung der Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzusfiinden durch doppelte Selbstkonsistenz 

4.1. Die Struktur der verallgemeinerten Dichtematrix 

Wir geben in Abschnitt 4 ein L6sungsverfahren fiir 
das Gleichungssystem (3.5) und die Konsistenzbezie- 
hung (3.9) an, die als Gleichungssysteme ftir die verall- 
gemeinerte Dichtematrix ~b ( P A n )  aufzufassen sind. Aus- 
gangspunkt unserer Oberlegungen ist die Beobachtung, 
dab die verallgemeinerte Dichtematrix als hermitische 
Matrix aufgefaBt werden kann. Aus der Definitions- 
gleichung (3.6) folgt 

p~b_, ,b~,  (4.1) A B  - -  E'BA " 

Gleichung (4.1) bedeutet Hermitizit~it der verallgemei- 
nerten Dichtematrix, wenn man sich die iibereinander 
stehenden Indizes zu einem gemeinsamen Index zu- 

zusammengefaBt denkt. Die Schreibweise 

pl2o~b _ ,, ab (4.2) 
- -  V A B  

bringt das klarer zum Ausdruck; in ihr nimmt Glei- 
chung (4.1) die Gestalt 

a (b b a 
/ ) { A }  11) z D (II)( AI • (4.3) 

an. Da die verallgemeinerte Dichtematrix hermitisch 
ist, kann sie durch eine unit~ire Matrix diagonalisiert 
werden : 

ah I :  at n{~') I :  b t *  PAB = ~ (4.4) v A ,  . .  - ~  r �9 

L T  

In Matrixform lautet diese Gleichung 

p = UpD Ut . (4.4) 

Bei positiv-definierter Norm im Hilbert-Raum sind 
die Elemente der reellen Diagonalmatrix (p~o O) nach 
oben beschr~inkt; aus den Gleichungen (3.6) und (4.4) 
folgt 

v,,~, = v '  'za'*(Ala~a,,IB> U~. D ~ ~ . I T  
a, ,4 
b, B 

= 1 - ( Z  u:;!,* <AI a, , ) (Z U~a~ IB))<= 1. (4.5) 
a ,A  b ,B  

Es ist daher eine zu starke Einschr~inkung, p als Pro- 
jektor [15] anzusehen. Gleichung (4.5) ist nicht die 
einzige Einschr~inkung ftir die Eigenwerte der verall- 
gemeinerten Dichtematrix. Da die Zwischenzust~inde 
. t-Teilchenzust~inde sind, folgt aus der Definitions- 
gleichung (3.6) die Spurbedingung 

Y, Z ,~176 rD t ,i,~ = m, V. (4.6) 
I. T a , A  

Gleichung(4.6) ist eine notwendige Bedingung, die 
Nebenbedingungen ~,P "a=,t/A,4 zu erftillen. Wegen 

a 

(4.6) bleiben m - 1  Nebenbedingungen iibrig. Da in 
den Bewegungsgleichungen (3.5) nut die Differenzen 
f2 A - f2  c der Lagrangeschen Multiplikatoren vorkom- 
men, gibt es genau so viele linear unabh~ingige Diffe- 
renzen wie Nebenbedingungen. Daher ist das Glei- 
chungssystem (3.5) widerspruchslos. 
Die Hermitizit~it der verallgemeinerten Dichtematrix 
hat die Hermitizit~it der verallgemeinerten Hartree- 
Fock-Matrix (3.7) zur Folge: 

# , h _  ~t, , , ,  (4.7) A B  - -  " H , I  " 

Wir bezeichnen . b (p:~) nach (4.4) faktorisiert mit 
(p~(U, PD)); ebenso bezeichnen wir ~,.z,~ als Funk- 'C ,,tB! 

tion yon U und PD mit ( r  PD))" 

4.2. L6sung der Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzustgmden 

Wir zeigen, dab (3.5) nur als Gleichungssystem ftir die 
unit~ire Matrix U und nicht ftir die Diagonalmatrix PD 



52 A. Friederich und W. Gerling: Die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzusti~nden 

aufzufassen ist; die Diagonalmatrix Po wird vielmehr 
durch Symmetrien und andere Randbedingungen des 
Vielteilchensystems bestimmt. Zu diesen Randbedin- 
gungen geh6ren auch die Konsistenzbeziehungen (3.9). 
Wir 16sen hier das Gleichungssystem (3.5) fiJr fest vor- 
gegebene Diagonalmatrizen PD; damit verzichten wir 
vorerst auf die Erfiillung der Konsistenzbeziehungen 
(3.9). Im n~ichsten Abschnitt werden wit die Auswahl 
geeigneter Diagonalmatrizen diskutieren. 
Wir bringen das Gleichungssystem (3.5) in die Form 

k ,K  

ak  i - ,H~kc  
PKC L l r A K  - -  (~kc 6 A  K ~'~A ) __ ;ale ak kc (,gel - 6 ,~,. ~DpAK] = 0 ;  

k k  " P AA ='A . (4.8) 
k 

Wit k6nnten die L6sungsverfahren der Hartree- 
Bogoliubov-Theorie sofort tibernehmen, wenn der 
Austauschterm beziiglich der ~%Teilchen-Zustiinde 

',~I~). = Z L P K c ~ A K  �9 ,,k ...... ,,,c _ 6 k ~ 6 a K  ~QA) 
k , K  

- (J{;~ - 6 "k 6Kc Qc) pka~-] (4.9) 

fehlte. Wir stellen jedoch leicht fest, dal3 die L6sungs- 
verfahren der Hartree-Bogoliubov-Theorie [11] auf 
das Gleichungssystem 

2 [PA~ (2/{Kk~ + 6k"  6Kc ac + Y~[') 
k ,K  

�9 zakx kc n 

kk _ r .... (4.10) 
2 DA,I  . . . .  
k 

anwendbar sind, wo Y eine beliebige hermitische 
Matrix ist: 

YA~= YbA*. (4.11) 

Wir bestimmen die unit~re Matrix U durch Diagona- 
lisieren der hermitischen Matrix (~]k( U,pv)+ 
6.kfAK~2A + yj, k) : 

Z (~dk( c, PV)+6~R 6AKf2A + YA~)U~= UA~D'g', (4.12) 
k ,K 

wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren ~A SO ZU 
wiihlen sind, dab durch die unitiire Matrix U die 
Nebenbedingungen 

k k , u  PAAt , P~)) = , A  .... (4.13) 
k 

erftillt werden. Man prtift leicht nach, dab die durch 
(4.12) und (4.13) bestimmte Dichtematrix p =  UpvU* 
eine L6sung des Hilfsgleichungssystems (4.10) ist. Da 
Y beliebig gewesen ist, fragt man sich, ob es ein Y gibt, 
so dab die L6sung von (4.10) auch L6sung von (4.8) 
ist. Wenn das der Fall ist, mul3 

PKC]-- .c (4.14) g ~ c -  g~i. - 9.lac 
k , K  

sein. Wir fragen also nach der L6sbarkeit des Glei- 
chungssystems (4.14) ffir Y. Es ist in der Tat 16sbar, 
wenn alle Matrixelemente des Hamilton-Operators 
(3.2) reell sind, d.h. bei Zeitumkehrinvarianz. Das 
trifft auf den weitaus gr613ten Teil der F~ille zu. Dann 
ist auch U reell, d.h. orthogonal. Der Beweis ist sehr 
einfach. 
Da p und ~ hermitisch sind, ist der Austauschterm 
beziiglich der .,F-Teilchen-Zust~inde antihermitisch: 

~ac = - -  91 c~* At --CA " (4.15) 

Daher ist auch der mit der unitiiren Matrix U trans- 
formierte Austauschterm antihermitisch: 

91'= U*~U; ~1'= -~1 '~. (4.16) 

Die Diagonalelemente ~)I',, von 9A' sind also rein ~" AA 
imagin~r, d.h. bei Zeitumkehrinvarianz gleich 0: 

21'a~ = 0 bei Zeitumkehrinvarianz. (4.17) * A A  

Wenn wir die mit der unitiiren bzw. orthogonalen 
Matrix U transformierte Matrix Y mit Y' bezeichnen: 

Y'= U t YU; Y'= Y'*, (4.18) 

nimmt Gleichung (4.14) die Gestalt 

p o Y ' -  Y'pD=~I' (4.19) 

an, d.h. die Gestalt 

(p~, It, g,-~ =91'"" (4.19) 
- -  P D  ) - -  A ( '  ~ A ( "  

Die L6sbarkeit des Gleichungssystems (4.14) entschei- 
det sich also am Gleichungssystem (4.19). Wir k6nnen 
ohne Beschrkinkung der Allgemeinheit annehmen, dab 
die Eigenwerte der verallgemeinerten Dichtematrix 
voneinander verschieden sind. Dann ist 

Y")~. - d j _  p~,) ~W "" fiir 4= 
(Po - AC 

Aus Stetigkeitsgriinden sind auch die Matrixelemente 

(~ - -  ,r ~,O ffir 4= ist. Da bei Y AC bestimmt, wo ~-o - v v  A C 

Zeitumkehrinvarianz 91 '~" =t~ ist, lassen sich die Glei- 
~ "  A A 

chungen (4.19) aueh fiir (A) = (C)  losen. Offensieht- 

lich sind die Diagonalelemente Y'A"A nicht eindeutig 
bestimmt; das ist verst~indlich, da die Kommutator- 
gleichung (4.14) keine eindeutig bestimmte L6sung hat. 
Damit haben wir nicht nur die L6sbarkeit des Glei- 
chungssystems (4.14) bewiesen, sondem auch gleich- 
zeitig ein L6sungsverfahren angegeben. 
Die L6sungsverfahren fiir die Gleichungssysteme (4.10) 
und (4.14)lassen sich kombinieren zu einem Lkisungs- 
verfahren fiir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust/inden, d.h. ftir das Gleichungssystem (3.5). Da in 
allen bisher gerechneten Modellen Y =0 ist, 16sen wir 
das Gleichungssystem (4.10) mit Y= Y0=0. Mit dem 
so gewonnenen p berechnen wit den Austauschterm 
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bezfiglich der Y-Teilchen-Zust~inde (4.9). Wenn er 
verschwindet, haben wir offensichtlich das ganze 
Gleichungssystem (3.5) gel6st. Verschwindet er jedoch 
nicht, so berechnen wir aus dem Gleichungssystem 
(4.14) ein Y= Y~, wobei wir alle nicht eindeutig be- 
stimmten Matrixelemente von Y~ gleich 0 setzen. 
Danach beginnen wir wieder von vorn, indem wir das 
Gleichungssystem (4.10) mit Y = Y~ 16sen. Dieses Ver- 
fahren liefert eine Folge Yo, Y1, Y2, .--, die gegen Y 
konvergiert, weil alle Matrixelemente beschrS.nkt sind. 
Dieses Y tritt nach Konstruktion in (4.10) und (4.14) 
auf. Daher ist die L6sung von (4.10) auch L6sung 
yon (4.8). Damit haben wir bei Zeitumkehrinvarianz 
die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden 
durch doppelte Selbstkonsistenz gel6st: Selbstkonsi- 
stenz fiir p und Selbstkonsistenz ffir Y. Wir werden im 
iibern~ichsten Abschnitt eine schematische Darstellung 
des L6sungsverfahrens der Hartree-Fock-Theorie mit 
Zwischenzust~inden geben. 
Nebenbei m6chten wir noch feststellen, dab die 
Hartree-Fock-Theorie mit ZwischenzustS.nden sym- 
metrischer ist als die Multi-Konfiguration-Methode 
von FaBler [16, 17], da keine Spalte der unit~iren 
Matrix U ausgezeichnet wird, was bei der Matrix der 
Entwicklungskoeffizienten nach Slater-Determinan- 
ten der Fall ist. 

4.3. Die Eigenwerte 
der verallgemeinerten Dichtematrizen 

Wir haben in Abschnitt 4.2 die zu fest vorgegebenen 
Diagonalmatrizen Po geh6renden L6sungen des Glei- 
chungssystems (3.5) gesucht. Da wir aber kein Prinzip 
zur Bestimmung der Eigenwerte p~) kennen, machen 
wir den Vorschlag, die Eigenwerte ,M-) der verall- vO,O 
gemeinerten Schalenmodelldichtematrix Po = (PoA~) ZU 
nehmen. In der gew6hnlichen Hartree-Fock-Theorie 
z.B. sind sie entweder 0 oder 1. Damit verzichten wir 
auf die Erf~illung der Konsistenzbeziehung (3.9). Je- 
doch begehen wir keinen groBen Fehler: Die f2 A sind 
als Lagrangesche Multiplikatoren in einem Glei- 
chungssystem fiir die unit~ire Matrix U langsam ver- 
~inderliche Funktionen der Eigenwerte, w~ihrend die 
Erwartungswerte (AIHIA) schnell ver~inderliche Funk- 
tionen sind. Da man die Eigenwerte ,M-J in physika- P'O,D 
lisch interessanten Fallen h6chstens um 1 ~o ab~indern 
mug, um die Konsistenzbeziehung (3.9) zu erffillen, 
liefern die f2 a die bessere N~iherung ftir die Energien 
der Zwischenzust~inde IA)~{II1), [I 2)  . . . . .  lira) }. Da- 
her geben wir die Energiedifferenzen des oA<Teilchen- 
Systems immer durch die f2 A - f 2  c wieder. 

4.4. Das Flufidiagramm .lfir die Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzusffinden 

Das folgende Diagramm gibt einen Oberblick fiber 
das L6sungsverfahren der Hartree-Fock-Theorie mit 

Zwischenzust~inden, das wir in den vorhergehenden 
Abschnitten entwickelt haben. 

Man beschaffe sich die I 
Eigenwerte von p 1~ I 

-- ]~Man setzel Man setze Y = Yo ) ~  y. y 
7 ~ "L~ J 
Man 16se das Gleichungs- ] T 
system (4.12), (4.13) ] r 

Man erhii~t p = U Po U* ] 
und die f2 A ] 

Man berechne 21 in (4~9) 

Man 16se das Gleichungs- 
system (4.14) ! 

T ! 
Man erh~ilt Y = Y~ 

(3"5) istgel6st _ 2 i  2 ~ 
i 

f -  J 

fakultativ-~; 

Man priJfe die Konsistenz- ] //(3.9) schlecht~ 
beziehung (3.9) j ~,.er ftillt J 

- ,ii  Z 
( , ; : ; )  gut e r @  

[ (3.5). (3.9) ge16st ] 

5. Anwendung der Hartree-Fock-Theorie 
mit Zwischenzust/inden auf das Kleinsche 
Rotations-Vibrationsmodell 

5.1. Das Modell 

Wit testen die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust~inden am Kleinschen Rotations-Vibrationsmodell 
[12-14] ,  dessen Spektrum je nach den Werten der 
Kopplungskonstanten Rotations- oder Vibrations- 
charakter hat. Obwohl nut der Rotationsteil des Spek- 
trums richtig wiedergegeben wird, lohnt sich die An- 
wendung auf dieses Modell, weil die Struktur der 
Gleichungen, der Einbau yon Erhaltungss~itzen und 
die Behandlung entarteter Niveaus gut zu iJberblicken 
sind. 
Der Einteilchenraum des Kleinschen Rotations-Vibra- 
tionsmodells besteht aus zwei (2j+ 1)-fach entarteten 
Schalen. Man bezeichnet die zugeh6rigen Fermion- 
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Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit 
"t 

a . . . .  a,,, ~; m= - j ,  - j +  1 . . . . .  ); (7 = • 1" 

j ist halbzahlig. (5.1) 

Wir deuten die zweiwertige Variable crals Drehimpuls 
um eine feste Achse. Man erh~ilt exakt 16sbare Modelle, 
wenn man die Erzeugungs- und Vernichtungsopera- 
toren (5.1) zu den zehn Paarungs- und Multipol- 
operatoren der R(5)-Lie-Algebra zusammenkoppelt: 

a '  A*o =(Ao) += ( - 1 )  j maT. ,+ l  ..... 1, 

A+ = ( A + ) + = I  . /~ s ( -  i-m , 1) am. + a* ,,, " z V ~  ,2 ' ' + 1, 

1 
A* =(A )* 2 ~ ( - l ) i - m a +  - ~ -- m,-1 a~-m,- 1; 

~'+=(Z" ) ' = ~ m  ~ ?am,+l am, 1; 

"CO=~ I+ --a+ % ,); (g m, +1 (/m, +1 m, 1 
m 

N=~(a ,* , ,+ la , , ,~+a , ,  ' ,a,,, ,); 2 Q = 2 j + l .  (5.2) 
?n 

Hier sind r o der Gesamtdrehimpulsoperator und N 
der Teilchenzahloperator. Die Operatoren r_+, % bil- 
den eine SU(2)-Lie-Unteralgebra mit dem Casimir- 
Operator 

.~2=~'~(.t2+. c _}_,17 T+) 1 2 _ + ~ r  o (5 .3 )  

und den Vertauschungsregeln 

"C O 
[r o , z _ + ] = •  [ r + , r  ] = 2 ~ .  (5.4) 

Das Kleinsche Rotations-Vibrationsmodell ist durch 
den Hamilton-Operator 

H = - G 2f2A*oa o - F ( z +  z .  +r  _ r+), (5.5) 

die Summe einer Paarungs- und einer ,,Quadrupol- 
Quadrupol"-Wechselwirkung, definiert. H kommutiert 
nicht nur m i t r  o und N, sondern auch mit dem Ope- 
rator P, der die Drehimpulsrichtung umkehrt: 

Pr  P - ~ = z  ; P r o P  x=--Zo; usw.; 

p 1 = p+ = p. (5.6) 

~ / J o  \ 
Die Zusfiinde ~ ,  2 ' P /  seien die Eigenzusfiinde yon 

tYJo 
H, z o, N zu den Eigenwerten E ~ 2 ' ~ - ' P l '  Jo, A i  

Aus (5.6) l~il3t sich die Beziehung 

~" do \ -<f do _ \  
P ? (5.7) T'  T '  P~ = T '  - T '  
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ableiten. Daher sind die Zustiinde, far die ,/o/2=t=0 
ist, mindestens zweifach entartet. Wenn wir eine reelle 
Darstellung w~ihlen, folgen aus (5.6) und (5.7) Sym- 
metriebeziehungen zwischen den Matrixelementen der 
Operatoren (5.2) nach Art von 

2 Jo p X io l,p, \ 
" 2 '  r+ 2 '  2 ) 

i 1 .... (< Jo .... , ~ ~,p, 
2 '  ~ '  ~ 2 

,o2+ ,58, 
In (5.8) haben wir schon die aus (5.4) folgenden Aus- 
wahlregeln 

~.t  t 
~"' Jo \ 

=6,;, 6,,,,,~+2\T,T, pL~+ T , T + I , p '  (5.9) 

berticksichtigt. Der Vollst~indigkeit halber geben wir 
die Auswahlregeln far die Operatoren 

N+ = �89 (N + %) (5.10) 

an: 

=6,. . ,  6jo.jO6p, p ~(._<l.<+Jo). (5.11) 

Da die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden 
nur den Rotationsteil des Spektrums richtig wieder- 
gibt, mul3 die Ubereinstimmung im Grenzfall G=0,  
wo das Spektrum ein reines Rotationsspektrum ist, 
besonders gut sein. In diesem Grenzfall kann H in 
die Form 

F (4.~2 Zo2) (5.12) 
Hl(;=o-  4t2 

gebracht werden. Die Basisvektoren fiir die Darstel- 
lung yon SU(2) liefern die Eigenzust~inde yon HI~ o: 

. U J  J o )  .<V'J J o i  " 
"Co 2 ' 2 ' 2  =3o ~ ' 2 ' 2  ' 

,~2 ~]',a J o ;  J J 2 ' ~ ) ;  

. . . .  

0 =< J ... .  !~, ) ' -  4, ~)"- 8 . . . .  ; 

Jo=  - J ,  - J + 2 ,  - J + 4  . . . . .  J. (5.13) 
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Man sieht sofort, dab bei gerader Teilchenzahl im 
Grundzustand J .... 'V; Jo=0 und im zweifach ent- 
arteten, ersten angeregten Zustand J=,A/'; Jo = +_2 
sind. lm Grenzfall G =0 sind auch die Matrixelemente 

1/20 ~ , ~ , 2 _ +  r+~ _ _ ! '  

i..{ (J+,)_ Jo Jo = _ T (~-+- ' ) (5.14> 

bekannt. 

5.2. Die Hartree-Fock-Gleichungen 
mit Zwischenzustiinden fiir das Modell 

Wir setzen in die Gleichungen (3.5) und (3.9) der 
Hartree-Fock-Theorie mit ZwischenzustS.nden den 
speziellen Hamilton-Operator (5.5) des Kleinschen 
Rotations-Vibrationsmodells ein. Sie nehmen eine 
besonders einfache Form an, wenn wir voraussetzen, 
dab die Zwischenzust/inde 111), 112) . . . . .  11,,) in einem 
irreduziblen Darsteltungsraum von R(5) liegen. Dann 
k6nnen wit n~imlich setzen 

1 
(At arm. +~ a.  _+, IB) = ~  <AI N+ IB) ,~,,,,; 

1 
(At a,,,t +_, a. ~, 1B>---(Air+-1/20 IB>,5 ...... (5.15) 

und die Gleichungen (3.5) lauten 

falsche f2-AbhS, ngigkeit haben [13, 14]. Man verifiziert 
leicht die Orthonormierungsbedingung (3.13): 

<AI N+ IB)+(AI  N IB> .... ~6As. (5.17) 

man die Konsistenzbeziehung Mit ihr vereinfacht 
(3.9) zu 

. ~  ( F  
~ , = - f ' ~ +  262 

- (F+ 32,<A, ,/<> ,A> K 
+<AI-c It<) (KI ~.  IA)). (5.18) 

5.3. Spezialisierung at4/ gerade Teilchenzahl 
und drei Zwischenzustdnde, den Grundzustand 
und den zwe!lach entarteten, ersten angeregten Zustand 

5.3.1. Einbau von Erhaltungss~itzen 
und Behandlung entarteter Niveaus 

Wir haben die Eigenzust~nde yon H, %, N mit 
:~ J,) \ 

, }- ,p/  bezeichnet. Wenn wir beabsichtigen, bei 

gerader Teilchenzaht die Eigenschaften des Grund- 

zustands @',O, po ~ und des zweifach entarteten, 
A ~  

ersten angeregten Zustands ~ ,  + 1,p. ; - 1, p 

zu bestimmen, mtissen wir als Zwischenzustgnde die 

. F G 

=~Y' F G F 

( A I N + I A ) + ( A i N  IA)=.A, ;  tA), IB), tK ) c { l l l ) ,  112) . . . . .  il,,,)}. 

t . 
[ (KIN+IB) (Klv }t3)V2g2t. 
[(KIr. IB)I~-~2- <KIN IB) 1' 

(5.~6) 

An Gleichung (5.16) P, illt sofort auf, dab sie die Gestalt 
von Gleichung (4.10) mit Y=0 hat. Das Selbstkon- 
sistenzproblem ftir Y ist also yon vornherem gel6st; 
es bleibt das Selbstkonsistenzproblem far die verall- 
gemeinerte Dichtematrix. Weiter stellt man fest, dab 
der Vibrationsteil des Spektrums nicht richtig wieder- 
gegeben wird, weil die zu G proportionalen Terme die 

Zustgnde 

, 0 ) = ' ~ 0 ,  Po - I) ) "  z '  ) ,+ = @ , + l , p ~  

(5.19) 
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in das Gleichungssystem (5.16) aufnehmen. Es liefert 
allerdings nur N~iherungen fiir diese Zust~inde, die 
nicht alle Quantenzahlen der exakten Zust~inde be- 
sitzen. Nach Konstruktion haben die N~iherungszu- 
st~inde im allgemeinen keine feste Teilchenzahl; man 
kann nur den Erwartungswerten die richtige Teilchen- 
zahl geben. Die %-Erhaltung l~il3t sich fiber die Aus- 
wahlregeln (5.9) und (5.11) fi.ir die Matrixelemente der 
Operatoren ~• und N• berticksichtigen. Dabei zeff~illt 
das Gleichungssystem (5.16): 

p+o~+o@p o-~q' o@P+lJ{+l@p l J { ' l  
='~'+oP+o| oP O(~">~{+lP+I @ ~  l P  1; 

(ol N+ 10> + <01 g 10)--~r 
<_+11 N+ ]+1>+(_+1)  N_ [___ 1) =./V; (5.20) 

mit 

p+o= <___ II N+ I_+1); 

( (/2~211N--I+'> 1/:~i~<_+llv+ Io>) 
0_+1= (0 lz  T [+1> <0IN+ 10) ; 

Jt~+_o = (2 _+1-- (2 o + A <  + 1[ N+ [ + l ) ;  

~'+ 1 --((2-+1-(20-{'-A(+l[N_+[+l) B~<+l[[;;]0)) 
- B l / ~ ( 0 [ z ~  [_+ 1 ) A(O[N~_ 

und 

A=(F, G F G 
2(22 2 0 ) ;  B = -  ( ~ + ~ ) .  

Schliel31ich berficksichtigen wir die P-Erhaltung fiber 
die Symmetriebeziehungen (5.8). Das fiihrt zu 

P o=P+o;  p 1=p+1, (5.21) 

so dab die Gleichung p 0Jt~ 0 @ P _ a ~  1 = ~ ' - o P - o @  
~ i P 1 die Gestalt der Gleichung p+o~+oOP+lJt~+l 
= Jut~oP + o| P+I annimmt. Daraus folgt 

(2 1 =O+1, (5.22) 

also die zweifache Entartung des ersten angeregten 
Niveaus. Nach Einbau aller Erhaltungssfitze hat das 
Gleichungssystem (5.16) ffir die drci Zwischcnzustande 
10), I_+ 1 ) die einfache Gestalt 

p+o~*+ o| +, ~r+1 =,*C o p + o e~ '~,  p+,; 
2 <0IN+ 10> =..r 

( +  IIN+I+ 1 ) +  ( +  IIN_ l+ 1 ) = . + .  (5.23) 

5.3.2. LSsung 

Wit 16sen das Gleichungssystem (5.23) mit den in Ab- 
schnitt 4 entwickelten Methoden. Es dient zur Be- 

stimmung der orthogonalen Matrix in der Zerlegung 
(4.4), wobei man die Eigenwerte der verallgemeinerten 
Dichtematrix als bekannt voraussetzt. Die Zerlegung 
von p + ound  p + 1, ist sehr einfach : 

p+o---(+ I[N+I+ 1 ) =  1-q~. 1; 

( + I l N  I+ l>  1 / 2 0 ( + l l r , 1 0 ) k  t 
p+l--  ~l/}-(2(Olv l+ 1 ) --  / ( O [ N + I O )  ! 

(02 (cos q ~ - s i n  ~o] (5.24) o l,s,n  \ - s i n  p cos p q3 

Da die Gleichung p+o~g~+o=~+oP+o trivialerweise 
erftillt ist, haben wir nur noch, analog zu (4.12), die 
zweireihige Matrix Jg+l zu diagonalisieren. Dabei 
geht das Gleichungssystem (5.23) tiber in 

((O + 1 - (20) 

+ A (ql - ~ + q2 sin299 + q3 COS2 (~)) COS (D sin p 

+ B ( - q2 + q3) ( cOs2 ~P --  sin2 q~) cos ~p sin q~ = 0; 

./V" 3 ,~" 
2-qzsinZp+q3c~ 2 =qa +qz+q3" (5.25) 

Die letzte Gleichung ist die Spurbedingung (4.6). Das 
Gleichungssystem (5.25) hat die L~Ssung 

Jr ) 
2 (2 (+  1]r+10)2 = ( J V ' - q l - q 3 ) ( ~ - - q 3  ; 

<+llNl+l)=.,"-ql; 

<Ol N+ IO> =~-.  (5.26) 

Sie nfitzt wenig, wenn es nicht gelingt, sich die Eigen- 
werte ql, q2, q3 ztl beschaffen, ql ist bekannt, wenn 
man dem Matrixelement ( +  I IN+]+ 1) den exakten 
Wert (5.11) gibt: 

ql = 21-(iV" + 2) �9 (5.27) 

Damit ist die L6sung (5.26) bis auf das Matrixelement 
( +  l i t+ 10) eindeutig bestimmt. Da die Hartree-Fock- 
Theorie mit Zwischenzustanden ohnehin nur den 
Rotationsteil des Spektrums richtig wiedergibt, daft 
man ffir q2, q3 die Eigenwerte der Matrix P+I im 
Grenzfall G =0  wS.hlen. Nach (5.14) ist 

P JV JV 1 <. ' 

so dab 

(5.28) 

q2 = A/'; q 3  = - -  1 (5.29) 
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sind. Wenn wir diese Werte in die Gleichungen (5.26) 
einsetzen, erhalten wit 

~+1 - g o = ~  

2 Q ( +  ll-c+10) 2 ( ~ + 1  ; 

1 4 ( + I l N  I + 1 ) = ~ ( ~ - 2 ) ;  

,/{" 
(0IN+ 10) - 2 (5.30) 

lm Grenzfall G=0  stimmen diese Werte mit Aus- 
nahme der Energiedifferenz f2+1 - f 2  o mit den exakten 
Werten iiberein; diese unterscheidet sich yon dem 
exakten Wert (5.13) (~Q+l-~O)~xakt=F/~Q~ um den 

F 
Korrekturterm - 2 ~  5.  Alles in allem gibt die Hartree- 

Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden den Rotations- 
teil des Spektrums ausgezeichnet wieder. 

5.3.3. Die Konsistenzbeziehung 
ffir die Erwartungswerte von H 
in den Zwischenzust~inden 10), ] _+ 1 ) 

Wenn man nachprtift, ob die L6sung der Hartree- 
Fock-Theorie mit Zwischenzustiinden die Konsistenz- 
beziehung (3.9) erftillt, st66t man auf Schwierigkeiten. 
Mit den Matrixelementen (5.26) findet man fiir die 
Erwartungswerte (5.18) die Ausdrticke 

N ( F  G ) , U  2 
( 0 1 H I 0 ) - - - F ~ +  2~ 2 20  4 

q+); 
<-+11HI-+1>=-F~6+ 2~2 f-~ qx(~4--ql) 

- (F +G) ~(A"-ql-q3) ('~; -q3 ). (5.31) 

Es f~illt sofort auf, dab sich die letzten Terme der 
beiden Ausdrticke um den Faktor2 unterscheiden. 
Er wtirde auch im zweiten Ausdruck nicht fehlen, 
wenn wir mehr Zwischenzustfinde genommen h~itten. 
Die Erwartungswerte sind also sehr empfindlich gegen 
Beimischung anderer Zustgnde. Sie sind um so un- 
genauer, je h6her die Zwischenzustiinde liegen. Die 
Lagrangeschen Multiplikatoren weisen diesen Mangel 
nicht auf, da in sie nur die Strukturunterschiede der 
Zust~nde eingehen, und nicht, wie in die Erwartungs- 
werte, deren tats/ichliche Struktur. 
Damit ist verstfindlich, dab im Rotationsteil des 
Spektrums die Lage des Grundzustandes durch die 

Gleichungen (5.31), (5.27), (5.29)gut wiedergegeben 
wird, w~ihrend die Lage des ersten angeregten Zu- 
stands aus Gleichung (5.30) folgt. Der Erwartungswert 

F ( _ ' )  2 .... ~ + 4 - ~  .Jr(.1+1) (01HI0) = - 4 h  

(5.32) 

stimmt im Grenzfall G = 0  gut mit dem exakten 
Wert (5.13) 

(01HI0) ~x a~', -- - 4(2F +2) 

tiberein. 

6. SchluB 

Die Erweiterung der Neuen Tamm-Dancoff-Methode 
durch Einffihrung yon Zwischenzust~inden fiAhrt zu 
einer FiJlle neuer Beziehungen in der nicht-relativisti- 
schen und relativistischen Vielteilchentheorie. Wir 
haben hier nur das nach der Hartree-Fock- und der 
Hartree-Bogoliubov-Theorie n~ichst einfache, nicht- 
relativistische Gleichungssystem untersucht: die Har- 
tree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden. Wir haben 
sie auf das Kleinsche Rotations-Vibrationsmodell an- 
gewendet, wo sie mit drei Zwischenzust~inden den 
Rotationsteil des Spektrums gut wiedergibt. Wenn wir 
versucht h~itten, den Rotations- und den Vibrations- 
tell gleichzeitig zu erfassen, h~itten wir die Hartree- 
Bogoliubov-Theorie mit Zwischenzust~inden anwen- 
den mtissen. Das bleibt einer sp~iteren Arbeit tiber- 
lassen. Trotzdem hoffen wir, dal3 die einfachen, durch- 
sichtigen und erfolgreichen Modellrechnungen den 
AnstoI3 zur Behandlung realistischerer Vielteilchen- 
systeme mit der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen- 
zust~inden geben. Der Rechenaufwand wird nicht die 
Grenzen des Gewohnten tiberschreiten. Ganz all- 
gemein kann man sagen, dal3 die Hartree-Fock- 
Theorie mit zwei Zwischenzust~inden einfacher als die 
Hartree-Bogoliubov-Theorie ist. Man wird daher bei 
kleineren Vielteilchensystemen die Hartree-Fock-Glei- 
chungen mit zehn nicht miteinander entarteten Zwi- 
schenzust;,inden noch lasen k6nnen. 
Die neue Tamm-Dancoff-Methode mit Zwischen- 
zust~inden ist ein kovariantes N~iherungsverfahren. So 
ist sie ftir die Heisenbergsche nicht-lineare Spinor- 
theorie [18] yon Nutzen: Die relativistische Version 
der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzust~inden er- 
m6glicht eine selbstkonsistente Berechnung von Va- 
kuum und Bosonenzust~inden. Andererseits kannen 
wir auch mesonische Variablen berticksichtigen [19] 
und so einen neuen Zugang zu dem heute sehr aktuet- 
len Problem der Pion-Kondensation [20] schaffen. 

A. Friederich und W. Gerlmg danken dem Bundesmmisterium fiJr 
Forschung und Technologie und der Deutschen Forschungsgemein- 
schaft Fdr die Fmanzierung dieser Arbeit. 
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