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Résumé

La simulation numérique est devenue un outil central dans la modélisation de nombreux systémes
physiques tels que la dynamique des fluides, les plasmas, 1’électromagnétisme, etc. L’existence de phé-
nomenes multi-échelles rend 1’intégration numérique de ces modeles tres difficile du point de vue de la
précision et du temps de calcul. En effet, dans les méthodes classiques d’intégration temporelle, le pas
de temps est limité par la taille des plus petites mailles au travers d’une relation de type CFL. De plus,
la forte disparité entre le pas de temps effectif et la condition CFL favorise les phénomenes de diffusion
numérique. Dans la littérature, des nombreux algorithmes a pas de temps locaux (LTS) ont été dévelop-
pés. Pour la plupart des algorithmes LTS, les pas de temps locaux doivent €tre choisis parmi les fractions
du pas de temps global.

Nous présentons dans cette these une méthode asynchrone pour I'intégration explicite des équations
différentielles multi-échelles. Cette méthode repose sur I’utilisation de critéres de stabilité locaux, cri-
teres déterminés non pas globalement mais a partir de conditions CFL locales. De plus, contrairement aux
schémas LTS, I’algorithme asynchrone permet la sélection de pas de temps indépendants pour chaque
cellule de maillage.

Cette these comporte plusieurs volets. Le premier concerne 1’étude mathématique des propriétés du
schéma asynchrone. Le deuxiéme a pour objectif d’étudier la montée en ordre, a la fois temporelle et
spatiale, des méthodes asynchrones. De nombreux développements dans le cadre des méthodes de haute
précision en temps ou en espace, telles que les méthodes de type Galerkin Discontinu, peuvent offrir un
cadre naturel pour I’amélioration de la précision des méthodes asynchrones. Toutefois, les estimations
garantissant 1’ordre de précision de ces méthodes peuvent ne pas €tre directement compatibles avec
I’aspect asynchrone. L’ objectif de cette these est donc de développer un schéma numérique asynchrone
d’ordre élevé mais qui permet également de limiter la quantité de calculs a effectuer. Le troisieéme volet
de cette these se focalise sur I’application numérique puisqu’il concerne la mise en oeuvre de la méthode
asynchrone dans la simulation des cas-tests représentatifs de problemes multi-échelles.

Mots clefs : méthode numérique asynchrone, équations différentielles linéaires, ordre élevé, phéno-
menes multi-échelles.
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Abstract

Numerical simulation has become a central tool for the modeling of many physical systems (Fluid dy-
namics, plasmas, electromagnetism, etc). Multi-scale phenomena make the integration of these physical
systems difficult in terms of accuracy and computational time. Numerical time-stepping integration tech-
niques used for modeling such problems generally fall into two categories : explicit and implicit schemes.
In the explicit schemes, all unknown variables are computed at the current time level from quantities al-
ready available. The time step used is then limited by the most restrictive CFL condition over the whole
computation domain. In the implicit method the time step is no longer limited by the CFL conditions.
However the scheme is generally not suitable for strongly coupled problems. To solve such problems, a
number of local time-stepping (LTS) approaches have been developed. These methods are restricted by a
local CFL condition rather than the traditional global CFL condition. For most of these LTS algorithms,
local time steps are usually selected to be fractions of the global time step so that regular meeting points
in time exist, and only little work is available on LTS methods with independent time steps.

We present in this thesis an asynchronous method for the explicit integration of multi-scale partial
differential equations. This method is restricted by a local CFL condition rather than the traditional
global CFL condition. Moreover, contrary to other LTS methods, the asynchronous algorithm permits
the selection of independent time steps in each mesh element.

Our work consists of several components. The first one concerns the mathematical study of the pro-
perties of the asynchronous method. the objective of the second part is to study the improvement of the
convergence rate for asynchronous methods. Many approaches in the context of high precision methods
in time or in space, such as the Discontinuous Galerkin methods, may offer a natural setting to improve
the precision of the asynchronous methods. However, the estimates ensuring the order of the accuracy of
the method may not be directly compatible with the asynchronous aspect. Then, the objective is to deve-
lop a high order asynchronous numerical scheme which also preserves the computational time reduction.
Finally, the third part is focused on the implementation of the asynchronous method and illustrate the
advantages of the method on test-cases representative of multiscale problems.

Key words : Numerical asynchronous method, linear differential equations, high order accuracy, mul-
tiscale phenomena.
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Contexte : le projet MACOPA

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été menés a 1’Office National d’Etudes et de Recherches
Aérospatiales (ONERA) dans le contexte du projet MACOPA (Méthodes Asynchrones pour la Com-
bustion et les Plasmas Atmosphériques), lequel est partiellement financé par 1’ Agence Nationale de la
Recherche et mené en partenariat avec 1’ Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse (IMFT), le LA-
boratoire PLAsma et Conversion d’Energie (LAPLACE) et I’Institut de Recherche en informatique de
Toulouse (IRIT). L’objectif du projet MACOPA est le développement d’une plate-forme logicielle, ba-
sée sur le formalisme asynchrone, pour la résolution numérique de problémes de transport multi-échelles
et multi-physiques, I’existence de petites échelles provenant de termes sources tres raides et tres lo-
calisés. Cette description couvre un large domaine d’applications (simulation de processus naturels ou
de cas-tests industriels) pour lesquelles il est nécessaire de pouvoir décrire des effets a grande échelle
(d’espace ou de temps) résultant de processus caractérisés par des échelles beaucoup plus petites. Le
développement de la plate-forme logicielle MACOPA s’appuie sur un noyau numérique existant, fruit
d’une collaborations précédente entre I’ONERA, le laboratoire LAPLACE et I'IMFT. L’adaptation de ce
noyau numérique dans le cadre du projet doit lui permettre de prendre en charge 1’intégration temporelle
d’un systeme générique d’équations aux dérivées partielles.

Le programme scientifique du projet MACOPA s’articule autour de deux types de tiches. Des taches
de type amont qui consistent a alimenter la plateforme avec des outils génériques. C’est le cas de la tAche
1, dont est responsable ’ONERA, qui consiste a dévélopper et a étudier formellement la possibilité de
développer des schémas asynchrones d’ordre élevé. Les travaux de cette thése s’inscrivent dans cette
optique. C’est également le cas de la tiche 2 (responsable IRIT) qui est concentrée sur les options de
parallélisation pour les algorithmes asynchrones. Un second groupe de taches rassemble les taches dites
applicatives. En particulier, la tiche 3 (gérée par le LAPLACE) consiste a créer les modules applicatifs de
la physique des plasmas de décharge et de la résolution des équations de Maxwell. L’étude du couplage
Plasma/Micro-ondes entre également dans les objectifs des travaux réalisés dans cette tche. La tiche 4
(IMFT) est centrée sur I’intégration dans la plate-forme des modeles physiques liées a la combustion.
Enfin la tiche 5 rassemble les taches de coordination du programme, ainsi que les taches d’intégration
des différentes bibliotheéques et leur validation au niveau de la plateforme ; voir Fig. 1.1.
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Téache 1

Développement et étude
formelle des méthocles
asynchrones d'ordre élévé

Téche 2

Parallélisation des
algorihmes
asynchrones

ONERA IRIT

Tache 5

Coordianation et intégration
et validation au sein de la
plate forme MACOPA

IMFT

Téche 4 Téche 3

Modélisation des plasmas
Atmosphériques

et Intéraction avec les

micro-ondes

LPLACE

Modélisation
de la combustion

IMFT
FIGURE 1.1 — Organisation du projet MACOPA.

1.2. La modélisation par équations aux dérivées partielles

La modélisation de trés nombreux problémes issus de la physique, de la mécanique et des sciences
de I'ingénieur, font qu’ils se présentent sous forme d’équations aux dérivées partielles (EDP) : "All in
nature reduces to differential equations” (Newton, Isaac : 1642-1727), "...Present day physics, as far
as it is theoritically organized, is completely governed by a system of space-time differential equations"
(Planck Max : 1858-1947) ; voir aussi Fig. 1.2 ( Les exemples présentés dans Fig. 1.2 ainsi que d’autres
exemples peuvent €tre trouvés dans [74]).

On retrouve ’utilisation de modeles mathématiques a base d’équations aux dérivées partielles dans
des domaines d’application divers et variés. Nous pouvons par exemple citer les domaine de :

1. 'ingénierie : optimiser la forme d’une véhicule pour réduire sa trainée.

2. I’environnement : modélisation thermique des batiments, météo, océan, séisme.
3. la communication : ondes sonores, électromagnétiques.

4. la défense : furtivité (comment construire un avion ne renvoyant aucune onde)
5. la finance : équation de Black-Scholes.

Rappelons que les équations aux dérivées partielles sont classées en trois grandes familles fondamen-
tales d’équations : les équations elliptiques qui servent typiquement a décrire des phénomenes d’équilibre
en physique, les équations paraboliques qui permettent en particulier de décrire des phénomenes de dif-
fusion et les équations hyperboliques qui permettent de modéliser les phénomenes de propagation. La
théorie des équations aux dérivées partielles fait 1’objet d’une trés vaste littérature, mais rares sont les
situations réalistes pour lesquelles on sait calculer une solution analytique. Généralement, 1’ objectif de
I’analyse mathématique d’une EDP est de garantir I’existence d’une solution, voire I’unicité de celle-ci,
d’identifier les espaces fonctionnels adaptés et également de d’identifier quelques propriétés qualitatives

2



Le coeur numérique
Des informaticiens, g
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écoulements in vivo
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ruptures d'anévrisme, la
médecine fait aujourd'hui appel a
la mécanique des fluides.

Le séisme
Les simulations
numeériques
permetient de
mieux comprendre
les phénoménes physiques qui
déclenchent les remblements de
terre et d'anticiper les dommages
qu'ils pourraient causer.

Le changement
climatique

A cause de la
complexité du AN
systeme climatique et de ses
nombreuses interactions, la
modélisatiion sur ordinateur est
F'unique moyen de prévoir son
évolution prochaine.

La modélisation

La guitare acoustique

Pour faire évoluer

la guitare,

des simulations
numeriques

dévoilentle champ
sonore a l'intérieur
etautour de l'instrument

L’eau sous nos pieds
La modélisation

Les phénoménes
météorologiques

La turbulence dans les
plasmas i 2

Dans un tokamak, Pour améliorer math’émathue
on s'efforce de les prévisions de I'écoulement
confiner un mélange * météorologiques, des eaux

d’ions et d'électrons, a I'encontre il faut étre capahle souterraines

s'avere cruciale dans 'élude de
Fimpact environnemental de sites
d’enfouissement ou de projets de
développementindustriel.

des turbulences, pour déclencher
des réactions de fusion. Les
simulations numériques révelent
I'apparition et les caractéristiques
de ces turbulences.

de prendre en compte des
sources d'information
hétérogénes, et de coupler des
modeles différents.

FIGURE 1.2 — Quelques exemples de la modélisation dans différents domaines, présentés dans [74].

des solutions de cette équation. Pour ce qui est de 1’aspect quantitatif (voire prédictif) de la solution d’une
EDP, il devient nécessaire de se tourner vers une discrétisation du probléme pour avoir une solution ap-
prochée et donc de faire appel a une méthode numérique appropriée Fig. 1.3.

Monde réel mmmp Modele physique | Modéle mathématicue g MOTElE discrétisé
simplifié

FIGURE 1.3 — Le passage d’un modele réel vers un modele discrétisé.

Une méthode numérique nécessite de transformer le probléme continu en un probléme discret en
utilisant des méthodes de discrétisation spatiales et temporelles. Nous nous intéresserons en particulier
aux méthodes qui s’appuient sur un maillage de 1’équation physique. Un maillage est vu comme une
division du domaine de résolution en petits volumes de controle. La discrétisation de 'EDP doit alors
étre adaptée au maillage. De notre point de vue dans ce manuscrit, une méthode numérique comporte
donc les éléments suivants :

1. Le maillage : le maillage permet de décomposer un élément géométrique complexe (une surface
ou un volume) en un assemblage de formes élémentaires (triangles, quadrangles, tétra¢dres, etc.).
La figure 1.4 donne un exemple de maillage permettant de décrire la forme d’un avion.

2. La discrétisation : c’est le procédé qui consiste a remplacer le probléme initial continu (décrit
par une EDP) par un probléme approché discret, posé dans un espace de dimension finie. Nous



FIGURE 1.4 — Maillage d’un avion.

distinguerons deux types de discrétisation.

(a) La discrétisation spatiale : Elle sera considérée comme donnée, et pourra étre indifférem-
ment issue des méthodes de différences finies, de volumes finis ou d’éléments finis. Ces trois
formalismes seront explicités rapidement dans la section suivante.

(b) La discrétisation temporelle : les méthodes d’intégration temporelle utilisées pour la mo-
délisation des EDPs sont réparties en deux catégories : les schémas explicites et implicites.
Alternativement, des méthodes implicit—explicit ont été développées. 1l s’agit de la partie a
laquelle nous nous intéressons spécifiquement dans cette these en développant des approches
asynchrones de type explicite. Cet aspect sera détaillé plus avant dans la section 1.4..

Equations aux dérivées partielles

7/ \

Discrétisation spatiale Discrétisation temporelle

——— Différences finis —— |mplicite

—» Volumes finis — » Explicite

— » Eléments finis — » Implicite-explicte

FIGURE 1.5 — La discrétisation des EDPs.

La modélisation des phénomenes physiques est confrontée a des difficultés liées principalement a la
complexité des phénomenes traités (phénomenes couplés, multi-échelles, de trés grande taille, etc). Parmi
les points-clés de la simulation numérique, le calcul parallele ainsi que la question du rendu graphique des
calculs sont des éléments nécessitant une étude dédiée qui ne sera pas menée ici. Nous nous focaliserons
sur le choix des modeles physiques, leur discrétisation (conception de méthodes numériques adaptées)
ainsi que sur la possibilité d’en extraire une implémentation efficace.
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1.3. Discrétisation spatiale des EDPs

Nous rappelons brievement dans cette section les méthodes numériques les plus utilisées pour la réso-
Iution des équations aux dérivées partielles. Il existe trois grandes familles de méthodes numériques : les
méthodes de différences finies, de volumes finis et enfin les méthodes d’éléments finis qui contiennent en
particulier les approches de type Galerkin Discontinues qui nous intéresseront plus spécifiquement dans
ce manuscrit.

1.3.1. Les différences finies

La méthode des différences finies est de loin la plus intuitive parmi les méthodes d’approximation des
EDPs. Concretement, I’idée de base consiste a approximer les dérivées (spatiales ou temporelles) des
équations aux dérivées partielle en utilisant des développements de Taylor. Un des avantages majeurs
de cette méthode est sa simplicité de mise en oeuvre. De plus, le passage a des approximation d’ordre
élevé peut se faire a un cofit de calcul faible. L’inconvénient de la méthode des différences finies est la
précision et la manque de flexibilité. Cela provient du fait que 1’application de cette méthode nécessite
plus de régularité de la solution et du maillage [63, 64].

1.3.2. Les volumes finis

La méthode des volumes finis consiste a effectuer un bilan local sur des volumes élémentaires (les
éléments du maillage), en intégrant sur ces éléments les équations écrites sous forme de loi de conserva-
tion. Cette approche exprime les échanges qui s’operent entre les différents éléments du maillage via la
définition de flux numériques aux interfaces. Ce formalisme se révele alors particulierement adapté a la
résolution des équations de conservation (et en particulier celles issues de la mécanique des fluides) car
les formulations discrétes qui en résultent font intrins€quement apparaitre la conservation des quantités
physiques telles que la masse ou I’énergie.

Avec un choix de formulation des flux adaptés, la méthode des volumes finis peut également facilement
traiter les chocs dans le systeme physique sans engendrer d’oscillations parasites. De plus, étant facile
a mettre en oeuvre sur des éléments quelconques (en particulier les simplexes), elle permet de traiter
des géométries complexes avec des volumes de forme quelconque. Néanmoins cette méthode est diffi-
cilement étendue a des ordres élevés car la préservation de la stabilité et de principes du maximum tels
que la positivité d’une densité imposent d’utiliser des limitations dans les reconstructions des formes des
solutions au sein d’une cellule se qui implique une perte d’ordre locale [21, 22]. Des méthodes s’affran-
chissant des contraintes de principe du maximum et autorisant des oscillations ont alors été développées,
I’idée étant de maitriser I’amplitude des oscillations [23, 24]. Toutefois, peu de résultats théoriques de
convergence pour les méthodes générales de type volumes finis sont disponibles, la plupart d’entre eux
limitant I’ordre maximal accessible des méthodes utilisées lorsque 1’on veut garder de bonnes propriétés
de stabilité [30, 31].

1.3.3. Les éléments finis

L’idée de base de la méthode des éléments finis repose sur une discrétisation de 1’espace fonctionnel
dans lequel le probléme continu est posé. A partir du probléme initial écrit sous forme variationnelle (ou



faible) dans un espace fonctionnel de dimension infinie, il s’agit de chercher une caractérisation d’une
solution approchée, choisie dans un sous-espace de dimension finie [61]. Cette forme variationnelle peut
en général étre interprétée comme la minimisation d’une énergie, ce qui rend ce type d’approche par-
ticulierement bien adaptée aux problemes d’équilibre ainsi qu’a la résolution des équations elliptiques
pour lesquelles la dérivation d’une formulation variationnelle est possible. Cette approche peut se gé-
néraliser sans obstacle théorique a des maillages avec des éléments quelconques, la difficulté technique
étant reportée sur le choix des fonctions de base qui constituent I’espace de dimension finie retenu. Le
choix de ces fonctions de base est délicat et permet de définir plusieurs classes de méthode de type élé-
ments finis. Les fonctions a support local simplifient grandement leur construction [60]. Contrairement
aux différences finies, la méthode des éléments finis permet de traiter assez simplement des géométries
complexes. Pour augmenter I’ordre d’approximation de la méthode, de nombreuses méthodes ont été
développées en utilisant des fonctions de base particulieéres d’ordre plus élevé. Cependant, plus 1’ordre
d’approximation est grand, plus cette méthode d’éléments finis demande la résolution de systemes li-
néaires de grande dimension, ce qui implique alors une forte demande en mémoire et en temps de calcul.

1.3.4. Galerkin discontinu

Les méthodes de Galerkin Discontinues (GD) peuvent étre considérées comme des méthodes de type
éléments finis particulieres, permettant a la solution approchée d’étre discontinue. Elles peuvent éga-
lement étre considérées comme des méthodes de volumes finis dans le sens ol I’approximation de la
solution sur chaque élément par une fonction polynomiale permet de définir un flux aux interfaces du
maillage. Il est alors nécessaire de caractériser les discontinuités de 1’approximation (les sauts aux inter-
faces) pour pouvoir garantir la convergence de la méthode, ce qui fait 1’objet de nombreuses formula-
tions [71, 72, 73]. D’un point de vue pratique, le travail avec des espaces discrets discontinus offre une
flexibilité considérable ce qui rend cette approche attirante pour les simulations multi-physiques et multi-
domaines. L’application des méthodes Galerkin Discontinues couvre un vaste domaine des sciences de
I’ingénieur [47, 48]. Les méthodes GD ont existé sous diverses formes depuis plus de 30 ans et ont connu
un développement significant durant cette derniere décennie.

La premiere méthode GD pour I’approximation des équations aux dérivées partielles du premier ordre
a été intoduite par Reed et Hill en 1973 [55]. L’estimation d’eurreur correspondante a été effectuée en
1986 par Johnson et Pitkidranta [54]. Quelques années plus tard, la méthode a été appliquée a la simula-
tion des équations de la couche limite en dimensions trois pour 1’écoulements de fluides compressibles
par Caussignac et Touzani [49, 50]. Dans [51], Chavent et Cockburn ont présenté une extension de la
méthode GD pour les équations aux dérivées partielles hyperboliques en utilisant la méthode d’Euler
explicite pour la discrétisation en temps. Pour la montée en ordre de convergence, Cockburn et Shu ont
utilisé dans [52, 53] la méthode de Runge-Kutta pour la discrétisation en temps. La convergence a été
étudiée par Jaffré, Johnson et Szepessy dans [56]. Les extensions ont été discutées par Cockburn, Shu
and al. dans une série des publications [57, 58, 59].



1.4. Discrétisation temporelle des EDPs

Les méthodes précédentes sont considérées commes des approximations en espace, approximations
qui doivent - dans le cas d’équations d’évolution - étre couplées avec un algorithme d’intégration tem-
porelle. Les méthodes classiques d’intégration temporelle utilisées pour la modélisation des EDPs sont
réparties en deux catégories : les schémas explicites et implicites. Alternativement, des méthodes im-
plicit—explicit essayant de combiner le meilleur des deux mondes ont également été développées [36].
Pour situer les méthodes asynchrones, qui nous intéressent dans ces travaux de the&se, nous revenons
brievement sur ces trois approches.

Les schémas numériques implicites

Les méthodes implicites-explicites

Les schémas numériques explicites

Les méthodes d'intégration temporelle

1.4.1. Les schémas implicites

Une méthode implicite consiste a calculer la solution a I’instant courant en utilisant des valeurs cal-
culées a I’instant précédent - connues explicitement - mais également des valeurs a I’instant courant.
La valeur recherchée est donc définie en tant que solution d’une équation qu’il est nécessaire de ré-
soudre. L’avantage majeur des schémas implicites réside dans la stabilité accrue du schéma numérique,
nombre d’entre eux étant inconditionnellement stables, ce qui permet d’utiliser des pas de temps relative-
ment grands en comparaison avec les schémas explicites (abordées plus loin). Cependant, une méthode
implicite conduit a la résolution d’une équation et donc généralement a 1’inversion d’une matrice, ce
qui est tres cofliteux en termes d’espace mémoire et de temps de calcul. De plus, I’utilisation de plus
grands pas de temps s’accompagne généralement d’une augmentation de la diffusion numérique. Pour
pallier ce dernier probleéme, des stratégies de schémas implicites permettant la montée en ordre, tels que
les schémas de type Runge-Kutta Implicites ont été développé. Parallelement, avec I’amélioration des
performances des méthodes itérative pour résoudre des systémes linéaires - citons par exemple les algo-
rithmes de Krylov, Newton et Schwartz - les schémas implicites sont devenus des outils importants pour
I’étude de phénomenes multi-échelles décrits par les EDPs non linéaires. Parmi ces phénomenes, citons
les systemes de réaction-diffusion [41, 42], de radiation-diffusion [43], magnétohydrodynamique [44] et
hydrodynamiques de radiation [45].

Afin de décrire correctement I’évolution du systéme, les schémas implicites utilisent des stratégies
adéquates, basées sur la physique, pour la sélection des pas de temps qui sont en rapport avec la taille du
pas de temps dominant du probléeme. Le choix de la taille des pas de temps qui permet I’efficacité en terme
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du temps de calcul peut souvant étre obtenu par I’application de la condition de stabilité CFL [46]. Malgré
les progres récents dans ce domaine, les schémas implicites avec des pas de temps relativement grand
montrent un cofit de calcul trés grand. En effet, atteindre la convergence pour des problémes avec des
non-linéarités nécessite d’utiliser un grand nombre d’itérations. De plus, dans certains cas, les schémas
implicites sont malgré tout encore incapables de bien représenter les phénomenes physiques locaux. Ces
problemes rendent ces méthodes inefficaces pour la modélisation du comportement de ces systeémes en
temps long, par exemple, rentrent dans ce cas la magnétosphere de la Terre, les modeles climatiques, etc.
Pour ce genre de problémes on a généralement besoin de traiter des différentes échelles de temps avec la
méme précision sur de longues périodes de temps, ce qui est le cas de problemes fortement couplés mais
avec des échelles de temps tres différentes, phénomene souvent illustré en physique des plasma [15].

1.4.2. Les schémas implicites-explicites

Le raffinement local du maillage consiste a prendre des petits éléments précisément la ou se situent
les longueurs caractéristiques les plus petites (et généralement de fagon corollaire les pas de temps les
plus petits également), et des plus grand éléments ailleurs ; voir Fig. 1.6 . Dans ce contexte, les éléments
du maillage sont répartis sur deux régions distinctes : une région qualifiée de grossiere et une région

dite raffinée. L utilisation d’un schéma numérique implicite ou explicite dans tout le domaine de calcul
conduit alors dans les deux cas a un coft trés élevé.
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FIGURE 1.6 — Exemple d’un maillage en 3D comportant une zone raffinée.

Les méthodes implicites-explicites (ou semi-implicites ou semi-explicites) consistent a traiter impli-
citement la zone raffinée et explicitement le reste du maillage. Cette méthode a 1’avantage de ne pas
pénaliser le pas de temps a utiliser sur le maillage grossier a cause des contraintes du maillage raffiné.
Cependant, cette approche nécessite des aménagements particuliers. Par exemple, dans [37], Piperno a
utilisé le schéma Leap-Frog explicite combiné avec le schéma implicite Crank-Nicolson et la méthode
de Galerkin discontinue pour la discrétisation des équations de Maxwell dans un milieu non conducteur.
A I’intérieur de la région raffinée, il faut résoudre un systéme linéaire a chaque pas de temps. Chacune de



ces méthodes est démontrée pour étre d’ordre deux en temps, cependant Descombes et al. ont démontré
dans [38] que le schéma implicite-explicite réduit I’ ordre de convergence a un. Pour résoudre ce probléme
de la perte d’ordre, Descombes et al ont utilisé le schéma semi-explicite proposé par Verwer dans [39].
Ils ont montré dans [38] que ce schéma est convergent d’ordre deux. Cependant, cette méthode necessite
la résolution d’un systeme linéaire significativement plus grand que celui de la méthode de Piperno. Dans
[40], autre exemple, Kanevsky et al. ont développé un schéma Runge-Kutta implicite-explicite d’ordre
quatre avec une discrétisation de Galerkine Discontinue pour 1’écoulement de fluides. A chaque pas de
temps, la méthode de Newton-Krylov est utilisée pour la résolution du systéme nonlinéaire associé aux
éléments fins. Cette méthode devient alors rapidement mal conditionnée.

Dans ce cas, une alternative est de rester en explicite sur les deux domaines mais de prendre des stratégies
d’intégration particulieres, que nous allons aborder dans ce qui suit.

1.4.3. Les schémas explicites

L’intégration temporelle explicite consiste a calculer la solution & I’instant courant en utilisant unique-
ment des valeurs calculées aux instants précédents, ce qui rend I’implémentation de ce type des méthodes
relativement simple a mettre en oeuvre. Cependant, pour les schémas explicites la stabilité du schéma
numérique n’est garantie que lorsque le pas de temps est limité par la taille des plus petites mailles au
travers d’une relation de type CFL. De plus, lorsque I’on observe une forte disparité entre le pas de temps
effectif et la condition CFL, cela favorise les phénomenes de diffusion numérique. Les schémas explicites
ont I’avantage de proposer assez simplement des algorithmes - tels que les méthodes de Runge-Kutta -
permettant de monter en ordre [25] jusqu’a des ordres élevés. Nous nous intéressons ici plus spécifique-
ment au cas ol la physique et/ou le maillage imposent des contraintes de pas de temps tres différentes
au sein d’un méme domaine de calcul. Outre la problématique de la diffusion numérique évoquée précé-
demment, I’utilisation d’un pas de temps global impose de calculer de nombreuses étapes d’évolutions
dans des zones ot la dynamique du phénomene étudié ne 1I’impose pas. Pour pallier cette contrainte liée
a la condition CFL, de nombreux algorithmes a pas de temps locaux (LTS : Local Time Stepping), dont
les méthodes asynchrones, ont été développés.

Les schémas
\_ asynchrones

L'intégration explicite
classique

Les schémas LTS

Les méthodes d'intégration temporelle explicites




1.4.3.1. Les schémas a pas de temps locaux : Les schémas LTS

Les méthodes dites Local-Time-Stepping (LTS) permettent de surmonter 1’effet paralysant de raffine-
ment local en utilisant des pas de temps plus petits a I’intérieur de la région raffinée, et uniquement dans
celle-ci, tout en restant totalement explicite dans I’ensemble du domaine de calcul.

Dans un premier temps, Osher et Sanders ont proposé dans [1] une méthode a pas de temps local pour
résoudre des systemes de lois de conservation scalaires en dimension 1. Ils ont donné une analyse appro-
fondie d’une discrétisation précise au premier ordre en espace assortie d’un schéma d’Euler explicite a
pas de temps local en temps. Leurs approche permet & chaque élément de prendre soit un pas de temps
considéré comme complet, soit un nombre fixé de plus petits pas de temps permettant d’atteindre le pas
de temps complet. Dans [3], Tang et Warneck ont proposé une classe de schémas a pas de temps local
pour la résolution des systemes hyperboliques de lois de conservation en projetant les incréments de la
solution a chaque pas de temps local. Savcenco et al. [4] ont de leur c6té construit un schéma appelé
"multirate” pour la résolution des problémes paraboliques. Leurs schéma a été obtenu en adaptant le
schéma implicite de type Rosenbrock. L’idée consiste a calculer une prédiction pour toutes les cellules
de maillage par la formule du trapeze, puis d’utiliser I’information provenant d’un maillage grossier pour
faire avancer le maillage fin en calculant les valeurs interpolées par la formule de quadrature. Dawson et
Kirby [5] ont ensuite développé un schéma de type upwind pour la résolution de lois de conservation qui
permet de coupler le pas de temps local avec le raffinement local en espace. L’ originalité de leur travaux
est d’utiliser un limiteur pour le schéma upwind déterminé a partir de I’issue des étapes précédentes.

Dans [6], Willem et al. ont remarqué que la plupart des schémas "multirate" utilisés pour la résolution
des systemes de lois de conservation ont généralement I’'un des défauts suivants : soit les schémas sont
localement inconsistants (voir par exemple [1, 5]), soit ils ne conservent pas la masse (voir par exemple
[3, 4]). Les auteurs ont discuté dans ce papier de ces deux défauts pour 1’équation de transport en dimen-
sion 1 d’espace. Ils se sont intéressés en particulier a étudier la monotonie (pour différentes normes ou
semi-normes) de schémas multirate. Dans le méme contexte, une analyse d’erreur a été présentée dans
[7] pour la méthode de Runge Kutta partitionnée appliquée aux lois de conservation. Willem et al. ont
montré que les différentes méthodes multirate étudiées dans [6] conduisent a une réduction de 1’ordre de
schéma par rapport aux estimations formelles théoriques. Ils ont ensuite appliqué ces différents schémas
avec une décomposition basée sur les cellules pour I’équation de Biirgers avec une solution discontinue.
Ils ont alors remarqué sur des illustrations numériques que pour les schémas qui conservent pas la masse
[4, 3] le choc se déplace avec une mauvaise vitesse. Pour résoudre ce probleme, une méthode de partition
basée sur les flux a été proposée. Cete approche garantit la conservation de la masse mais peut conduire
a une perte locale de consistance. Berger et Oliger [2] ont alors proposé une formulation pour une adap-
tation automatique de maillage. Leur approche consiste a introduire des maillages structurés par blocs.
L’injection et I’interpolation ont été par suite utilisées pour faire passer I’information entre les maillages
fins et grossiers.

Flaherty et al. [9] ont développé une méthode de Galerkin Discontinue avec un schéma d’euler ex-
plicite a pas de temps local. Leurs approche consiste a calculer les valeurs interpolées aux interfaces
pour faire avancer les différentes zones de maillage. Cependant, avec cette formulation, le flux n’est pas
conservé le long des interfaces. De plus, les auteurs ont traité seulement le premier ordre en temps. Dans
[11], Collino et al. ont proposé une méthode LTS basée sur la conservation d’énergie pour I’équation
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d’onde en 1D. Leur approche est explicite a I’intérieur des régions grossiere et fine. Cependant, a 1’in-
terface de deux régions, pour assurer la consistance des flux, il est nécessaire de résoudre un systeme
linéaire a chaque pas de temps. L’analyse de cette méthode a été publiée dans [12]. Des schémas LTS,
basés sur le schéma Runge-Kutta (RK) explicite classique a pas de temps global, ont alors été logi-
quement développés. En effet, les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes facilement adaptables
a 'aspect LTS. Dans [13], Constantinescu et al. ont développé un schéma multirate explicite dérivé du
schéma RK pour les systeémes hyperboliques de lois de conservation. Cette méthode est toutefois limitée
a I’ordre deux. Récemment, parmi les méthodes LTS qui assurent une bonne performance, nous pouvons
citer la méthode Runge-Kutta a pas de temps local développée par Grote et al et présentée dans [35].
Cette méthode sera présentée plus en détails dans la sous section 1.4.3.2..

Notons que pour tous les différents algorithmes présentés, les pas de temps locaux doivent étre choisis
parmi les fractions du pas de temps global. Les algorithmes sont en particulier applicables dans le cas
d’un maillage composé de deux régions : une région raffinée avec un petit pas de temps et le reste du
maillage avec un pas de temps global.

1.4.3.2. Le schéma LTS-RK développé dans [35]

Dans [35], les auteurs ont développé un schéma Runge Kutta explicite a pas de temps local LTS-RK
dérivé du schéma Runge-Kutta classique. Pour expliquer leur algorithme, ils ont supposé que le maillage
est composé de deux régions. Autrement dit, 2 = €2, U €2 ol {2 est le domaine d’étude, (). est la région
"grossiere" (coarse) et {2 est la région "fine". A la partie grossiere correspond un pas de temps At
et a la partie fine correspond un pas de temps At. Les pas de temps ont été¢ déterminés en utilisant la
condition CFL locale et ont supposé de plus que le grand pas de temps est un multiple du petit pas de

temps. On a donc ﬁf; = p, avec p un entier. Cette derniere hypothese est dans leur étude indispensable

pour pouvoir appliquer la méthode LTS-RK.

Q=0,UQ,

T A?Lf .....
| | | | | } H I I | } } I I I | | | | | |

FIGURE 1.7 — Exemple d’un maillage 1D avec deux régions : une région "grossiere" avec le pas de temps
At et une région "fine" avec le pas de temps Aty

L’idée de la méthode consiste a partitionner le vecteur y, I’inconnue que I’on cherche a approcher, comme
suit :
y(t) = (I = P)y(t) + Py(t) = y°(t) + ¢ (1), (1.1)

ou P est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux a zéro ou un et permet d’identi-
fier les inconnues associés a la région fine. A I’intérieur de la région grossiere, le vecteur y¢ est approché
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en utilisant une formule de quadrature et pour la région fine, le vecteur 3/ est approché en utilisant la mé-
thode Runge-Kutta classique. Les valeurs intermédiaires nécessaires aux interfaces, sont alors obtenues
grice a une combinaison judicieuse d’une interpolation et d’un développement de Taylor. Grote et al ont
prouvé dans [35] que leur schéma LTS-RK preserve I’ordre de convergence du schéma RK classique a
pas de temps global. Cependant, leur approche n’est applicable que dans un cas particulier du maillage,
méme s’il est possible d’utiliser leur schéma de fagcon récursive pour définir des maillages partitionnés
en plus de deux zones. De plus, les auteurs n’ont pas discuté, jusqu’a présent, le gain en temps de calcul
en comparaison avec le cas classique.

1.4.3.3. Les méthodes asynchrones

Les méthodes asynchrones permettent, comme leur nom I’indique, des intégrations temporelles locales
sans aucun prérequis de synchronisation avec le reste de I’environnement. L’intérét de cette approche est
qu’elle ne nécessite aucune hypothese sur le maillage et peut également s’adapter au couplage de plu-
sieurs phénomenes physiques avec des pas de temps d’amplitude tres différents. Toutefois, ce paradigme
fait que la dérivation de méthodes asynchrones fiables - i.e. qui permettent a la fois une sélection de
pas de temps indépendants entre eux, et une convergence a I’ordre de précision attendu - représente
un probleme difficile et seulement quelques méthodes sont actuellement disponibles. Récemment, une
nouvelle approche a été appliquée aux équations électrodynamiques non linéaires dans [10]. L’approche
retenue est une forme discrete du principe variationnel de Hamilton. L’algorithme consiste a choisir des
pas de temps locaux indépendants et donc chaque cellule de maillage est mise a jour avec une fréquence
imposée par sa propre condition CFL locale. Cependant, cette approche est uniquement applicable aux
systemes Hamiltoniens. Dans [34], A. Taube and al. ont développé un schéma ADER-DG. Il s’agit d’un
schéma a pas de temps local pour les équations de Maxwell pour lequel ils ont pu illustrer, a I’aide de
tests numériques, que leur approche preserve la précision du schéma classique a pas de temps global. Ce-
pendant, et de maniére assez surprenante, ce schéma augmente le temps de calcul par rapport au schéma
classique a un pas de temps, ce qui limite son intérét pour des cas de calcul dits lourds.

Dans [14] Omelchenko et Karimabadi ont présenté une approche asynchrone pour I’équation de
convection—diffusion—réaction. Leur méthode est basée sur la simulation a événement discret (discrete-
event simulation ou DES). L’intérét principal de ces travaux réside dans la définition du concept de flux
capacitor, qui permet de stocker le flux entre deux cellules jusqu’a son utilisation lors d’un évenement ul-
térieur, ce qui garantit la conservation de masse a posteriori quand la cellule voisine est elle aussi remise
a jour et que les flux capaciteurs sont vidés. Le concept du flux capacitor introduit également une notion
de seuil minimal en dessous duquel une perturbation ne peut absolument pas se propager. De plus, si un
seuil est dépassé, une cellule peut déclencher la remise a jour de ses voisins. Les auteurs n’ont cependant
pas publié de preuve de la convergence de leur schéma ni proposé d’étude de 1’ordre de cette approche.

Récemment, durant ses travaux de these [15], Thomas Unfer a proposé une méthode numérique asyn-
chrone qui prolonge la notion de flux capacitor et qui repose sur I'utilisation de criteres de stabilité
locaux. Chaque cellule de maillage utilise des algorithmes fixés sur le pas de temps déterminé par sa
propre CFL. Contrairement au schéma défini dans [14], I’approche suivie dans [15] est de toujours uti-
liser des pas de temps certes inférieurs a ceux imposés par la condition CFL mais également choisi le
plus proche possible de celle-ci. On observe alors numériquement que ce choix a pour effet de minimiser
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largement les phénomenes de diffusion numérique. Un gain de performance significatif a été observé
dans le cadre des travaux de theése de T. Unfer, toutefois 1’analyse mathématique des performances du
schéma et de sa montée en ordre n’ont pas pu étre menés durant cette premiere étude. Ces travaux sont
le point de départ des travaux menés dans cette thése, ce schéma sera donc largement présenté et discuté
dans ce qui suit.

1.5. Objectifs de la these

Le projet MACOPA (Méthodes Asynchrones pour la Combustion et les Plasmas Atmosphériques),
dans lequel s’inscrivent ces travaux de theése, a pour objectif de proposer un solveur multi-physique
performant pour la simulation de problemes physiques complexes tels que la combustion ou les plasmas
atmosphériques. L’ aspect performance se décline sous deux aspects : la parallélisation du code, que nous
ne traiterons pas ici, et le gain en temps de calcul intrinseque au concept de calcul asynchrone. En effet, la
principale difficulté rencontrée lors de I’intégration numérique des phénomenes physiques visés est liée
au caractere fortement multi-échelles de ceux-ci. Cela se traduit par une tres forte inhomogénéité des
longueurs et temps caractéristiques des modeles, ce qui induit numériquement des pas de discrétisation
et de temps tres disparates. La conséquence est que les simulations numériques ont alors des temps
d’éxécution gigantesques, méme sur des machines tres performantes.

Comme discuté précédemment, la réponse qui est apportée a ce dernier probléme, dans le cadre du
projet MACOPA et de cette theése, trouve son origine dans les travaux de T. Unfer [16] et se base sur
une approche asynchrone d’intégration temporelle, couplée a des schémas de type volumes finis. Cette
approche repose sur I’utilisation de criteres de stabilité pour les schémas numériques explicites, criteres
déterminés non pas globalement mais a partir de conditions CFL locales, chaque élément du maillage est
alors remis a jour selon son temps caractéristique local, évitant des étapes superflues. En pratique, cette
méthode asynchrone permet de limiter la quantité de calculs a effectuer et donc de traiter, avec des cofits
de calcul raisonnables, des simulations numériques de phénomenes multi-échelles (tels que les systemes
de transport-diffusion-réaction) sur des temps physiques longs.

Les travaux développés dans cette thése concernent 1’analyse mathématique du schéma asynchrone tel
qu’il a été proposé dans [16] ainsi que I’étude de la possibilité d’étendre ce formalisme pour monter en
ordre en temps, en couplant cette approche asynchrone avec des méthodes d’ordre supérieur en espace.
En effet, I’approche Volumes Finis qui a été utilisée jusqu’a présent se base sur une approximation des
flux précise au premier ordre en espace, ce qui reste insuffisant pour certaines applications. De plus,
la partie temporelle est actuellement limitée au schéma d’Euler, explicite et précis au premier ordre en
temps. T. Unfer a proposé une extension formelle possible de 1’approche Runge-Kutta dans [33] mais
celle-ci reste toutefois au premier ordre en temps.

De nombreux développements dans le cadre des méthodes de haute précision en temps ou en espace,
telles que les méthodes de type Galerkin Discontinu, peuvent offrir un cadre naturel pour 1I’amélioration
de la précision des méthodes asynchrones. Toutefois, les estimations garantissant 1’ordre de précision
de ces méthodes peuvent ne pas étre directement compatibles avec 1’aspect asynchrone d’intégration en
temps. Cette these a donc pour objectif d’identifier et de développer les schémas numériques qui pourront
étre adaptés au cadre asynchrone. Dans cette optique, 1’étude comportera plusieurs volets. Le premier
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sera plutdt théorique puisqu’il concernera d’abord 1’étude mathématique des propriétés du schéma asyn-
chrone existant, puis le développement de schémas numériques asynchrones d’ordre élevé. La seconde
partie sera consacrée a la mise en oeuvre de ces schémas dans la simulation de cas-tests simples mais
représentatifs de maillages fortement multi-échelles.

1.6. Structure du manuscrit

Le présent document synthétise I’ensemble des travaux effectués lors de cette these. Apres cette intro-
duction, les travaux sont subdivisés en cinq chapitres.

Le chapitre 2 revient sur la définition et la formulation de la méthodologie asynchrone, telle qu’elle
a été proposée dans [15]. Il s’agit de proposer un cadre mathématique adapté qui permette de décrire et
comprendre cette le formalisme asynchrone. Dans ce chapitre qui illustre 1’algorithme dans le cas simple
d’une équation de transport monodimensionnelle, nous proposons une étude a la fois théorique et numé-
riques des principales propriétés du schéma asynchrone original. Le but est alors de pouvoir répondre
a la question de la consistance de I’avancement en temps d’un tel schéma. Pour ce faire, la méthode
asynchrone est appliquée pour la discrétisation de 1’équation de transport en dimension 1 de I’espace. Le
choix d’une application relativement simple est dans le but de pouvoir mieux comprendre 1’algorithme
asynchrone mais aussi de pouvoir contrdler les éventuelles complexités liées a 1’asynchrone dans les
estimations. Le choix d’une norme et d’une définition de la consistance adaptées est alors proposé et la
consistance au premier ordre en temps et en espace est démontrée.

L’extension de la méthode asynchrone dans le cas multi-dimensionnel est ’objet du chapitre 3. 11
s’agit de proposer un formalisme général pour I’approche asynchrone en identifiant les faces et les types
de flux observés par cette face (flux entrants ou sortants). Dans ce cadre, les propriétés de la stabilité et
de consistance de la méthode asynchrone au premier ordre en temps et espace sont étudiées. Les résultats
obtenus sont alors exprimés en fonction d’une estimation de I’aspect asynchrone du probléme, c’est a
dire les valeurs extrémes de rapports de pas de temps observés par I’algorithme. Ces pas de temps sont
exprimés grace a la condition CFL, en fonction de la variation de la vitesse dans le domaine ainsi que et
de la variation de taille des cellules du maillage. Dans ce chapitre, la convergence de la méthode a pu étre
démontrée, sous certaines hypotheses de régularité de la vitesse et du maillage, grace a une adaptation a
I’aspect asynchrone de la méthode dite de I’erreur corrigée.

Dans les deux chapitres précédents, la discrétisation qui a été utilisée se base sur une approximation au
premier ordre a la fois en temps et en espace. Nous étudions dans le chapitre 4 la possibilité de monter en
ordre en adaptant des schémas, qui sont classiquement d’ordre deux dans le cadre classique synchrone,
a ’aspect asynchrone. L’idée est de mettre en évidence la perte d’ordre observée sur ces schémas, perte
d’ordre liée au c6té asynchrone de I’intégration qui va utiliser des estimateurs de pente a des instants
qui ne sont pas forcément ceux utilisés dasn les schémas synchrones. Sont abordés en particulier le
cas des schémas de Lax-Wendroff et des approximations de type MUSCL avec limiteur de pente. Cette
étude permet de conclure a la nécessité, pour monter en ordre, de développer un schéma d’intégration
en temps qui soit cohérent avec 1’aspect asynchrone et donc qui impose des événements de remise a
jour des valeurs de flux en plus des événements de mise a jour des cellules. On observe également dans
ce chapitre un comportement qualitatif non nécessairement quantifiable des schémas asynchrones. Ces
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quelques propriétés numériques du schéma asynchrone sont alors illustrées et discutées dans le cas de
problemes avec des solutions irrégulieres.

Dans le chapitre 5, nous développons un schéma numérique d’intégration temporelle asynchrone
d’ordre deux. Ce schéma Runge-Kutta 2 Asynchrone (ARK2) est obtenu a partir de la formulation du
schéma de Runge-Kutta d’ordre deux classique mais impose, en plus de la remise a jour des valeurs
des cellules, des temps de remise a jour des flux. La possibilité de coupler des intégrations temporelles
du second ordre avec des pas de temps différents pour deux cellules adjacentes est inspirée des travaux
présentés par M. Grote dans [35] et repose sur une partition de chaque cellules en plusieurs domaines, en
distinguant les échanges de données entre la cellule et ses voisines (influence des flux) et I’évolution in-
terne de la cellule. La séparation de 1’évolution de ces domaines au sein d’une méme cellule permet alors
de gérer les mises a jour des flux et des cellules de maniere indépendante et consistante. Cette méthode
se révele etre finalement une extension de la méthode proposée par M. Grote car, lorsque I’on applique
I’algorithme sur un maillage du type de ceux utilisés dans [35], on retrouve exactement le comportement
de I’algorithme décrit dans cet article. Pour illustrer la méthode ARK?2 ainsi définie, nous considérons
ensuite une équation différentielle linéaire générique, couplée avec une discrétisation (supposée connue)
d’ordre arbitraire en espace et nous n’imposons aucune contrainte sur le maillage. Une analyse appro-
fondie de la convergence de notre méthode, toujours en adaptant la méthode de 1’erreur corrigée est
également donnée. Enfin, les résultats théoriques, avec en particulier ’ordre de la convergence de la
méthode, sont validés sur des cas-tests académiques en dimension d’espace un et deux.

le chapitre 6 concerne la mise en oeuvre du schéma asynchrone d’ordre deux dévéloppé dans le cha-
pitre 5, non plus sur des cas-tests académiques pour lesquels on peut estimer la vitesse de convergence,
mais sur un ensemble de cas-tests représentatifs de 1’utilisation du solveur MACOPA. En effet, I’intérét
de ce chapitre est de mettre en évidence des exemples de maillages pour lesquels les temps caractéris-
tiques associés présentent un intérét d’utiliser un solveur asynchrone. Nous utiliserons dans ce chapitre
la notion de taux d’accélération (speed-up) théorique, qui correspond au gain maximum de temps de
calcul que I’on peut espérer en utilisant une intégration asynchrone en lieu et place d’une méthode syn-
chrone. Cette estimation théorique sera également comparée a une valeur pratique, la valeur synchrone
de référence étant obtenue en imposant un pas de temps uniforme dans tout le maillage dans le solveur
MACOPA. Un des points d’intérét de cette étude est également de montrer que le passage a une méthode
d’intégration temporelle du second ordre, qui impose plus d’estimations et de mises a jour que la méthode
du premier ordre, conserve tout de méme les fondamentaux de 1’approche asynchrone en préservant des
gains en temps de calcul proches du speed-up théorique. Pour tous ces test, la méthode asynchrone est
appliquée pour la résolution des équations de Maxwell en dimensions deux et trois d’espace, tandis que
la discrétisation spatiale utilisée est la méthode de Galerkin discontinue.

Enfin, le dernier chapitre présente une conclusion des ces travaux, en rappelant et discutant les prin-
cipaux résultats obtenus dans les différents chapitres. Les perspectives d’études qui peuvent suivre ces
travaux de these, que ce soit au niveau de I’amélioration des outils (solveur MACOPA) ou des domaines
d’applications sont également discutés dans ce chapitre.
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Schéma numérique asynchrone d’ordre un
pour la discrétisation des équations de
transport
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Chapitre 2

Etude du schéma numérique asynchrone
pour les équations de transport

L’ objectif de ce chapitre est de définir le concept asynchrone et d’étudier ses premieres propriétés. En
particulier, les idées de base qui construisent 1’asynchrone seront présentées dans la premiere section.
Pour la mise en oeuvre de la méthode, une application a I’équation de transport en dimension un de
I’espace sera présentée dans la deuxieme section. Le but est de pouvoir justifier mathématiquement la
convergence de cette méthode. En particulier, la stabilité et la consistance de la méthode seront étudiées.
La troisieme section sera quant a elle consacrée a la validation numérique des résultats théoriques. Enfin,
la conclusion sera présentée dans la quatrieme section.

2.1. Définition du schéma numérique asynchrone

Cette section est consacrée a la définition du concept asynchrone et des idées de base de la méthode.
Nous spécifions en particulier les éléments liés a I’asynchrone tels que le pas de temps asynchrone et
I’avancement d’un systeme asynchrone avant de présenter le fonctionnement de I’algorithme asynchrone.

2.1.1. La méthodologie asynchrone

La méthodologie asynchrone repose sur deux idées clés. Tout d’abord, I’algorithme asynchrone permet
la sélection de pas de temps indépendants pour chaque cellule de maillage, de sorte que les pas de temps
locaux ne portent aucune relation intégrale les uns par rapport aux autres. L’évolution temporelle du
systéme est alors vue par I’utilisateur comme complétement aléatoire car la mise a jour des cellules ne
repose sur aucune considération géométrique de type voisinage, mais plutot sur la notion de prochain
élément a mettre a jour.

Dans le cas d’une intégration classique synchrone, la suite de temps de mise a jour des cellules, notée
(t")n>1 est définie par un ajout continu d’un pas de temps uniforme :

" =" 4+ Atpin, avec  Atpi, = min (At;), 2.1
7
ol pour tout 4, le pas de temps At; de la cellule K; est déterminé par la condition de stabilité locale.
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Dans le cas d’une intégration asynchrone, le systeme saute d’une cellule a une autre en se basant sur leur
temps de mise a jour. Par suite, 1’évolution temporelle n’est donc plus définie d’une manieére uniforme
mais est spécifique a chaque cellule. Cela nous mene a introduire la suite (¢7),>; des temps successifs
de mise 2 jour des événements les plus urgents entre le temps initial t* et le temps final 7" définie comme
suit :

tl = minj(Atj) = Ati,
t* = min (min; 4 (At;), 2A¢;) == Aty,
t3 = min (minj¢{l-7k}(Atj), 2At;, 2Atk) ,

FIGURE 2.1 — suite des temps de mise a jour de cinq cellules, dans le cas synchrone (a gauche) et dans
le cas asynchrone (2 droite).

La deuxieme idée de base de 1’asynchrone est la séparation du terme source "local" et des échanges par
flux. En effet, le terme source local dépend uniquement de I’état de la cellule courante tandis que les
flux dépendent également des états de leurs voisins. En particulier, le schéma asynchrone a été défini en
considérant des remises a jour indépendantes pour chaque flux d’interface.

2.1.2. DL’algorithme asynchrone

Le concept de I’intégration asynchrone en temps peut étre résumé en trois phases principales :

1. La phase d’initialisation : elle consiste a initialiser toutes les densités ainsi que tous les flux numé-
riques a I’instant initial, c’est a dire le temps de démarrage de la simulation.

2. La deuxieme phase consiste a appliquer de facon continue les étapes suivantes jusqu’a ce que
I’horloge globale de simulation ait avancé au-dela du temps de fin de simulation attendu

(a) Chercher la cellule la plus urgente a mettre a jour. A chaque cellule de maillage correspond
un pas de temps local calculé en utilisant la condition CFL locale. Au départ de la simulation,
cette étape consiste a chercher la cellule qui possede le plus petit pas de temps. Mais apres ce
premier pas de temps, le systeme évolue en choisissant le temps de mise a jour le plus proche
ou le plus urgent ; voir Fig.2.1.

(b) Mettre a jour les cellules nécessaires, dont la cellule courante. Notons que le nombre de cel-
lules impactées dépend de la méthode utilisée pour la discrétisation en espace. Par exemple,
dans le cadre d’une intégration en espace par flux décentré, seules les cellules nécessaires
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pour la mise a jour des flux sortants sont concernées. Dans tous les cas, le nombre de cellules
mis a jour dans cette étape est relativement petit.

(c) Calculer les nouvelles valeurs des flux. Dans le cadre d’une discrétisation centrée en espace,
tous les flux sont mis a jour, tandis que dans le cadre d’une intégration décentrée de type
upwind, il suffit de mettre a jour les flux sortants.

(d) Calculer le prochain temps de mise a jour de la cellule courante, et seulement la cellule
courante, en utilisant la condition CFL locale.

3. La phase de synchronisation consiste a calculer la solution a I’instant final pour toutes les cellules
du maillage. Elle est effectuée par une interpolation des valeurs de la solution dans chaque cellule
a son instant final. Cette interpolation doit étre d’ordre suffisant pour conserver I’ordre général de
la méthode.

Initialiser les flux et les densités

Déterminer la cellule Mettre a jour la cellule
la plus urgente a »| courante ses voisins
mettre a jour o nécessaires
Calculer le prochain temps Mettre a jour
de mise a jour de la cellule | les flux
courante

Y

Synchroniser la solution

FIGURE 2.2 — L’algorithme asynchrone

Apres avoir défini le concept de 1’asynchrone, 1’étude de ce schéma s’avere nécessaire pour justifier
son efficacité et sa performance. Ce sera 1’objet de la section suivante.

2.2. Application de la méthode asynchrone pour la discrétisation de I’équa-
tion de transport en dimension un d’espace

Nous présentons dans cette section 1’algorithme asynchrone appliqué a I’équation de transport en di-
mension un. Le but est d’étudier les premieres propriétés de la méthode numérique asynchrone. L’ intérét
de cette étude est a terme de pouvoir justifier mathématiquement la convergence de la méthode. En parti-
culier, la consistance et la stabilité de cette approche seront traitées. Le choix de 1’équation de transport en
1D, qui est un cas relativement simple, a pour objectif d’illustrer de maniere simples les idées de I’asyn-
chrone mais également de pouvoir contrdler les éventuelles complexités créés a cause de 1’asynchrone. Il
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s’agit d’un bon exemple pour exposer comment gérer ces difficultés et donner des pistes d’applications
vers des exemples plus complexes.
Considérons 1’équation de transport (ou d’advection) écrite sous forme conservative :

{ gu + D (v(x)u) =0, (x,t)€[0,L]x[0,T] (2.2)

u(z,0) =up(z), =€]0,L],

ou [0, L] C R est un domaine périodique de période L avec (u(z,t) = u(z + L,t)), T est le temps
final et v est la vitesse de propagation, supposée connue et réguliere. La donnée initiale ug est supposée
réguliere et le terme source est nul.

2.2.1. Discrétisation en espace de I’équation d’advection

Pour la discrétisation en espace, la méthode des volumes finis a été choisie. Cette méthode conservative
est une méthode particulierement bien adaptée a la discrétisation spatiale des lois de conservation, et c’est
notamment le cas pour I’équation de transport.

Commencons par donner un maillage de ’intervalle [0, L] par des cellules C;, qui sont des intervalles
deux a deux disjoints : C; = (3:2-_1/2, xi+1/2), 1 <7 < N, ou N est le nombre des cellules et
on cherche a approcher la solution u sur chaque cellule. L’idée de la méthode des volumes finis est
d’intégrer 1’équation (2.2) sur une cellule, ce qui donne :

/Oi(g;‘ 4 ;x(v(a:)u))d:c —0 2.3)

ol u;(t) = ren Jc, u(z,t)dx estla valeur moyenne de u sur la cellule C;.
dui
|Ci\E + v(@ir12)u(@ig1/2, 1) — (@51 p2)u(Ti_1/2,1) = 0.

Les flux exacts au travers des interfaces sont définis par :

L Fy = v(mig1/2)u(Tiq1 /0, 1),

2. Fio1 = v(xi_q2)u(zim1/2, 1)
L’idée de la méthode numérique est donc d’approcher les flux exacts par des flux numériques. Il existe
plusieurs choix pour le flux numérique. Nous pouvons citer par exemple la méthode décentrée ou les
schémas de type MUSCL. Pour des raisons de simplification, et comme nous nous intéressons a une

méthode du premier ordre, nous avons choisi d’utiliser le schéma décentré upwind et de ne pas utiliser
des discrétisations spatiales d’ordre plus élévé. Dans ce cas, le flux numérique F; est donné par

Fi(t) = ui(t) max (0, viyq/2) + wit1(t) min(0, vy /2)- (2.4)

Apres avoir défini le schéma en espace, il reste a rajouter une discrétisation "asynchrone" en temps.

2.2.2. Discrétisation en temps : le schéma asynchrone

Pour la discrétisation temporelle, nous avons choisi de commencer par le schéma d’Euler explicite.
L’intégration numérique explicite fait nécessairement intervenir une condition de stabilité tres restrictive
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sur le pas de temps qui se traduit par une inégalité de la forme :

At;
0 < [vi41/2 Mli <1, (2.5)
avec Az := |Cy] = 1172 — i_1/2, At; le pas de temps de la cellule C; et v;, /5 la vitesse au point

Tip1/2 = (i + 1/2)Ax;. Une telle condition de stabilité s’appelle condition de Courant-Friedrich-Levy
(CFL).

Dans le cas d’une intégration explicite classique, la condition CFL impose donc une borne supérieure
au pas de temps d’intégration At pour tout le domaine de calcul :

At = min At;.
1<i<N

Le schéma, que 1’on qualifiera de synchrone classique, s’écrit alors :

7

uptt = = RL(FP—F,), V1<i<N,
"t =L At Vn >0,

ol u; est la valeur de la densité au centre de la cellule Cj, au point x; = iAx; et a I'instant t". F}"
représente le flux numérique a I’instant ¢" défini par :

F" = ui max(0,v;41/2) + wj'yy min(0, v;11/2).

2.2.2.1. L’algorithme asynchrone

Pour chaque cellule C; de maillage on définit :

1. La suite des temps de mise a jour de la cellule, lesquels sont des multiples de son propre pas de
temps : (t5)r = (kAt)g.

2. teyr, le temps courant de la simulation,

3. tP “d e temps de la derniére mise 2 jour de la cellule avec t cd _ max(r;At;, ri_1At;_1) ol 7; et
r;—1 sont les deux entiers les plus grands possibles tels que r;At; < teyr et 11 A1 < teyyr-

L’algorithme asynchrone, tel qu’il a été défini dans la section précédente, appliqué a 1’équation de trans-
port est le suivant :

1. La premiere phase : initialisation de toutes les densités et des flux :

t0 0 t0 0 t0 . .
u; =up(w;,t7) et Fy =wu; max(0,v;41/2) + ujpq min(0,v;41/2), pourtout i,

2. La deuxieme phase : tant que le temps final de la simulation 7" n’est pas atteint, on exécute les
étapes suivantes de la méthode asynchrone :
(a) Chercher la cellule la plus urgente a mettre a jour. On suppose, par exemple, que c’est le tour

d’une cellule C; auninstant ¢ = r;At; <T.
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(b) Mettre a jour les cellules qui contribuent a la mise a jour du flux F;. Dans le cas du schéma
upwind, la cellule courante C; et sa voisine Cj; sont concernées :

d i ped 1 i1

N el S tii1

Uy =y = Az F; - B4
(3

et,

d r; _ 4pcd rig1 1
+1 = Y1 i+1 %
Awiqq

« . r; ri_ . . . . « .
ot "1, ¢'%! et ¢, sont respectivement les derniers temps effectifs de mise a jour des

cellules Cj, Cit1 et Ci_1, juste avant I'instant ¢;*. Donc ¢; 1" < #7% et ¢, ' < 7,

i
(c) Mise a jour de la valeur du flux F; :

i T

t'_ri t t. .
Fi'o=w; max(0,vi41/0) + gl min(0, v;41/9).

(d) Faire avancer le temps de la derniére mise a jour des cellules modifiées. Autrement dit, on
ped _ yped 1y
suppose que ;- =1, =t;

(e) Calculer le temps de la prochaine mise a jour de la cellule courante : t?“ =1, + At;.

3. Latroisieéme phase est la phase de la synchronisation de la cellule a I’instant final de la simulation.
Une interpolation d’ordre un entre els deux derniers états est appliquée a toutes les cellules pour
calculer la solution globale au temps final.

1) Chercher la cellule la plus urgente 2) Mettre a jour les cellules nécessaires
a mettre a jour

) v v ) ) Al Ll Al
Cy Cy C5 Oy Cs Cy Cy C3 Oy Cs
4) Calculer le temps de la prochaine mise 3) Mettre a jour le flux sortant

a jour de la cellule cournte

Cy Cy C3 Cy Cs Ch Cy C3 Cy Cs

FIGURE 2.3 — La deuxieme phase de 1’algorithme asynchrone appliqué a I’équation de transport 1D,
schéma upwind, exemple avec cinq cellules : (', ..., C5
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Remarques 1. Notons que :

1. Le schéma asynchrone a été défini en considérant des remises a jour indépendantes pour chaque
flux d’interface. En particulier, a chaque pas d’avancement du systeme, un seul flux est mis a jour
(voir I’étape (c) de I’algorithme précédent).

2. La cellule courante et sa voisine ont été mises a jour a l’étape (b), mais seul le prochain temps
de la cellule courante est calculé. En fait, la cellule voisine a été mise a jour pour déterminer sa
contribution a la mise a jour du flux.

3. A I’étape de la synchronisation de la cellule, une interpolation d’ordre un est suffisante car les
schéma upwind et Euler explicite sont également d’ordre un.

2.3. Propriétés du schéma asynchrone

Rappelons que dans le cadre d’une intégration explicite classique, la solution au temps courant dépend
des instants précédents. Dans le cas asynchrone, I’avancement du systéme est aléatoire. La solution a un
instant donné dépend de I’état de la cellule courante a cet instant, mais également de sa voisine dont
I’état a été calculé a un autre instant. Cette derniere dépend elle méme de sa voisine qui a été mise a jour
a un instant encore différent, et ainsi de suite. La solution asynchrone dépend donc non seulement de
la solution a I’instant local précédent mais également de tout ce qui s’est passé avant. Par conséquent,
les estimations classiques garantissant 1’ordre de précision (la consistance) et la stabilité ne sont pas
directement compatibles avec 1’aspect asynchrone. Il devient donc nécessaire d’adapter la notion de la
consistance a ce concept ainsi que de choisir une norme adaptée au cadre asynchrone pour pouvoir
justifier la stabilité de ce type de méthodes. L’idée est donc de pouvoir exprimer la solution a un temps
fixé en fonction d’un temps de synchronisation commun pour toutes les cellules, notamment 1’instant
initial.

L algorithme asynchrone permet de connaitre la solution a I’instant initial o la solution est initialisée

et a I’instant final ol la solution est synchronisée. Entre ces deux instants, le systeme évolue d’une facon
qui semble aléatoire. D’ou I’idée de traiter les propriétés de la méthode asynchrone entre deux instant
de synchronisation. Autrement dit, nous supposons que la solution est synchronisée aux instants t9 et
titl = 19 + At avec At = max;(At;). Cette hypothése n’a pas d’influence sur 1’aspect asynchrone
(voir Fig. 2.4), son objectif est d’éviter de se ramener a I’instant initial et donc d’améliorer la lisibilité
pour la suite.
Soit donc, (7 )1<n<n, la suite des temps successifs de mise a jour des événements les plus urgents entre
les instants ¢ et t71, oll N, est le nombre de pas de temps entre ¢ et t7"1. La suite (tf o)k est la suite
des temps des mises a jour d’une cellule C; et sont des multiples du pas de temps local de la cellule entre
t4 et t9T1 définie par : tf; ¢= t? + kAt;. Toutes ces notations sont résumées dans la Fig. 2.4.

Notons que pour 1’équation de transport, I’aspect asynchrone est dii soit a la variation du maillage soit
a la variation de la vitesse ou aux deux ensemble. Pour éviter les problemes liés au maillage, nous sup-
posons dans cette section que le maillage est constant et que la vitesse est variable. L’aspect asynchrone
provient donc de la variation de la vitesse. Le cas du maillage variable sera traité en détails dans le cas
multi-dimensionnel dans le chapitre suivant.
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q
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FIGURE 2.4 — Evolution du systme entre les deux instants ¢? et t7+!, exemple de trois cellules.

2.3.1. Stabilité du schéma asynchrone

Comme expliqué au début de la section, la solution asynchrone ne dépend pas uniquement de 1’instant
précédent, mais de tout ce qui s’est passé avant. Par suite nous introduisons la norme infinie asynchrone
||.|asyn,co définie par :

'l

[l lasyn,co := supsup [u; (2.6)

i p<n

Proposition 1. Supposons que la vitesse v est de classe C?, alors sous la condition CFL locale définie
pour tout i par :

At;
0 < |, — <1 2.7
le schéma asynchrone est stable pour la norme infinie asynchrone. En particulier, on a
. ov
" asymoe < 05 (A1Z e ) 107 e @8

avec At := max;(At;).
Démonstration. Pour prouver la formule (2.8), nous commengons par montrer que pour tout ¢,

; v
"% [l asyn,c0 < exp (TiAtiH&UHOO> " lasyn, oo 29)

i _
Z7q
Nous montrons alors la formule (2.9) par récurrence.

avec t t? + r;At;, r; un entier.

1. Soitt} , = 7+ min; (At;) := t7 4+ At;.

(a) Supposons dans un premier temps que la vitesse v ne change pas de signe. Deux cas se
présentent :
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i. la vitesse v est positive : pour tout z, v(z) > 0 alors :

t; A ta td
u"t =y — Aaj (Fz _Fi—l)

t4 At tq t4 Atl ta
=u; = Az Vit+1/2 ( uifl) N (Uz’+1/2 - Ui71/2) Uj—1-
De méme
tlﬂq " At; 1a tq At; q
Uip1 = Ujp1 — A A Vig3)/2 ( Uip1 — ) T Az (Uz‘+3/2 - Ui+1/2> U

ii. la vitesse v est négative : pour tout z, v(z) < 0 alors :

t! At;
u = uf — Ax (Uz+1/2uﬁu - Vi 1/2Ut )
= <1— Ax ai. 1/2|>U + A;‘vifl/2’u§+1
At;

t4
T Az (Uz‘+1/2 - Uz‘—l/?) Ujgq-
Par suite, pour une vitesse v de signe constant et sous la condition CFL locale, on a
tl t4
[’ | asyn,co < <1 + Atz” ||OO> " [|asyn,o0

< exp (8651 51 e ) 10" sy

(b) Supposons maintenant que la vitesse v change de signe. On distingue deux cas :

i. Siv;_y/5 < 0etvyy/o > 0alorsil existe ¢ €]z;_y /9,741 /5[ tel que

t'},q t4q Ati +4 4
U =W T A (vi+1/2ui — Vi—1/2Y; )
At 5'1)( ) tq
Tor
Par suite
t! td
luea] < (1+ At; H Hoo [ [lasyn,oo-
1. Si Ui*1/2 Z Oet Ui+1/2 S 0 alors
tll,q _ e At 4
Uy = U — Ar <U2+1/2uz+1 vi—l/Qui—l)

R 4 4
= Uy + ai+1ui+1 + Ozz;luH_l.

La vitesse v est supposée suffisamment réguliere (de classe C'). De plus v;_; 22> 0Oet
vip1/2 < 0, alors il existe z. € [xi,l/Q, xi+1/2] tel que v(x.) = 0. Par suite il existe un
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nombre 6;, avec |0;| < 1 tel que

ov
Vig1/2 = (Tip1/2 — xc)a—x(mc +0i(Tig1/2 — Te))-

De méme, il existe 6} €]0,1] tel que

ov

Vie1/2 = (Te = Tig1j2) 5 (Timaye + 0} (zc — xi_1/2))-
Ce qui donne

Az
< 1+ At]|02v]| oo

Le— Xj—1/2

L+ [aipa] + |ai-1] < 1T+ At AL

102000 + At 102000

La formule (2.9) est ainsi vérifiée.

2. On suppose maintenant que la formule (2.9) est vraie jusqu’a un instant tﬁq < #9*+1 Soient t?;-l _
t:f;rl =10 4 (1 4+ 1) At <t et t9 4+ 1 Aty < tff;l'

(a) Nous traitons dans un premier temps le cas d’une vitesse v qui ne change pas de signe et
nous supposons de plus qu’elle est positive (le cas d’une vitesse négative se traite de la méme
maniére). Soit m = (%) > 0, avec ¥ la partie entiére. Alors, 7%, < 117" < ... <

i—1,q
£, < i sth = tE”I; ™ et §t? = AT

(A 1 A"E
g, ot (o e L At O (e
=u; = Ax F—-F5 T Az Z F—F

j=1
5t2 (F qu F zl 11q>

ri+1 Ti—1 2 i i1
¢ .- otz i
’le’q :u.z La _ 27 F Fl Lq

 Ax

At; i ot iy
= 1—A7?1¢+1/2 u; +A V12U

Atz ! wi ot 6 LN
[3 1 1—17
z+1/22u . Al Vip1/2U; ) — Ot i 5y - (Qu

m t(Ti_l—j) 28,0 £l
i1, i1,
- Ati—l%(c) > St =6t 97 (Q)u; =y
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Ce qui donne,

t:i{;’l 9 av 'r
|Uz" | < 1+5t || ||oo Hu q||asynoo+5t H%Hm”uZ quasynoo

—J)
+ Ati 1H HooZHUZ“' lasyn,co

ov
< exp (mn 48D 5 e ) N g

ALY Zexp ( it — )t 5 um) T —

82 22 o exp ( BN uoo) [

Par suite, nous avons le résultat suivant :

T’L+1

t.
e \g(lwu g uoo)exp[m )t |5 uoo]uu lasymoc

av m—1
+ 805 e 3 exb (i1 = A o ) 1 o
j=1

4 021 5 e b (i1 St e ) [ sy

< exp (m F AL Hoo) T

ce qui prouve la formule (2.9).
(b) Si nous supposons que la vitesse change de signe et en particulier,

1. si Ui,1/2 S Oet /Ui+1/2 Z 0 alors

it gL AL ti i
U; =u; = Az Vit1/2W; = Vi—1/2U;
At; tt At; i1
_ i,q ? i—1,q
= <1 — Ax Ui+1/2 Ui + Ax U,H_l/gui
At; et

i—1,q

T Az <U¢+1/2 - Ui—1/2) u

Par suite
ri+1

Hu 20 lasyn,oo < (1 + Ati]|02v]|0) H“ti}q”asyn,w'
ii. Siv;_1/9 > 0etv;yq/ < 0alors

it

[ . r; Ti—1
iq ti,lq _ Atl . ti,lq . 7“Liqil,q
U, =Uu; Ax UZ+1/2ui+1 U'L—l/Qui .
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En reprenant le raisonnement 2 I’instant ¢, il est facile de voir que

T+

1 "4
[0 Jlasyn,oo < (1 4+ ALi]|00]lo0) [ asyn,oo-

La formule (2.9) est donc vérifiée.

Revenons maintenant i la formule (2.8). On suppose que la solution est synchronisée a I’instant ¢3+1
et que pour tout ¢ on a
i At; + 0; = At.

D’apres la formule (2.9) on a pour tout %

+1 ov
™ < exp (st 8 5 e ) [0 o
ov
< exp (8] 51 o ) " e
Ce qui acheve la démonstration. O

2.3.2. Consistance du schéma asynchrone

D . P , . <
Soit u;* := u(w;,ty) la solution exacte de I’équation d’advection (2.2), supposée de classe C2.

Proposition 2. Sous la condition CFL locale (2.5), le schéma asynchrone est consistant au premier ordre

en temps et en espace. En particulier, pour tout © nous avons la formule suivante :

T4

t.
giow —alt (ot ) |
(Ec);"" = ;Zq — tq + ( 5 + Aae]’ (2.10)

avec €. est borné pour tout i et (Ec); est I’erreur de consistance locale.

Démonstration. Commengons par montrer la formule (2.10) par récurrence.

Soit tl{q = t9 4+ min; (At;) := t? + At;. Nous traitons dans un premier temps le cas d’une vitesse v
a signe constant, et a titre d’exemple, la vitesse est supposée négative (le cas v positive se traite de la
méme maniere). Par définition, I’erreur de consistance E'c est donnée par I’expression suivante :

1

tiq ﬂ?’q —at’ L (=@ e
(Be)™ =~ +tx (FZ - Fz‘_1)
R

K3 ?

~td ~t4
= 7At + 7A.’IJ (Ui+1/2ui+1 — ’Ui_l/gui ) .
(2
D’apres la formule de Taylor-Lagrange, nous avons le résultat suivant

a(ﬁﬁq V;

~t4 ~ta ) 2_1
Vig1/2Uip1 — Vim1j2U; = Ax pe + (Ax)%e;,
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e} est borné. Alors
1

t]

41 7 ha td 8 ot

(Ee),"" = Yi Atuz + ( (ualxvl) + Aze} | .
1

Supposons que v change de signe et que v;;1/o < 0 etv;_1/5 > 0. Alors

_t} ~14 _t; ~t
t! " —ut 1 /- ~ u,"" —aul 1
g _ 1 % td td _ i ~t4 ~t4
(Be)y"t = =g i (B = M) = =g+ 5 (v — v o)
7 i
Or, NOUS avons
~tq ~t4d
~ta ~ta 9(u; v;) Iu; 221
Vig1/2U; — V19U = Ax 0233 + Az, 8; + (Az)e;,

avec £ est le reste de la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2. Puisque v; 2 < 0etv;_qy/9 > 0,
alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe z. €]z;_1 /9, Z;11/2[ tel que v(x.) = 0. En
utilisant un développement de taylor, nous avons la formule suivante

v (B} vi-1)
ox oz

v; = (Te — ) Hc>, 6. entre z. et x;.

Par suite

t:

i, ut —ul A(ul"v;
E e 7 7 7 T
() oy ( s

) +A$€§> ,avee Jei] < 1€ oo + [1020]loo-

De méme,

t!
1 . — bt A(ut" v
(Ec)i:-ql — z+1At‘ i+1 _|_< (6; z) —l—AZBE}_H .
(2

En effet, si v;;3/5 < 0 alors il suffit d’appliquer le résultat du premier cas (v négative). Sinon voir le cas
suivant qui consiste & supposer que v;1/2 > 0 et v; 1o < 0. Dans ce cas,

tl t4 tl t4
1 I 2Y¢) ~t Y] ot
e,y - 1 u,"? —ut 1 q

a2 i o (pr_ptt N % (), — v at
E ="KV As (' = %) A s (vis1/2 = viay2) T
11 existe Te e]xi_l/g, $i+1/2[ tel que v(a:c) = 0. Soient 61 = Tc — xi—l/? et 52 = .7}2‘+1/2 — TeoONa
ov (62)% Ov ov (61)20v, _
Vit1/2 — Vi—1/2 = 52%(%) + 5 %(Gj) + 518?(%) -y %(ei )
ov (62)% Ov (61)% Ov

— -z iy ] o W el '

De plus
40 ou*

u; =u" (xe) + (e — xi)%(el),
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ce qui donne 1’égalité suivante :

ov s (62)% Ov (61)20v, _ \ 4
% (e <a:c>+< 290 g1y - D2, >>u (x)

(Ui+1/2 - Ui—1/2> ﬁfq = Az

52)? Ov 61)20v, .\ ou
+ (o) (2200 - C 20 >) o
o(u'"v)
= Az 5 () + €
o(u"v) o(u"v)
= Az o (z;) + Az(z; — x.) e (02) + €
o(ut"v)
= Az o (x;) + €,
avec
ou'’ v v out’
~ < 2 ~t4 e )
il < (ax) (\(% oo 122 ol + A 22 o 2 ||oo>

Ce qui donne finalement,

th
e, —al o(utv;)
Ec)"t = = k =+ Azej |
(Ec);" AL +< B + Aze;

Pour la deuxieme étape de la récurrence, nous supposons que la formule (2.10) est vraie jusqu’a un
instant ¢ < t%*1. Soient ¢! = 1terrl =19+ (r; + 1)At; < 0T 0 “d e temps de la derniére mise &
et 5{1“ = t;z“ e,

Supposons que ;" i L. < 15“Jrl alors,

jour de la densité u; 1q S

ri+1 ped
gt ~t;Y ~t; Ti_1

' U- — .t 1 ~t
g o __ 1 7 g i— 1 'q
(Ec); = 5;,#1 + AL <Fl F ,
On suppose que la vitesse v est négative, les autres cas se traitent de la méme manicre. Le choix d’une
vitesse négative est encore une fois fait juste a titre d’exemple et n’a aucune influence sur le raisonnement.
Le but est de pouvoir exprimer le flux pour faire un calcul explicite. D apres I’hypothese de récurrence,
et la définition de I’erreur de consistance on a :

gkt yped gritl ] i 1 ¢t
w," =u' - ZAx (le/QuiJ’Fql — V;_1 /21 ! ") + 5?+ (Ec);""
Nt,‘.’Cd 5@'-&-1 t‘?
ot o(at"v;)
-+ zAifoFFl/z TzAtl Tt + Ax€l+1 (Ec)z-i-l
ot d(@f’ vi-1) . iy PN
— Evi,1/2 Ti—lAti—l 187; + Al’&‘? - (EC)Z bLa + 5T2+ (EC) a
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Par suite,

IR o(ut"v;) _ .
D=0 — (i DAL | ——— + Az (s“ +ef — el + ri,lsi“l)
ox
(0@ ) O i) ¢ritl
ri+1 i vv) —1Y1 pcd _4q ri+1 i,q
+9; ( D o + (tz t ) (Ec) + 6,7 (Ec),

5T1+1 t'rz T1+1 tT-‘l_ll
Ay Vig1/2miAt (Ee) ) — ZAx Vi1 /oTi-1A 1 (Ec);

i @' v) |\ i
=u; — (TZ' + 1)Ati o7 + Al’z’;‘? + (T’i + 1)Ati(EC)il’q
finalement on a
AL o(ut! {ritt
u = ufq — (ri + 1) At <(1; vi) + Aa:e”“ (Ec),""
T

avec
e < Nl oo + llei oo + et lloo + llf oo + 103(@" 0) [lo-

La formule (2.10) est ainsi vérifiée. Revenons a la démonstration de la Proposition 2. On suppose que

la solution est synchronisée a I’instant t9*! et que pour tout i on a 7;At; + §; = At (Fig. 2.4). D’aprés
la formule (2.10), pour tout ¢ :

(@’
= a - At ((uax) + Aze (EC)?Z“) :
Par conséquent,
~q+1 ~4 +4
gr1 o ur —ap 0(ul v) a+1
(Bo)i" =~ A7 L4+ D Yo+ Azel” = O(Az) + O(AY).
Ce qui prouve la consistance d’ordre un en temps et en espace du schéma asynchrone. O

2.3.3. Convergence du schéma asynchrone

Lt . s : s g s
Soient u;" := wu(w;,ty) la solution suffisamment réguliere, au moins de classe C?, de I’équation de

transport (2.2) et u,? la solution numérique obtenue par le schéma asynchrone avec la donnée initiale

n n n
¢ 0

. , t _t t
u; = up(z;). Introduisons l'erreur ¢, =4, —u,”, 1 <n < N,.
Théoreme 1. Sous la condition CFL (2.5), le schéma asynchrone est convergent d’ordre 1 et pour tout i,

i i
He qHasyn 0o < €xp (TzAt [ O ||OO> HetqHasynuoo + Az suple;"*| + Atsup g, (2.11)
7 1
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T i
4hq L =

. ot sii’q sont bornés Yi. En particulier,

7

+1 +1 _4q+1
16" fosyne < 050 (A5l ) e e + Asup '] + Atsup '], 12
K3 2

Démonstration. Lapreuve de (2.11) se fait par récurrence. Supposons donc que tz-l, g = t7+min; (At;) =
t? + At;. Alors d’apres la Proposition 2, on a
t! o Al ~ t! t!

G =l - (B - F) + Aae 4 At

1! _
avec £, est le reste de développement de Taylor a I’ordre 1. Par suite,

1

t1
iq ot At; td td

“il = U _H(Fz’ —- F7y) "

~ti ~4q =14 14 i = z

u"t = uﬁ ﬁi’ (Ff — Fit_l) + Aa:s a + At;g;",

par suite
tl q Atz q Atl
e, = el’ — A—xvﬂ_l/gef Az 01_1/261_ + AJ;S b + At; 5
t4 Ati 4 Ati td Ati

t4
=e, — e, +-—v; €;_ ——(v- — U )e-_ .
% Ax i+1/2€ Az i+1/265-1 Ax i+1/2 i—1/2 i—1

Ce qui donne finalement le résultat suivant :

t! t1 L
et lasymoe < (1+ A6IS o ) T aoynoe + A suples™| + Aty supl ]
J J

La formule (2.11) est ainsi vérifiée. Supposons maintenant que la formule (2.11) est vraie pour tout
th < 17 Soient ¢ = t7 + (r; + 1)At;, t9+ ri Aty < t]if et 6 =47F — %4 alors

ritl ped ri+1 i Ti—1
U i,q _ ut' o 51‘1 Fti,q o tifl

7 - % Ax i i—1,q

r;+1 -d ri41 T Ti—1 r;+1 +1

thi P 57 ~t; z thi Ti
~Vi,q _~% 9 b 1,q i,q Tz-‘rl ='i,q
U, =, o | B F + Az, +9,g

et donc par soustraction, on obtient

41 ri+1 r; r; ri+1 Ti—1 (=1 ri+1 T+1

t’_‘z tpcd 5'1 thi ~t" 6'1 t.l_ i— ny 1_ i

eil,q — 67;1 _ ZA Fil’q _ Fiz,q _ lA Fiill’q F b 1,q + A:Eé‘il 5T2+ Zlyq
x x

ped  §ritl A oritl t” L it
— el i V. Wbl e ) - 2 i-la _ gi=lag
7 A.’L‘ ’L+1/2 7 7 A$ 1*1/2 —1 i—1

r;+1 T1+1
4+ Age ™ 4+ 51”1-"-1—“1
7
ri+1 T ri+1 Ti—1 r;+1 r;+1
ped 5 ¢ 0.° t ¢ 1t
o A ) i,q 3 ) i—1,q i,q ri+1 =",
=e, A Vit1/26 Ay Vim1/26i T Axe"" +06,"7¢;
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Ce qui donne finalement le résultat suivant :

gt e e i ot i, 6 g,
e’ =€, — —— V41 26»’ —— V41 26»_’ — ———Ui+1/2 e’ —€._ 4’
7 7 A.’D i+1/2€4 Ax i+1/2€1 Ax i+1/ i—1 i—1
_ rit+1 7“ it1
+ 57‘1-‘1-1 aU (C) z 1 ,q _|_ AfL’Etl q 67‘1-‘1-1 —'1,q

’L

ox
Le schéma asynchrone est stable pour la norme infinie, donc d’apres la Proposition 1 on a :

tri-H ri+1 TZ+1 ri+1 —tiijrl
e’ |lasyn,co < (1 +4; ” HOO) He ||a5yn o + Az sup e |46 tisup ||
1

i

¢ . ]
< oxp ({114 DAL Gl ) e fasmoo + Arsuplef] + 57+ supl )],
j j

Ce qui prouve la formule (2.11). Pour terminer la démonstration, supposons que la solution est synchro-
nisée a I’instant t9+! et que pour tout i, 7;At; + §; = At. D’apres la formule (2.11), on a pour tout

i,
+1 +1 _4q+1
") < exp (3 + 8 50 o ) 1 g + Awsuplel”™*| + Atsup[ef'™
K3 7
+1 _4q+1
< e (A2 o ) 1 oo+ Asup 177 + Atsup 217
K3 (2

Le schéma asynchrone est donc convergent d’ordre 1 en temps et en espace. 0

2.4. Validation numérique

Le but de cette section est de valider numériquement les résultats théoriques prouvés dans la section
précédente. Les propriétés de convergence de la méthode asynchrone seront donc illustrés par des cas-
tests numériques.

Considérons I’équation d’advection 1D avec une vitesse constante (v = 1) sur I’intervalle [0, 1] avec
des conditions aux limites périodiques et une condition initiale réguliere :

gu p gu = (x,t) € [0,1] x [0,T]
ot oz ) 3 s ,
{ u(z,0) =sin(2rz), =z €]0,1], (2.13)

Nous avons choisi une vitesse constante, le maillage choisi doit donc étre adapté pour donner un cas-test
asynchrone et doit étre défini de maniere a ce que 1’aspect asynchrone soit conservé lors du raffinement.
Pour cela, nous considérons un maillage monodimensionnel variable et paramétré par une loi polyno-

i—1 1\° i—1 1 1

ou N est le nombre de cellules. Le parametre o définit la pente a 1’abscisse x = 0.5 ; voir la figure 2.5.

miale :

L’aspect asynchrone provient donc bien de la variation du maillage.
Rappelons que pour 1’équation de transport, nous pouvons calculer analytiquement la solution exacte
sans avoir besoin de passer par une approximation numérique. En fait, en utilisant la méthode des ca-
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FIGURE 2.5 — Maillage polynomial avec N = 10 et o« = 0.5

ractéristiques, la solution a tout instant ¢ est : u(z,t) = wug(z — vt). L’approximation numérique de
I’équation d’advection n’est qu’un moyen pour justifier la convergence de la méthode et pour vérifier
son ordre de précision.

Convergence numérique du schéma asynchrone

Commencons par vérifier numériquement 1’ordre de convergence du schéma asynchrone. Nous me-
nons donc une série de calculs numériques avec un nombre de cellules qui augmente et nous essayons
d’estimer ’erreur en fonction du nombre de mailles total. Nous considérons pour cela une boucle pour
j=1..9,et N = 10 x 27~!. Nous menons ensuite deux calculs avec le solveur MACOPA, 1’un en asyn-
chrone, I’autre en synchrone (pas de temps imposé identique pour toutes les cellules). Puis nous tracons
la norme de I’erreur (ici la norme infinie) en fonction du nombre de cellules en échelle logarithmique ;
les résultats sont présentés sur la figure 2.6.

% o ' ' “ferreur asyn'  +
- "ferreur_syn'  x
DR b3 "fordrel’

FIGURE 2.6 — ordre de convergence du schéma asynchrone : norme infinie de I’erreur en fonction du
nombre de cellules en échelle logarithmique.

La figure (Fig.2.6) représente I’erreur asynchrone (en vert), I’erreur synchrone (en rouge) et 1’ordre
1 théorique (en bleu). ’étude numérique de la convergence montre bien que le schéma asynchrone
est convergent d’ordre 1, ce qui est cohérent avec le résultat théorique. De plus, comme le montre la
figure (Fig.2.6), le schéma asynchrone converge plus vite que le schéma classique d’ordre 1. En effet,
la constante de I’erreur asynchrone en facteur de Ax est plus petite que celle obtenue avec le schéma
synchrone classique.
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La diffusion numérique

Nous comparons dans cette section les solutions numériques du probleme (2.13) calculées par les
schémas synchrone et asynchrone avec la solution exacte. Nous tracons donc les trois solutions pour un
nombre de cellules N = 1000, un temps final de simulation 7' = 4 s (ce qui correspond a 4 tours du
domaine périodique) et le maillage polynomial défini ci-dessus.

exacte

— asynchrone
synchrone

-1.0 T T T T T T

FIGURE 2.7 — Comparaison des schémas synchrone classique et asynchrone

Notons que le schéma asynchrone réduit la diffusion numérique en comparaison avec le schéma syn-
chrone classique (Fig. 2.7). En fait, dans le cas d’une intégration numérique asynchrone, chaque cellule
de maillage avance en fonction de son propre pas de temps calculé sous la condition CFL locale, ce qui
réduit la diffusion numérique. Ce n’est pas le cas pour une intégration numérique synchrone classique
dans laquelle le pas de temps de tous les cellules de maillage est limité par la plus petite cellule ce qui
favorise les phénomenes de diffusion numérique.

Le gain en temps de calcul

L’un des objectifs majeurs de 1’asynchrone est le gain en temps de calcul. En fait, dans le cas d’une
intégration classique, les cellules sont reévaluées plus souvent que ce qui est imposé par leur propre CFL
locale, tandis que la méthode asynchrone limite la fréquence de mise a jour des cellules ce qui amene
a une réduction du temps de calcul. Notons que, en termes de temps de calcul, le point critique pour
accélérer la méthode asynchrone est la recherche la cellule la plus urgente pour mettre a jour, ce point
technique pourrait €tre pénalisant pour les performances du solveur mais certaines options alternatives
ont été présentées dans [16] pour limiter I'impact de cette recherche.

Dans le tableau 2.8, nous présentons pour un nombre de cellules fixé, une comparaison des schémas
synchrone et asynchrone. L’erreur asynchrone est plus petite que 1’erreur synchrone et c’est ce qui a été
observé dans la figure Fig.2.6 au début de cette section. Ce que nous pouvons aussi remarquer dans ce
tableau est le gain en temps de calcul, d’un facteur 10 en moyenne. Le schéma asynchrone est donc tres
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Erreurs Temps de calcul
N Schéma Schéma Schéma Schéma
asynchrone synchrone asynchrone synchrone
1280 6,87 10-3 2,7110-2 11s 1.7 mn
2560 3,44 10-3 1,36 10-2 47s 11,76 mn
5120 1,72 10-3 6,83 10-3 3,5mn 48 mn
10240 8,62 10-4 3,41 10-3 18 mn s8.19h
431104 1,7110-3 1,53 h 12,74 h
20480

FIGURE 2.8 — comparaison de la performance des schémas synchrone et asynchrone

efficace en termes de cofit de calcul.

Remarque 1.
Pour N cellules, le speed up théorique est donné par la formule suivante :
N

o 2.15
min; (At;) x vazl A%i .

Notons que le speed up théorique dépend uniquement du maillage, en particulier le nombre des mailles
et les différents pas de temps. C’est une estimation a priori du gain en temps de calcul sans tenir compte
ni du modele discrétisé, ni de la méthode de discrétisation. De plus, pour la mise en ceuvre pratique, le
speed up est en général plus lent que le speed up théorique. Ceci est dii a I'implémentation effective des
schémas asynchrone et synchrone.

Dans le cas du maillage polynomial, le facteur d’accélération estimé en utilisant la formule (2.15) est de
I’ordre de 11. Le speed up numérique calculé en se basant sur les résultats du tableau ?? varie entre 8 et
13.

2.5. Conclusion

L’ objectif de ce chapitre était de définir la méthodologie asynchrone et d’étudier ses propriétés, en
particulier la stabilité, la consistance et la convergence. Pour illustrer 1a méthode, nous avons choisi dans
ce premier chapitre de I’appliquer a I’équation de transport en dimension 1 de I’espace. Le but était de
bien comprendre les idées de base de I’asynchrone mais aussi de controler les éventuelles difficultés liées
a I’aspect asynchrone. Les tests numériques montrent que le schéma asynchrone est convergent d’ordre 1,
ce qui valide les résultats théoriques prouvés qui estiment que pour un maillage suffisamment régulier, le
schéma asynchrone est d’ordre 1. En comparaison avec le schéma classique, le schéma asynchrone réduit
la diffusion numérique et ceci est obtenu grace a I’utilisation de la CFL optimale pour chaque cellule de
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maillage dans le cadre d’une intégration asynchrone. De plus, la méthode asynchrone est tres efficace en
termes de réduction du temps de calcul. Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux équations
de transport en dimension un de I’espace. L’extension pour une dimension en espace quelconque sera
I’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Application de la méthode asynchrone
pour la discrétisation de I’équation de
transport en multi-dimensions

Apres avoir étudié les propriétés du schéma numérique asynchrone pour les équations de transport en
dimension 1 d’espace, nous proposons dans ce chapitre une extension de la méthode dans le cas multi-
dimensionnel. D’abord, nous appliquerons la méthode pour la discrétisation de 1’équation de transport en
dimension d de I’espace ou d > 1. Ensuite, nous traiterons la stabilité de la méthode et nous discuterons
sa consistance en fonction de la variation de la vitesse mais également en fonction du maillage. Enfin, la
méthode de I’erreur corrigée sera adaptée a 1’aspect asynchrone afin de pouvoir prouver la convergence
du schéma asynchrone dans le cas d’un maillage variable.

3.1. Discrétisation de I’équation de transport en multi-dimensions

Considérons I’équation de transport scalaire suivante :

{ T+ V.(ou) =0, (,1) € 2x]0,+o0], CRY

U(.’E,O) = UO(x)7 z €,

oll v est un vecteur non nul, ) est un domaine polygonal borné de R% et d > 1.

Soit 7 = {K; : i =1,..., N} une partition de  en polyedres K;. Pour tout i € [1, N], N'(i) =
{7 :| K; N K; |# 0} désigne I’ensemble des indices des volumes voisins de K;. Pour j € N (i),
n; ; est la normale unitaire de K; N K pointant de K; vers Kj, et N; ; =| K; N K; | n;j. Soient
Nt@)={jeN,vn; >0} N (i) ={j e N,von;j <0} et N(i) = NT() UN(4).

Pour la discrétisation en espace de 1’équation de transport (3.1), nous utilisons toujours le schéma
volume fini décentré : le schéma upwind. Le systéme semi-discrétisé s’écrit donc sous la forme suivante :
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8ui o 1 1

o V= Tw)

Z (O Ni,jui(t) + Z v - NZ'J"U,]'(t) Z Fi,j(t)7 (32)

JENT (i) JEN— () | il JEN (D)

ou la densité u;(t) est une approximation de K / u(x,t)dz et les flux numériques F; ; sont définis

par :
1. F;j(t) =v- N, ui(t),Vj € NT(i) : les flux sortants
2. F; j(t) =v-N;ju;(t),Vj € N~ (i) : les flux entrants.

Pour la discrétisation en temps, nous utilisons la méthode asynchrone. L’ algorithme asynchrone appliqué
a I’équation (3.1) est résumé dans la figure 3.1.

Initialiser les flux et les densités

Déterminer la cellule Mettre a jour la cellule
la plus urgente & » courante et ses voisins
mettre & jour nécessaires
Calculer le prochain temps de Mettre a jour
mise a jour de la cellule les flux sortants
— courante B

Synchroniser la solution

FIGURE 3.1 — L’algorithme asynchrone
Reprenons les notations du chapitre précédent. Soient t.,, le temps courant de la simulation et tf cd
le temps de la derniere mise a jour du volume K. Supposons que ;' < o, et pour tout j € N~ (7),
t;j < teur- Le schéma upwind asynchrone s’écrit donc sous la forme suivante :

ped
ti

teur __

— ped i £
‘K"Z Z v.N; ju;t + Z v.Nju/ |, (3.3)
! JENT(3) JEN(3)

tCUT

ol pour tout j € N (7), t;j est le temps, multiple de At;, de la derniere mise a jour de la cellule j juste
avant £qy-.

3.2. Stabilité du schéma asynchrone
Dans cette section, la vitesse est supposée constante et le maillage est variable.
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Proposition 3. Le schéma asynchrone est stable pour la norme ||.||asyn, o, définie par : |ut" || asyn,co =

P
Supi,pgn ‘uz

, sous la condition CFL locale sur le pas de temps At; du volume K; :

| K

At; < Vi=1,...N 3.4)
" Y jent ) v Ny Y
En particulier, a chaque instant <" <T ona:
n 0
”ut Hasyn,oo < ||Ut ||asyn,oo- 3.5

o t0 est Uinstant initial et T le temps final de la simulation.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que

> w.N;; =0, (3.6)
FEN (@)

puis utilisons une récurrence pour démontrer 1’inégalité (3.5). Supposons dans un premier temps que
tl = minj (Atj) = Ati. AIOI‘S,

1 0 At; 0 0
ul =l Z v.Nmu’; + Z U.Nm-uz-

T
| Kl JENT(3) JEN—(5)
At; 0 At; 0
=1|1- ‘ Z’ Z U.Ni,j uf — ’KZ’ Z U.Ni,jué
Y GENT (i) " GEN(4)
0 0
= aiug + Z Oé@jué ,
JEN(3)

avec
1= 1~ 5 Y p+ (5 0Ny j. Sous la condition CFL (3.4), a; > 0,

_ Al
[ Kl

3. D’apres (3.6), a; + > jen—) @ = 1.

2. Pour tout j € N~ (4), o j == v.N; j et v.N; ; < 0 donc a; > 0.

L’inégalité (3.5) est donc vérifiée. Supposons maintenant que la formule (3.5) est vraie jusqu’a un instant
t" < T. Soient t"+1 = 71 .= (r; + 1)At; < T et pour tout j € N~ (i), t;j = 1Aty <t
Supposons que pour tout j € N (i), kj = E (ﬁf;) > 0etk =3 jcn—() kj, o I est la partie entiere.

Soient 6] = min (Ati, £t — maxjen— ) (t;j+kj)) etd;" = minjepr- () (t;j+1> — 7. La suite

(tf) est définie comme suit :
i)1<h<k

tl = min (t’jjﬂ),...,t?]f, = max (tfﬁrkj).
LojeNTG) N tojeN—) N

Les notations sont présentées dans la figure 3.2. ou les cellules j, n et z sont telles que i € N7T(j),
i € Nt(n)eti € N*(z). Les traits présentent les temps de mise a jour de la cellule j, multiples de
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At;, les traits pointillés présentent les temps de mise a jour de la cellule n, multiples de At,, et les traits
pointillés en gras présentent les temps de mise a jour de la cellule z, multiples de At,.

ri+1
f:‘h

5o gra+1
tmmmim———Em————— ) = ]

1 i+l
— =t

FIGURE 3.2 — Notations

Par définition du schéma asynchrone (3.3),ona:

- - . i+1 ritk,
it MAEVAN i 8 £
R T > vNiju;t - ,ZK,‘ > vNiju/
tjeN(5) tGENT (i)
; i k th h—1
§ri ' o —t th
o 1 . J o T, T4, Y T,
75| E U.quj E 7|K| g U.quj ,
HieN (i) h=2 g FEN (i)

h

~7ri,t s N .. i+l .
avec u; ‘" est la valeur de la densit¢ u; a un certain instant t;J < tffﬂ (0 <1 < Ekj) et qui correspond

au temps de la derniere mise a jour, multiple de At¢; du volume Kj; juste avant tf}zl Pour conclure il
suffit de noter que &7 4 67 + YK, (tf}ll — tfz_ll) = At; puis d’utiliser la condition CFL (3.4). La
formule (3.5) est ainsi vérifiée, ce qui acheve la preuve de la proposition. O

3.3. Consistance du schéma asynchrone

Rappelons que pour certains schémas numériques la non uniformité du maillage fait apparaitre une
perte de consistance malgré la convergence du schéma. Le schéma volumes finis upwind classique ex-
plicite en temps est consistant d’ordre 1 pour un maillage cartésien régulier. Mais pour un maillage non
uniforme, I’erreur de consistance est seulement en O(1). Dans cette section, nous étudierons le com-
portement de I’asynchrone dans le cas d’un maillage constant puis dans le cas d’un maillage régulier.
L’ objectif est de pouvoir justifier que le schéma asynchrone préserve les propriétés du schéma classique.

Soient g; le centre de gravité de K; et g; ; le centre de gravité de K; N K ;. Supposons que |K;| < h?
ou h; est le diametre de K;. Comme pour le cas 1D, la consistance du schéma asynchrone est traitée
entre deux temps de synchronisation de la solution : t7 et t*1 = t7 + max; (At;).
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Soient la suite (t?’q) {r,} définie pourtout 1 <i < NetO0 <r; < E (%&Atﬂ)) par : t;"iq =114+ r;At;
et la suite (¢]') des événements les plus urgents entre ¢7 et t71.

3.3.1. Consistance : maillage constant

Le maillage est supposé constant, donc pour faire apparaitre 1’aspect asynchrone, nous supposons que la
vitesse est variable, v est une fonction de z. Ceci permet aussi de traiter I’asynchrone en fonction de la
variation de la vitesse. Nous supposons a titre d’exemple et seulement pour cette partie, que la dimension
de I’espace est 2 et que le maillage est cartésien. Nous traitons donc une extension de la dimension 1.

Proposition 4. Supposons que la vitesse v est de classe C, alors sous la condition CFL locale (3.4), le
schéma upwind asynchrone est consistant d’ordre 1 dans le cas d’un maillage cartésien constant.

Démonstration. Soit u(g;,t") la solution exacte de 1’équation de transport (3.1), supposée suffisamment
réguliere, de classe C2, au centre de gravité du volume K; a I’instant ¢". Nous prouvons tout d’abord par
récurrence que pour tout ¢ :

i u(gi, b)) — u(gi, t9)

(Ee);'s = = (V. (v(gu(gin ) + O(B)). 3.7)

avec (Ec); est I’erreur de consistance locale.

Soit té = min,;(At;) = t}, o alors par définition du schéma asynchrone (3.3) et de Ierreur de consistance :

i u(gintl,) —u(git?) 1
(Be)it = Z’th. +‘K’ > 0(gig)-Nijulgt) + > v(gig)-Nijulgs, t)
1 1

JENT(7) FEN ()
= 4 . + 7= Z v(gi5)-Niju(gij,t7)
At; |K;| =
JEN(3)
1
- |K-|{ > 0(gi)-Nij(ulgis t?) — ulgi;, 7))
HNeNT (1)
+ 3 wlgig). <u<gj,tq>—u<gi,j,tq>>}
JEN (i)
_ u(giatz{q) - u(glvtq)

I I 13).
At tE D)

Utilisons un développement de Taylor d’ordre 1, alors

0(905)u(9i5,t7) = (0(g3) + (915 = 92)V-0(g0)) x (wlgist) + (915 — 90)V-ulgi, 1) + O(h?))
= v(gi)u(gi,t") + (9ij — 9:)V-(v(gi)u(gi; t7)) + O(h?).
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Par suite

I = ( > Ni,j) (v(gi)u(gi, t?) — g:V.u(gi, t7))
JEN(3)
+ ( > Nz’,jgi,j) V.(v(gi)u(gi, 1%)) + O(h?)
JEN(3)
= |Ki|V.(v(gi)ulgi, 1)) + O(h?).
De plus
v(gi5) (w(gi, t9) — u(gi;, t9)) = (g5 — gi5)v(9s) V.ulgi, t9) + O(R?).
De méme,

v(gi) (u(gs,t%) — w(gij t%) = (g5 — 9i.5)v(9:)V-ulgs, t9) + O(h?).

Le maillage est supposé constant donc : V5 € N (7), |g; — gi,j

= |g; — ¢ij|. Deux cas se présentent en
fonction de la vitesse.

1. Supposons dans un premier temps que la vitesse v ne change pas de signe alors :
Vi e NT(i) FkeN (i) telque (g — gij)v(gi)Nij + (gk — gik)v(gi)Nig = 0.

Par suite I + I3 = O(h3).

2. Sila vitesse change de signe, on distingue deux cas. Le premier cas

cd ped e
tcur — t:iu tCUT’ — t’L til
W= T > w(gi) Nijug' |,
¢ JENT ()
et le deuxieme cas
d ped T
tewr _ 00 tewr — 4
uicur — uil — ‘Kl’ Z U(gl,j)Nl,ju] .
JEN ()

Le premier cas est traité et le deuxiéme se traite de la méme manicre. On a

(Ec)," = ’th‘ + > w(gig)-Nijulgi, t9)

| il JENF()
. u(givtilyq) - u(g’utq) 1 |:

i )Ny (g i, 19

At + ‘Kz‘ Z v(g ,J) Ju(g gt )
JEN(3)

— > w(gig)-Nij(ulgi,t?) — U(Qi,jvtq))}

JENT(4)
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par suite

v, ulgirti,) — ul(gi,t9)

(Be)j"" = =R 4 (V. (v(g0)ulgi 7)) + O(h)
1
Kl (je/\;(z')v(giyj).Ni’j(U(gi’tq) _U(giﬁj’tq))) |

avec
u(gi, t7) — u(gi;,t9) = (9i — 9i;)Vu(gi, t7) + O(h?).

De plus, la vitesse change de signe alors pour tout j € N1 (i), il existe un \; €]g; ;, ;[ telque
v(A;) = 0. Alors

v(gi5) (u(gi, t9) — u(gij, t9)) = (Nj — 9i5) (9 — 9i.) V(X)) u(As, t9) + O(h?).

par suite

! ( > v(giy)-Nij(u(gs, t?) _U(gi,jytq))) = O(h).

| il JENT (D)
Ce qui donne

1 u(gi,tt,) — u(gi, t4
(EC)?”[I — (gl ’L,q) (gl )
At;

+ (V.(v(gi)u(gi, t7)) + O(h)) .

et donc

g thy) = ulgi, 1) = At (9.(0(g0)ulgin ) + O) = (o))

Supposons maintenant que la formule (3.7) est vraie jusqu’a un instant ¢;; < ta+1. Soient "t = t:”‘; !
et 17 le temps de la dernidre mise 2 jour de u; et 67 = t”“ t7°e_ Alors
i+l ’t""z"!‘l ’tPCd
(B = L ? )5r ol
1
1
+ ’K‘ |: Z U(gi,j)'Nz]u gi,t Zq ‘|‘ Z gz] Zju(g]7 ]q)]
EN (@) JEN(4)
: d
. u(gla t:q+1) (g’bv tfc )
o
1 " .
| D> v(gig)-Nig (uf’ = riAts(V.(v(gi)ulgi, t9)) + O(h) — (EC) ‘)
Kl L, =,
JENT (i)
1 ¢
~ K { > w(giy)-Nij (uﬁq — 1At (V.(v(gj)u(gj, t?)) + O(h) — (EC)j”q)N
HheN (i)
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Par suite,

r C o7 AN
(glv tzlq+1 (glv tp d) |[(Z" (Jl + ‘]2 + J3 + J4) + 5{(Ec)iz’q
avece
J1 = Z v(gi ) -Niju(gij, t9) = |K;|V.(v(gi)u(g;, 1)) + O(h?),
JEN(4)
Jy = Z v(gij)-Nij(u(gi, t?) — ulgij, 7)) + Z v(gi5)-Nij(u(gs, t%) — ulgij, 1)) = O(h?),
FENT() JEN=(4)

Js= Y 0(giy)-NijriAt;V.(v(gi)u(gi, t9) + Y v(gi)-NijriAt;V.(v(g;)u(g;, t7))

JENT() JEN—(3)
= Y 0(giy)-Nijridt;V.(v(go)u(gi, t9) + Y v(gij)-Nij (rjAt; — riAty) V.(v(g;)u(gs, t7))
JEN(3) JEN(3)
~ 1At ki V.(0(:)) V- (0(gi)ulgi, 1)+ D v(gig)-Nij (rjAt; — rilt) V.(v(gs)u(g;, t9)).
JEN (1)

Rappelons que N; , =| K; N K; | n;x, n;; la normale unitaire de K; N K pointant de K; vers K.
La vitesse est supposée suffisamment réguliere de sorte que At; — At; = O(h?) alors J3 = O(h3). De
meéme
i ¢
Ji= Y o(gig)-Nigribti(Ee)) — Y v(9i5)-NijriAtj(Ec) ") = O(h%),
FENT (i) JEN(9)

Par suite,
(g 1) = ulgin ) — (1 = #0)| V. (vl ulgi, 1) + O(h) — (B} |
a5 = [V ol 1) + O0) — (B |
= u(g;, ") — (ri + 1)AL; {(V-(v(gi)u(gi, t1)) + O(h) — (Ec)j:ffl},

La formule (3.7) est ainsi vérifiée. Pour finir la démonstration de la consistance, supposons que la solution

est synchronisée & I’instant ¢4, Pour tout 7, 5;”1 = tatl —tﬁiq avec k; = ( AL ) o At = max;(At;).

L’ application de la formule (3.7) donne pour tout ¢ :
(g 71) = (g, 1) — AtV (0lgi)ulgint)) + O(1) — (Be)"™|
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Pour tout ¢, ’erreur de consistance (Ec)zq+1 est donc donnée par :
tatl u(giv tq+1) - U(gi, tq)
! At

= O(At) + O(h).

(Ec)

+ V.(v(gi)u(gi, t1)) + O(h)

3.3.2. Consistance : maillage régulier

Nous supposons que le maillage est régulier. Autrement dit, nous commencons par définir un maillage
uniforme de @ € R%, d > 1. Soitdonc Tz = {K; : i = 1,..., N} une partition uniforme de 2 en
polygdres K; avec G; le centre de gravité de K; pour tout i. Alors pour tout j € N (i), |Gs — G| est
une constante. Une fois le maillage uniforme construit, nous introduisons une fonction de maillage ¢
réguliere qui vérifie pour tout i, g; = ¢(G;) ou les g; sont les centres de gravité des polyédre K; qui
forment une partition réguliere de §2. Pour plus de lisibilité et pour limiter le nombre de cas a traiter, nous
supposons que la vitesse est constante v = 1.

Proposition 5. Dans le cas d’un maillage régulier, le schéma upwind asynchrone est consistant au
premier ordre.

Démonstration. Reprenons les résultats de la démonstration précédente. Ce qui change est le calcul de
I + Is. En fait, dans ce cas il suffit de noter que

L+Is= > v.Niju(git?) —u(git))+ > v.Nij(u(g;,t?) — ulgs;,t))

JENT(3) JEN=(4)
Par suite,
I, + Ig = Z U.Nm(gi — givj)V.u(gi,tq) + O(hS)
JENT(4)
+ Z v.N; ;(9ij — 9i)V.u(gi, t9) + O(R?)
JEN (i)
+ > .Nij(gi — 2gi; + g5)V.ulgi, t9) + O(h®)
JEN (i)
= O(h?),
ce qui acheve la preuve. O

3.4. Convergence : méthode de ’erreur corrigée

Rappelons qu’un schéma numérique est convergent s’il est stable et consistant (Théoreme de Lax-
Richtmyer). Malheureusement I’hypothése de consistance n’est pas toujours vérifiée malgré la conver-
gence du schéma. Donc I’erreur de convergence se comporte mieux que I’erreur de la consistance et le
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schéma est dit supra-convergent. c’est notamment le cas pour le schéma volume finis upwind. Des esti-
mations d’erreur ont été développées sous certaines hypotheses de régularité de maillage. Cockburn et
al. [28] et Vila [30] ont montré que I’erreur est en O(hl/ 4). Dans des travaux récents [29], Cockburn et
Gremaud prouvent sous certains conditions de régularité de maillage que I’erreur est en O(hl/ 2). Vila
dans [31] a montré une consistance faible du schéma en O(hl/ 2). Després dans [27] a utilisé des estima-
tions d’énergie pour prouver que I’erreur est en O(hl/ 2) pour I’equation d’advection dans un maillage
régulier avec des conditions limites périodiques. Récemment, Bouche et al. ont étudié dans [32] I’erreur
de convergence de la méthode de volumes finis (upwind) explicite sur un domaine polygonal de R<.
Ils ont commencé par construire une famille de "correcteurs géométriques" qui dépendent seulement du
maillage et de vecteurs d’advection et pas de la solution de 1’équation. Puis ils ont montré une "erreur
corrigée" pour conclure finalement que I’erreur du schéma est en O(h). Dans la suite nous appliquerons
la méthode définie dans [32] pour prouver la convergence du schéma asynchrone.

Soit u(g;, t™) la solution exacte de (3.1) au centre de gravité g; du volume K; a I'instant " supposée
de classe C2. Commengons tout d’abord par démontrer la proposition suivante :

Proposition 6. Supposons que le maillage est régulier de sorte que pour tout i, At; — At; = O(h?)
J € N (i) alors

i u(gu tziq) - u(gl’ tq)

,i’q = . 44
(Ec); AL + v.Vu(g;, t?)
1
+|K[ > 0.Nij(gi — gi)Vu(gi,t) (3.8)
" hjeN (i)
— > uNijlg — gig)Vulgi t?) + O(hd“)]- (3.9)
JEN—(3)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Soit donc t; = min;(At;) = t; .. Alors par définition
du schéma asynchrone (3.3) on a :

(Ec)

ta u(gistig) — ulgi, ) n 1
! At; |Kz|

Z v.N,-Ju(gi,tq)—l- Z U.Ni7ju(gj,tq))

JENT (1) JEN=(3)

U(Qiyt% ) u(giatq) 1 _
Nl . + == E v.N; (u(g;,t9) u(gm,tq))
At; | K|\ A
JENT (1)

B u;’ ( Z U‘NiJ (u(gj?tq) _u(gi,jytq))) - |I;| ( Z v.Nmu(gi’j,tq))

JEN(4) JEN (i)

Par suite,
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Ec)”
( c)z Ati +|Kz’

oo u(gint,) —ulgi,t) 1 ( S . ulo, tq)>
- 2V 70

JEN (i)

1
TR ( > vNij(gi — giy) Vulg,t)) + > v.Nij(g; —gi,j)VU(gj,tq))
"\JENT () FEN(4)

1
—O(h) = | 22 w-Niji (9 — giy) Vulg;,t*) + O™ |
Bl \jerm

Pour conclure il suffit de noter que :

> 0N julgij, th) = |Kv.Vu(gi, t7) + O(h**H).
JEN(3)

Supposons que la formule (3.8) est vraie jusqu’a un instant £ < 971, Soient ¢! = t;"i(;r L 2 le temps

de la dernicre mise a jour de u; et 0, = tfi(;r - i ed, Alors, en utilisant I’hypothese de récurrence nous

avons :

ri+1 ped 5: T Tj T t:,i;l
u(gi, t;') ) = u(g;, 1) — T Z v.N; ju(gi, t;')) + Z v.N; julgj, tj,) | +6; (Ec),"*

OGENT (D) JEN (i)
alors,
ri+1 cd %
u(gi,tijq ) = u(gi, t7") — |Kl] Z v.N; ju(g;, t7) + Z v.N; ju(g;j, t?)
\jeNT () JEN(3)
it
+ X1+ Xo + X3+ Xy + 0] (Ee),”*

avec,

o
Xlz K ( Z T‘Z'AtiU.NiJ’UVU(gi,tq)-f- Z rjAtjv.NiJvVu(gj,tq))

JEN (D) JEN (1)
=9;0(h),
5;" r; At
Xo = > v.NZ-JIKI[ > v.Nij(gi — gij)Vu(gi, %)

FEN*(3) JEN* (i)

b 0Nl — gi) Valgi )| = BTO(D),
JEN (@)

51



> o,

| ]EN ( | J|

bOY 0Nl - g3 V(g t)] = 57O,
keN—

Z UN ( — 95, k)vu(gjv )

r]At [
keEN*(4)

()

et
oF e £
X, = i Z ’r’iAti’l).NZ‘J(EC)i 44 Z T’jAtjU.Niyj(EC)j]’q
|l JEN(4) JEN (1)
— §70(h),
Pour conclure il suffit d’appliquer 1’étape précédente et I’hypothése de récurrence. O

Théoreme 2. Sous les conditions de la proposition 6 et sous la condition CFL locale (3.4), le schéma
upwind asynchrone est convergent de premier ordre.

Démonstration. Pour prouver le théoréeme 2, la méthode de I’erreur corrigée développée dans [32] a été
adaptée a I’aspect asynchrone. Soient I’erreur aﬁn = ufn — u(gi, t") et I'erreur corrigée a; = o + ;,
avec v;' = —I';.Vu(g;, t") et (I';);=1,~ une suite de correcteurs géométriques qui vérifie :

Z v.Nm-FZ- + Z ’U.Niyj]_jj = Z U-Ni,j(gi,j — gi) + Z U-Ni,j(gi,j — gj), (3.10)
JENT(4) JEN (1) JENT(4) JEN (i)

et
[IT]asyn,co < Ch, C' une constante. (3.11)

Nous voulons montrer I’inégalité suivante
18" Nlasynco < 18" [lasyn,co + O(h). (3.12)

Pour le faire, nous utilisons & nouveau une récurrence. Supposons donc que t; g = min; (Atj) := At et
1 1

que o;"* = u;"" — u(g;, t} ) alors

t! At; t!
IR ) FVE
K]

JENT (i) JEN(3)

ti : o :
avec IJ;"* I’erreur de consistance locale définie comme suit

Ea —
i At TIK

t1 w(gi, ti ) — u(g, 19 1
iq __ (gl 17‘1) (gl ) ( Z UNz]u gla + Z UNZJU g]’t))

JEN () JEN=(4)
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Or a; = o + 4, alors

B e A ) ] "
oot 2 (2 e £ ) s
(2

FENT (@) JEN=(4)
avec
_¢1 £ 1 a a 71‘%& -
Bt =B = | 2 eNil 30 wNyg | = SR
Ho\jeN+ (i) FEN—(3) ¢
t!
u(gi,ti,) —ulgi,t9) 1 v — A
_ , Nl #9) — i — T
Al i 2 vl ) = 25y
JEN (i)
1 q q td
Frg| 2 v (g 1) (g 1)~ )
Y HENT ()
+ ) vNig(u ( (95,t%) — u(gij,t7) —’Véq)}
JEN=(4)
= Gl + G2 + G3.
Notons que
> vNijulgist) = >0 v.Nij (u(gig,th) = u(gi, 1))
JEN (@) JEN (1)
= Z U.Ni’j(gi,j — gi)-VU(Qi’tq) + O(hd+1)
JEN(H)
= ( Z U-Ni,jgi,j) .Vu(gi,tq) +O(hd+l)
JEN (i)
= |K;|v.Vu(g;, t9) + O(h*1).
Par suite
u(g'vtl )_u(g'7tq) 1
G = =g+ K| > vNiju(gij,t7) = O(h).
¢ Y jEN ()
De plus,
u(gi, t%) — u(gij,t%) = (9 — 9i5) Vulgi, 1) + O(h?),
et

u(g;,t9) — u(gij, t%) = (95 — gi,j) Vulgj, t9) + O(h?).
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Alors,

1
Gy = u(‘|: Z U.Ni’j (u(gz’,tq) - u(gi,j>tq) - qu)

JENT()

+ Y UNu( u(gj,t?) — U(gz‘,jiq)—ﬁq”

JEN()

L’expression de G est par conséquence donnée par la formule suivante :

1
Go = ( > 0Nij(gi — gi5)Vul(gi t) + > v~Ni,j(gj—gi,j)VU(qu))

|K" JENT(3) JEN (1)

1
+O(h) + K ( Z v.N; ;T Vu(gi, t7) + Z U.Ni,jI‘quu(gj,tq))
\GeNT () FEN (i)

1
:|K.\( Y uNilgi—gig) + Y U-Nz‘,jFﬁq) Vu(gi, t7)

JENT(3) JENT (1)
1
+ m Z v.Ni (95 — 9i5) + Z U.Ni,jF§q> Vu(g;,t9)
\jeN () FEN (i)
1
TIK > v-Nijlgj — i) (Vulg;, t7) — vu(gi>tq)))
\jeN—()
1
+ 15| D wNy T (Vu(gy, t9) - VU(gi,t"))> .
H\jeN—(i)

Rappelons que N; ;, =| K; N K | n;k, n;; la normale unitaire de K; N K; pointant de K; vers K.
1

tig 44
De plus, I' vérifie (3.10) et (3.11) donc Gy = O(h). Enfin, G3 = — Zt:f = O(h). Par conséquent,

_¢1

E;"" = O(h). Supposons que la formule (3.12) est vraie jusqu’a un instant ty < t9+1, Soient tf;“ =

d .\ . ) d
t q+1 t7°* le temps de la derniére mise A jour de u; et 6] = ] — .
t71+1 tI?Cd 57‘ Tj tf'iJrl
a =af — |KZ'\ Z UNJOZ + Z UN”oz -6 B,
\jeN (i) JEN(
ri+1

avec Eii’q I’erreur de consistance locale définie comme suit

ri+1 7"1-‘1-1 —u i tpcd 1 .
Efi,q _ u(gi,t i,q )57- (9, i ) n %] { Z v.N; ju(gi, t;iq) + Z v.N; ju(g;, t;,]q)
' i eN T (3) JEN(3)

7
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On a a; = ay + 7, alors

AR ts ottt

=~ v — A2 _ — . L

o =y ) E vN,]a —l— E vN”a 0, B,
7 .

avec

1 2 J
TR ( > Ny (U(gz’,tzq - q>+ Yoo ( u(g;s M)—vf”))
NGEN () JENT ()
( Z U.Ni7ju(g,~7j,tq))

JEN(7)

=—0.Vu(g;, t?) +

| K

bt 30wy (a1 )
HhENT ()

+ Z UN”( u(gj,t?) — u(gij,t?) —’y§q> — Z v.N; jriAtiv.Vu(g;, t?)
JEN (i) JEN*(3)

— Z v.Ni,jrjAtjv.Vu(gj,tq) — Z U'Ni,j(gi — gi7j)Vu(gi7tq)
JEN(9) JENT(3)

B Z UN’LJ( gz])vu(gu ):|

JEN(1)

1 1 At;
- v.N;
&l 2 VR

Y jENT (i)

|{ > v.N;j(gi — 9i)Vulgi, t9)
U Lient ()

+ Z gl,])vu(glv ):| +Ela
JEN(3)

avec

1 riAt;
B = T K| Y vy !]K | [ Y. vNjklgi — gik) Vulgs, t9)
KA ]e

N~ (3) keENT(H)

+ gk — gj,k)vu(gjvtq)]'

keN—(j)
En utilisant I’hypothese de récurrence, 1’étape précédente et la proposition 6 on peut déduire que

—tr7‘+1

B =0(n).

)
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Par conséquent,

f’i"’l tpcd 57’ th t’jj
=l S e S el ) - gom,
\jeNT () JEN (i)
L’inégalité (3.12) est donc vérifiée, ce qui acheéve la preuve du Théoréme 2. O

3.5. Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre les propriétés de la méthode numérique asynchrone appliquée a

I’équation de transport en dimension quelconque de I’espace. Pour la discrétisation spatiale, nous avons
choisi un schéma volumes finis upwind. Nous avons commencé par démontrer la stabilité de la méthode.
Ensuite, nous nous sommes intéressés a la consistance de la méthode. Pour ce faire, nous avons supposé
dans un premier temps que la vitesse est variable et que le maillage est constant et dans ce cas, 1’aspect
asynchrone est dii a la variation de la vitesse. Le but était d’éviter les problemes qui peuvent étre liés a
la variation du maillage. Dans un deuxieme temps nous avons traité la consistance dans le cadre d’un
maillage assez régulier. Dans le cadre d’un maillage variable, le schéma est localement inconsistant.
Cette perte locale de la consistance n’est pas liée a I’aspect asynchrone mais c’est un probleme da a
la discrétisation spatiale. En effet, ’utilisation du schéma upwind avec une intégration temporelle syn-
chrone classique conduit aussi a une perte locale de la consistance malgré la convergence de la méthode.
Nous avons donc adapté la méthode de I’erreur corrigée a 1’aspect asynchrone pour pouvoir prouver que
notre schéma est convergent a I’ordre 1.
Dans les deux premiers chapitres nous avons adapté le schéma Euler explicite a I’aspect asynchrone pour
la discrétisation temporelle et nous avons choisi un schéma upwind pour la discrétisation spatiale. Ces
deux schémas sont classiquement d’ordre 1, respectivement en temps et en espace. Le chapitre suivant
sera consacré a I’application de la méthode asynchrone dans le cas des schémas qui sont classiquement
d’ordre plus élévé.
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Chapitre 4

Propriétés additionnelles du schéma
asynchrone

Nous avons démontré dans les chapitres précédents que le schéma numérique asynchrone conserve
I’ordre de convergence de schémas qui sont classiquement d’ordre un, en I’occurence le schéma Euler
explicite pour la discrétisation temporelle et le schéma volumes finis upwind pour I’intégration spatiale.
Dans ce chapitre nous proposons d’appliquer le formalisme asynchrone tel qu’il a été défini dans le
premier chapitre & des schémas qui sont classiquement d’ordre deux dans le formalisme synchrone.
Nous nous intéresserons en particulier a développer des schémas de type Runge-Kutta 2, MUSCL et
Lax-Wendroff asynchrones. Puis nous étudierons ce type de schémas d’un point de vue théorique mais
également numérique. Nous reprenons pour cela de nouveau I’exemple de 1’équation d’advection 1D.

4.1)

(Brdoom =0 Coconpn
u(zx,0) =up(r), z€|0,L],

ot [0, L] C R est un domaine périodique de période L, (u(x,t) = u(x + L,t)), T est le temps final
et v est la vitesse de propagation, supposée connue et réguliere. La donnée initiale ug est supposée
suffisamment réguliere.

4.1. Schéma Runge Kutta 2 asynchrone (A1RK2)

Pour la discrétisation du probleme (4.1) nous utilisons dans un premier temps le schéma volumes
finis upwind en espace puis nous rajoutons une discrétisation en temps en utilisant un schéma RK2
asynchrone. En reprenant les notations explicitées dans le chapitre 2, le systeéme semi-discrétisé s’écrit
sous la forme suivante :

du; 1
dt = —@ (U($i+1/2)U($i+l/2,t> — U($i_1/2>’u<$i_1/2,t)) . (42)

Pour plus de lisibilité, nous supposons pour le moment que la vitesse est constante v = 1. Donc I’équation

(4.2) devient
dui 1

dt = —W <U($i+1/27t) — U(S[?Z'_l/27t)> . (43)

57



Le schéma asynchrone est dérivé du schéma Runge Kutta 2 classique. Nous aurons donc besoin d’in-
troduire le temps qui correspond a la mise a jour de la pente au point milieu de I’intervalle de temps.
Ceci correspond dans le cas synchrone au "demi pas de temps" permettant d’évaluer la pente. Dans le
cas asynchrone, la suite (¢”),>1 des temps successifs de mise a jour des événements les plus urgents
entre le temps initial £V et le temps final T est donc définie comme suit (voir aussi sur la figure 4.1, a

droite) :
At; At; At;
tlzmjn( Z) =—2 > =min <min<l>,Atj>,...
i 2 2 i£] 2

et la suite (tf)k de temps de mise a jours de la cellule C; (Fig4.1) est définie par tf = kAt;. Les demi

f+1/2 = (k+1/2)At; (voir sur la figure 4.1 a gauche).

pas de temps sont donc naturellement définis par ¢

G
,,,,, _ . e
Y R t K
s | TTT O TTTTTTTTTTT 6
tl t t
4
t ,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,, 2 ,
et U 1 N N S t
i 1. _
1
C, {0

FIGURE 4.1 — Suite de temps de mise a jour d’une cellule ¢ (gauche), suite de temps de mise a jour des
événements les plus urgents (droite).

4.1.1. D’algorithme asynchrone

Par rapport a 1’algorithme défini dans le chapitre deux, le temps courant .., de la simulation est
étendu, il correspond soit a un temps multiple du pas de temps de la cellule la plus urgente a mettre a
jour, soit a un demi pas de temps pour 1’évaluation de la pente. L’algorithme asynchrone est alors modifié
de la facon suivante :

1. A linstant to,, = (r; + 1/2)At;, on a les étapes suivantes de la méthode asynchrone :

(a) Calcul des nouvelles valeurs des densités u; et u; 1 :

i +1/2 ped cd T Ti—1
A tr tour—tP i t. o rid rit1/2
2 J— [ _ leur—/4 i 7 7 i
L ou, = u, Az F; F out,"; <t .
r;+1/2 ped ped Ti+1 5
i utiz _ uti+1 _ beur—ti 1y FtH—l _ Fti’ tT‘i+1 < trﬁ-l/?
© Y41 - Y+l Axitq i+1 7 > Vi1 ) :

(b) Mise a jour de la valeur du flux F;

gtz /2 grith/?
Fli =u;  max(0,v;41/2) Uiy min(0,v;412).

(c) Nous distinguons deux cas :
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ped ped ped ped Ti4+1 T4
. o ped ped 7 A N Al 7] 2 t; ped _ yped
LoSity >t alossuly =uy — "z 00 | B — 7 ettt =t

ped ped ped _yped
d ;i e ¢t

-
.. . t - th ¢l
ped pc it+1 i+l i—1 ped ped
i Sit; < ity alors u,""" = u;" — Az (Fil - F* ett;  =t; 1.

(d) Pour tout k ¢ {i,i + 1}, les densités uy ne sont pas impactées (dans cette étape) de méme
que les flux Fj pour tout k # 4.

Notons que si on suppose que 7,1 At < teyr := (ri + 1/2)At; < (ri—1 + 1)At;—1 et que
rit1Qti < (T‘i + 1/2)Ati < (Ti+1 + 1)Ati+1 alors t];Cd = max (T‘iAti, i1 A1, Ti+1Ati+1).
De méme pour /4.

2. Pour tey = (1 + 1)At;, on a les étapes suivantes de 1’asynchrone

(a) Calcul des nouvelles valeurs des densités u; et u; 1 :

;+1 . .41/2 ri_1+1/2
. t;‘fi’ B thd tcurft,{-)ui Ft:f‘r / Ftiz_ll
1. 'U;,i = ui — 7A$Z . —r

i1 ped ped rip1+1/2 ri+1/2
;" tiyn  lewr—t th'+1 . Ftiz
i+1 7 .

.. i .
I Uiy = Uiy ATit1
Avec thd = max (’I”iAti, Ti—lAti—l, Ti—i—lAti-i-l)-

(b) Mise a jour de la valeur du flux F;

tri+1 tr,L-+1 ri+1

i £ =wu; max(0, vH_l/Q) + u;’, min(0, vH_l/g)
r;+1/2 tri+1

ii. F}* =F

(c) Pour tout k & {i,7 + 1}, les densités uy, ne sont pas impactées (dans cette étape) de méme
que les flux Fj, pour tout k # 3.

4.1.2. Propriétés du schéma RK2 asynchrone (A1RK?2)

Pour plus de lisibilité et pour limiter le nombre de cas a traiter, on supposera que la vitesse v = 1
et que le maillage est variable. Comme cela a été fait dans le chapitre précédent, les propriétés de la
méthode asynchrone seront étudiées entre deux instants de synchronisation de la solution 7 et t4t! =
t? + max; (At;).

Soit (tf;){lgng N,} la suite des temps successifs de mise a jour des événements les plus urgents entre ¢?
et t9*1. N, désigne le nombre de pas de temps entre ¢ et t2** et pour tout 7, on a (tf’ q)k = (t94kAt;).

4.1.2.1. Stabilité du schéma A1RK2

At;

Proposition 7. Sous la condition CFL locale, |v;, /2\ As S L le schéma asynchrone est stable pour la

norme ||.|| asyn,0o- En particulier, la formule suivante est vérifiée :

a+1

| ”asyn,oo < Hutq ||asyn700a (4.4)

ou At := max;(At;).
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Démonstration. Utilisons pour démontrer la formule une récurrence. Soient donc t} = t9+min; (At;) :=

t9 + At; et til/Q =t + %. Alors

1 . 1/2 1/2

uti-,q =t = At; Fti,q _ Ftiflvq

2] Ny % i—1 :
T

Deux cas se présentent :
At t1/2
) i—1 i—l,q _ pt? .
1. At; < ,donc F;' " = F; ;| :

2

tl 4 Atl t1/2 +4

1,9 __ 2,9
Ax;

. 2 . .
_ (1 Ay N (AL) )ut N At; (1 At; )ugql

q ~ q
= aiu;‘f + Oéi_luzz-fl.
Notons que grice a la condition CFL, o; et &;—1 sont positifs. De pluson a a;; + &;—1 = 1.

A /2 A2
i—1 X i—l,g __ i—l,q .
2. =5+ < Atj,donc F; ' = F, 07

t1 At; /2 t1/2
i,q td v i,q i—1,g
w," =, — F. - F

(] sz K]
B At; (At)? ) 4

. At; (1 At; Ati—l) oo Ati1

Al’i B QA.Ti B QAJ}Z‘_l i1 2A$i_1uz_2

t4 t4 t4
= 04Uy T+ 0G—1U_q T G_2U;_g.

Pour At vérifiant la condition CFL, «;, ;1 et a;_o sont positifs et ci; + a1 + ;2 = 1.
Supposons maintenant que la formule (4.4) est vraie jusqu’a un instant t;; < tat1, Soit t;”’l = t?qﬂ =
9+ (r; + 1)At; < t9+1. Plusieurs cas se présentent, on va donc traiter les cas les plus intéressants. Tous

les autres cas se traitent de la méme maniere ou découlent des cas déja traités.

1. Supposons que t? 4+ r;_1At;—1 < t9+ r;At; < t7 4+ (rio1 + 1/2)At;—1 < t9+ (r; + 1)At,

(Figurel).
r;+1 ;i . r;+1/2 ri—1+1/2
L At plia  _ plicta
P =Yy Ax (L i—1
(A
AN A A (At;)? 6 i
=u; " — U " U ) 5 | B — L
At i1 ri2
B At;At;_q (Ftill’q B Ftillq)
i—1 i—2
QAxiAl'i_l
v T 1 T2

— i,q i—1,q i—2,q
= oU; " U a5,
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A N
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Figure3 Figure4
ri+1
ti,ff
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. “itla
i
ti,q
Figure5

oy, 01 et aj_o sont définis au dessus.

. Supposons que t? 4+ r;_1At;_1 < t9+ r;At; et t9 4+ (r; + )AL < 94+ (rim1 + 1/2)At;
(Figure2).

r;+1 T . r;+1/2 Ti—1
tijq — tiqu _ Atl Ftiqu _ Ftiflyq
U; = U Az \ 1 i—1
)
r; . T Ti—1 2 T Ti—1
— ti,lq _ Atl tijq _ lic1, + (Atl) Ftiyzq _ Fti—lyq
= Uy A u; Ui_q SINAVAGK i—1
T Ti—1
’ i—1,q

— 1,q ~
= ou; " QU

. Supposons que t? +r;At; < t1+7r;_1At;_q ett?+ (r; +1)At; <94 (r;—1 +1/2)At;_;. Soient
ob=¢ 7t — t; et 62 = t;f;“l —t;'' (Figure3).

7 i—1,q i—1,q
R R A ek
u"t = uy 'q_A B - K4
Zi
T 1 T ri—1—1/2 2 ri+1/2 ri—1
_ u"fifq _ 51 F‘ti,zq _ F?ifl,q . 51 F‘i,zq _ pi—lg
- % Az % i—1 Az 7 i—1
i i
) 2 ) Ty 1 . ri—1—1
— (1= At + 07 At; ufi,zq + 4; 1— Aty Lictg
A.%‘Z' 2(A$1)2 ! Aﬂ?l QALUi_l -l

n 62 <1 A )uf:ifq n SHAL; 4 u’f:fz?q
Azx; 2Az; -l 20z Az =2
— t:,iq —1 2171,1(;1 —2 :Z—E ,1q — tf—Q,q
= QiU QG U oG Uy ot g
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1
i—

a;, 2

1> 0 et &;;_o sont positifs et
- ~1 —2 - _
(67 + O‘i*l + O[’L'fl + A;_9 = 1

4. Supposons que t9+ (r; +1/2)At; < t9+r; 1 At;y <194 (r; +1)Al;. Soient 6} = ;7' — 7",
et 62 = t:f;’l ;! (Figure4).

z 1,9
fritl it 52 gt/ Ty
ut = M_sz L
T P R W (AR ey
=u;"" = A;i (Fz R T Az et - F4
ORI CA7) S O S R SN ./ S S (2300 Gl B i
A{L‘i (A$1)2 t Az; 20z Az 2(Axi)2 -1
L B
Ax; * 2Ax; Ax;_q Hi2

ri—1—1 Tzl Ti—2

t i t >
= Zq—f_ﬁllzzlq +lez +az 2u1 .
1 2 —
i+ B+ 681+ a2 =1

5. Onsuppose que t9+7;11 Aty 1 < t94+(r;+1/2)At;. Soient §} = ;1 —1;* et 67 = t“Jrl titt

i+1,q i+1,q
(Figures).
ikt A 52 grith/ it
u = - T;i Fr - B
R R AN R A R
= ui 9 — M (F F q) — Aﬁl .F; 4 - Fi—l,q
At; 52Atz ¢ At; 52 it
— 1 _ 1 9 1 1—1, q.
( Ax; + 2(Ax;)? Ut Az; 2Az; i1
La formule (4.4) est vérifiée, le schéma A1RK2 est donc stable. ]

4.1.2.2. Consistance du schéma A1RK?2

Pour étudier la consistance du schéma, nous introduisons ﬂzq := u(w;,ty) la solution de 1’équation
d’advection (4.1), supposée de classe C2. Soient également At; = |C;| = Ti1/2 — Tig1/2 et dw(i) =
Tit1 — Tj-

Proposition 8. Supposons que pour tout 1, Ati—y < At; < 2At;41 et que le maillage est régulier : Vi,
At; — At;_1 = O((Ax)?). Alors sous la condition CFL on a pour tout i

.
¢
T ~lig  ~td

t U, u; o(ut") At 0%t
E g 7 7 1 A . 7:1 _ 7
(Ee); ri At; * ( Oz +ATE 2 otz ]’
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o ;" est borné.

Démonstration. La preuve de la consistance est reportée dans 1’annexe A. 0

4.2. Schéma MUSCL asynchrone

Le but dans cette section est d’étudier la possibilité de la montée en ordre en espace en introduisant un
schéma volume finis de type MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws). Le schéma
semi-discrétisé correspondant s’écrit :

dui 1

o C (Fi — Fi1), (4.6)

F; et F;_1 sont les flux aux interfaces. La méthode MUSCL consiste a calculer le flux numérique F; en
fonction de u; 19 1, €t u;y1/2 g avec

B N 4.7)
Uiy1/2,R = Witl — —5  Pi+l

Ax;
{ Uir1/2,, = Ui + 5 Di

ou pour tout 7, p; représente la pente. Le flux numérique décentré s’écrit donc sous la forme suivante

Fiy1/2 = max(0,vi41/2)Uiq1/2,0 + min(0, viy1/2)uit1/2 k-

4.2.1. Limiteurs de pente
4.2.1.1. Exemples de limiteurs de pente

Commencons par rappeler quelques exemples des limiteurs de pente [21]

1. Le limiteur minmod :

Uip] — Ui Uj — Ui—l)
b

; = minmod —
pi = minmo ( dz(i) “dx(i—1)

N . A . . .
oudr(i) = wip1 — ; := =+ + % La fonction minmod est définie par

a si ab > 0Oet|a| < |b],
minmod(a,b) = ¢ b si ab> 0et|b| < |al,
0 si ab < 0.

2. Le limiteur superbee :
p; = maxmod (p1,p2) ,

avec

Uitl — Ui U — Uj—]
dx(i) ' dr(i—1)

p1 = minmod <

. Uip] — Ui Uy — Ui
), pgzmmmod(2 s Lt ! >,

dx(i) ' dx(i—1)

63



et la fonction maxdmod est définie par :

a siab>0etlal > |b],
maxmod(a,b) =< b si ab> 0et |b] > |al,
0 si ab < 0.

3. Le limiteur MC (monotonized central-difference limiter) :

. Ui+l — Uj—1 Ui1 — Uy U; — Uj—1
p1 = minmod ( A . as ! ! ! > .

dz(i — 1) + dz(d)’ " da(i) “dz(i — 1)

ol minmod(a, b, ¢) = minmod(minmod(a, b),c).

Notons que dans tous les cas précédents la pente peut s’écrire a 1’aide d’un limiteur sous la forme :

Uitl — Ug
= (R 4.8
Di 90( z) daz(z) (4.8)
ou R; est le rapport des pentes de part et d’autre de la maille C;; :
Ri — (uz — uil) % ( dl‘(l) > ’
dx(i—1) Uit — Uj
et ¢ est un limiteur de flux. Par exemple pour le limiteur minmod ¢(R) = minmod(1, R) et pour
superbee ¢(R) = max (0, min(1, 2R), min(2, R)). En utilisant ces notations, (4.7) devient donc
Uiy1/2,L = Ui+ %@(Ri)u%(;)ui
_ Az 1 Ui41—Uj (49)
Uir1/2,R = Ui+l — —3 (p(Ri+1) dz(7)
d$(2) =Tj4+1 — X4 1= A;i + 7Aw2i+1 .

4.2.1.2. Caractéristiques de limiteur ¢

Pour préserver la qualité de I’ approximation, le limiteur ¢ choisi doit nécessairement satisfaire quelques
propriétés parmi lesquelles étre linéaire et monotone.

1. La monotonie :
Définition 1. L’interpolation (4.9) est monotone si pour tout i,
Uit1/o,7 € [Min(ug, wiy1), max(ui, uit1)] et Uip1/o g € [Min(ug, wiy1), max(ui, wit1)).

Proposition 9. L’interpolation (4.9) est monotone si et seulement si pour tout 1

Az
AIL‘i

Ariq 1
<eR) <1+ = o 0<p(=) <1
0<o¢R) <1+ Az, e 0_<,0<Ri)_ +

: (4.10)

Démonstration. Pour tout ¢

Uir1/2,L = (1 - le‘(i)(p(Rl)) u; + 2d$(i)90(Rz)uz+1a
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c’est une combinaison convexe si et seulement si pour tout ¢

Awiqq
Al‘i '

0<p(R) <1+

De plus,

Azity 1 Aliyy ( 1 )
. =(1- i i
Hit1/2R ( 2dz(i)” (Ri—i—l)) YT Ry Rin) "

C’est une combinaison convexe si et seulement si

1 Ax;
0< ( > <14 ——.
4 Riq Awiqq
O
2. Lalinéarité :
Définition 2. La condition de linéarité de ’interpolation (4.9) s’exprime sous la forme
Ui—1/9R + Uiy1/2,L = 2U;. (4.11)

Proposition 10. L’interpolation (4.9) est linéaire au sens de (4.11) si et seulement si pour tout 1,

© (1> = 1<p(7“), Vr € R*. (4.12)
r r

Démonstration. On a pour tout ¢

Ax; 1w —uiq x; Uip1 — Uj
e R s = 16— S ) G e SR

A.%‘i Ui+1 — Uy 1
= 2u; — i) — Rip(-) | -
u; + > o) <<p(R )— R @(Ri))

4.2.2. Algorithme asynchrone

Pour la discrétisation en temps, nous utilisons tout d’abord le schéma asynchrone d’ordre un défini dans
le chapitre 2. Le but est ici d’étudier le comportement de 1’asynchrone avec une discrétisation en espace
classiquement d’ordre 2. L’algorithme asynchrone avec un schéma MUSCL en espace est le suivant

1. Initialisation : Pour tout ¢

@ R = (%) < (529 ) o = ug ().

Ui+1—Ug

. Az N\ Uip1—Ug o Axiyy 1\ Uit1—Us
(b) Uit1/2,L = Wi + QZSO(RZ) dz(i) > Wit1/2,R = Uitl — 7 SO(RH.l) dz (@)

(C) FZ = maX(O, Ui+1/2)ui+l/2,L + min(O, vi+1/2)ui+1/27R.

(d) t¥ “d _ 0, ot t? “d est le temps de la dernire mise 2 jour de la densité u;.

(€) teur = 0, teyr est le temps courant de la simulation.

65



2. A chaque instant t.,,, = t?’ := r;At;, on a les étapes suivantes de 1’asynchrone

(a) Mettre a jours les densités u; pour tout j € [i — 1,7+ 2] :

. 2 ey —t [t It 7 — ~
ujcur — uj] _ T F,] _ F‘J* , t]] — rjAtJ? V ¥ S [Z — 1,@ + 2]
J

(b) Mettre a jours les pentes u; 1/2 1, €t Ui11/2 k-
(c) Calculer la nouvelle valeur de flux F;.

(d) Pour tout j € [i — 1,4 + 2], 7 = tey.
3. Synchronisation de la solution a I’instant final.

Le schéma asynchrone s’écrit a I'instant ¢ := r; At; :

ni
ped T _gped g i1 ric
uil = - (F?z R ) : (4.13)

avec t¥ °d ast Ie temps de la derniere mise a jour de la cellule 7 et t:i‘f =rim1 At <t et

pcd t}_)cd
" tpcd Az tpcd .17_:-117 J
i —ad J J J J
Uiaper = TR )G . .
pc pc
r tpcd utj+1 7utj (4 14)
Ul — it ATin 1 1 Y
J+1/2,R i+ 2P| e dz ()
J
Rj+1

avec tg-md =,V j€li—1,i+2]etpestunlimiteur de flux.

4.2.3. Stabilité du schéma MUSCL asynchrone

Proposition 11. Sous la condition CFL

At; 1
’%’H/Q’Txi < > (4.15)

le schéma asynchrone est stable pour la norme ||.|| asyn,co

ta+1

Hu Hasyn,oo < Hutq”asyn,ooa (4.16)
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Démonstration. On va montrer la formule (4.16) par récurrence. Soit t; = t7+ min; (At;) 1= t14+ At;.

t{ t4 Atl

At; Ax U U Ax;_ ut’ — ut?
tq % tq i th i+1 i t4 i—1 t4 7 i—1
Ui Ax; ¢ 2 ( ¢ ) d:r(z) =1 2 ( ¢ 1> dw(i— 1)

Awi (%2 (th) Al’i_l 14 1a
1 (VA ¢
* Az; < * 2dx(i —1) RY 2dxz(i — 1) (R )

. AIEi_l 4

1
= W@(Rﬁq—ﬂ

IA
—_

Az;  p(RY)
<1 i
S oG- RE

De plus

, Az;  (RY) Aw;_q
T T %4e(i— 1) R 2da(i—1)7
Ax; SO(R?)

=" 2dz(i—1) R

S — !
<1+ ——x—¢ | 5w
1+ 8g=L " \ RS

<2

(RiZ)

Supposons maintenant que la formule (4.16) est vraie jusqu’a un instant ¢; < 41, Soient t;‘“ =
tgjq“ =94 (r; + DAL < 9 et t9 4+ 1y 1Aty < t{jq“ <t + (ri—1 + 1)At;—. Alors
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r;+1 T . T; T'L 1
ul?i-,lq :ul?i,zq _ Atl (Ft X Fz 1q>

! ! Ax;
th y r
_ [, At 1+ Az;  o(R;"™) Jia  Bti  Azig S(R £, 11q) tiig
Ax; 2dx(i — 1) Réﬁq ‘ Ax; 2dz(i — 1) i
7
7"7, Ti— t:ql T

(1 ) i e

Ax; 2dz(i — 1) = 2da(i — 1) Rita =1

i

LT Tic1 Tl Tim1 ,Ti—1 n r;

R 4q,, 1,9 i—1l,q,, "i—1,q i—1,q9 qu i,q
= u; + oo T T+ o e

En utilisant les caractéristiques du limiteur ¢ telles que décrites précédemment et sous la condition CFL

r; ri—1 ri—1 rl

(4.15), on peut montrer que : ;" ;" "%, o' et ;"% sont positifs. De plus,

(2 1—

T4 Ti—1 Ti—1 T4

tzq+atz 1q+at1 1q+ tz 1

Le schéma MUSCL asynchrone est donc stable. O

4.2.4. Consistance du schéma MUSCL asynchrone

Proposition 12. Supposons que le maillage est assez régulier de sorte que At; — At;_1 = O((Ax;)?)
pour tout i. Alors sous la condition CFL (4.15) la formule suivante est satisfaite

rs

0h_uw —ul (o]
(Ec);"" = t:lq—tq + o + O(Az;) | . (4.17)

Le schéma asynchrone MUSCL est donc consistant d’ordre 1 en temps et en espace.

Démonstration. La preuve de cette proposition est placée dans 1’annexe A. O

4.3. Schéma Lax Wendroff asynchrone

Le schéma Lax Wendroff synchrone classique est d’ordre 2 en temps et en espace [26]. Nous étudions
dans cette section la possibilité de conserver I’ordre en passant en mode asynchrone. Rappelons que le
schéma Lax Wendroff synchrone s’écrit sous la forme suivante :

= — (= F)

7

+ui At
mn — 1+1 n T
S a7 sy (uyy —u)

avec At = min;(At;). Le schéma Lax-Wendroff asynchrone consiste a calculer le flux numérique F;
comme suit
Fir+Fr

E: ’2 —,
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avec

) _ Wit1tU; At; ) )

{ Fip =5 = s (i1 — uq)
] _ouipatup Aty . .
Fir =75 2da(i+1) (wir1 —us)

Dans le cadre d’une intégration asynchrone du schéma Lax-Wendroff, le flux centré F; est calculé en
utilisant les valeurs des flux F; ;, et I} g qui ont été mis a jour a deux instants différents. La condition de
stabilité classique n’est donc plus suffisante pour garantir la stabilité du schéma asynchrone. Les calculs
préliminaires montrent que, pour une vitesse v = 1, le pas de temps local doit satisfaire au moins la
condition de stabilité suivante :

At; < min (Az;, 2dz(i — 1) —dz(i — 1)) (4.18)

On note que cette condition de stabilité ne dépend pas seulement de la cellule courante mais également
des cellules voisines.

4.3.1. Consistance du schéma Lax Wendroff asynchrone

(g . . . . _tn . e
Pour étudier la consistance du schéma, nous introduisons @, := u(z;,t;) la solution de 1’équation
d’advection (4.1), supposée de classe C2.

Proposition 13. Supposons que le maillage est assez régulier de sorte que At; — At; 1 = O((Ax;)?)
pour tout 1. Alors le schéma Lax Wendroff asynchrone est consistant a [’ordre 1.

Démonstration. La Proposition 13 est démontrée dans I’annexe A. 0

Remarque 2. (Perte d’ordre) Dans ce qui précede, nous avons intégré des schémas qui sont classique-
ment d’ordre deux : RK2, MUSCL, Lax-Wendroff en utilisant la méthode asynchrone. L’étude théorique
des schémas asynchrones montre une perte d’ordre par rapport a une intégration synchrone. En fait,
pour un schéma asynchrone, [’erreur de consistance a un instant tq,,, le temps courant de la simulation,
fait apparaitre un terme de la forme 6q5yn = TiA; — i1 Ati—1 00t 7;Al; < tey, est le temps de la
derniére mise a jour du flux F; et oi r;_1At; 1 est le temps de la derniére mise a jour du flux F;_q.
En effet, I’algorithme asynchrone a été construit en considérant des remises a jour indépendantes pour
chaque flux d’interface.

Si le maillage est régulier; de sorte que pour tout i, At; — At;_1 = O((Ax)?) alors dasyn = O((Az)?)
nous pouvons garantir la convergence des schémas asynchrones. Ceci explique I’hypothese de la régula-
rité du maillage imposée dans les propositions précédentes de ce chapitre. L’erreur de consistance d’un
schéma numérique asynchrone est donc égale a l'erreur du schéma numérique (I’erreur classique) plus
une erreur asynchrone provenant de l’utilisation des valeurs des flux qui ont été mis a jours aux mauvais
moments. Dans nos estimations, cette erreur asynchrone est au mieux d’ordre un. Par conséquent, [’inté-
gration asynchrone d’un schéma numérique classiquement d’ordre o« > 1 est au plus d’ordre un. Notons
enfin que pour un maillage constant, on a dqsyn = 0 et donc I’erreur asynchrone est elle aussi égale a
zero ce qui permet de retrouver [’ordre initial de la méthode. Ceci est une conséquence de la formulation
asynchrone choisie qui est équivalente au schéma synchrone dans le cas ou tous les pas de temps des
cellules sont égaux.
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4.4. Tests numériques

Nous avons montré que le schéma asynchrone est théoriquement convergent d’ordre au plus un. Le but
de cette section est d’illustrer numériquement les résultas démontrés dans les sections précédentes. Nous
utilisons également des simulations numériques pour mettre en évidence certaines propriétés qualitatives
des schémas asynchrones, en particulier dans le cas de solutions non régulieres pour lesquelles 1’ordre
d’approximation des méthodes synchrones classique n’est pas forcément atteint.

4.4.1. Convergence numérique : perte d’ordre

Considérons de nouveau 1’équation de transport en 1D (4.1) avec une vitesse v = 1. Le maillage
choisi est variable et suit une loi polynomiale (2.14) telle que celle définie dans le Chapitre 2. Les tests
de convergence ont été réalisés en faisant des séries de calculs numériques en augmentant le nombre total
de cellules du maillage, puis la norme de I’erreur est tracée en fonction de nombre de cellules, en échelle
logarithmique.

10

+ 4+ k2 synchrone
A M k2 asynchrene

10 ;
10 10 10 10

FIGURE 4.2 — Schéma RK2 + upwind en espace : (+) schéma synchrone et (x) schéma asynchrone.

* X ‘ " 'JerreurRK_muscl_asyn'
" 'JerreurRK_muscl_syn'  x
2t "fordre2’
*
*
4 L -4
%
& %
+
*x +
8 =
10 L
12 L
14 |
-16 L
2 3 4 5 5] 7 8 9

FIGURE 4.3 — Schéma RK2 + MUSCL en espace. Ordre 2 est une droite de pente 2.
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FIGURE 4.4 — Convergence du schéma Lax Wendroff asynchrone. Ordre 1 est ’ordre 1 théorique.

On observe bien ce phénomene de perte d’ordre avec une convergence a 1’ordre un, comme annoncé dans
les résultats théoriques.

4.4.2. Gain en temps de calcul pour une erreur fixée

L’ objectif lors de la mise en place d’un schéma asynchrone est le gain en temps de calcul. Nous avons
démontré que pour des schémas d’ordre plus élevé, le schéma asynchrone converge moins vite que le
schéma synchrone classique (Fig. 4.3). Ceci est dii a la perte d’ordre induite par le schéma asynchrone.
Pour obtenir une erreur fixée, il sera donc nécessaire d’utiliser plus de cellules pour un schéma asyn-
chrone que pour un schéma synchrone. Cependant, pour une erreur fixée, I’efficacité de 1’algorithme
asynchrone est telle que le gain en temps de calcul par rapport au schéma classique synchrone est encore
réel.

En utilisant le méme maillage que dans la section précédente, la comparaison du nombre de mailles et
du temps de calcul nécessaires pour obtenir une erreur fixée est résumée dans le tableau de la figure 4.5)

Erreurs Temps de calcul
N asynchrone synchrone asynchrone synchrone
1280 3,6 10-3 2,810-3 1,3 mn 13,2 mn
2560 1,810-3 1,1310-3 5,7.mn 77,5 mn
5120 1,04 10-3 4510-4 26,4 mn 5,19 h
10240 5,5 10-4 1.8 10-4 2,08 20,73 h

FIGURE 4.5 — Schéma RK2+ MUSCL synchrone et asynchrone.
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4.4.3. L’asynchrone et les solutions irrégulieres

Les théoremes de convergence, que ce soit dans le cas synchrone ou dans le cas asynchrone, imposent
des conditions de régularité sur la solution du probléme traité. C’est une conséquence du fait que le calcul
de I’erreur de consistance fait appel a un développement de Taylor jusqu’a un ordre suffisant. Dans ce
cas régulier, nous avons montré une perte d’ordre par rapport au cas classique synchrone. Nous allons
donc sortir du cadre régulier et nous appliquerons la méthode asynchrone a des problémes pour lesquels
la condition initiale est irréguliere. Nous présenterons ici deux exemples : celui de la propagation d’un
créneau en dimension 1 d’espace et un exemple bidimensionnel de transport dans un champ de vitesse a
divergence nulle (appelé cas-test de I’horloge).

Exemple 1D : le créneau

Reprenons 1’équation (4.1) avec une vitesse constante v = 1, des conditions limites périodiques et la
condition intiale discontinue :

u(z,0) =1, si 1/4<x<1/2,
u(z,0) =0, si ze€]0,1/4]U][1/2,1].

Le maillage est toujours variable, les tailles des mailles étant encore définies selon la loi polynomiale
(2.14).

1. Nous avons appliqué dans un premier temps le schéma Lax-Wendroff asynchrone. Nous nous
intéressons a la qualité des solutions synchrone et asynchrone au temps 7' = 10s (10 tours du
domaine périodique).
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FIGURE 4.6 — Schéma Lax Wendroff asynchrone, 7' = 10 s

La figure 4.6 présente une comparaison des solutions des schémas synchrone (en vert) et asyn-
chrone (en bleu) avec la solution exacte (en rouge) apres 10 périodes. La propriété la plus flagrante
dans cet exemple est que le schéma Lax-Wendroff asynchrone réduit fortement les oscillations ob-
servées avec le schéma Lax-Wendroff synchrone. Ceci s’explique de nouveau par le fait que dans
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le cas classique ou le pas de temps est limité par la taille de la plus petite cellule, les "grosses" cel-
lules sont réévaluées beaucoup plus de fois de ce qui est imposé par leur propre CFL. Le schéma
Lax-Wendroff n’est pas a variation totale décroissante, ce qui conduit a I’accumulation des oscilla-
tions a chaque petit pas de temps. Le schéma asynchrone qui limite ces réévaluations permet donc
de réduire les oscillations observées.

. Dans un deuxieme temps, le schéma A1RK?2 avec le schéma MUSCL a été appliqué. Nous nous
intéressons toujours a la qualité des solutions synchrone et asynchrone au temps 7' = 10s (10 tours
du domaine périodique). Le résultat est representé sur la figure 4.7
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FIGURE 4.7 — Schéma A1RK2 avec MUSCL, T" = 10s

La figure 4.7 présente une comparaison des solutions de schémas synchrone (en vert) et asyn-
chrone (en bleu) avec la solution exacte (en rouge) apres 10 périodes, pour un maillage avec 300
éléments. On observe de nouveau que le schéma asynchrone réduit la diffusion numérique en com-
paraison avec le schéma classique, ce qui s’explique de nouveau par I’ utilisation d’un pas de temps
le plus proche possible de la condition CFL.

Exemple 2D : I’horloge

Reprenons 1’équation de transport (3.1), cette fois en dimension 2 d’espace. Le champ de vitesse est

donné par la formule :

B 1/2—y
ve(,y) =27 V@—1/2)+(y—1/2)2

B w1/
vy(z,y

G122+ 1/2)°

et est représenté sur la figure 4.8 (a gauche). Ce champ de vitesse est a divergence nulle, ce qui per-

met de préserver les valeurs de la condition initiale le long des caractéristiques qui forment des cercles
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concentriques, centrés au point milieu du domaine de calcul. La condition initiale est donnée par :

u(z,0) =10°, si |z —1/2]<0.05 et |y—1/4<0.2
u(z,0) =1, sinon

et est représentée sur la figure 4.8 (a droite).
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FIGURE 4.8 — Le cas test de I’horloge : le champ de vitesse (a gauche) et la condition initiale (a droite).

1. Le premier test consiste a comparer la solution asynchrone du schéma RK2 et MUSCL qui est un
schéma classiquement d’ordre deux en synchrone, avec la solution asynchrone du schéma Euler
et upwind qui est classiquement d’ordre un. En fait, nous avons prouvé dans la section 4.2.4.
que le schéma A1RK?2 avec une discrétisation MUSCL est d’ordre un et dans le chapitre 2, nous
avons prouvé que le schéma Euler asynchrone et upwind est également d’ordre un. Théoriquement,
les deux schémas ont le méme ordre de convergence dans le cas des solutions régulieres. Le but
de ce premier test est donc de comparer les deux schémas dans le cas d’une condition initiale

discontinue, un cas ou les résultats théoriques ne sont plus valides. Nous profiterons de ce test
pour comparer également les solutions synchrone et asynchrone dans les deux cas.

Le maillage est tensorisé a partir de deux maillages 1D qui suivent une loi polynomiale. Ce
maillage est représenté sur la figure 4.9. L’aspect asynchrone provient de la variation du maillage

et de la variation du champ de vitesse. Pour ces tests, nous avons pris le parametre de maillage a
deux valeurs o = 0.01 et a = 0.5 (voir chapitre 2).

Les solutions synchrones et asynchrones du schéma Euler avec upwind sont représentées dans
Fig. 4.10 et du schéma RK2 avec MUSCL dans Fig. 4.11

La premiere remarque intéressante est que le schéma asynchrone RK2 en temps et MUSCL
en espace ( Fig. 4.11 a droite) réduit la diffusion numérique et améliore la qualité de la solution
en comparaison avec le schéma asynchrone Euler et upwind ( Fig. 4.10 a droite) malgré la perte
d’ordre prouvée pour les solutions régulieres. Notons aussi que pour les deux schémas, 1’asyn-
chrone réduit la diffusion numérique en comparaison avec le schéma classique. De plus, 1’asyn-
chrone reste tres efficace en termes de temps de calcul. En effet, pour une intégration RK2 et

MUSCL de I’horloge dans un maillage polynomial a 300 x 300 mailles, le temps de calcul dans le
cas synchrone est 53h et pour 1’asynchrone 4h.
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FIGURE 4.9 — Maillage polynomial en 2D avec 10 mailles selon = et 10 mailles selon 4. Au milieu des
deux axes, la pente aw = 0.5 (2 gauche) et &« = 0.01 (a droite).
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FIGURE 4.10 — Schéma euler en temps et upwind en espace 300 x 300 mailles, 7" = 1 : synchrone
(gauche), asynchrone (droite).
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FIGURE 4.11 — Schéma RK2 en temps et MUSCL en espace 300 x 300 mailles, 7' = 1 : synchrone
(gauche), asynchrone (droite).

2. Le deuxieme test avec I’horloge est de comparer les solutions en fonction du maillage. Nous appli-
quons donc les deux algorithmes synchrone et asynchrone du schéma RK2 avec MUSCL d’abord
avec un maillage constant (Fig. 4.12), ensuite avec un maillage qui suit une loi polynomiale selon
x et selon y avec une pente o = 0.5 (Fig. 4.13) et enfin un maillage polynomial avec av = 0.01
(déja présenté dans Fig. 4.11). Pour les trois tests qui suivent, le nombre de mailles est fixé a
N = 300 x 300 et le temps final a T" = 1s (un tour d’horloge).

(a) Maillage constant : les pas d’espace selon les axes x et y sont constants et égaux a 3—(1)0. En
fait, le schéma asynchrone a été dérivé du schéma classique et a été donc construit en tenant
compte du fait que I’asynchrone dégénere vers le schéma synchrone dans le cas d’un maillage
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constant ou le pas de temps est homogene. Les résultats sont représentés sur la figure 4.12.

Scalar drift diffusio Scalar drift diffusio
le+9 le+9

7 50+8 7 50+8
5e+8 Se+8
2,5e+8 2,5e+8

1 1

FIGURE 4.12 — Schéma RK2-MUSCL : synchrone (gauche), asynchrone (droite) ; maillage constant.

Dans le cas d’un maillage constant, les résultats synchrone et asynchrones sont compa-
rables que ce soit pour la solution ou le temps du calcul. L’intégration asynchrone n’apporte
donc rien puisque la condition CFL est homogene. De plus, en terme de temps de calcul,
le classique est plus efficace. En effet, a chaque pas de temps, 1’algorithme asynchrone trie
toutes les mailles pour chercher la cellule la plus urgente a mettre a jour. Cette tiche est
inutile pour un maillage uniforme ou toutes les mailles ont le méme temps de mise & jour
et colite un temps supplémentaire en comparaison avec 1’intégration synchrone. Il est donc
inutile d’utiliser une intégration asynchrone pour un maillage uniforme.

(b) Maillage polynomial avec o = 0.5 (voir aussi sur la figure 4.9, a gauche). Dans ce cas, le
maillage varie lentement. Le maillage est variable, les pas de temps sont indépendants mais
la différence entre deux pas de temps est petite.
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g7,5e+8 :7,5e+8
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2.5e+8 2,5e+8

4,84e-15 1

FIGURE 4.13 - RK2-MUSCL : synchrone (gauche), asynchrone (droite) ; maillage polynomial : o = 0.5.

La Figure 4.13 présente les solutions synchrone et asynchrone pour un maillage ou les
pas de temps varient lentement. Notons que I’asynchrone diminue légerement la diffusion
numérique en comparaison avec le synchrone. De plus, le temps de calcul diminue aussi
légérement. En effet, le temps de calcul est égal a 45mn pour I’asynchrone et 1h et 8mn pour
le synchrone ce qui donne un speed up numérique égal a 1.52.

(c) Maillage polynomial avec o« = 0.01 (voir aussi sur la figure 4.9, a droite). Les résultats sont
présentés sur la figure 4.11. Pour ce test, les pas de temps sont indépendants et le maillage est
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fortement raffiné au milieu du domaine. Le but est d’étudier le comportement de I’asynchrone
en fonction du caractere multi-échelle. L’asynchrone réduit la diffusion numérique et donc
améliore la qualité de la solution synchrone. Le speed up numérique dans ce cas est de I’ordre
de 13 >> 1, 5 ce qui est beaucoup plus important par rapport au deuxieme test ol le maillage
varie lentement. Le caractere multi-échelle favorise donc, comme attendu, le gain en temps
de calcul.

4.5. Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre des schémas numériques asynchrones dérivés des schémas qui
sont classiquement d’ordre deux. Nous avons démontré que le schéma asynchrone conduit a une perte
d’ordre en comparaison avec le schéma classique. En effet, I’algorithme asynchrone suppose que les flux
sont mis a jour indépendamment les uns des autres. Par conséquent, I’utilisation des valeurs des flux
qui ont été mis a jour a des instants différents crée une erreur asynchrone autre que 1’erreur du schéma
numérique. En examinant cette erreur asynchrone supplémentaire, nous nous sommes rendus compte
qu’elle est au mieux d’ordre un et par suite que le schéma asynchrone est aussi au plus d’ordre un. Le
schéma classique converge plus vite que 1’asynchrone, cependant, pour une erreur fixée nous avons un
gain en temps de calcul si nous utilisons une intégration asynchrone.

L’étude de convergence d’un schéma numérique nécessite une certaine régularité de la solution. Nous
nous sommes donc sortis de ce cadre et nous avons appliqué la méthode asynchrone dans le cadre des
solutions irrégulieres. Puis nous avons étudié numériquement le comportement de 1’asynchrone. Dans ce
cas, le schéma asynchrone présente des propriétés additionnelles telles que la réduction de la diffusion
numérique et la réduction des oscillations parasites créées autours des discontinuités dans le cas des
schémas qui ne sont pas a variation totale décroissante comme le schéma de Lax-Wendroff. Ceci est
expliqué par le fait que les larges zones du domaine de calcul sont réévaluées beaucoup plus souvent
que ce qui leur serait imposé par leur propre condition CFL locale ce qui favorise 1’accumulation des
oscillations. Signalons enfin que dans ce cadre des solutions irrégulieres, I’asynchrone continue a étre
bénéfique en termes de gain en temps de calcul. Cependant, le schéma numérique asynchrone développé
est convergent uniquement a I’ordre un ce qui reste insuffisant pour certaines applications. D’ou 1’idée
de développer un véritable schéma numérique asynchrone d’ordre deux et ce sera 1’objet du chapitre
suivant.
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Deuxieme partie

Schéma Runge-Kutta asynchrone d’ordre
deux pour les équations différentielles
linéaires
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Chapitre 5

Schéma asynchrone du second ordre

La dérivation des méthodes a pas de temps locaux d’ordre plus que un représente un véritable chal-
lenge, et seulement quelques méthodes sont disponibles. Parmis les méthodes qui ont une bonne répu-
tation, citons la méthode Runge-Kutta 2 a pas de temps local (LTS-RK?2) définie dans [35]. Dans cet
article, les auteurs ont réussi a dériver un schéma explicite a pas de temps local du schéma Runge-Kutta
classique a un ordre donné. Ils ont prouvé que, dans le cas d’un maillage composé de deux régions : une
grossiere et une fine ou le pas du temps global est forcément un multiple du pas de temps local, leur
méthode préserve 1’ordre de la méthode classique. Les idées de base de la méthode ont été rappelées
dans la sous section 1.4.3.2..

Nous nous sommes inspirés du schéma LTS-RK2 pour dériver un schéma numérique asynchrone du
schéma RK2 a pas de temps global qui permet la sélection de pas de temps indépendants mais qui pré-
serve également I’ordre de convergence de la méthode classique. Pour illustrer la méthode asynchrone,
nous considérerons une équation différentielle linéaire générique avec une discrétisation arbitraire en
espace sur un maillage aléatoire. Tout d’abord, 1’algorithme asynchrone sera présenté dans la premiere
section. Puis, la deuxieme section sera consacrée a I’étude théorique de la convergence du schéma asyn-
chrone et a la comparaison du schéma asynchrone avec le schéma LTS-RK2. Ensuite, des tests nu-
mériques pour la validation des résultats théoriques seront présentés dans la troisiéme section. Enfin,
quelques remarques et la conclusion seront présentées dans la quatrieme section.

5.1. D’algorithme asynchrone

Nous présentons dans cette section le schéma Runge-Kutta 2 asynchrone (ARK?2) dérivé du schéma
RK?2 classique. Nous reprenons les notations du maillage définies dans le chapitre 3 et n’imposons aucune
condition sur le maillage. Nous nous intéressons a la résolution numérique d’une équation différentielle
linéaire donnée avec une discrétisation arbitraire en espace. Le systeme semi-discrétisé s’écrit alors sous

la forme suivante :
dyi
dt

ou y; et y sont respectivement les vecteurs qui contiennent les degrés de liberté (dofs) de 1’élément K; et

(t) = Biy(t), VK, €T, 5.1

de tous les éléments, et B; une matrice provenant de la discrétisation en espace.
Pour chaque cellule de maillage, le terme source dépend seulement de la cellule courante alors que les
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flux dépendent aussi des voisins. Donc pour appliquer la méthode ARK2, nous devons d’abord diviser
le terme B,y en trois contributions : V; est une contribution de "volume" locale, F;; est une contribution
de "flux" locale et £ ; est une contribution de "flux" qui vient des voisins. Donc Iéquation (5.1) devient

dy;
d%(t) = Vi) + > Flryi(t) + Fy(t), VK €T. (5.2)
JEN(3)

Ay\™ dy;
Notons par y;" I’approximation de y;(mAt;) et par (Ai) I’approximation de %(mAti).

(2

5.1.1. D’algorithme ARK2

Les temps de mise a jour correspondent a des multiples de At; pour chaque cellule K, et tcy, est le
temps courant de la simulation.
A I’instant teur tel que teyy /At; est un entier p, il faut réaliser les opérations suivantes :

1. Calculer g; a I'instant ¢y,

y - Ay teur — tpresi
Gi(teur) = yi(tpre,i) + (tewr — tpreﬂ') (At) i (tmid,i)’ tmid,i = teur — (Cur2preﬂ)
3

avec lpre; est le temps de la derniere mise a jour de I’élément ¢ . La pente au point milieu est

Aj B b1 At (Ay\PT!

- E s ()

JENT(

+ Z ( + (tmidig — ”JNJ)<2§) >

JEN—(

définie par :

U t " t t7‘7 | t 7‘7 j
oun; = {X:j > tmidi,j = tnext,ij — ( Ly 5 pre”) avec
tprei,j = maX(njAtjv (p - I)Atz) et tnext,i,j = min((nj + I)Atj,pAti).
2. Pour tous les voisins de I’élément 4, i.e. j € N (i), mettre a jour les valeurs 75 al'instant ¢cy,
- - Ag
Fytew) = Bitpre) + (ous = tyreg) (2 ) (i)
J

Lpre,j €st le temps de la derniére mise a jour de I’élément j, et ¢,,,,q ; est le temps "médian".

3. Mettre a jour la valeur de y; et faire avancer les temps de la derniére mise a jour
yf = gz (tcur)a tpre,i = teur and tpre,j = teur, V] € N(Z)
4. Mettre a jour la pente qui correspond a I’élément ¢
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<At> = Viy} + Z ljyz <ng + (pAt; — njAt;) (At) >

JEN(3)
N _ teur
ou n] = E .
J

Remarque 3. Le temps final de la simulation doit correspondre a un temps de rencontre commun pour
tous les éléments du maillage : un multiple du plus petit commun multiple de tous les pas de temps.
Si ce n’est pas le cas, on utilise une interpolation d’ordre au moins deux pour calculer la solution
synchronisée.

5.2. Etude dela convergence du schéma ARK2

Le schéma ARK?2 est dérivé du schéma RK2 classique. Le but est donc de pouvoir justifier que le
schéma asynchrone préserve 1’ordre de convergence du schéma RK2. Ce qui revient a prouver que la
méthode ARK2 est convergente d’ordre deux.

5.2.1. Notations

1. Commengons par quelques notations concernant I’évolution du systéme entre deux temps succes-
sifs de mise a jour d’un élément K; qui sont multiples de At; (voir aussi sur la figure 5.1).

(a) Soit tfiH = (ri + 1)At; = tenr < T ou T est le temps final de la simulation. Supposons

que I’élément K; a été mis & jour m fois entre ¢]* et t]* " aux instants : £, ;12 . . £
0<m < |ty | +1.

(b) Soient 6F =tk — & L pourtout2 <k < m, 6} =l — 7, 57T =47 et
Yl ok = Aty Alors, th = th — % pour 1 <k <met t?nljill = ¢t g

(c) Supposons que pour tout j € A (i) nous avons les hypotheses suivantes :

i. entre les deux instants ¢/* et £/, ’élément j a été mis a jour z;' fois a des instants qui
sont multiples de At;. Par suite 0 < z;” < m. Par exemple, dans Fig. 5.1, 2z’ = 0 et

z;Z = 5 ou s et j sont deux voisins de I’élément <.

ii. r;At; < r;At; et a tout instant tiﬁre i rkAt est le temps de la derniere mise a jour de

I’élément j et qui est multiple de A¢; juste avant tk Notons qu’il peut y avoir des

pre,i*
situations ol r;-“HAt] = rfAt]. Dans Fig. 5.1 par exemple, pour tout 1 < k < m,

rk Aty = r,At, et pour le voisin 7, rl.Atj = rjAt et T3At]~ = ’I“?Atj = (rj + 1)At;.

tk — ¢k + tk
iii. tmld i tﬁext’i,j o next,s,j pre,:,j — next ,2,] pre,i,j , avec
2 2
A. tgre i max(ré?Atj, riAt;)
B. tﬁext 2,7 min((ré? + 1)Atj7 (Ti + 1)At2)
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FIGURE 5.1 — L’évolution temporelle du systéme entre deux instants : ¢ et tfiH ou les éléments j, s et
n sont les voisins de ;.

2. La mise a jour d’un élément K; fait intervenir les voisins. Les voisins de K; dépendents eux aussi
de leurs voisins, et les voisins des voisins de K; font appel a leurs voisins, et ainsi de suite. Soient
donc les notations suivantes ; voir aussi Fig. 5.2 :

(a) Les éléments K, j € N(3), sont les voisins de K;.

(b) Les éléments K, 1y, {i,1} € N(j), sont les voisins des K; donc les voisins des voisins de
K;.

(c) Les éléments K, oy, {4,2} € N({i,1}), sont les voisins des voisins des voisins de K;.

(d) Les éléments Ky; .1, {i,n} € N({i,n — 1}), sont les voisins de Ky; ,_1}

Soit h;fts le nombre des dépendances présentées par I’élément K; entre I'instant ¢;° et I’instant ¢
ol t5 est le temps de la derniere synchronisation de la solution et qui peut notamment étre 1’ instant
initial £°. Autrement dit, les éléments K {i,hlh, utilisent leurs valeurs calculées au temps de la der-
niere synchronisation de la solution. Notons que I’étude de la dépendance sera utile pour la suite.
En fait, I’étude théorique du schéma ARK?2, nécessite la maitrise de 1’évolution du systeme. En
revanche, pour I’algorithme la mise a jour d’une cellule donnée ne fait intervenir que les valeurs de
ses voisins, et n’a donc pas besoin des voisins des voisins. En fait cette indépendance est implicite
et cachée derriere les étapes intermédiaires de 1’algorithme.
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3. Nous introduisons quelques éléments pour 1’identification :
(Bz); =Vix; + Z F;;a:@ Z
JENT () JEN—(
JENT (i)

ou FP; est une matrice de projection diagonale qui identifie les dégrés de liberté de 1’élément <.
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FIGURE 5.2 — Dépendance de 1’élément K; par rapport aux autres éléments de maillage.

Proposition 14. L’évolution temporelle d’un élément donné i entre deux instants t;* = r;At; et tf"ﬂ =
;" + At; est donnée par I’expression suivante

At; [ Ay\"
ritl i A v (o i Yy

m—+1 ' Ay

k=1 JENT (i)

" o Ay
+Z(5 Z E] (y] <m1d7,] At])<At) >:|

k=1 JEN—

Démonstration. Par définition, nous avons I’expression suivante

7 At mid,i

tvei . sm (BTN m mt1 (BTN m
=7+ 0 <At>( i) + o7 (At)(tmitl,li)

A
7'1+1 — ylprez 5m+1 ( y) (tm-‘rl)

m+1
=y + Z 55 ( ) tfnid,i)
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avec pour tout 1 < k£ < m + 1, nous avons

(iﬁ)l (thia) = Vi (y:l + A;i (Ay> ) > F < (tﬁlid,i] ril\t; ) <i§) )

JENT(3)
Ay
ok
Fn (  (thusss =7} 0) (At) )
JEN—
Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que ZmH oF = At O

Proposition 15. Pour tout élément i donné, et entre deux instants t? et t?"‘l nous avons le résultat

suivant »
m 2 + 1) (A)? . .
Z OF X thiqis = WQ)(),V] e N(i). (5.3)

En particulier, entre l'instant ts, un temps de synchronisation de la solution, et I’instant ts + At; nous
avons pour tout j € N (i)

m+1 2
At;
Z oF xtk i = (2)

Démonstration. Nous commengons par prouver que, pour tout élément j € N (i), entre deux temps
successifs de mise a jour de 1’élément K, qui sont multiples de At; et qui sont compris entre ¢;* et

AR tmld” est constant. Autrement dit, si 7,At; < (rj + s)At; < (rj + s+ 1)At; < (r; + 1)At;,

alors pour tout k tel que (rj + s)At; <t ; < (rj 4+ s 4+ 1)At; nous avons le résultat suivant
tf)re” max(r;?Atj,riAti) = max((r; + s)At;, riAt;) = (r; + s)At;

et

tnext i min((r;-c + 1)Atj, (1 + 1)At;) = min((r; + s + 1)Aty, (1 + 1) At;) = (rj + s + 1) At

Par conséquent,

(2(rj + 5) + 1) Aty

tmld,z,j - 9 . (54)

Maintenant démontrons la formule (5.3). Supposons donc que pour tout 5 € N (i), z;-”i est le nombre de
mises a jour de ’élément K; a des instants qui sont des multiples de At; entre 7;At; et (r; + 1)At;.
Trois cas se présentent :

1. Si z;l = O alors 7;At; < riAt; < (rj +1)At; < (r; + 1)Atjetpourtout 1 < k <m+1,

(7"@' + 1)Atz + r; At . (27’i —+ 1)Atl

tk

mid,i,j — ) - 9 )
par suite,
e (2r; + 1)(At;)2
Z 5 X tmld,’L,j f
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2. Si z;” = 1 alors nous avons

m~+1 . . . .
Z 5k X tmldlj (s + 1)A2t] il ((7“] + 1)A — rilAt;)
n ((ri +1)At; ‘g (rj + 1)At;) x ((ri + 1)At; — (rj + 1)Aty)
_ % (ri + 1)2A82 — r2A82
_(2ri+ 1) (Af)?
= f

3. 8iz;' > 2alors mAt; < rAt < (rj + DA < o < (ry + 21) At < (o + )AL <
(rj + zj' + 1)At;. D’aprés (5.4) nous avons le résultat suivant

m—+1
+ DAL + r At
Z 6’“ X tmle] <(T] + ) 2] tr ) X ((’I”j + 1)Atj — riAti)

7‘

4 1
% 1)At;
+ Z 7‘]+5 + ) j At]

N ((n + 1)At; + (rj + 251 Aty)

X ((T’z + I)Ati — (Tj + Z;Z)Atj)

2
((rj + DAL (riAt)? | ((r + DAL ((rj + 2 )Aty)?
- 2 2 2 B 2
5! At;)?
+ Z (rj+s)+1) x ( 2] :

zi—1
Notons que > .7, (2(rj + s) + 1) est une somme d’une suite arithmétique de raison deux. Par

conséquent,
z;"'fl z;ifl
S @rj+s)+1) = [ S @+ s)+1)|[—(2r+ 1)
s=1 s=0
(4rj 42277
= Z;l 72 J — (2TJ + 1)
2
= () + o - -
par suite
R, (2r; + 1)(At;)?
Z 6 X tmld Z,j f-
La preuve est donc achevée. O
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Proposition 16. Pour tout élément i et a tout instant tfi = r;At;, r; un entier, nous avons l’expression
suivante de la pente 1

Ay T r — T4 T - T'i’
(&7), =BRa+ S Rl + o, ((Bpjy Dt D F{i,l},jy{iﬁ})}

JEN (i) {i,1}eN ()

hzts -1 z
+ Z (H(S{i,n—l},{m} > )F{;,n—l},{i,n}> X

n=1 {i,;n}eN—({i,n—1}

((BP GO g Y FagenS )

{i,2+1}eN—({i,z})

ou pour tout j € N~ (3), 6;j = riAt; — r;At; > 0 et r;At; est le temps de la derniére mise & jour de
Iélément j qui est multiple de At; juste avant t;'. Pour tout 1 < z < b, — 1, 1y 3 Aty 4 < 8] et
Ofia—11fiz) = T{i,e—1} D21y — T(5,23 Al 2y > 0 ot ts est le temps de la derniere synchronisation
de la solution et hz 1} €5t le nombre de dépendances présentées par 1'élément K; entre t;' et ts. Nous
supposons aussi que K; o, = Kj, j € N (i) sont les voisins de K;.

Démonstration. L expression de la pente ¢ a I'instant ¢;" est donnée par la formule suivante

Ay\"™ oo r Ay\"
<At)i =V + > Fhyl+ Z (yj] + i (At>j )

JENT(4) JEN—(
T — Tj Ay K
= (BPy"); + Z Fi; <ij + i (At) ‘ ) )
JEN(3) J

les éléments j sont les voisins de 1’élément ¢ et pour tout j € N~ (i), §; j = r;At; — rjAt; > 0 avec
riAt; = t;j < t;" est le dernier temps, multiple de At;, oui I'élément j a été mis a jour. En utilisant les
notations précédentes de la figure 5.2, nous avons le résultat suivant

Ay)rj , - i1} Ay
( = (BPy"), + Z Fivin (y i1y 9501y <> .
At ] J {171}€N7(‘]) .77{ ’ } { ) } At {1/71}

avec pour tout j € N (i) et pour tout {i,1} € N(j), r 1Ay = {1111}} < t;j est le temps de
la derniere mise a jour de I’élément KYy; 1y et qui est multiple de Aty 1y. Alors §; ;1) = 1At —

r{i,l}At{i,l} >0et
Ay)r{ial} ) Ay T{z 2}
( = BP{i,l}yr{“l} o+ Z i1Y.{i9 (y iy T 5{, 1},{4,2} ( > ) .
At giy ( ){“1} (6,2} eN—({i,1}) P vy At ) {2y

De plus, nous avons :

Ay>r{¢,2} . _ ris) Ay T{i,3}
( = (BPuay' ) |+ Z Fioy i3 <y i3y 102}, (i3) <> :
At {i,2} ( ){1,2} (13N~ ({i.2]) {4,2},{i,3} {i,3} At {i,3}
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_ iz}
De la méme maniere, nous définissons pour tout 3 < z < h;“’tg —1, les pentes (At) ety 1) iz} =
;. {i.2}

T -1} AlG 21y — T(5,2y Aty 2y > 0. En particulier, pour 2z = hgfts — 1 la pente est définie comme suit

Ay\"nh —1) T 1y
— Lits = B . : v i,ts_
(At){i R 1} ( P{l’h:ftsfl}y ){i R 1}
"ts "its

Ay\'s
- ts . T [
+ Z F{izh:’itsfl}z{i’h:fts} <y{z,h:’z} + 6{i’h:,lts_1}’{i’hi,zts} ( At ) T’L }) ’

T i
{i.h], YEN = ({i.h7%, —1}) (ks
. tr{i,h:its} i p , ¢
out ., ° =ts. Par conséquent,
ihy, y — 4

Ay " T — |, i T — T{s,
(At) = (BPyY")+ Y F {?/j] + 0 {(BPjy DS Fun {y{;l?
! JEN=(3) {6,1}eN(5)

T — T{i,2}
+ 9 (i1} {(Bpm}y { ’1}){@1} + > Friny 2y [y{i,;}
{i,2}eN—({i,1})

+ 0gi1},i2) [ e a2y i1y KB Panr¥ ™) ey
_ 0

+ 5 > N F{i,hzi1},{i,h:i}|:y{ivh;i}

{i,h] YeN = ({i,h] —1})

+ 6{i,h:i_1}v{i7h:i}(Byo){i’h:i}} } } } } ] H

= (BPy"); + ) Fi,‘j[y?wm ((BPa‘y”>j+ > F{;,l},jyiiﬁ?)}
JEN (1) {i,1}eN ()
RiP-1_

+ Z:l “_[1 Ffin1) {in} > F{i,nl},{m}] X

{i,;n}eN—({i,n—1})

T{i,z - T{i,z }
[(Bp{ivz}y et ( }ZN: () iy ¥
i,2+1}eN— {7,z

I

nous avons supposé que Ky; gy = K, j € N(i) sont les voisins de K;. O

Pour étudier la convergence du schéma asynchrone, nous avons besoin de supposer que la solution est
synchronisée a des instants ¢ qui sont des multiples d’un pas de temps fixé Atpax. Dans le cas d’un
maillage ol tous les éléments ont un temps de rencontre commun, la solution est automatiquement syn-
chronisée aux instants qui sont des multiples du plus petit commun multiple (PPCM) des pas de temps
locaux. Par suite, Atnax est égal au PPCM. Si ce n’est pas le cas, de sorte que les pas de temps locaux
sont complétement indépendants, nous devons supposer que la solution est synchronisée régulierement
a des instants qui sont des multiples de Atyax oll, dans ce cas, Atmax est calculé en fonction des pas de
temps locaux At;. Par exemple, nous pouvons choisir Aty,x = max; (At;). Notons que 1’hypothese de
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la synchronisation réguliere de la solution n’a pas d’influence sur I’aspect asynchrone (voir figure 5.3).
Numériquement, la synchronisation de la solution n’est imposée qu’a I'instant final de la simulation
indépendamment du maillage. Soit (t7),>0 la suite définie par 97! = ¢9 + Aty Létude de la conver-
gence du schéma ARK2 sera faite entre deux instants de synchronisation de la solution : 9 et t4+!. Soit
(tg)lgng N, la suite de mise a jour des événements les plus urgents entre ¢/ and ta+1 avec Ng=> 5

At;
définie par tﬁq = 19 + kAt; et pour tout i, §; = t9T1 — ¢7i (voir figure 5.3).

et pour tout ¢, 5; = {%J . (t;C q) % est la suite de 1’évolution temporelle de 1’élément 7 entre 7 et t911

]L_rﬁ—l

( o 4 T

Atll’l"i)\ < _________________

fZ

‘g

fl

1,q

-

FIGURE 5.3 — Evolution temporelle du systeme entre deux instants successifs de synchronisation de la
solution t9 et 971 = t9 4+ At .y ; exemple de cing éléments.

K;

Théoreme 3. Pour tout élément i et a tout instant t;"q = 9+ r;At; tel que t? < t;iq < gt ] ‘expression

suivante est vérifiée

£ (T’iAti)Q 2rs

v =yl D) By )i+ = (B 3D (M) g (BP)" 2 (B2Y)i + Ry (55)

7,asyn
n=3

avec !
(ri—1)2

= \% >3 = 1+ = 1+ 1+ =
) b2 b3 b2 b2 b b2
On,0 0 n , A3, a3,r;—1 Q4,r a3,r;—1 T O4r;—1 5 Onyp
QA2(r;—1)—1,r;—1

n—2,r;,—1 ; —
Onpri—1 + On—1r;—1+ —5— V 5 <1< 2(” - 1): Q2r;—1,r; = Q2(r;—1),r;—1 + =
QA2(r;—1),r;—1
2 ’

(ri=1)%+(r;—1)
2

a27’i N et

M
HRW oo < Z Cn,m(Ati)nHBnHOOHytqHoo (5.6)

1,asyn
n=3

M = max(2r;, h") et pour tout 3 < n < M,", Cy, ., est une constante bornée.
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Nous supposons que la formule (5.5) est vraie pour
ty < a1 et que t’(}“ = t;’;r 1. Alors en utilisant la proposition 14 nous avons le résultat suivant

t7.‘7;+1 /i m+1 t. At Ay t:fq
g 7.q 6]6 =7
Y " Z ( 2 (At)i }
m+1
A
k Y
CEa (i () (82))
k=1 JENT (i
m—+1 Tj A
k k Y
] 2, (e tae) (39))
k=1 FEN—(
_ t:fq ' i (Ati)2 (Ay)t:}q
=y, +Atl<Vy2 + ) ”@) 2 Vilar),
JENT (i)
m+1 i
Ay Yia
k (A2 ) (2Y
+ Y F <Za X thidig — (At’)><At)i
JENT (i)
k k Y
B, (s (3]
= JeEN—(
D’apres la Proposition 15, nous avons ZmH 5k x tfmd” = % ,Vj € N(i). Par suite,
ZmH (5’g ﬁnd’m —ri(At)? = %,VJ € N(i). Alors,
gritt i 4T (At;)? Ay
ha X o b,
gt =y AL (BBy q)ﬁ >~ BP, (At> (5.7)
m+1
A
k k )
+ Z 5z ( Z ( (tmldz] At ) (At) )) (5.8)
k=1 JEN—(3)
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Nous utilisons maintenant la proposition 16 et I’hypothese de récurrence pour avoir le résultat suivant

(iﬁ) = BRfy" + o) By )+ O By R,
+§f At) "o (BP)"2(B?y™) ]+ > F H + (r;At;)(By"™);
JEN(3)
+ (TjAQtj)z(Bzytq)J + i(ﬁtj)"%m (BP)"*(B*y"); + RjJaﬁ}’n}
s[RI+ man @y, + S e, 4 R,

27']'
SO0 g, (BEYE S Ry [ty
n=3 {i,1}eN = ()

(rgi1pAty)?
2

+ (T{i,l}Atr{i,l})(Bytq){i,l} + (B> )iy

2r(;1) L1
— q 7
+ Z T{ 1} O‘n,r{i’l} (BP{Zvl})n 2(B2yt ){i,l} + R{E 11}};syn:| :H

h:,th_l z
+ 2_:1 (H&{ml},{i,n} > Fé,n_l},{i,n}) x

n=1 {imteN—({i,n—1})
(T{i,z} Ati)Q

|:Bp{i,z} {yf‘iz} + (P Atrg, ) (BY )iy + f(BQytq){i,z}

+ Z br )" O (B2 (B )iy + RO

"{i,24+1}
- t4q {i,z+1},
+ Z F{@Z}a{@z-‘rl} Yiiz+13 + R{z z+1}, Zsyn
{i,24+1}eN—({i,2})

27’{1 z} {7, z} :|

(r(izs1y AL;)?
+ (T{i,zﬂ}Atr{i,ZH})(Bytq){i,zH} + %(B%tq){i»zﬂ}

2rei 241}

+ Z (AtT{i,z+1} )no‘”ﬂ“{i,zu} (BP{LZH})n_Q(BQytq){i,zH}

n=3

Par conséquent,

BP(B*y");

()t“’ = (By"™); + (ri&t)(B*y™); + (n‘Azti)2

2r;
+ 3 (80 0 (BR) B, - R,
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avec

R | BRR" FoRb
i,asyn 7,asyn + Z 2,7 "j,asyn
JEN—(

_ — T{i,1}
+ Z Fi,j|: (BP R]]aZyn Z F{i,l},jR{i,ll},asyn>]

JEN=(3) {i,1}eN~(5)
+ D (H §(in—1}4im} > F{i,nl},{i,n}> x
2=1 n=1 {i,;n}eN—({in—-1})
e f)
BP{%Z}R{Z z},asyn + Z {’L 2144, z+1}R{z z+1},asyn
{i,z4+1}eN—({i,z})
r;At;)? 23
+ Z {{H(B%ytq )j + Z (Atj)nan,rj (BPj)n—2(BZytq )J}
JEN—(4) n=3
riAt;)?
w0 BR[rsan) By, + B By,
27‘j
+ 308, (B 257
n=3
_ (7gin At;)?
+ D Fuy, [(T{i,l}mr{i,u)(Bytq){zul} + L (B )y
{6,1}eN(35) 2
27"{1',1}
3 (Bt gy (BPa)"(B i
n=3
:Zq 1 z
+ Z (H 0in1} {in} > F{Z,n_l},{i,n}> x
= {i,n}eN—({i,n—1})
q q (7’ 1,2 Ati)z q
[BP{z',z} |:yf(i,z} + (rii 3 Aty ) (BY )iy + BT (B2t )i}

QT{i,z}
+ Z (Atr{i,z})nan,r{iyz} (BP{i,z})n_2(32ytq){i,z}]
n=3

+ Z i ia11) yﬁ,zﬂ} + (T{i,z+1}Atr{i,z+1})(Bytq){z‘,zﬂ}
{i,z+1}eN—({i,z})
2T{z z+1}

+ Z (Atrg o) 0y (BPar)" 2 (B2 ) o4y

N (T{i,z+1}Atz')

9 (BQytq){z',z+1}
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Ay\"
Nous remplacons ensuite (é) par la derniére expression dans la formule de y; i+l donnée par I’équa-
i
tion (5.7) puis nous utilisons 1’hypothese de récurrence pour remplacer les valeurs de y;* et yj] pour tout
J € N(i). Ce qui donne le résultat suivant

Gy ta 14 (ridt)? o a = n n—2(p2,
" = |y A By )i+ = (BY)s + D (At) an (BP)" (B
n=3
iAt;)?
Rzlazyﬂ} TAnBE [yfq + (rilt;) (By™)i + (rgt)(BQytq)i
o n—2/np2, t (Ati)Q ta 2, 44
+Z At anTz BP) (B ) +Rzasyn 2 BPZ (By ) (TlAt )(B Y )l
At 2
+ wBPi(Bgytq)i + ) (At) ", (BP)" N (B + Rjaiyn}
n=3
m+1 TkAt 2
oot X [ s ehanm - T e
k=1 JEN—(

~k

+ZAtj o, o (BP)"(B%"); + R”}

j,asyn
(rkAt;)?
+ (thiasg — i 0t) [(Bytq)j + (15 AL (B2 + — = BP;(B*");
27’;? rk
+ 30", (BEY (B, + Rm

Nous utilisons ensuite la proposition 15 pour calculer le terme suivant

(TZ‘Ati)

2
m—+1

+ Z oF Z [ T FAL)(By™); + (tmldu ]?Atj) (Bytq)j”
k=1 JEN—(
— W(Bzytq)i.

(At;)?
2

(B*")i + (ri(Ati)?) BP; (By™):) + -="=BP: ((By"):)

Par suite,

ritl i+ 1) At 2

B =l (o DAL (BY), + DR oy,
2(T2+1) 'r,L+1

+ 3 (At) "y, (BP)"2(B*M); + R,

7,asyn’
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avec

r1+1 T A
Rl _ gl anppRie )BPR“I

1,asyn 1,asyn () asyn ,asyn

m+1 k k

k k
+ Z 52 R]Jagyn (tmzd % 'Atj> R]Jagyn
k

] (rhAL;)? it
— q — q
+Y 0 Y Fy [j 5 (B%™); + D (AL)"a,, e (BP)"(B%");
k JEN—(3) n=3
(rf At;)?
+ (thidig — kAw)kﬁAwXB@”»+»Jiz>BRAB@ﬂ»
27“;?
At'n BP: n—1 B2 t4 :|:|
"’nZ:?)( ]) an,r?( j) (B%y )j
Pour conclure, il suffit d’utiliser encore une fois I’hypothese de récurrence, en particulier la formule
(5.6), pour montrer que RZ asyn €t R:Zasyn sont bornés. La formule(5.5) est donc vérifiée a I’instant t”+1
avec
T1+1 M;iJrl
HRz asynHOO < Z Cn,m-l-l(Ati)nHBnHooH?/OHOOa
n=3
M = max(2(r; + 1), o). O

Théoreme 4. Le schéma Runge-Kutta 2 asynchrone est convergent d’ordre deux.

Démonstration. Soient y;(t971) la solution exacte d’une équation différentielle linéaire donnée a 1’ins-

q+1 tat+1 tat+1
tant ¢4, yi oo

la solution asynchrone. Alors,

est la solution classique du schéma RK2 a pas de temps global a I’instant 9+ et ¢!

tat+1 +a+1 tat+1

q+1
||yi(tq+1) t ||OO < ||y (thrl) —Y; synHOO + Hyi,syn Y; ||OO (59)

Le schéma RK2 classique a pas de temps global est convergent d’ordre deux, alors

»
lys(171) = % oo < Co(Atmax)?,

avec pour Aty suffisamment petit, Cj est une constante indépendante de Aty,x. Pour finir la preuve,
il faut traiter le deuxiéme terme a droite de (5.9). Tout d’abord, en utilisant le Théoréme 3, nous avons
I’expression suivante pour tout ¢

i EIVAN, 2si
i = ol + (set) By + ORI B S (k) (BRY B+ R

7,asyn
n=3

ou pour tout %, t‘” =t14+5;At;, 85 = [%J . Supposons dans un premier temps que % est un entier.
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Dans ce cas, nous avons

S5 2
+1 t 1/1'
yfq = yi% = yfq + (Atmax)(Bytq)i t+t—
2s; +1
+ Z Ati) a5 (BP)"2(B*y™"); + Rlfyn.

Par conséquent,

Iyt = 5" oo = I1BE oo,
avec
2s; 2s;
Equ = Z(Atz‘)nan,siBnJ(BZytq)i - Z(Ati)nanm(BPi)nJ(BQytq)i - Rf;;n
T;ZS _2n:3
SDACOMIDS F} (B*"); ~ Rl
n=3 JEN—(

ou nous avons utilisé le fait que B est linéaire. Par suite,

IES " oo < C1(Atmax)?, (5.10)

avec pour Atm.x suffisamment petit, C; est une constante indépendante de Atn,«x. Enfin, notons que
dans le cas ou AX—;‘;‘* n’est pas un entier, il est juste nécessaire de synchroniser la solution a 1’instant
91 en utilisant une interpolation d’ordre 2 comme cela a été expliqué quand 1’algorithme ARK?2 a été
présenté. O

5.2.2. Comparaison du schéma ARK?2 avec le schéma LTS-RK2 défini dans [35]

Dans [35], Grote et al. ont dérivé un schéma Runge-Kutta & pas de temps local (LTS-RK) du schéma
Runge-Kautta classique (RK) & pas de temps global. Ils ont supposé que le maillage est composé de deux
régions : une région grossiere avec un grand pas de temps et une région fine avec un petit pas de temps.
Les auteurs ont utilisé la méthode RK classique, & un ordre donné, pour faire avancer la région fine,
alors qu’ils ont utilisé une formule de quadrature dans la région grossiere. Les valeurs intermédiaires
nécessaires aux interfaces sont obtenues grace a une combinaison judicieuse d’une interpolation et d’un
développement de Taylor. Ils ont prouvé que leur schéma préserve la précision du schéma RK classique.
Cependant, cette approche n’est applicable que dans le cas ou le pas de temps de la région grossiere doit
forcement étre un multiple du pas de temps de la région fine. Cette hypothese est indispensable pour
pouvoir appliquer la méthode LTS-RK.

Cette limite a été notre point de départ. Nous nous sommes inspirés de leur méthode pour développer le
schéma ARK?2 qui n’impose aucune condition sur le choix du pas de temps. Nous avons donc commencé
par adapter I’algorithme présenté dans [35] a I’aspect asynchrone dans le but de pouvoir appliquer les
trois phases principales de I’intégration asynchrone. En particulier, chaque élément de maillage doit &tre
traité indépendamment des autres éléments. Nous avons prouvé que dans le cas du maillage imposé dans
[35], notre schéma ARK?2 dégénere vers le schéma LTS-RK?2. Plus précisément, en utilisant I’algorithme
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asynchrone, nous retrouvons le méme résultat du calcul LTS-RK?2 a chaque pas de temps global At, ou
At est le pas de temps calculé sous la condition CFL locale dans la région grossi¢re. Tandis qu’aux pas
de temps de la forme nAt/p ot At/p est le pas de temps local de la partie fine du maillage, p et n sont
deux entiers tels que 0 < n < p, les résultats issus des algorithmes ARK?2 et LTS-RK2 sont différents.
En effet, nous avons le résultat suivant :

Proposition 17. Dans le cas d’un maillage composé de deux regions distinctes out le pas de temps de la
partie grossiere est multiple du pas de temps de la partie fine, le schéma ARK2 dégénere vers le schéma
LTS-RK?2 présenté dans [35].

Démonstration. Reprenons les notations utilisées dans [35] : €2 = Q. N Q ot ). est la région grossiere
avec le pas de temps global At. et {1 est la région fine avec le petit pas de temps Aty = Atc
entier. Nous introduisons quelques éléments pour 1’identification :

, pun

(Ba:)z =Vix; + Z FZ—ZLU, Z xj

JENT(3) JEN—(
(BPz); =Viz; + Z F,ng‘z-i- Z F g
JENT(4) JENT (i)
(B(I - Pz)i= Y, F
JENC (3)

ot NV, (7) et Ny (i) sont les voisins de I’élément ¢ qui sont respectivement dans le maillage grossier et dans
le maillage fin. Autrement dit, si j € N.(i) alors j € N (1) N Qcetsij € Ny(i)alors j € N(i) NQy. P
est une matrice diagonale et ses éléments diagonaux sont égaux a zéro ou un. P identifie les inconnues
associées a la région raffinée tandis que (I — P) identifie les inconnues associées a la région grossiere.
Les résultats de la section précédente sont valables pour tout type de maillage, en particulier pour un
maillage a deux régions. En effet, en utilisant les notations précédentes, nous avons Atp,x = At.. Ce
choix est naturel dans ce cas car la solution est automatiquement synchronisée aux instants qui sont
multiples de At,. Par suite, la suite (£9), est définie par t9*1 = t7 + At,, pour tout i € Qy (¢} q)0<k<p
est définie par t}, = kAt et pour tout j € Q, (t5 )o<r<1 est définie par 9, = t9 et t; , = t%"!. Nous
utilisons les résultats des propositions 14 et 15 pour un élément fin, la preuve pour un élément grossier
se fait de la méme maniere. Pour tout 7 € {1y nous avons le résultat suivant :

2 At
R (B(I P>(Ay)tq> ,

gritt t7i r; At )2 Ay tisa
Y =yt 4 Aty (prt"’q)i + CU) (BP < y)
i

i 2 At

avec

T

Ay tisa /i v Ay\"*
(At)z (BPy vq)i + <B(I —P) (y +ri Aty (At) i.
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En comparant cette derniere expression avec celle donnée dans la proposition 16, nous pouvons re-
marquer que les dépendances avec les voisins sont simplifiées. En effet, dans ce cas particulier, il y a
seulement deux types d’éléments : les cellules fines qui sont regroupées dans la matrice P et les cel-
lules grossieres qui sont regroupées dans la matrice (I — P). Tous les éléments fins ont ét€ mis a jour
aux mémes instants ; c’est aussi le cas pour les éléments grossiers. Par conséquent, dans le théoreme 3,
I’expression de y; dans 5.5, ¢ un élément fin, est donnée par la formule suivante

£l ri\t )2 2ri _
y" =yl + () (By")i + “2”<B2y”>i + D (Atg) " am,, (BR) (B2,
m=3
par suite nous retrouvons la méme expression donnée dans [35]. O

Remarque 4. L’originalité de notre approche est qu’elle est applicable a tout type de maillage. Le
schéma ARK? est aussi convergent d’ordre deux indépendamment du maillage choisi.

5.3. Validation numérique

Nous allons maintenant présenter des tests numériques qui valident les résultats théoriques prouvés
dans la section précédente. En particulier, nous étudions numériquement 1’ordre de convergence du
schéma ARK?2 dans différent types de maillages. Nous considérons les équations de Maxwell pour tester
le schéma ARK2. Pour la discrétisation spatiale, nous avons choisi la méthode de Galerkin discontinue
upwind avec des fonctions de base type P'. Nous traiterons dans un premier temps le cas unidimension-
nel puis nous ajouterons des tests en dimension deux d’espace.

5.3.1. Tests numériques en dimension un d’espace

Soit I’équation de Maxwell en 1D :

8(§E) . %7H -0
t x
(5.11)
OwH) 0B _
ot ox

la condition initiale est égale a cos(2mx). Ce systeéme est complété par des conditions aux limites pério-
diques de sorte que la solution exacte apres une période, T’ = 1s, soit égale a la solution initiale. Nous
appliquons la méthode ARK?2 pour différents types de maillages. Nous introduisons alors ces différents
types de maillage dans les test numériques pour étudier la convergence de la méthode asynchrone.

1. Tout d’abord, nous considérons des cas simples de maillages ou le pas de temps local est un
multiple des petits pas de temps. Le premier maillage ets celui dénoté par Mesh 1 dans la figure 5.4
(a gauche) avec ¢ = 4 et le deuxieme maillage est celui dénoté par Mesh 2 dans la figure 5.4 (a
droite), avec p =4 etq = 8.

2. Ensuite, nous introduisons des maillages plus généraux ou le pas de temps global n’est pas for-
cement un multiple des pas de temps locaux, mais les éléments de maillage ont des temps de
rencontre réguliers. Le troisiéme maillage, Mesh 3, est présenté dans la figure 5.5 (a gauche) avec
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Az/q Az/q Az/p
L | | | LT 11 1 I
1 1 T 1 T |

Mesh 1 Ar Mesh 2

FIGURE 5.4 — Le pas de temps global est multiple des pas de temps locaux : Mesh 1 (avec ¢ = 4) et
mesh 2 (avec p = 4 et ¢ = 8).

p = 3, ¢ = 2 et le quatrieme maillage, Mesh 4, sur la figure 5.5 (a droite) avec p/q < letp = 2,

q=3.
A;ﬁ{p A;’Z(I Ax pAz/q
— i
Mesh 3 Az Mesh 4

FIGURE 5.5 — Le pas de temps global n’est pas multiple des pas de temps locaux : Mesh 3 (avec p = 3,
q = 2) et mesh 4 (avec p = 2, ¢ = 3).

3. Enfin, ’algorithme est testé dans le cas du maillage polynomial (2.14) ou les pas de temps sont
complétement indépendants.

Apres avoir choisi les maillages, nous tragons la norme infinie de 1’erreur qui correspond a chaque
maillage en fonction de nombre de cellules, en échelle logarithmique. Sur les figures 5.6, 5.7 et 5.8,
la droite "ordre2" désigne I’ordre 2 théorique.

o ! ! " Jjerreur_Mesh 17« ! ! ! ! “Jerreur_Mesh 2' |
'fordre2’ * "fordre2’

-10 |

-12 b

214 |

-16 L

-18

2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

FIGURE 5.6 — La norme infinie de I’erreur dans le cas du maillage 1D : Mesh 1 a gauche et Mesh 2 a
droite.

On observe que I’ordre deux attendu est effectivement atteint par le schéma asynchrone ARK2.

5.3.2. Tests numériques en deux dimensions

Soient les équations de Maxwell en dimension deux :
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-16

-18

-20

"Jerreur_Nesh 3

+

"Jerreur_Mesh 4'
'fordre2’

+

FIGURE 5.7 — La norme infinie de I’erreur dans le cas du maillage 1D : Mesh 3 a gauche et Mesh 4 a

droite.

“Jerreur_polynomial”™  +
"fordre2'

OH
Oy
_90H
ox
OEx OFEy
oy ox

(5.12)

La condition initiale : (E;)g = (Ey)o = (H.)o = cos(2mz). Les conditions aux limites sont toujours

supposées périodiques et la solution exacte a I'instant 7' = 1s est donc égale a la solution a I’instant

initial. Le domaine d’étude est {2 = [0,1] x [0, 1]. En ce qui concerne la discrétisation spatiale, nous

utilisons un schéma Galerkine Discontinu upwind P*.

1. Pour les premiers tests numériques, nous commengons par diviser ’intervalle [0, 1] dans la direc-

tion X, ainsi que dans la direction Y en trois parties égales. Les intervalles a gauche et a droite

dans chacune de deux directions sont discrétisées avec un maillage équidistant dont le pas d’es-

pace est égal respectivement 2 Az, et Ay. L’intervalle au milieu est discrétisé avec un maillage

équidistant dont le pas d’espace est égal a pAx/q et pAy/q, avec p et ¢ deux entiers. Le maillage
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est représenté sur la figure 5.9 (a gauche).

(a) Nous commencons par un cas relativement simple du maillage ou le pas de temps global
est un multiple du pas de temps local. C’est typiquement le cas étudié dans [35]. Mesh 5
correspond au maillage présenté dans la figure 5.9 avec p =4 etq = 1.

(b) Ensuite, nous ajoutons un test dans un cas plus général ou nous supposons que le pas du
temps n’est pas forcement une fraction du pas global, mais les éléments du maillage ont
des temps de rencontre réguliers. Soit donc le maillage Mesh 6 avec p = 2, ¢ = 3 et donc

p/qg < 1.
2. Un dernier maillage, le maillage polynomial, ou les pas de temps sont supposés complétement
indépendants. Les positions z; et y; suivent toujours une loi polynomiale :
4(1 )(i_l 1>3+ (i_l 1)+1 (5.13)
Ti = -« - = o} - = - .
' N,—1 2 N,—1 2) 2
et
i-1 1\ i—1 1) 1
; =4(1 — — = - = = 5.14
ou NV, et Ny, sont respectivement le nombre d’éléments dans la direction X, et dans la direction
Y (voir figure 5.9, a droite). Le parametre v définit la pente aux points x = 1/2 ety = 1/2.
s
Y
Ay J
pAY/q \{ S —
Ay
] » X
— - W
Az pAzx/q Az =X

FIGURE 5.9 — Le domaine de calcul 2 = [0, 1] x [0, 1] avec une région raffinée au milieu (a gauche) et
le maillage polynomial dans les directions X et Y ; exemple N, = N, = 10 et o = 0.01 (a droite).

Pour
ensul

chacun des trois maillages définis, chaque rectangle est découpé en deux triangles. Nous tracons
te la norme infinie de I’erreur en fonction des nombre des éléments dans 1’une des deux directions,

par exemple la direction z, dans 1’échelle logarithmique. Notons que pour les trois tests numériques,

les nombres des éléments dans les deux directions X et Y sont égaux. Les études numériques de la

convergence du schéma ARK?2 sont présentées dans la Fig. 5.10 a gauche pour le maillage Mesh 5, dans

la Fig. 5.10 a droite pour le maillage Mesh 6 et dans la Fig. 5.11 pour le maillage polynomial.
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FIGURE 5.10 — La norme infinie de I’erreur dans le cas du maillage en 2D : Mesh 5 & gauche et Mesh 6
a droite.

" ferreur _polynomial  +
' fordre2’

+

-10

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

FIGURE 5.11 — La norme infinie de I’erreur dans le cas du maillage polynomial en 2D.

Remarque 5. Les tests numériques en dimension un et en dimension deux montrent que le schéma ARK2
est convergent d’ordre deux indépendamment du maillage choisi, ce qui valide les résultats théoriques
prouvés dans la section précédente.

5.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dérivé un schéma RK?2 asynchrone du schéma Runge-Kutta classique. Le
schéma AKR2 permet la selection de pas de temps indépendants pour chaque élément du maillage. Nous
avons présenté 1’algorithme de la méthode ARK?2 pour une équation différentielle linéaire quelconque
donnée. Nous avons imposé la linéarité de 1’équation traitée pour des raisons de démonstration du résul-
tat. La méthode asynchrone est susceptible de se révéler également utile pour les systemes non-linéaires.
Nous avons ensuite supposé une discrétisation spatiale arbitraire. A chaque pas de temps, seulement
une cellule est concernée et seulement les voisins ont besoin d’étre mis a jour, ce qui rend la méthode
facilement applicable a tout type de maillage.
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Nous avons donné une analyse approfondie de la convergence a 1’ordre deux de notre schéma asyn-
chrone. Nous avons prouvé en particulier que le schéma ARK?2 préserve I’ordre de convergence du
schéma classique indépendamment du maillage choisi. De plus, nous avons étudié 1’asynchrone dans le
cas du maillage défini dans [35] et nous avons prouvé que dans ce cas particulier, le schéma asynchrone
dégénere vers le schéma LTS-RK2. Pour illustrer les résultats théoriques, nous avons choisi d’appliquer la
méthode aux équations de Maxwell, d’abord en dimension un d’espace puis en dimension deux. Dans les
deux cas, la discrétisation spatiale a été réalisée par la méthode de Galerkine discontinue upwind avec des
éléments de base type P'. L’étude théorique montre que le schéma ARK2 est convergent d’ordre deux
indépendamment du maillage choisi, ce qui valide les résultats prouvés. En outre, les tests numériques
indiquent que 1’utilisation de la condition CFL optimale imposée sur chaque élément indépendamment
des autres éléments, n’a aucune influence sur la précision et 1’efficacité du schéma classique. Enfin, les
résultats montrent que, en comparaison avec 1’intégration classique, le schéma asynchrone est efficace
en termes du gain en temps de calcul.
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Chapitre 6

Mise en oeuvre de la méthode asynchrone
d’ordre deux : application pour les
équations de Maxwell en dimensions deux
et trois

Durant les chapitres précédents nous nous sommes particulierement concentrés sur le développement
des schémas asynchrones, I’étude de leur ordre de convergence et I’illustration des résultats théoriques
avec des tests académiques relativement simples. L’ objectif de ce chapitre est la mise en oeuvre de la
méthode ARK2. En particulier, une simulation de cas-test représentatifs de maillages multi-échelles,
cadre naturel de I’application de 1’asynchrone, sera présentée.

6.1. L’expérience numérique

Pour illustrer la mise en oeuvre du schéma asynchrone, nous allons appliquer la méthode a la discré-
tisation des équations de Maxwell en dimensions deux et trois d’espace. Dans tous les tests numériques
présentés dans ce chapitre, la méthode de Galerkin discontinue upwind avec des éléments de base de
types P! sera utilisée pour la discrétisation spaciale d’ordre deux.

L’expérience numérique consistera a injecter, par 1’un des cotés du domaine d’étude €2, une onde plane
définie par :

u(x,t) = pysin(2w x pa x (t —x/c)), (6.1)

oll p; et py sont respectivement I’amplitude et la fréquence de ’onde et ¢ = 299792458m /s ~ 3 x
108m/s est la vitesse de la lumiere. A = p% est la longueur de I’onde injectée et 1" est le temps final
de la simulation. On supposera par la suite que p; = 1m et po = 10 hertz. La direction de 1’onde sera
imposée selon la direction (Oxz). Le domaine d’étude est a la base un carré en dimension deux, et un
parallélépipede (ou un cube) en dimension trois.

Pour faire apparaitre I’aspect multi-échelles dans le maillage, nous ajoutons un "obstacle" au milieu du
domaine, la nature de celui-ci donnera la quantification de 1’aspect multi-échelle ainsi que le gain attendu
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a I'utilisation du schéma asynchrone par rapport au schéma synchrone. En effet, dans la section 6.2., nous
allons étudier I’exemple du fil en deux dimensions. Il s’agit de la représentation bidimensionnelle d’un
fil 3D infini dans la direction (Oz). La coupe en 2D du fil sera présentée selon la forme de la section du
fil, dans un premier temps par un cercle de rayon r, puis par un carré de diagonale d.

Ensuite, dans la section 6.3., le fil en trois dimensions sera présenté. Il s’agit du méme cas d’étude
avec les deux formes de section étudiées en 2D. Nous présentons d’abord le cas d’un fil cylindrique, puis
celui d’un fil parallélépipédique. Du point de vue du maillage, c’est en fait une extrusion des tests de la
section 6.2..

Enfin, la section 6.4. sera consacrée a I’étude de la performance de la méthode asynchrone en termes
de temps de calcul dans le cas des maillages trés fortement multi-échelles. L’ objectif ici est de mettre en
évidence des cas naturels pour lesquels le speed-up théorique apporté par I’asynchrone est treés important.
Nous présenterons trois exemples : celui de la picce, de la sphere et enfin le cas d’un fil présentant un
petit défaut.

Pour les différents domaines d’étude, nous allons suivre I’évolution de I’onde plane injectée en fonc-
tion du temps dans les cas synchrone et asynchrone. En fait, la solution classique (comprendre celle
obtenue avec le solveur MACOPA en imposant des pas de temps identiques pour toutes les cellules) sera
notre référence pour controler la précision de I’asynchrone. Cela permettra également de fournir une
comparaison des speed-up théorique et numérique obtenus sur les différents cas-tests.

Le speed-up théorique est calculé en utilisant la formule (2.15) donnée dans le chapitre 2. C’est une
estimation a priori du gain en temps de calcul en comparaison avec le schéma synchrone. Cette estima-
tion est volontairement indépendante du schéma asynchrone utilisé (le schéma asynchrone d’ordre un
ou deux), elle est basée uniquement sur le maillage et la CFL associée. Ce speed-up est calculé des la
génération du maillage, selon le choix des phénomenes physiques modélisés et la définition de la condi-
tion initiale. Notons qu’au cours de la simulation, le speed up théorique peut évoluer 1égérement (a la
hausse comme a la baisse) par rapport a ce qui a été prévu du fait du recalcul de la condition CFL avec
I’évolution des quantités physiques (ici la valeur du champ électrique).

Une fois les maillages générés pour les cas étudiés dans ce chapitre, nous nous sommes basés sur le
speed-up théorique calculé en fonction du maillage avec la formule 2.15 pour estimer le gain potentiel
de la méthode asynchrone. Signalons enfin que le speed-up numérique que nous présentons est calculé
en se basant sur les simulations menées avec la plate-forme MACOPA, destinée a la base pour faire des
calculs asynchrones. Comme nous I’avons remarqué dans les chapitres précédents, le temps de calcul
pour le schéma synchrone n’est pas optimal quand on utilise MACOPA, le gain observé pourrait étre
moindre par rapport & un autre solveur optimisé. Toutefois, 1’objectif ici étant de mettre en évidence le
fait que le passage de I’intégration temporelle asynchrone de I’ordre un a 1’ordre deux n’altére pas les
gains de performance de la méthode, nous gardons le code MACOPA synchrone comme référence.

Les domaines d’étude et les maillages utilisés dans ce chapitre ont été construits en utilisant le logiciel
GMSH.
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6.2. Exemple du fil en deux dimensions

Les équations de Maxwell en dimensions deux de I’espace en mode transverse électrique (TE) s’écrivent
sous la forme suivante :

0 — 10

&Ez = anHm

0] _ 190

aly = —ca

0] — 10 _ 190
&HZ - uByEm ,u@:JcEy’

ol E = (B, Ey, 0)7 est le champ éléctrique, H = (0,0, H,)” est le champ magnétique, i1 = 47107
h.m~! (henry par métre) est la perméabilité et e = 1/(c?u) est la permittivité avec e x p = %, ol ¢ est
la vitesse de la lumiere. Le domaine d’étude §2 est un carré.

Comme expliqué dans la section 6.1., I’expérience numérique consiste a injecter une onde plane par
le coté gauche du carré. Le domaine d’étude 2 est de dimension [0, A] x [0, A], ou A est la longueur de
I’onde injectée. Dans notre cas A est égal a 0.3m et T est le temps final de la simulation supposé égal
210~ %s. La projection du fil en deux dimensions est représentée d’abord par un cercle de rayon r < ),
puis par un carré de diagonale d < A. Pour chacune des deux formes un maillage multi-échelle puis
un maillage fortement multi-échelle sont appliqués. Le but est d’étudier le comportement asynchrone en
fonction de la forme du fil mais aussi en fonction du caractere multi-échelle.

Le domaine €2 contenant un cercle sera noté (21 est le domaine {2 contenant un carré sera noté 2.

Le but de cette section est de tout d’abord comparer les schémas synchrone et asynchrone d’ordre
deux avec les schémas d’ordre un. Les équations de Maxwell ont donc été discrétisées dans un premier
temps en utilisant un schéma d’ordre un. Puis, dans un deuxieéme temps, elles ont été discrétisées avec

un schéma d’ordre deux.

1. Pour I’ordre un, le schéma Euler Explicite en temps avec les volumes finis (VF) en espace a été
utilisé. En fait, dans les chapitres 2 et 3, nous avons prouvé que le schéma asynchrone Euler-VF
est convergent d’ordre un et I’application a été faite pour les équations de transport.

2. Pour I’ordre deux, nous avons utilisé le schéma RK2 en temps avec une discrétisation GD-P*
en espace. Nous avons prouvé que le schéma RK2 asynchrone développé dans le chapitre 5 est
convergent d’ordre deux, il préserve donc I’ordre du schéma classique.

6.2.1. Premiers tests : maillages multi-échelles

La premicre série de tests numériques consiste a étudier 1’évolution temporelle de I’onde dans le cas
d’un maillage multi-échelle avec un raffinement autour du fil : le cercle pour €2; et le carré pour €2s.

6.2.1.1. Le premier test pour le domaine 2

Pour le premier test nous supposons que le rayon du filest = 0.1 x A < A = 0.3m (voir figure 6.1,
a gauche). Le maillage raffiné autour du trou est représenté sur la figure 6.1 (a droite).
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FIGURE 6.1 — A gauche : le domaine d’étude ©; avec r = 0.1 x \. A droite : maillage raffiné autour du
fil.

Le maillage a été généré par GMSH, nous résumons dans le tableau suivant (figure 6.2) quelques
informations concernant le maillage construit.

Nombre de points 3848
Nombre de cellules 7024
L'aire de la plus grande cellule 4,2 1074
L'aire de la plus petite cellule 2,6 10'8
Le speed up théorique 2,4

FIGURE 6.2 — Le maillage construit par GMSH pour le domaine €2 avec = 0.1 x A.

Nous avons injecté ’onde plane par le coté gauche du domaine, puis nous avons fait fonctionner le
solveur MACOPA en mode synchrone classique (pour I’ordre un et I’ordre deux) et en mode asynchrone
(également pour I’ordre un et I’ordre 2). Nous représentons 1’évolution temporelle de 1’onde pour les
deux modes. Les solutions sont calculées aux instants : ' = 0.4 x T un temps juste avant que 1’onde ne
touche le fil (voir figure 6.3), t> = 0.7 x T un temps pour lequel 1’onde traverse le fil (voir figure 6.4) et
t3 = T le temps final de la simulation (voir figure 6.5).

La comparaison des solutions présentées dans les figures 6.3- 6.5, montre que nous avons les résultats
suivants :

1. La solution du schéma d’ordre deux améliore la qualité de la solution du schéma d’ordre un que
ce soit pour I’intégration synchrone ou asynchrone.

2. Pour I’intégration d’ordre un, la solution asynchrone est meilleure que la solution classique ce
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FIGURE 6.3 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €2;
avec le maillage multi-échelle a I’instant t = 0.4 x 7.

nitude | E Magnitude

0,000171

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

| E Magnitude
099459

0,
0.2
0.000171 0,000171

B
b
A

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.4 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €24
avec le maillage multi-échelle a I’instant ¢ = 0.7 x 7.

qui est cohérent avec les résultats du chapitre 2. En effet, dans le chapitre 2, les tests numériques
montrent que 1’intégration asynchrone d’ordre un est plus précise en comparaison avec 1’intégra-

tion synchrone aussi d’ordre un. En particulier, I’utilisation d’une CFL locale diminue la dispersion
numérique.
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0,000171

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1
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FIGURE 6.5 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €2y
avec le maillage multi-échelle a I'instant ¢t = T'.

3. L’intégration asynchrone d’ordre deux préserve la qualité de la solution classique ce qui confirme
les résultats du chapitre 5.

Les temps de calcul pour les différents schémas sont présentés sur la figure 6.6. Notons que le temps
de calcul pour I’ordre un est inférieur a celui de I’ordre deux pour les deux intégrations synchrone et
asynchrone. Ce qui est cohérent car 1’ordre deux necessite plus d’opérations, avec en particulier le calcul
des pentes pour le schéma en temps et le calcul matriciel en espace. Le speed up théorique ne varie pas
avec le schéma, car il est calculé uniquement en fonction du maillage et indépendamment de I’intégration
numérique. On observe, concernant le speed up numérique, qu’il est plus faible pour 1’ordre deux en
comparaison avec 1’ordre un. Pour I’algorithme ARK2, des opérations supplémentaires ont été rajoutées
pour pouvoir atteindre 1’ordre deux ce qui cofite en temps de calcul. Toutefois, I’ordre de grandeur de ce
speed-up est préservé au passage au second ordre en temps.

Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numeérique
Schéma Euler en temps et 3mn 50 s 3,6
volumes finis en espace
(ordre 1)
Schéma RK2 en temps
et GD-Plen espace 20,27 mn 10 mn 2,02
(ordre 2)

FIGURE 6.6 — Temps de calcul pour le domaine €21 avec le maillage multi-échelles a 1’instant final 7.
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6.2.1.2. Le premier test pour le domaine €2,

Nous reprenons le méme test que dans la section précédente mais cette fois avec le domaine 25 ou la
section du fil est représentée par un carré avec une demi-diagonale g égale a 0.1 x A (voir figure 6.7, a
gauche). Le maillage multi-échelles est donné par la figure 6.7 (a droite).

FIGURE 6.7 — A gauche : domaine carré contenant un trou. A droite : maillage raffiné autour du trou.

Comme pour le test précédent, le maillage a été géré par GMSH et le tableau suivant (figure 6.8)
résume quelques informations concernant le maillage utilisé.

Nombre de points 3619
Nombre de cellules 6638
L'aire de la plus grande cellule 4,9 107
L'aire de la plus petite cellule 2,7 107
Le speed up théorique 2,35

FIGURE 6.8 — Le maillage construit par GMSH.

Les figures 6.9-6.11 représentent 1’évolution temporelle de 1’onde pour les différents schémas asyn-
chrone/asynchrone d’ordre un ou deux.

La comparaison des différents schémas montre que 1’ordre deux améliore la qualité de la solution
d’ordre un pour les deux intégrations synchrone et asynchrone. De plus, le schéma asynchrone d’ordre
deux préserve la qualité de la solution classique d’ordre deux. Pour les deux cas (ordre un et ordre deux),
le schéma asynchrone est efficace en termes de temps de calcul. En effet, le speed-up numérique est
égal a 3,5 pour I'intégration d’ordre un et 1,92 pour I’intégration d’ordre deux ; voir aussi Fig. 6.12.

111



0.,000472 0.000472

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

0.000472 0.,000472

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.9 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €29
avec le maillage multi-échelles a I'instant ¢ = 0.4 x T'.

0,000472

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

0.000472

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.10 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €2
avec le maillage multi-échelles a 'instant £ = 0.7 x T'.

Le speed-up théorique estimé pour le maillage utilisé est égal a 2,35 (voir figure 6.8). Le fait que le
speed-up numérique puisse étre supérieur au speed-up théorique provient du fait que la valeur théorique
utilisée est celle de la condition initiale. En pratique, le speed-up théorique associé a la contrainte CFL
augmente quand 1’onde commence a traverser le domaine.
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0,000472 0.000472

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

0,000472 0,000472

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.11 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine 2,
avec le maillage multi-échelles a U'instant ¢ = 7.

Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numérigue

Schéma Euler en temps et 28mn A7 s 35
volumes finis en espace ' '

(ordre 1)
Schéma RK2 en temps 192
et GD-P! en espace 19,71 mn 10,23 mn ;

(ordre 2)

FIGURE 6.12 — Temps de calcul pour le domaine {2, avec le maillage multi-échelles & ’instant final 7'.

6.2.2. Tests avec des maillages fortement multi-échelles

La deuxieme serie de tests numériques consiste a reprendre les mémes tests précédents mais avec des
maillages fortement multi-échelles. Autrement dit, A, << Atmaz O Atpin est le plus petit pas de
temps et At;,q. est le plus grand pas de temps . En fait, les maillages ont été construits en imposant un
raffinement local qui permet de trouver un speed-up théorique relativement grand (c’est a dire >> 1).
Le but est d’étudier le comportement de 1’asynchrone en fonction du caractere multi-échelles.

6.2.2.1. Le deuxiéme test pour le domaine (2

Pour ce deuxieme exemple nous reprenons le premier exemple pour le domaine §2; avec cette fois un
rayon de valeur r = 0.001 x A << A = 0.3m (voir figure 6.13, & gauche et la figure 6.14, a gauche).
Le maillage est représenté sur les figure 6.13 (a droite) et 6.14 (a droite). Ce maillage permet d’atteindre
un speed-up théorique de 1’ordre de 18. Les informations concernant le maillage utilisé sont présentées
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dans la figure 6.15.

FIGURE 6.13 — Le domaine €2; avec le rayon du trou » = 0.001 x A a gauche et le maillage a droite.

FIGURE 6.14 — Le maillage fortement multi-échelles autour du fil de rayon » = 0.001 x A.

Nombre de points 4278
Nombre de cellules 8416
L'aire de la plus grande cellule 6,5 10'5
L'aire de la plus petite cellule 2,5 107
Le speed up théorique 18.1

FIGURE 6.15 — Quelques informations concernant le maillage fortement multi-échelles du domaine €2;.

L’ évolution temporelle de I’onde pour les différents schémas est présentée a I’instant ¢ = 0.4 x T sur
la figure 6.16, a 'instant ¢ = 0.7 x T" sur la figure 6.17 et a I’instant ¢ = 7" sur la figure 6.18. Un zoom
autour du fil a 'instant ¢ = 0.7 x T, le temps du passage de I’onde a travers le fil, est présenté dans sur
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la figure 6.19.

4,661e-5

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

4,651e-5

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.16 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €24
avec le maillage fortement multi-échelles a 'instant t = 0.4 x 7.

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.17 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €2y
avec le maillage fortement multi-échelles a 'instant t = 0.7 x 7.

La comparaison des différents schémas montre de nouveau que 1’ordre deux améliore la qualité des
solutions d’ordre un et que le schéma asynchrone d’ordre deux préserve la qualité de la solution classique.
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Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

4,651e-5

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.18 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €2
avec le maillage fortement multi-échelles a I'instant ¢t = 7.

W ] Maxwell E Magnitude
006 110064‘?5
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
02 0.2
4,651e-5 4,651e-5

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

E N
1,006495

4,651e-5

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.19 — Le passage de 1’onde a travers le fil (un zoom sur le fil).

De plus, en termes de gain en temps de calcul, I’asynchrone est tres efficace, voir sur la figure 6.20. Pour
le schéma d’ordre deux, par exemple, pour faire tourner le code en mode synchrone nous avons eu besoin
d’environ 1 heure et 40 minutes contre 5 minutes seulement pour I’asynchrone. Le speed-up numérique
est donc égal a 17, 8. Nous retrouvons donc le speed-up théorique prévu pour ce maillage avec une petite
variation due encore une fois a I’évolution de la contrainte CFL au cours de la simulation.
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Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numérique
Schéma Euler en temps et 9 mn 43s 12,67
volumes finis en espace
(ordre 1)
Schéma RK2 en temps
et GD-Pl en espace 1H 40mn 5mn40s 17,8
(ordre 2)

FIGURE 6.20 — Temps de calcul pour le domaine {2; avec le maillage fortement multi-échelles a I’instant
final 7.

6.2.2.2. Le deuxiéme test pour le domaine (),

Pour ce deuxieme exemple pour le domaine {25, nous reprenons le premier exemple avec cette fois
d/2 = 0.001 x A << A.Puis nous imposons un maillage fortement multi-échelle autour du fil de sorte
que le speed-up théorique estimé est relativement grand. Pour I’exemple traité, le speed-up théorique est
égal a 11.3. Le maillage est représenté sur la figure 6.21 (a droite) et le zoom du maillage autour du fil est
donné sur la figure 6.22 (a droite). Quelques informations concernant le maillage sont regroupées dans
la figure 6.23.

FIGURE 6.21 — Le domaine €25 avec d = 0.001 x X a gauche et le maillage a droite.

Les solutions synchrone et asynchrone sont calculées aux instants 0.4 x 7", 0.7 x T" et T' et représentées
dans les figures 6.24, 6.25 et 6.26. Un zoom sur le passage de I’onde a travers le fil a ’instant 0.7 x T’
est donné dans la figure 6.27.

Remarque 6. La comparaison des solutions synchrones et asynchrones montre que l’aspect multi-
échelle n’a pas d’influence sur la qualité de la solution classique. Les temps de calcul sont résumés
dans la figure 6.28. Numériquement, ’asynchrone est 8 fois plus rapide que le synchrone pour le schéma

d’ordre un et 11 fois plus rapide pour le schéma d’ordre deux.
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FIGURE 6.22 — Le maillage fortement multi-échelles autour du fil avec d = 0.001 x A.

Nombre de points 5675
Nombre de cellules 11210
L'aire de la plus grande cellule 5,6 107
L'aire de la plus petite cellule 2,2 107
Le speed up théorique 11.3

FIGURE 6.23 — Quelques informations concernant le maillage fortement multi-échelles du domaine €25.

3.827e-6

Asynchrone ordre 1

Asynchrone ordre 2

Synchrone ordre 1

E Magnitude
108496

0,75

05
025
8,827e-6

Synchrone ordre 2

FIGURE 6.24 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine {29

avec le maillage multi-échelles a 'instant £ = 0.4 x T'.



Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

8.827e-6

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.25 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine 29
avec le maillage multi-échelles a 'instant ¢ = 0.7 x 7.

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.26 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine 2,
avec le maillage multi-échelles a U'instant ¢ = T'.

6.3. Exemple du fil en trois dimensions

Le systeme des équations de Maxwell en trois dimensions est donné par :
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Maxwell E Magnitude
'\1,008496

0,75
0.5

0.25

8.827e-6

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

8.827e-6

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.27 — Le passage de 1’onde a travers le fil (un zoom sur le fil).

Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numérique
Schéma Euler en temps et 13 mn 1mn 30 s 8,5
volumes finis en espace
(ordre 1)
Schéma RK2 en temps
et GD-Plen espace 2H 12 mn 11
(ordre 2)

FIGURE 6.28 — Temps de calcul pour le domaine €25 avec le maillage fortement multi-échelles a I’instant
final 7.

6%—? —rot(H) =0,
(6.2)
y%—? +rot(E) =0,

ol F = (E,, Ey, E.)" est le champ éléctrique, H = (H,, H, H )T est le champ magnétique, ¢ est la
permittivité électrique et u est la perméabilité magnétique.

Cette section est une extension de la premiere section. En particulier, le domaine d’étude €2 est un
parallélépipede de dimension dz X dy X dz. Nous ajoutons un fil qui traverse le domaine. D’abord un
fil cylindrique, puis un fil parallélépipédique. De nouveau, une onde plane est injectée par la face gauche
du domaine et sa direction est imposée selon la direction (Oz). L’extrusion par rapport au test du fil en
dimension deux est faite selon I’axe (Oy).

Le domaine d’étude €2 est de dimension dz = dz = A et dy = 4\ ou A est la longueur de 1’onde
injectée et T' = 10~ s est le temps final de la simulation. Le domaine €2 traversé par un cylindre de rayon
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r sera noté (23 et le domaine §2 traversé par un parallélépipede de diagonale d sera noté €)4.

6.3.1. Le fil cylindrique

La premiere étape pour le test du fil cylindrique consiste a construire le domaine par le logiciel GMSH
de sorte que le domaine (23 soit une extrusion du domaine €2;. Le rayon du cylindre » = 0.05 x A.
L’extrusion est représentée sur les figures 6.29 (vue de face), 6.30 (a gauche, vue de droite) et 6.30 (a
droite, vue de dessus).

FIGURE 6.29 — Le domaine d’étude €23 : vue de face.

FIGURE 6.30 — Le domaine €23 : vue de droite (a gauche) et vue de dessus (a droite).

La deuxiéme étape est de définir le maillage en imposant un raffinement local tout au long du fil. Le
maillage est représenté sur les figures 6.31 (a gauche : une vue de droite) et 6.31 (a droite : une vue de
dessus). Quelques informations concernant le maillage du domaine {23 sont résumées sur la figure 6.32.

L’onde plane est injectée par la face gauche du parallélépipede €23. Les solutions synchrones/asynchrones
d’ordre un/deux sont calculées aux instants : t' = 0.4 x 7" un temps juste avant que I’onde touche le fil
(figure 6.33), t2 = 0.7 x T un temps pour lequel ’onde traverse le fil (figure 6.33) et t> = T le temps
final de la simulation(figure 6.33).

Les mémes remarques que celles effectuées pour les calculs en deux dimensions peuvent étre renouve-
1ées pour ce calcul en trois dimensions. En fait, pour la comparaison des solutions, notons que le schéma
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FIGURE 6.31 — Le maillage du domaine €23 : vue de droite a gauche et vue de dessus a droite.

Nombre de points 7084
Nombre de cellules 30954
Volume de la plus grande cellule 1.5 1072
Volume de la plus petite cellule 9,3 1078
Le speed up théorique 4,55

FIGURE 6.32 — Quelques informations concernant le maillage du domaine {23 construit par GMSH.

asynchrone d’ordre deux améliore la qualité de la solution asynchrone d’ordre un. De plus, I’asynchrone
préserve la qualité de la solution classique. Pour le temps de calcul, on observe toujours que 1’ordre un
est plus rapide que 1’ordre deux, pour I’asynchrone comme pour le synchrone. Ceci est lié a la complexité
de I’ordre deux par rapport a I’ordre un. D’autre part, I’asynchrone est toujours efficace en comparaison
avec le synchrone. Le schéma asynchrone d’ordre deux est six fois plus rapide que le schéma classique.
Les temps de calcul pour les différents schémas sont présentés dans la figure 6.37.

Remarque 7. Pour comparer les résultats en trois dimensions avec les résultats en deux dimensions de
la section précédente, une projection d’une coupe transversale du fil a linstant t = 0.7 X T' est présentée
sur la figure 6.36. Nous retrouvons donc le méme comportement de I’onde qui traverse le fil (voir la figure
6.4).

6.3.2. Le fil parallélépipédique

Le domaine €24 du fil parallélépipédique est une extrusion du domaine €2 selon 1’axe (Oy). La vue
de face du domaine §24 est présentée sur la figure 6.38, la vue de droite sur la figure 6.39 (a gauche) et
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0,000337

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

0.000337

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.33 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €23
alinstantt = 0.4 x T

nitude

]

0,000337 - 0.000337

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.34 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €23
alinstantt = 0.7 x T

la vue de dessus sur la figure 6.39 (a droite). Le maillage géré par GMSH est donné dans la figure 6.40
avec une vue de droite (a gauche) et une vue de dessus (a droite). Un raffinement tout au long du fil est
imposé. Les informations concernant le maillage du domaine {24 sont rassemblées dans la figure 6.41.
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0,000337

Synchrone ordre 1

0.2

0,000337 0,000337

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.35 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €23
alinstantt =7T.

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.36 — Le passage de I’onde a travers le fil : une coupe transversale.

L’onde plane est injectée par la face gauche du parallélépipede 24. L' évolution de I’onde est représen-
tée dans les figures 6.42-6.44.

Le raffinement imposé a créé un maillage multi-échelles avec un speed up théorique de I’ordre de cing.
Le speed up numérique est de 1’ordre de trois pour le schéma d’ordre deux et de 1’ordre de quatre pour
le schéma d’ordre un. Les temps de calculs sont donnés sur la figure 6.46. Enfin, une projection d’une
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(ordre 2)

Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numérique
Schéma Euler en temps et 1mn 20 s 21s 3.8
volumes finis en espace
(ordre 1)
Schéma RK2 en temps
et GD-Pl en espace 26 mn 4mn 6

FIGURE 6.37 — Temps de calcul pour le domaine 23 a I’instant final 7.

FIGURE 6.38 — Le domaine €24 : vue de face.

FIGURE 6.39 — Le domaine €14 : vue de droite a gauche et vue de dessus a droite.

coupe transversale du fil a ’instant ¢ = 0.7 x T est présentée dans la figure 6.45, nous retrouvons donc

les résultats de la dimension deux (voir figure 6.10).
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FIGURE 6.40 — Le maillage du domaine €24 : vue de droite a gauche et vue de dessus a droite.

Nombre de points 7178
Nombre de cellules 32284
L'aire de la plus grande cellule 1,3 10'5
L'aire de la plus petite cellule 1,6 1077
Le speed up théorique 5.4

FIGURE 6.41 — Quelques informations concernant le maillage construit par GMSH : exemple 2.

6.4. Performance du schéma asynchrone

Le schéma asynchrone a été construit dans le but de résoudre le probleme du pas de temps global dans
le cas des problemes fortement multi-échelles. En fait, la forte inhomogénéité spatiale et temporelle des
pas de discrétisation conduit a des temps de calcul gigantesques. Notre objectif était donc de pouvoir
dévélopper un schéma qui réduit le temps de calcul tout en préservant la précision du schéma classique.
Nous étudions donc dans cette derniere section la performance en terme du gain en temps de calcul de
notre schéma asynchrone dans des cas trés fortement multi-échelles.

Pour les différents tests de cette section, 1’aspect multi-échelles vient de la forte inhomogénéité du
maillage. Cet aspect est controlé par le speed-up théorique calculé en utilisant de nouveau la formule
(2.15). Trois exemples sont étudiés. D’abord une piece a I’intérieur d’un cube avec un maillage ou le
speed-up théorique estimé est de ’ordre de 29. Puis un deuxieéme test est effectué¢ avec une sphere a
Pintérieur d’un cube avec un speed-up théorique égal a 113. Finalement, nous prenons I’exemple d’un
fil cylindrique avec un défaut qui nous apporte un speed-up théorique égal a 612.

Rappelons que I’expérience numérique consiste a injecter une onde plane et suivre son évolution en
fonction du temps. La solution classique est une référence pour contréler le bon fonctionnement de
I’asynchrone. Nous utilisons la méthode de Galerkine discontinue upwind avec les éléments P' pour la
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0,000337 0,000337

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.42 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine 24
alinstantt = 0.4 x T

05 3 i
0.25 025
0,000337 = 0.000337

Asynchrone ordre 1 Synchrone ordre 1

0.000337

Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.43 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine 24
alinstantt = 0.7 x T

discrétisation spatiale des équations de Mawxell en trois dimensions. Pour la discrétisation temporelle
nous appliquons la méthode ARK?2 d’ordre deux développée dans le chapitre précédent et la méthode
RK2 classique pour le synchrone.
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Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.44 — Les solutions synchrones et asynchrones d’ordre un et d’ordre deux pour le domaine €24
alinstantt =7T.

1_‘,064255
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Asynchrone ordre 2 Synchrone ordre 2

FIGURE 6.45 — Le passage de I’onde a travers le fil : une coupe transversale.

6.4.1. La piece

Le domaine d’étude est un cube de dimensions A3, ot A est la longueur de I’onde injectée et le temps
final T = 1079 s. Pour faire apparaitre le caractére multi-échelles, nous ajoutons une piece a I’intérieur
du cube, I’épaisseur de la piece étant tres faible devant son rayon, un forte inhomogénéité de maillage
est générée. Pour atteindre un speed-up théorique égal a 29, nous avons une piece dont le rayon de la
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Temps de calcul Temps de calcul Speed-up
synchrone asynchrone numerique
Schéma Euler en temps et 1mn 30 s 21s 3.9
volumes finis en espace
(ordre 1)
Schéma RK2 en temps
et GD-Pl en espace 13mn36s 4mn26s 3
(ordre 2)

FIGURE 6.46 — Temps de calcul pour le domaine 24 a I’instant final 7.

base vaut » = 0.01 x A << A et dont I’épaisseur est limitée a L = 0.001 x A << r. Nous avons
ensuite généré un maillage qui devient fortement multi-échelles autour de la piece. Le domaine d’étude
est présenté sur la figure 6.47 et les informations concernant le maillage utilisé sont résumées dans la

figure 6.48.
I 7

FIGURE 6.47 — Le domaine d’étude : une piece a I’intérieur d’un cube.

4

L

L’évolution temporelle de 1’onde pour les schémas asynchrone et synchrone est présentée a 1’instant
t = 0.4 x T dans la figure 6.49, a ’instant ¢t = 0.7 x T dans la figure 6.50, et a I’instant ¢ = 7" dans la
figure 6.51. Notons que 1’asynchrone préserve la qualité de la solution du schéma classique.

Pour suivre le passage de ’onde a travers la piece, nous avons fait dans un premier temps une coupe
longitudinale du domaine (voir figure 6.52). Les solutions asynchrone (2 gauche) et synchrone (a droite)
al'instant ¢ = 0.7 x T sont présentées sur la figure 6.53 et un zoom sur la piece est présenté sur la figure
6.54. Dans un deuxieme temps, nous avons fait une coupe transversale (voir figure 6.55). Les solutions
sont présentées sur la figure 6.56, un premier zoom est donné par la figure 6.57 puis un zoom sur la piece
par la figure 6.58.

129



Nombre de points 33738

Nombre de cellules 180294

L'aire de la plus grande cellule 6,4 1077
s . -12

L'aire de la plus petite cellule 7,3 10

Le speed up théorique 29,4

FIGURE 6.48 — Quelques informations concernant le maillage construit pour I’exemple de la piece.

FIGURE 6.50 — Les solutions asynchrone (a gauche) et synchrone (2 droite) a I’instant t = 0.7 x T

Remarque 8. Outre la conservation de la précision du schéma classique, le speed-up numérique pour
I’exemple de la piece est de 'ordre de 23. En fait, le temps de calcul pour le synchrone est égal a 1
jJour et 21h alors que le temps de calcul pour le schéma asycnhrone est égal a 2h. En comparaison avec
le speed up théorique qui est égal a 29, le speed up numérique est un peu plus petit. En fait, le speed
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FIGURE 6.53 — Le passage de 1’onde a travers la piece a I’instant ¢ = 0.7 x 7" : la solution asynchrone a
gauche et la solution synchrone a droite.

up théorique est le gain maximum qu’on peut atteindre indépendamment de ’implémentation et de la
méthode numérique utilisée. L’algorithme asynchrone consiste a chercher, a chaque étape, la cellule la
plus urgente a mettre a jour ce qui cofite en temps de calcul. Ce temps supplémentaire n’est pas pris en
compte dans le calcul du speed up théorique ce qui peut donc expliquer la petite variation du speed up.
L’implémentation des schémas synchrone et asynchrone peut aussi jouer un role dans la variation du
speed-up.
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FIGURE 6.54 — Une coupe longitudinale de la piece (zoom sur la piece) a 'instant ¢ = 0.7 x T": la
solution asynchrone a gauche et la solution synchrone a droite.

Maxwell E Magnitude Mdixwell E Magnitude]
| 11025775 1,025526
1

0,75 0.8

FIGURE 6.56 — Une coupe transversale de la piece a I’instant ¢ = 0.7 x T : la solution asynchrone a
gauche et la solution synchrone a droite.

6.4.2. La sphere

Le domaine d’étude pour cet exemple est encore un cube de dimensions A3, oli \ est la longueur de
1’onde injectée et le temps final 7' = 10~ s. Le but est de construire un domaine qui permet de créer un
maillage fortement multi-échelles avec un speed-up encore plus important que celui de la piece. Nous
avons donc ajouté cette fois comme obstacle une sphere de rayon » = 0.001 x A << A. Le maillage
multi-échelles imposé a donné un speed-up théorique égal a 113. Le domaine d’étude est présenté sur la
figure 6.59 et les informations concernant le maillage utilisé sont résumées dans la figure 6.60.

L’évolution temporelle de I’onde pour le schéma asynchrone et le schéma synchrone est présentée a
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FIGURE 6.57 — Le passage de 1’onde a travers la piece a I’instant ¢ = 0.7 x 7' : la solution asynchrone a
gauche et la solution synchrone a droite.

well E Magnitude €l E Magnitude
25775 {

FIGURE 6.58 — Une coupe transversale de la piece (zoom sur la piece) a I’instant £ = 0.7 x 1" : la solution

asynchrone a gauche et la solution synchrone a droite.

BN
S

FIGURE 6.59 — Le domaine d’étude : une sphere a I’intérieur d’un cube.

Iinstant ¢ = 0.4 x T" sur la figure 6.61, a I’instant ¢ = 0.7 x 1" sur la figure 6.62 et a I’instant t = 7" sur la
figure 6.63. Pour illustrer le passage de I’onde a travers la sphere, nous avons fait une coupe longitudinale
du domaine (voir figure 6.64). Les solutions sont présentées dans la figure 6.65 et un zoom sur la coupe
de la sphere est présenté dans la figure 6.66.
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Nombre de points 32143

Nombre de cellules 171262

L'aire de la plus grande cellule 7.2 1077
i ; -14

L'aire de la plus petite cellule 6,6 10

Le speed up théorique 1137

FIGURE 6.60 — Quelques informations concernant le maillage construit pour I’exemple de la sphere.

Maxwell H Magnitude|
0.002729
0,002
0,001

4913e-8

Maxwell H Magnitude
0.002729
0,002

4913e-8

FIGURE 6.62 — Les solutions asynchrone (a gauche) et synchrone (a droite) a I’instant t = 0.7 x 1.

Remarque 9. La comparaison de la solution asynchrone avec la solution classique montre que pour le
test de la sphere aussi I’asynchrone préserve la qualité de la solution classique. De plus, pour ce cas
fortement multi-échelle : Vi, ~ 107"m3 << Vipaw =~ 1071 m? o1t Vi est le volume de la plus
petite maille et Vi,q, est le volume de la plus grande maille, on a un gain trés important en temps de
calcul. En fait, pour faire tourner les codes en mode synchrone on a eu besoin de 5 jours et 3h alors
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FIGURE 6.65 — Le passage de 1’onde a travers la piece a I’instant ¢ = 0.7 x 7" : la solution asynchrone a
gauche et la solution synchrone a droite.

que ’asynchrone a nécessité uniquement 1h et 50mn. Ce qui donne un speed-up numérique de [’ordre
de 80 >> 1. Le speed-up théorique pour ce test est 113 (voir figure 6.60).

6.4.3. Le fil avec défaut

Le dernier test de ce chapitre est I’exemple d’un fil cylindrique qui traverse un parallélépipede. Pour
avoir un caractere multi-échelle trés important, nous avons ajouté un défaut au milieu du fil qui va induire
des inhomogénéités de maillage tres localisées (voir figure 6.67). Pour des considérations informatiques
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FIGURE 6.66 — Une coupe longitudinale de la sphére (zoom sur la sphere) a 'instant t = 0.7 x T : la
solution asynchrone a gauche et la solution synchrone a droite.

de taille mémoire, nous avons diminué la taille du domaine d’étude qui est pour ce test un parallélépipede
de dimensions dx X dy x dz avec dx = dz = 0.25 x Aetdy = 0.5 x A ou A\ est la longueur de 1’onde
injectée. Le rayon du fil » = 0.0001 x A << L = 0.5 x A ou L est la longueur du fil. Le maillage a
été construit de sorte que le speed-up théorique soit égal a 612 >>> 1. Les informations concernant le
maillage sont données dans la figure 6.68.

S

‘

v

[
FIGURE 6.67 — Le domaine d’étude : un fil avec un défaut qui traverse un parallélépipede.

La solution asynchrone a I'instant t = 0.3 x T avec T = 1.5 x 10~ s est présentée sur la figure
6.69 avec une coupe transversale au niveau du défaut a droite en haut et un zoom sur le défaut a droite
en bas. Nous n’avons pas calculé la solution classique car le temps de calcul était prohibitif. En fait le
volume de la plus petite maille est de I’ordre de 10~ m3. Pour estimer le speed-up numérique, nous
avons comparé les temps de calcul pour I’asynchrone et pour le synchrone sur quelques nanosecondes
de temps physique. Le speed-up numérique observé pour ce test en temps tres court est de 1’ordre de
440. Pour T = 1.5 x 1079 s, I’asynchrone a mis 2 jours et 19h pour tourner. En utilisant le speed-
up numérique estimé, le solveur en mode synchrone devrait fonctionner pendant 3 ans. L’asynchrone

136



Nombre de points 38794
Nombre de cellules 406919
L'aire de la plus grande cellule 73 1078
L'aire de la plus petite cellule 2.3 1071¢
Le speed up theorique 612,92

FIGURE 6.68 — Quelques informations concernant le maillage construit pour I’exemple du fil avec défaut.

permet donc de gagner beaucoup de temps tout en préservant la précision de la méthode classique.

Maxwell E Mogrifide
~rEalod

0.75
0.5
0.25

931829

FIGURE 6.69 — La solution asynchrone a I’instant ¢ = 0.3 x T". Une coupe transversale du domaine au
niveau du défaut a droite en haut et un zoom sur le défaut a droite en bas.

6.5. Conclusion

Ce chapitre a consisté a mettre en oeuvre la méthode asynchrone, développée dans le chapitre pré-
cédent, dans des cas-tests représentatifs d’un aspect multi-échelle tres marqué. Les résultats théoriques
démontrés necessitent la linéarité de I’équation différentielle étudiée, nous avons donc choisi d’appliquer
la méthode ARK?2 pour la discrétisation des équations de Maxwell. Pour la discrétisation spatiale, la mé-
thode de Galerkin Discontinue P! a été utilisée. L’expérience numérique consistait i injecter une onde
plane et a suivre son évolution temporelle.

Dans la section 6.2. nous avons traité I’exemple du fil en 2D avec deux formes différentes pour la
section du fil (un cercle et un carré). Puis une extrusion en trois dimensions avec un fil cylindrique et
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un autre parallélépipédique a été présentée dans la section 6.3.. Pour chaque exemple du fil, nous avons
construit un maillage raffiné autour du fil pour créer 1’aspect multi-échelles. La solution du schéma
synchrone classique a été prise comme référence pour évaluer la précision de la méthode asynchrone. Les
résultats numériques ont montré que 1’asynchrone, que ce soit en dimension deux ou en dimension trois,
et avec les différentes formes du fil, préserve la qualité de la solution classique. De plus, 1’asynchrone
est tres efficace en termes de temps de calcul en comparaison avec le schéma synchrone dans le cas des
maillages multi-échelles.

La dernicre section de ce chapitre a été consacrée a 1’étude de la performance de 1’asynchrone en
augmentant fortement le caractere multi-échelle des cas-test. Le but était donc de construire des domaines
d’étude qui permettent d’avoir des maillages fortement multi-échelles avec des speed-up théoriques tres
importants. Trois tests ont été étudiés : la piece, la sphere et le fil avec défaut, les speed-up théoriques
sont respectivement 29, 113 et 612. Une petite variation entre le speed up théorique prévu et le speed up
numérique a été notée. En effet, le speed up théorique est calculé en fonction du maillage uniquement et
ne prend pas en compte ni 'implémentation ni le probleme traité. C’est en fait le gain maximal qu’on
pourrait atteindre. Cette variation peut aussi €tre liée a I’implémentation de 1’asynchrone mais aussi du
synchrone.

Bien que le speed-up numérique est généralement plus petit que le speed-up estimé, I’asynchrone reste
tres efficace en termes de temps de calcul tout en préservant la qualité de la solution classique. Pour les
problémes qui présentent une tres forte inhomogénéité spatiale et temporelle des pas de discrétisation, le
schéma asynchrone a permis de résoudre le probleme du temps de calcul. De plus, I’asynchrone pourrait
rendre réalisables des tests qui nécessiteraient un temps de calcul gigantesque (des années) pour tourner
en mode classique (typiquement I’exemple du fil avec défaut présenté a la fin de ce chapitre).
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Ce manuscrit résume les résultats des recherches obtenus durant les trois ans de theése. Le contexte
général de cette these était la modélisation des phénomenes multi-échelles. La principale difficulté ren-
contrée lors de I’intégration numérique de ce type de modeles se traduit par une tres forte inhomogénéité
spatiale et temporelle des pas de discrétisation, laquelle conduit a des temps de calcul gigantesques. Notre
objectif était donc de développer un schéma numérique asynchrone qui permet de limiter la quantité de
calculs.

Dans ce chapitre, nous rappellerons dans un premier temps le concept des méthodes asynchrones
dévéloppées, les principaux résultats prouvés et les avantages ainsi que les limites de I’asynchrone. Puis,
dans un deuxieme temps nous chercherons a ouvrir quelques perspectives.

7.1. Conclusion

La these a été répartie en deux grandes parties. La premiere partie se prolonge sur les trois premiers
chapitres. Elle a été consacrée a I’étude du schéma numérique asynchrone d’ordre un appliqué aux équa-
tions de transport. Alors que la deuxieme partie qui occupe le reste du manuscrit, elle, a été consacrée
a 'extension de la précision du schéma asynchrone au second ordre en temps pour la modélisation des
équations différentielles linéaires et la mise en oeuvre de la méthode.

Le contexte de cette these est celui de I'intégration temporelle explicite des EDPs multi-échelles.
Dans le cas d’une approche explicite le pas de temps d’intégration est imposé par la contrainte locale
la plus restrictive dans le domaine de calcul a travers la relation CFL. Autrement dit, toutes les cellules
du maillage avancent a la vitesse de la cellule la plus lente. Si le probleme étudié présente un caractere
multi-échelles trés prononcé les contraintes sur le pas de temps sont telles que la simulation impose des
quantités de calcul prohibitives. Pour résoudre ce probleme, un certain nombre de schémas a pas de
temps locaux (LTS) ont été développés. Pour ce genre des méthodes, les pas de temps locaux doivent
étre choisis parmi les fractions du pas de temps global. Une classe des méthodes LTS, qui permettent de
choisir des pas de temps indépendants, sont les schémas asynchrones. Notre objectif consistait donc a
dévélopper un schéma numérique asynchrone : un schéma explicite a pas de temps local et qui permet de
limiter la quantité de calculs a effectuer tout en garantissant la consistance et la précision de la méthode.

La premiere étape de cette thése consistait a définir et a éclaircir la méthodologie asynchrone. La
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premiere idée de base de I’asynchrone est que chaque cellule de maillage utilise son propre pas de temps
calculé sous la condition CFL locale. L’évolution temporelle est par conséquent différente de I’évolution
classique. En effet, il existe une différence notable entre intégrations synchrones et asynchrones d’un
point de vue algorithmique. L’intégration synchrone est réalisée en traitant de maniere séquentielle et
ordonnée toutes les cellules du maillage (boucle « do ») tandis que pour une intégration asynchrone,
I’ordre dans lequel les cellules sont avancées en temps n’est pas défini a priori et dépend de leur pas de
temps, du temps auquel elles se trouvent et du temps auquel se trouvent les autres cellules. L’intégration
asynchrone n’est plus organisée en boucle « do » mais par un « Discrete Time Scheduler » qui répond a
la question « a qui le tour maintenant ?». La deuxieme différence est que pour une méthode d’intégration
temporelle classique, a chaque itération, toutes les cellules sont mises a jour au méme temps de calcul.
En revanche, pour I’intégration asynchrone, chaque cellule est mise a jour aux instants imposés par des
conditions locales. Une conséquence évidente est qu’apres un certain nombre d’itérations, toutes les
cellules ne sont pas au méme temps physique.

La question qui se pose alors est celle de la consistance de I’avancement en temps d’un tel schéma dans
lequel deux cellules voisines ne sont pas évaluées au méme instant. Autrement dit, comment calcule-t-on
le flux entre deux cellules désynchronisées ? C’est 1a la deuxieme idée de base de la méthode asynchrone,
qui consiste a sauvegarder pour chaque cellule la valeur, le temps auquel cette valeur a été calculée et la
dérivée temporelle de la valeur au temps considéré. Ces €léments sont valides jusqu’a la prochaine remise
a jour de la cellule et peuvent étre utilisés si on a besoin de calculer un flux a un temps intermédiaire pour
faire avancer en temps une cellule voisine. 1l suffit alors de procéder a une interpolation en temps. Apres
avoir défini I’asynchrone, I’étape suivante était bien évidemment d’étudier théoriquement les propriétés
de cette méthode, en particulier la stabilité et la consistance. Nous avons commencé par appliquer le
schéma asynchrone, basé sur la méthode d’Euler explicite, pour la discrétisation temporelle de 1’équation
de transport en dimension 1. La méthode de volumes finis basée sur une approximation d’ordre un a été
utilisée pour la discrétisation spatiale. Nous avons prouvé que le schéma asynchrone est stable, consistant
et convergent d’ordre un. Une étude numérique a été ensuite faite et qui valide les résultats théoriques
prouvés en particulier I’ordre de convergence de la méthode asynchrone. Les tests numériques montrent
aussi que, en comparaison avec le schéma synchrone classique, le schéma asynchrone réduit la diffusion
numérique. Ce qui est une conséquence de I'utilisation de la CFL maximale pour chaque cellule. De
plus, la méthode asynchrone est tres efficace en termes de réduction du temps de calcul.

Le troisiéme chapitre était une extension du chapitre 2. Le schéma asynchrone et la méthode des
volume finis upwind ont été utilisés pour la discrétisation des équations de transport en dimension d
d’espace ou d > 1. La stabilité a été€ prouvée sans aucune contrainte autre que la condition de stabilité
locale. La consistance a en revanche été discutée en fonction de la variation de la vitesse et de la varia-
tion du maillage. En fait pour les équations de transport, 1’aspect asynchrone peut étre dii a la variation
de la vitesse, a la variation du maillage ou aux deux simultanément. Pour éviter les éventuelles com-
plexités liées a la variation du maillage, nous avons supposé dans un premier temps que la vitesse est
variable et que le maillage est constant. Nous avons prouvé que pour une vitesse suffisament réguliere,
de classe au moins C?, le schéma asynchrone est consistant d’ordre un en temps et en espace. Dans un
deuxieme temps, la vitesse était supposée constante et le maillage variable. Nous avons abouti a une
perte locale de la consistance. Ce probléme n’est pas lié a I'utilisation du schéma asynchrone. En fait, le
schéma upwind, utilisé pour la discrétisation des équation de transport avec une intégration temporelle
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synchrone, est localement inconsistant malgré la convergence de la méthode. L’ erreur de convergence se
comporte donc mieux que I’erreur de la consistance et le schéma est dit supra-convergent. Le théoréme
de Lax-Richtmyer n’est pas applicable dans ce cas. Dans [32], Bouche et al. ont utilisé la méthode de
la convergence corrigée pour prouver que le schéma upwind appliqué aux équations de transport avec
une discrétisation d’Euler explicite classique, est convergent d’ordre un. Nous avons donc adapté leur
méthode a I’aspect asynchrone pour prouver qu’avec une intégration asynchrone, la convergence d’ordre
un de la méthode est conservée.

Apres avoir vérifié que le schéma asynchrone est convergent et que de plus il conserve I’ordre un
de la méthode d’Euler explicite classique, nous avons ensuite réfléchi a appliquer le formalisme asyn-
chrone a des schémas qui sont classiquement d’ordre plus élévé. Nous avons donc appliqué "naivement"
I’asynchrone aux schémas : Runge-Kutta, MUSCL et Lax-Wendroff, toujours pour la discrétisation des
équations de transport. Nous avons prouvé que le schéma asynchrone est convergent mais uniquement a
I’ordre un. Nous avons donc eu une perte d’ordre par rapport a une intégration temporelle classique de
ces méthodes. En examinant I’erreur de la méthode asynchrone, nous avons constaté 1’apparition d’une
erreur supplémentaire : "une erreur asynchrone" en comparaison avec 1’erreur du schéma synchrone clas-
sique. L’erreur asynchrone est diie a I’utilisation des flux numériques qui ont été mis a jour a des temps
différents pour la mise a jour de la méme cellule. Nous avons prouvé que cette erreur asynchrone est
au plus d’ordre un. Par conséquent, la méthode asynchrone telle qu’elle a été définie dans le deuxieéme
chapitre, est au plus d’ordre un indépendamment de I’ ordre classique de la méthode numérique adaptée a
I’asynchrone. L asynchrone converge donc moins vite que le synchrone. En revanche, I’asynchrone conti-
nue a étre efficace en termes de gain en temps du calcul pour une erreur fixée. L’étude de convergence
d’une méthode numérique nécessite une certaine régularité de la solution. Nous avons donc eu ’idée
de sortir du cadre qui permet d’examiner I’ordre de la méthode numérique, et nous avons fait des tests
numériques dans les cas des solutions irrégulieres. Dans ce cadre, le schéma asynchrone a des proprié-
tés numériques additionnelles. En comparaison avec le schéma classique, le schéma asynchrone réduit
la difffusion numérique, réduit les oscillations autour des discontinuités qui apparaissent en utilisant le
schéma Lax-Wendroff et réduit également le temps du calcul.

Malgré ses propriétés numériques, le schéma asynchrone tel qu’il a été présenté dans les premiers
chapitres est toujours seulement d’ordre un, ce qui reste insuffisant pour certaines applications. Il fallait
donc modifier 1’algorithme asynchrone pour pouvoir atteindre 1’ordre deux et ceci a été I’objet du cha-
pitre 5. Nous avons donc considéré une équation différentielle linéaire donnée avec une discrétisation
arbitraire en espace. Puis, pour la discrétisation temporelle, nous avons dérivé un schéma Runge-Kutta 2
asynchrone (ARK2) du schéma RK2 classique. L’idée fondamentale de 1a méthode asynchrone consistait
a séparer le terme source locale et les flux puis a les intégrer indépendamment. L’algorithme ARK?2 a
été défini dans la section 5.1.1.. Nous avons ensuite donné une preuve détaillée de la convergence de la
méthode asynchrone dans la section 5.2.. La convergence a été démontrée en trois grandes étapes. La
premicre étape consiste a contrdler I’évolution temporelle d’un élément de maillage donné entre deux
instants successifs de mise a jour de cet élément et qui sont multiples de son propre pas de temps local.
L’idée de la deuxieme étape est d’exprimer la solution a un temps donné en fonction du dernier temps
auquel la solution a été synchronisée. En fonction du maillage, deux cas se présentent. Dans le premier
cas, tous les éléments du maillage ont des temps de rencontre réguliers et la solution est automatique-
ment synchronisée aux instants qui sont des multiples du plus petit commun multiple (PPCM) des pas

141



de temps locaux. Le deuxieme cas correspond a un maillage ol les pas de temps sont complétement
indépendants. Pour les besoins de la démonstration, nous avons supposé que la solution est synchronisée
régulierement a des instants qui sont des multiples d’un pas de temps qu’on a noté At,.x ol, dans ce cas,
Atmax est calculé en fonction des pas de temps locaux At;. L’hypothése de la synchronisation réguliere
de la solution n’a pas d’influence sur ’aspect asynchrone. De plus, numériquement, la synchronisation
de la solution n’est imposée qu’a I’instant final de la simulation indépendamment du maillage. La troi-
sieme étape de la preuve est une comparaison de I’erreur asynchrone avec I’erreur du schéma classique
entre deux temps de synchronisation de la solution. L’erreur du schéma numérique asynchrone est égal
a I’erreur du schéma RK2 classique plus une erreur "asynchrone” supplémentaire. L’erreur asynchrone
est d’ordre trois. Ce qui prouve que le schéma asynchrone préserve la précision du schéma synchrone
a pas de temps global. Notre approche est applicable a tout type de maillage. Le schéma ARK2 est
aussi convergent d’ordre deux indépendamment du maillage choisi. Pour valider les résultats théoriques
prouvé dans la section 5.2., nous avons appliqué la méthode ARK?2 pour la discrétisation des équations
de Maxwell en dimension un puis en dimension deux d’espace. La méthode de Galerkin discontinue
avec des éléments de base type P! a été utilisée pour la discrétisation spatiale. Le schéma a été testé
d’abord avec des maillages dont les pas de temps ont des temps de rencontre commun. Ensuite avec des
maillages plus généraux ou les pas de temps sont indépendants. Dans tous les cas, les test numériques
montrent que la solution asynchrone converge vers la solution exacte a I’ordre deux.

Les tests numériques présentés dans le chapitre 5 sont des tests académiques qui traitent en particulier
de I’ordre de la méthode ARK2 en fonction du maillage. La mise en oeuvre de la méthode a été I’objet du
chapitre 6. Une simulation des cas-tests simples mais représentatifs de cas multi-échelles a été présentée.
Pour ce faire, nous avons considéré les équations de Maxwell et la méthode de Galerkin discontinue
a été utilisée pour la discrétisation spatiale. L’exemple du fil a été traité en dimension deux puis son
extension en dimension trois. Les maillages ont été construits par GMSH en tenant compte du caractere
multi-échelle qui est le cadre naturel de 1’application de 1’asynchrone. Une comparaison avec la solution
synchrone classique a été présentée. La solution asynchrone préserve la qualité de la solution classique.
De plus, avec un maillage multi-échelle, 1’asynchrone, malgré la montée en ordre, réduit fortement le
temps du calcul.

Les tests numériques montrent aussi que pour un maillage fortement multi-échelle, le speed-up asyn-
chrone est généralement plus lent que le speed-up prévu théoriquement. Ceci peut étre expliqué par le
fait que I’acces aux données dans la mémoire se fait d’une manicre aléatoire dans le cas asynchrone.
Le speed-up numérique peut aussi dépendre de I’implémentation asynchrone mais aussi synchrone. En-
fin, ’utilisation de méthodes plus complexes d’intégration telles que 1’algorithme ARK?2 va également
diminuer 1’accélération des calculs. La derniere partie du chapitre 5 a été consacrée a I’étude de la per-
formance de I’asynchrone en termes de gain en temps de calcul en fonction du caractére multi-échelles
du maillage. Des maillages qui présentent une tres forte inhomogénéité spatiale ont été construits. Les
tests numériques ont prouvé que I’asynchrone permet de lever le verrou des temps de calcul gigantesques
tout en préservant la qualité de la solution classique.
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7.2. Perspectives

Pour terminer ce manuscrit, nous discutons dans cette derniére section quelques questions ouvertes et
perspectives de ce travail. Plusieurs voies peuvent étre explorées.

Une perspective immédiate et trés intéressante est I’extension de la méthode asynchrone a des ordres
plus élévés. En fait, dans le chapitre 5, nous avons dérivé un schéma RK2 asynchrone du schéma RK?2
classique. Pour développer des schémas asynchrones de haute précision, il est intéressant de dériver des
versions asynchrones des schémas RKp avec p > 2. L’extension n’est pas forcement triviale, car il faudra
toujours assurer la consistance des instants auxquels les estimateurs seront évalués. Cependant, une tres
grande partie du travail a déja été faite pour I’ordre deux. En particulier le contrdle de I’erreur asynchrone
et la dérivation de 1’asynchrone du schéma classique en préservant la précision. Une fois 1’algorithme
ARKp, p > 2 est mis en place. La preuve, si elle pourrait en théorie n’étre une simple extension de
la preuve d’ordre deux, devrait toutefois présenter quelques complication techniques en augmentant le
nombre d’étapes intermédiaires de mise a jour.

Lors de I’estimation de 1’ordre des méthodes d’intégration temporelle I’aspect asynchrone fait in-
tervenir les ordres d’erreur des estimations spatiales. Il serait donc intéressant d’étudier I’impact de la
discrétisation spatiale choisie sur la qualité des solutions asynchrones. Il serait pour cela nécessaire de
développer au sein de MACOPA des approximations de type Galerkine Discontinu d’ordre supérieur.

Une deuxieme perspective intéressante est I’application de la méthode asynchrone a des problemes non
linéaires. En fait, pour des raisons liées aux démonstrations des théoréemes, nous avons imposé la linéarité
des équations différentielles étudiées. Cependant, la plupart des problémes physiques se modélisent par
des équations différentielles non linéaires, problemes pour lesquels le solveur MACOPA peut tout de
méme apporter un gain non négligeable en temps de calcul. Il s’averera donc nécessaire d’étendre I’ étude
théorique de la méthode asynchrone dans le cadre de ce genre de probléemes. Cela nécessitera une étude
dédiée.

Enfin, les tests numériques qui ont été présentés dans ce manuscrit sont relativement simples. Dans
un premier temps, des tests académiques ont servi a valider les résultats théoriques en particulier la
convergence et I’ordre de la méthode mais aussi a comparer les solutions synchrone et asynchrone. Puis,
dans un deuxiéme temps, pour la mise en oeuvre de la méthode ARK?2, une simulation de cas muti-
échelles simples a été présentée. La troisieme voie d’approfondissement de cette étude est donc de viser
des applications plus complexes, voire de proposer des cas de validation du nouveau schéma asynchrone
sur des applications industrielles.
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Annexe A

Preuves du Chapitre 4

Preuve de la proposition 8 : Consistance du schéma A1RK2

Démonstration. Faisons un raisonnement par récurrence. Soient tz{q = t7 4+ min; (At;) :=t9 + At; et
ti{f =194 % 11 suffit d’utiliser un développement de Taylor d’ordre 2. On suppose que la formule

(4.5) est vraie jusqu’a un instant ¢ < t9+1. Soient tg“ = tffqﬂ =9+ (r; + 1)At; < 9% alors

tTi+1 tpcd
g

. ~t; ) r,_1+1/2
(E )t:j'q_‘—l uil’q B ui 4 1 ﬁwtzlq_‘—l/Q }:ﬁtil—l,lq
c).’ = .7 — . .
v t;"iq—f—l - thd Ax; i i—

ped vy £ .
Supposons, par exemple, que ¢; = ¢;’,. Deux cas se présentent :
7t7"i—1+1/2 ri_14+1/2
o i—l,q _ -1 q
L Fi 4 =F5
tri+1 t'ri
i+l Lbe e 1 _4Tit1/2 ~t"i—1+1/2
g 1 9 i,q _ i—1l,q
(2 (2

D’apres I’hypothese de récurrence on a

r;+1/2 . P ri_1
~t7 i At [ ~t ~t

i,q g i,q i—1,q
F. = U. — F. — Fz'—l

i i 2Az; 7

i Aty [/ _ out’ , 0?ul

=, — A [(qu - u§i1) = (rilty —ric1Atiy) == i Atiyde(i - 1) =
Ati (TiAti)2 (Ti_lAti_l)Q aQU?I
2Az; [( 2 2 o2 +O((A$i)2)]
At; ti t

~ 9Aq, [rlAtZ(Ec)i ri-1Ati—1(Ec);; ]
i Al , out’
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De méme,

~t;i71+1/2 Nt:fl Ati—l ' 6u§‘1_1
Fiill’q = uiill’q — 2A1‘i,1 de(’L — 2)W — Atl;lo(A$Z’,1).
Par suite
gri/2 it L ts At; At;_1 out’
F.> — Fiha = (g —g =) — v i—1) — Lo ) i
i i—1 (uz uz—l) (2A$z daﬁ(l ) 2Ami_1d$(z )) »
Atiq . : O*ul’
~ 3Aw dz(i — 2)dx(i — 1) 92 At;O(Ax; — Axi—q)
~4 ~t4 augq 2
= (uz — ui,l) — (TiAti — Ti_lAti_l) O + O((AJZZ) )
out’
=dz(i — 1)=- + O((Ax;)?).
(i = 1)~ + O((Az:)%)

Ce qui donne

¢ritt out’ riAt; 0*ul? At; out’
Ut =l — At | e 4 O(Ax) + T ) - 2 de(i— 1) 2+ O((Axy)?
i =l (8x+<x>+2 o) - A (deli - DT + O((Aw
‘ (At;)? 0%ul” ‘ (At)? 9%ul’
+ (2r;+1) 5 BT (2r; +1) 5 2
out’ (r; + 1)At; 0%ul’ ¢ritt
_ ~ta i i i i i
=u;, —(r;+1)At ( o + O(Ax;) + 5 92 (Ec),"
T +1/2 r;
‘ ﬁ,zi—ll,lq _ Fiti—llqurl
itz i1+ % 2,19
Fit"q —E = (ﬂfg - 65(},1) — (riAt; — i 1At 1) 8;; + ri—1At_qdx(i — 1) aa;g
Ati 8u7§q (TiAti)2 (’l“z;lAtifl)Q 82U7§q
_ d ;o 1 7 _ _ T
28z 00—, ( 2 2 o2
Jut’ At; Jut’
=dr(i— 1) — ——da(i — 1) Ax;)?).
dali — 1) — A deli = D+ 0(Ax))
Donc
it out’ riAt; 0%ul’
~rhg S5t AL 7 Az 1l i
u; u; — At ( e + O(Az;) + 5 o2
Ati . Atl’ . 8u'§q
" Az, (dw(z —-1)— Az, dx(i — 1)) e + At;0(Ax;)
On a
At; , At; , dz(i—1) dzx(i —1)
de(i —1) — dr(i—1) )| = At; + Aty | —— — 1) — Ati—— |,
Ax; < (i =1) Ax; (i )> * <( Ax; ) 2(Az;)? )
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avec

e (D) DY g (B

Ax; ’ 2(Axi)2
= At; + AL,O(Axy)
Ce qui donne
tt out’ ri + 1)At; 9%ul” iy
TR :uf—<m+1)Ati<a; + O(Aay) + 2) o~ (Eo)”
par suite
ritl ~t;liq+1 ~t4 ut? (ri + 1)At 0*ul’
i . —ut u,; i i U;
E iy — 7 1 3 OA . ?
(Be); (r+ 1At ( or TOBTH 2 ot? )

La formule (4.5) est donc vérifiée et le schéma asynchrone est consistant au second ordre en temps mais
O

seulement au premier ordre en espace.

Preuve de la proposition 12 : Consistance du schéma MUSCL asynchrone

Démonstration. Faisons un raisonnement par récurrence. Soit ¢} = ¢ + min; (At;) := t¢ + At;. Alors

1
1 gt 1~
iq i i td e
(EC)’L Atz AZL'Z (FZ E—l)
par suite
t! Aty /~ ~ t!
~Yig _ ~t9 7 'tq o 'tq . 44q
wpT =T A (‘Fz szl) + Ati(Ec);
At; out"  (dx(i — 1)) 9%at’
- ~1§(1 . ) . i i . 3
=t Au (d:p(z 1) o + 5 52 + O((dz(i — 1))°)
At; out"  (dx(i))? 0%ut’ 3 t1
— s ) — : ) At;(Ec),"?
S ( ()5 + S 1 O((dali)?) ) + Ati(E),

AtiAw; < dai 1)655 N (dﬂf("; L) 8;? +O0((da(i — 1))3)>

* 2Ax;dx(i — 1)

q ﬁﬁtq t!
=" — At 7t At;O((Azy)?) + At (Ec),™ .
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ri+l | _
tiz -

Supposons maintenant que la formule (4.17) est vraie jusqu’a un instant ¢;; < 471, Soit tg“ =
t4 4+ (r; + 1)At; < t97L, Alors,

B AN A A gt
uiz,q — uiz,q o xl‘ <FTZ 4,9 Fiz—ll,q) _|_ Ati(Ec)iz,q
7
i At (e ] At; ( Az; thy il Lt )
— u?’q o U‘l’q _ u‘z—l,q _ R'l U~17q _ U-Z7q
t Az; ( ! =1 ) 2Ax; dx(i)(p( i) (@ = 4)
Ati A«Tz‘—l $ri=1 Ntfi—1 ~tfi—1 ritl
RN\ (g i—b1 — g b ) At;(Ec)"?
T 3Az; (dw(z‘—l)(p( ot ) 1) ) + AnEo)

Par suite,

¢ritt i Aty
et B o N B b vt A 2
Uy = U Az, (uz z—1>
At; 8511?‘1 ‘ 32@;(1
+ ALUZ ((TiAti — Ti_lAti_l)aT + Ti_lAtz‘_ld:C(l — 1) 81’2
Ati Al’z ~4a ~4a Al‘l . 8267?"
2Ax; (dx(z) (i = 00) dx(i)r 2(i) D2
At; Axi1 0 4 Az . o*ut”
;i Uy — =< Ti— Ati_ d -1 L
t oA (dx(i—l)(”’ Ua) = iy At = D)5
A i ritl ritl ritl
+ At (T‘iAti(EC)ZZ’q — T‘Z'_lAti_l(EC)Zz’q > + Ati(EC)ZZ’q
Xg
' ~+4q ~t4 r;+1
:~’fifq_A,au§ At; N out Ab (B
u; t e + Az, (riAt; —ri—1At;—q) o + At;(Ec),
At; 82ﬁ§q At; 82ﬁ§q

i1 A — 1 AT At — 11 Az 1At
+ ric1Ati_dx(i )Axi8w2+2Aa:i(r x; At T1$1t1)8$2

out’ AR
o + O(Az;) — (Ec), ) :

=al" — (r; + 1At (
Ce qui donne finalement,

ri+1

gt g gttt
e — [ K3 1 .
(Ec); CES? + < o + O(Axy) | .

La formule (4.17) est ainsi vérifiée est le schéma MUSCL asynchrone est donc d’ordre un en temps et

en espace . O
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Preuve de la Proposition 13 : Consistance du schéma Lax-Wendroff asyn-
chrone

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. On va traiter seulement le premier pas de temps.

Pour finir la réccurence il suffit de procéder comme pour les démonstrations précédentes. Soit t}’ =
t4+ At; = minj (Atj). On a

1

(EC)?’Q = ﬂ:i’;tiﬂf + 2A1xi (Nfil i 1) W (aﬁq th)
Sy (8 )
ce qui donne
o= - g (ot o)+ ST )
- Atiﬁi;&gf 0 (@ —at",) + Ati(Bo);
— '~ R i+ 1) ot T D <(d‘”(i; L ) >2> cas
L ALO(AE)) + Ati(AiX;:r At;) (a{;: N dw(z’2+ 1) a;gEQ>
BB i) (O SO ¢ anzol
par suite
i — gl a{;: A;"' (dx(i + 1) — (i) a;fzq 4 ﬁ (Atiss — At ) 8;5

(Ati)Q c‘ﬂﬂgq i At; (dl’(l + 1)
4 022  4Auz; 2

1
+ Ati(EC)Ei’q .

. 2~t‘1
Atiir + d”;(”mi_1> 88 + ALO((Az)?)

Ce qui donne

i, At 0%l 1 , .\ 0%ul 1 out’
(Be) = 5 —i—O((Ati)Q)+§(daz(z+1)—dm(z)) 5or " 1A, (Atigr = Atiog) !
AU AL <dﬂc(i—|—1)

dx(i 82~tq
Atiy + xQ(Z)Ati1> 922 + O((Az;)?).

Or, dans ce cas, At; = min; (At;) alors,
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d(i
Atiy1 + a;(Z)Ab;l)

M (Aty)? 0%l
ox2 — 2 0x2°

(At;)? 9%t . At; (dm(i—i— 1)
4 8952 4A[Ez 2

Ce qui donne

1 1 ) ) o2ut! 1 out’ 9 2
b < = _ T . _ . 7 i .
<3 (dz(i + 1) — dx(i)) YV (Atip1 — Ati_q) o + O((At;)?) + O((Az;)?)
< O((At)?) + O((Az;)?) — S (At — Ati_1) o’
= ‘ TP gy LT 2 T

(Ec)

Le schéma Lax Wendroff asynchrone est donc d’ordre 1.
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Annexe B

Méthode de Galerkin discontinue pour la
discrétisation des équations de Maxwell 3D

Equations de Maxwell tridimensionnelles
Le systéme des équations de Maxwell tridimensionnelles est donné par :

5%—? —rot(H) =0,

(B.1)
u%—if +rot(E) =0,
ou
121()(’t) ]Ji()(7t)
. BE(X,t)= | Ea(X,t) | et H(X,t)= | H2(X,t) | sont respectivement le champ éléctrique et
Es(X,t) Hs(X,t)
T
le champ magnétique et X = | y |,
z
2. e et u sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique.
Le systéme (B.1) écrit sous forme condensée est donné par :
GOW)+V.F(W) =0, (B.2)

avec |

1. W= <H> est le champ du vecteur inconnu qui représente le champ électromagnétique,

033 pl3gs
F (W)

3. F(W) = [ Fo(W) | avec
F3(W)

el: 03;: . . e -
2. G= ( 33 183 ) est la matrice qui rassemble les propriétés des milieux,
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() Fi(W) = <03’3 Nl) W, B(W) = <O3’3 N2> W et F3(W) = <O3’3 N3> W,

—N1 033 —Ny 033 —N3 033
(b) Les matrices /N1, N5 et N3 sont données par
0 0 O 00 -1 0 1 0
Ni=]0 0 1|,Na=|0 0 0 JetN3=1|-1 0
0 -1 0 1 0 O 0 0 0

4. V. EW) = 0, (F1(W)) + Oy (F2(W)) + Oy (F3(W)).

Méthode de Galerkine Discontinue

Soit 7 ={K;: ¢=1,..,N} une partition du domaine d’étude €2 en polyedres K. Notons 1) une
fonction test scalaire. On multiplie I’équation par 1) et on integre sur Kj :

/ G(O,W )vdar + / V.F(W)da = 0.
K; K;

En utilisant une formule d’intégration par parties (Green), nous avons :

/Kv, G(oW wdx—/ V. F(W dx—i—/ n)do = 0.
Ce qui donne
/ GOW)YdX — / V. F(W)dX +j€%: /KmK W).n j)bdo =0

olt N (i) est I’ensemble des voisins de K;, N (i) = {j | K; N K; # @} et n; ; est la normale unitaire de
K; N K; pointant de K; vers K.

La solution approchée W}, est ensuite cherchée dans un espace de dimension finie V},. Contrairement a
la méthode des éléments finis, la méthode GD autorise la solution approchée a étre discontinue. L’espace
de discrétisation V}, utilisé pour les tests présentés dans cette these est I’espace des fonctions polyno-
miales par morceaux. Des espaces de fonctions non polynomiales peuvent également étre utilisés. Par
exemples les fonctions exponentielles ou trigonométriques.

L’étape suivante consiste a choisir une base de V3. Notons que le choix de fonctions de base peut
avoir un impact sur la précision de calcul et sur I’efficacité dans la mise en oeuvre pratique des méthodes
de Galerkin discontinues. Soit ¢ = {{yii}icpy, } ;e une base de Vj, obt Dg, = {1,..., Njg}} est
I’ensemble des indices locaux de N j(lf degrés de liberté de K; et tel que pour tout K; € T, pour tout
l € Dg,, supp(pi)) = K;. Notons que la dimension de I’espace V}, est égale a 3 K,eT NE: do f Pour tout
K; € T, les degrés de liberté locaux sont notés W ; et W est la projection de W sur V},(K;) alors :

Lieny, Biipii(X)
Hi(X)> Wi=3iep,, Wippi(X) = <ZlEDK ”%l(X)>

Le flux numérique détermine la consistance, la conservativité, la stabilité et la précision du schéma
global et participe donc a sa convergence. L’évaluation des intégrales de bord nécessite donc un traite-
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ment particulier. Le principal obstacle a la détermination des flux numériques est la discontinuité globale
de la solution numérique. En effet, cette derni¢re étant continue au sein d’un élément mais discontinue
aux interfaces. Le choix du flux numérique n’est pas unique. Pour les tests numériques présentés dans
cette these, nous avons utilisé un flux numérique basé sur un schéma upwind.

Pour plus de détails sur les méthodes GD, le lecteur peut consulter [71, 72, 73].

Méthode de Galerkin Discontinue en maillage hexaédrique

Pour enrichir la plate forme MACOPA et dans le cadre de cette thése, nous avons appliqué la mé-
thode GD dans le cas d’un maillage hexaédrique. Le domaine d’étude €2 est supposé discrétisé par une
quadrangulation. Autrement dit, 7 = {K; : i = 1,..., N} est une partition de €2 ol les K; sont des
quadrangles en 2D et des hexaedres en 3D. Le maillage tétraédrique a été déja traité.

FIGURE B.1 — A gauche : maillage rectangulaire en 2D. A droite : maillage hexaédrique en 3D.

Nous présentons dans cette section le calcul détaillé pour le probléeme tridimensionnel.

L’espace de discrétisation
La solution approchée est calculée dans I’espace des fonctions polynomiales de degré au plus & : Qy,

@k(T) = {Uh € L2(Q) | VKi S T, vh’K,- S Qk(KZ)},

Qr(K;) est I’espace engendré par des polyndmes définis sur K;. La dimension de Q(7) est donnée
par:

dim(Qx (7)) = card(T) x dim(@k(R3))

avec
dim(Qy(R%)) = (k +1)°.
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La discrétisation temporelle asynchrone implémentée dans MACOPA est, pour le moment, limitée a
I’ordre deux. Nous avons donc proposé une discrétisation spatiale GD-QQ; d’ordre deux. L’espace de
discrétisation est donc V;, = Q1 (7)) et dim(Q; (R?)) = 8.

Les fonctions de base

Pour tout K; € T, {¢;;}1<i<s est une base locale de Q; (K;) qui est donc I’espace vectoriel engendré
parles o;;, 1 <1 < 8. Les fonctions de base sur un hexaédre sont obtenues en tensorisant les fonctions
de base uni-dimensionnelles. Nous commencons par une numérotation des degrés de liberté (voir figure
B.2).

Az

FIGURE B.2 — Emplacement des degrés de liberté pour I’hexaedre K;

K; est un élément de référence dont le premier degré de liberté noté 1 dans la figure B.2 est de
coordonnées (x;, yi, ;). Les pas d’espace selon les axes z, y et z sont respectivement Ax;, Ay; et Az;.
Le point (z;4+1,Yi+1, zi+1), €t qui correspond au point 8 dans Fig. B.2, est défini par (z; + Ax;, y; +
Ayi, zi + AZZ)

Les fonctions de base sont définies comme suit

. _ [ Ti+1—T Yi+1—Y Zi+1—Z
pir(e,y,2) = ( ZAIi ) x ( 1Ayi ) X ( lAzi )

io(®,y,z) =

gOi’g(Z',y,Z) -

(
(

pialmy,n) = (2570) x (%) x (2552)
(

%,5(33,%2) =



pio(,y,2) = (470 x (Ugy) x ()
pirlryz) = (%) x (52 x (52)

pisley,z) = (50) * (B) < (52)

Remarque 10. Les vecteurs de la base p;; forment une famille orthogonale i.e. le produit scalaire de
deux fonctions différentes est nul.

Les matrices

1. La matrice de masse M s’écrit sous la forme suivante

M, 0 0
M.
=10 2
0
0 0 My

ol N est le cardinal de T et pour tout K; € T, M; € R®*® Pourtout 1 < j,/ < 8ona

(M;) 4 =/K ©ijpildX.

Par exemple, le coefficient (1/;); 1 est donné par

(Mi)11 = /K (pin)* dX

Tikl Ykl fFAL (pigg — $>2 (%H - y)z <Zz'+1 — Z>2
= —— ) x |2 x[|————] dxdydz
/’m /Z /zz ( Ax; Ay; Az; Y
N 27 '

Notons que les matrices M;, : = 1, N sont symétriques.

2. La matrice de rigidité M est définie pour tout ¢ = 1, N par

x 9 i,J
(M; )j’l:/K. iy dx.

Les coefficients (M;")q 2 et (M[")2 1 sont donnés par
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Titl [Yi+l [Zit1 (x — %) Yi+1 — y>2 (Zi—i-l — Z>2
- ———— | dxdyd
/ / /Z (Al‘i)2 X ( Ay X Az, rayaz

AyiAz;
18

(pig dX

et

Tert Vit EE (pigg — @) (Y — y>2 (Ziﬂ — Z>2
/ / /Z l (A2 X < A, X Az, dxdydz

A Azz

<Pz‘,1 dX

(M7)1,2 = —(M]¥)2,1 ce qui est vrai pour tout j, [ i.e. (M;);; = —(M;"); ;. La matrice de rigidité
M est donc antisymétrique.

3. Les matrices de rigidité M, et M7 sont définies respactivement par

0w; »
M) = / Lo dX,
( 7,)],[ K, ay SO,Z

et

8 ..
z — Y dX
i )j,l /KZ Oz Pi,l )

Les deux matrices M et M7 sont antisymétriques.

4. Les matrices de rigidité s’écrivent sous la forme suivante :
[0 « [0
MKlKl MKlKQ PPN MKlKN
(e o .
Mo = MKgKl MK2K2
[0} e [0
MKNKl MK}\[KQ MKNKN
ol o = x, y ou z. La matrice M, . est définie par

8 .
(M%in>m,n: 0 meQOj,n dX.

Le bloc Mj‘éi K; est non nul sauf si K; = K ou si K; et K; partagent une face intérieure.
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