
N̊ d’ordre : 2291

Thèse
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2.4 Méthodes eulériennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.1 Filtrage volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.2 Filtrage statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5 Ecoulements polydisperses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.2.3 Densité de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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6 Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse 113

v



TABLE DES MATIÈRES
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Introduction

La première méthode de synthèse industrielle de carburant a été découverte par Friedrich
Bergius en 1921. A l’origine, il s’agissait d’une simple essence organique. Aujourd’hui, de nom-
breux dérivés, raffinés et transformés, sont développés pour répondre à des besoins toujours
plus spécifiques en terme de performance et de coût. Les carburants liquides sont maintenant
la première source de production d’énergie tant au niveau industriel que domestique. Dans une
turbine d’avion ou un moteur à piston de cargo, dans un chauffage au fuel ou une lampe à
pétrole, le même phénomène, la même physique intrinsèque : un écoulement diphasique réactif
et un carburant liquide.
Ce choix est dicté par la facilité de stockage de l’énergie sous forme chimique dans un combustible
liquide, qui dépasse la densité énergétique de la plupart des autres moyens de stockage chimique.
Cependant, il est maintenant avéré que l’utilisation massive des énergies fossiles change l’envi-
ronnement. Les émissions d’oxydes de carbone ou d’azote sont non seulement potentiellement
dangereuses pour la santé mais leur accumulation dans l’atmosphère change également l’évolu-
tion du climat au travers de processus complexes. La pollution atmosphérique est devenue une
vraie préoccupation de santé publique au niveau local et un facteur de changement climatique
au niveau global dont la prise de conscience a entrâıné un balbutiement de gestion planétaire
des émissions de dioxyde de carbone.
Face à cette situation, les pouvoirs publics ont engagé des études pour permettre de prédire les
niveaux de concentration de polluants dans les zones urbaines et minimiser l’exposition de la
population au travers de la mise en place de réglementations nationales ou européennes strictes
sur l’émission de polluants. Ces réglementations s’appuient sur deux types de contraintes, soit
elles réduisent l’activité industrielle et les habitudes de consommation énergétiques des citoyens,
ce qui produit également des répercussions sur l’activité économique, soit elles imposent de ré-
duire les émissions au travers du développement de technologies moins polluantes. Certains états
soucieux de leur croissance préfèrent ne considérer que la deuxième possibilité au détriment des
facteurs climatiques mais, dans tous les cas, une prise de conscience forte de l’ensemble des ac-
teurs a permis d’impulser une dynamique de développement technologique qui passe par la mise
en place de nouveaux outils d’étude, plus performants et plus précis.
La communauté des turbines à gaz, dont les principales applications sont les réacteurs aéronau-
tiques et la production d’électricité, est particulièrement concernée. Pour envisager de contrôler
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les niveaux de polluants, il faut réviser en grande partie la conception des chambres de combus-
tion, en se basant sur une connaissance approfondie de la physique de la combustion turbulente.
Il y a là un intérêt considérable pour les industriels car, si la compréhension des phénomènes de
combustion conditionne bien sur la formation de polluants, c’est aussi et avant tout la clé des
avancées technologiques en matière d’amélioration de puissance, de gains de performance et de
réduction de consommation. Dans un secteur très concurrentiel comme l’est le secteur aéronau-
tique, il y a là un double avantage qui profite également aux actions de recherche scientifique
dans ce domaine, avec des retombées possibles sur de nombreux domaines connexes (moteurs
automobiles, fours à verre, réacteurs à charbon...).
L’étude par mesure expérimentale est la première façon d’obtenir cette connaissance approfondie
de la phénoménologie de la combustion turbulente. Cependant, la zone de mesure est exposée à
des températures élevée et toutes les grandeurs n’y sont pas mesurables, même si les techniques
à base de balayage laser permettent d’obtenir de nombreux résultats.
Il existe alors une autre façon de dégager les éléments pertinents d’un écoulement : la simulation
numérique. Cette méthode offre une complémentarité très intéressante, voire parfois une alterna-
tive, pour la compréhension des phénomènes complexes. En validant les hypothèses des modèles
par rapport à l’expérience, cet outil a déjà fait la preuve de son efficacité et de son potentiel à
décrire la physique des écoulements réactifs. Cependant la simulation numérique n’a pas encore
atteint un caractère prédictif dans plusieurs domaines et de nouveaux développements sont en-
core nécessaires.
Par ailleurs, pour obtenir un maximum d’énergie thermique, la plupart des applications évoquées
précédemment utilisent un régime de combustion turbulent et la formation des polluants en est
une conséquence. Il est donc nécessaire de développer des outils toujours plus précis pour décrire
ce type d’écoulement réactif. Si les carburants sont liquides, il faut naturellement y ajouter la
complexité des écoulements diphasiques.
L’étude des écoulements turbulents a beaucoup évolué dans les trente dernières années grâce
à l’utilisation des calculateurs informatiques. D’abord centrée sur les turbines aéronautiques,
la recherche en combustion turbulente s’est ensuite développée sur les moteurs à piston et les
turbines à gaz. Concernant les écoulements diphasiques, de nombreux travaux ont été menés
pour les applications de l’industrie chimique (lits fluidisés). Si ces applications peuvent avoir un
intérêt direct pour le secteur énergétique (combustion de déchets ou de charbons de mauvaise
qualité en lits fluidisés dans les centrales thermiques), le contexte des turbines nécessite des
études spécifiques. Enfin, il existe peu d’études sur la combustion turbulente diphasique, qui
implique deux domaines présentant déjà séparément une grande complexité. D’où l’intérêt de la
simulation numérique pour étudier ces phénomènes précisément.
Cependant, avec la puissance des calculateurs actuels, il est impossible de simuler l’écoulement
proche autour des quelques millions de gouttelettes qui apparaissent, par exemple, dans un in-
jecteur de turbine à gaz. Il est donc toujours nécessaire de modéliser la zone proche de la goutte
pour que l’écoulement plus lointain puisse être simulé à des coûts raisonnables. Cette restriction
n’empêche cependant pas d’étendre le spectre des phénomènes simulés.
Dans cette optique, il existe un point essentiel à prendre en compte. Les systèmes d’injection



actuels ne peuvent générer une atomisation totalement monodisperse et, si le phénomène peut
être amélioré, plusieurs éléments physiques laisse supposer qu’il ne puisse disparâıtre totalement.
Les gouttes obtenues ne sont pas toutes de même diamètre et se retrouvent donc dispersées de
façon différente selon leur taille. Il en résulte, après évaporation, des zones moins riches que
celles initialement prévues pour permettre l’allumage, ainsi que la présence de faible quantité de
carburant gazeux dans des zones où cette présence n’est ni nécessaire ni souhaitée. Afin de com-
prendre ces phénomènes et de pouvoir en contrôler les effets pour les restreindre ou les utiliser,
une extension polydisperse des modèles diphasiques existants est nécessaire.
L’étude de la combustion turbulente diphasique polydisperse implique de traiter avec attention
trois points :

1. Si l’on veut pouvoir capter les interactions spatio-temporelles de la flamme avec l’écou-
lement (dynamiques et acoustiques), il convient d’utiliser une méthode descriptive de la
turbulence suffisamment précise et de ne pas négliger la compressibilité des gaz.

2. Ensuite, afin de limiter les problèmes numériques, la présence d’une flamme impose d’avoir
des champs de fraction massique de fuel gazeux non seulement continus mais également à
dérivée continue. Cela entrâıne d’avoir un champ de fraction massique de carburant liquide
possédant les mêmes propriétés puisque les deux phénomènes sont complètement couplés
au travers de l’évaporation.

3. Enfin, la robustesse et le coût en temps de calcul détermine un niveau de compromis à
trouver pour développer un modèle respectant les points énoncés.

Pour les trois raisons évoquées ci-dessus, il semble que les méthodes Reynolds Average Navier-
Stokes (RANS) ne soient pas assez précises, qu’une formulation lagrangienne nécessiterait trop
de particules pour générer un champ de fraction massique de fuel suffisamment continu et enfin
qu’une méthode eulérienne à classes de particules serait beaucoup trop coûteuses. Par ailleurs, il
semble, au regard des méthodes existantes, que le développement d’une description Euler-Euler
polydisperse en Simulation de Grandes Echelles (SGE) basée sur le transport d’équation de mo-
ments puisse représenter un apport scientifique. Ce travail a donc pour but le développement
d’une méthode inexplorée jusqu’alors en cherchant à capturer un maximum d’effets physiques
polydisperses tout en préservant les performances de calcul.

• La première partie propose une approche globale des écoulements diphasiques tant au
niveau technologique que théorique. Le premier chapitre présente un panorama des tech-
niques d’injection couramment utilisées dans les turbines à gaz et une analyse des éléments
physiques engendrant le phénomène d’atomisation. Ensuite, un tableau des diverses des-
criptions existantes des écoulements diphasiques est brossé et une comparaison de leurs
avantages et inconvénients respectifs est proposée. Enfin, la description mathématique re-
tenue pour le système diphasique est présentée et un modèle d’extension spécifique à cette
description est construit.



• La seconde partie explicite les méthodes numériques et le code de calcul utilisés et propose
trois configurations d’étude et de validation du modèle proposé.

• Enfin, la troisième et dernière partie effectue une synthèse des apports de ce travail et
donne quelques pistes pour poursuivre le développement du modèle polydisperse.



Liste des symboles
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We nombre de Weber, page 16

Yk fraction massique gazeuse l’espèce k, page 59
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Chapitre 1

Ecoulements diphasiques dans les

turbines industrielles

1.1 Technologies d’injection

La plupart des turbines à gaz actuelles utilisent des carburants fossiles sous forme liquide
mais alimentent la flamme par un carburant gazeux.
L’injecteur qui a pour objet d’apporter le carburant liquide dans la chambre doit également
préparer au mieux la transition entre la phase liquide et la phase gazeuse.
Dans cette optique, il existe deux approches. La première consiste à fragmenter le carburant
liquide pour faciliter son évaporation au sein des gaz chauds de la chambre, la seconde propose
d’évaporer directement le carburant avant de l’injecter dans la chambre. Ces deux approches
définissent naturellement deux types d’injecteurs :

– les vaporisateurs
– les pulvérisateurs (ou atomiseurs)

Le premier type d’injecteurs classiques est constitué des vaporisateurs :

• Les vaporisateurs à canne (Fig. 1.1 a) :
Le principe de ce système est le suivant : plutôt que de chercher à fractionner le fuel en
gouttelettes puis de chercher à les évaporer, pourquoi ne pas l’évaporer directement ?
Le composant nécessaire à cette opération, un tube en ’T’, est simple et efficace et pré-
sente un coût plus faible que celui des atomiseurs. Le diamètre important du tube limite
l’encrassage et un ajout d’air dans la canne permet de contrôler partiellement la richesse.
Le problème principal de ce système est l’amorçage. S’il n’y a pas assez de chaleur pour une
évaporation totale, le fuel liquide va s’écouler le long du ’T’ et être atomisé par interaction
avec le gaz de façon non contrôlée au niveau de l’embouchure. Comme le fuel sert égale-
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Chapitre 1 : Ecoulements diphasiques dans les turbines industrielles

ment de refroidissant à la canne, cela pose problème en cas de coupure du débit liquide ou
de forte accélération, car soit la canne va subir un échauffement important soit le liquide
n’aura pas le temps d’être complètement évaporé. Enfin, comme l’injecteur est au milieu
de la chambre, il peut se poser des problèmes de durée de vie.

Le deuxième type d’injecteurs se compose des pulvérisateurs qui sont les systèmes les plus em-
ployés dans la pratique. Ils peuvent être classés en sous-catégories en fonction de leur technologie
spécifique :

• Les atomiseurs pressurisés (Fig. 1.1 b) :
Appelés aussi pulvérisateurs hydrauliques, ce sont les injecteurs les plus anciens et les plus
simples. Le liquide est mis sous pression (quelques bars à plusieurs dizaine de bars) dans un
réservoir puis passe au travers d’une buse étroite. L’interaction du liquide avec les parois
génère des instabilités qui se propagent dans le jet en atomisation (cf. paragraphe 1.2).
L’avantage principal de ce système est sa simplicité qui n’empêche pas une bonne atomi-
sation (diamètre des gouttes homogène rapidement avec une faible granulométrie finale) .
De plus, l’utilisation d’écoulements tournants (’swirled flows’) permet d’obtenir, si besoin
est, de plus amples angles de spray en sortie de buse.
L’inconvénient majeur de ce type d’injecteur est le fort différentiel de pression nécessaire
au passage du débit de carburant. En effet, le différentiel varie comme le carré du débit
souhaité et limite donc rapidement l’injection pressurisée. Un autre inconvénient connu (et
quasiment commun à tous les pulvérisateurs) est le phénomène de ’crachotage’ au moment
de la montée en régime : le différentiel de pression est trop faible pour donner une vitesse
suffisante au dard liquide qui se fragmente de façon irrégulière en gouttes de gros diamètre.

• Les atomiseurs pressurisés assistés (Fig. 1.1 c) :
Evolution naturelle du modèle précédent dans l’optique de vaincre la limitation de pression
et parfois dénommés pulvérisateurs pneumatiques, ces injecteurs proposent de dynamiser
l’écoulement liquide par un écoulement adjoint d’air, soit par mélange direct avant la buse,
soit en écoulement cocourant après la buse.
Le gros avantage est de pouvoir atteindre des régimes de débits bien plus élevés sans né-
cessiter un gros compresseur mais aussi de pouvoir utiliser des carburants plus visqueux.
Un inconvénient est le confinement possible produit par l’écoulement adjoint qui limite
l’angle du spray à environ 60̊

• Les atomiseurs ’airblast’ (Fig. 1.1 d) :
Parmi les injecteurs assistés, un modèle particulier a connu une répansion plus importante,
l’atomiseur ’airblast’, ce qui peut se traduire par atomiseur ’aérosoufflé’ et qui exprime le
fait que l’arrachement en fragments liquides provient d’une interaction avec l’air entrâınant
et non plus avec les bords de la buse. C’est le différentiel de vitesse au niveau de l’interface
air/liquide qui au travers de la trâınée amplifie les perturbations et accélère l’arrachement.
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b)

c)

d)

e)

a)

f) 1

2

3

Fig. 1.1 – Injecteurs (d’après A. Lefebvre [31])
a) vaporisateur b) atomiseur pressurisé c) atomiseur pressurisé assisté

d) atomiseur ’airblast’ e) atomiseur effervescent
f) atomiseur à film liquide (1 : écoulement gazeux rotatif interne, 2 : nappe liquide en rotation,

3 : écoulement gazeux rotatif externe)
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Ce système permet d’obtenir des pulvérisations très fines et nécessite moins de vitesse et
de débit d’air que les atomiseurs assistés classiques. Les gouttes sont également convectées
plus facilement en aval.
Par contre, la présence d’un écoulement d’air engendre un couplage avec le reste de la
chambre et il est fait mention d’instabilités possibles à haute pression [31] .

• Les atomiseurs effervescents (Fig. 1.1 e) :
Parmi les atomiseurs les plus récents figurent les atomiseurs effervescents qui ont pour prin-
cipe de chercher à pulvériser un mélange d’air et de gaz. Ce système simple, qui permet une
‘aération’ du spray, produit une très bonne atomisation même à faible pression et limite
l’encrassage. En revanche, le spray obtenu comporte une large distribution de diamètres
compris dans un angle assez faible et nécessite une source secondaire de compression pour
produire les bulles, ce qui peut être limitant en utilisation à haute pression.

• Les atomiseurs à film liquide en paroi (Fig. 1.1 f) :
Ces injecteurs sont ceux qui mettent en jeu les écoulements les plus complexes. Leur prin-
cipe de fonctionnement repose sur l’atomisation d’une nappe liquide par fort cisaillement
avec l’air. Dans ce but, la nappe liquide (2), elle-même tournante (swirled), est maintenue
entre deux écoulements gazeux tournants contra-rotatifs (1 et 3) qui produisent un très fort
différentiel de vitesse entre la face interne et la face externe de la nappe. Le nombre élevé
de degrés de liberté (sens et vitesse de rotation des trois écoulements tournants) permet
d’obtenir une large gamme de régimes d’atomisation. La meilleure atomisation est obtenue
lorsque les écoulements gazeux interne et liquide sont co-rotatifs et que l’écoulement gazeux
externe est contra-rotatif par rapport aux deux précédents.
L’inconvénient de ce système est comme pour beaucoup d’autres atomiseurs, la faible per-
formance lors de la montée en régime où l’établissement de l’arrachage de la nappe liquide
peut générer des gouttes de fort diamètre.

• Les atomiseurs rotatifs (Fig. 1.2) :
Dans les turbines à gaz, l’arbre autour duquel sont mis en rotation le compresseur et la
turbine est un élément qui est parfois utilisé pour produire une atomisation par centri-
fugation. L’un des plus connus est sans doute le système ’slinger’ (fronde) développé par
Turboméca. Le système est simple, peu coûteux et produit une bonne atomisation même
à faible rotation. Le mouvement continuel atténue le dépôt de suie et donc l’encrassage.
Par contre, l’atomisation dépend fortement de l’usinage des trous et de la vitesse de rota-
tion de l’arbre, ce qui engendre des difficultés d’uniformisation du spray. De plus, pour des
raisons d’agencement des pièces, le fluide doit parcourir une longueur plus importante que
dans un atomiseur fixe ce qui augmente d’autant le temps de réponse au démarrage et pose
problème notamment pour le réallumage en altitude. Enfin, le refroidissement du tube est
également un élément critique si on ne veut pas vaporiser le fuel dans l’arbre.
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Fuel

Fig. 1.2 – Atomiseur rotatif

Les atomiseurs rotatifs sont également très répandus dans le domaine agricole pour l’épan-
dage d’engrais ou de désherbants par exemple. Les gouttes obtenues sont généralement
polydisperses (Fig. 1.3 a). Un atomiseur breveté en 2004 [79] met en avant l’utilisation
d’un système piézoélectrique pour générer des instabilités contrôlées au niveau des fila-
ments liquides qui s’échappent des trous. Ce procédé permet d’obtenir une atomisation
quasi-monodisperse mais surtout homogène (Fig. 1.3 b) ce qui maximise l’efficacité des
produits épandus.
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Fig. 1.3 – Atomiseur rotatif piézoélectrique
(a) sans contrôle acoustique (b) avec contrôle acoustique
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1.2 Atomisation

1.2.1 Causes et description du phénomène d’atomisation

L’atomisation est un phénomène transitoire qui fait passer un liquide d’un état continu à un
état dispersé.
Ce passage est une réorganisation du fluide vers un état plus stable dans lequel les perturbations
extérieures à l’origine de l’atomisation ne génèrent plus d’instabilités amplifiées.
Les premières études de ’veines liquides’ que l’on appellerait aujourd’hui ’jet liquides’ datent de
1833 et sont dues à Savart [63]. Il remarque la transformation du jet cylindrique en gouttes à
une certaine distance de l’orifice, distance d’autant plus courte que les perturbations acoustiques
de son violon vibrent à l’unisson avec la fréquence propre du phénomène.
L’origine physique de cette instabilité capillaire réside dans la minimisation de l’énergie de
surface (travail de la tension de surface intégrée sur l’aire du volume fermé). En effet, pour un
volume de fluide compact donné, la forme qui minimise la surface est la sphère et non le cylindre
initialement imposé par le jet, d’où la transition du jet en gouttes. Cet argument énergétique
est dû au physicien belge Plateau qui le propose en 1873 [50].
L’étude plus fine de l’instabilité et de sa propagation sera faite par Lord Rayleigh en 1879 [56].
Il expose qu’il existe une longueur d’onde optimale λopt = 4.51D avec D diamètre du tube, qui,
lorsqu’elle correspond aux perturbations les plus rapidement amplifiées, conduit à la formation
de gouttes dont le diamètre vaut 1.89D.
En 1931, Weber[76] définit un nombre caractéristique du phénomène, We, défini de la façon
suivante :

We =
ρ1V

2
r D

σ
(1.1)

avec ρ1 densité de l’air, Vr différentiel de vitesse entre l’air et le jet et σ tension de surface du
liquide injecté. L’indice 1 désigne la phase gazeuse.
Ce nombre compare les forces aérodynamiques d’arrachement (ρ1V

2
r ) aux efforts surfaciques

(σ/D). Il est souvent utilisé en modélisation pour définir une valeur seuil au delà de laquelle
l’atomisation se produit. Weber généralise également la théorie de Rayleigh pour prendre en
compte les effets de la viscosité du liquide dans l’expression de la longueur d’onde optimale :

λopt = 4.44D(1 + 3On)0.5 (1.2)

avec On, nombre d’Ohnesorge, défini selon

On =
µ2√
ρ2σD

(1.3)

avec µ2 viscosité dynamique et ρ2 masse volumique du liquide. L’indice 2 caractérise la phase li-
quide. On quantifie le rapport entre les effets visqueux au sein du liquide et la tension surfacique.
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Ces premières études ont permis de formaliser la compréhension et la description de l’in-
stabilité intrinsèque d’un écoulement issu d’une conduite cylindrique, instabilité à laquelle est
aujourd’hui donné le nom d’instabilité de Savart-Plateau-Rayleigh.
C’est précisément cette instabilité que l’on trouve au passage de la buse d’un atomiseur et qui
initie le phénomène d’atomisation.

L’atomisation peut être décrite de façon générique en trois phases :

1. Des efforts extérieurs (interactions fluide-structure, trâınée, acoustique...) engendrent des
instabilités dans un écoulement diphasique laminaire.

2. Ces instabilités sont amplifiées et la minimisation de l’énergie de surface engendre les
premières ruptures (d’une nappe en filaments puis en gouttelettes ou d’un filament di-
rectement en gouttelettes cf Fig. 1.4 partie gauche). Ce processus est appelé atomisation
primaire .

3. Les gouttes les plus volumineuses issues de l’atomisation primaire peuvent être instables
si leur We est assez grand (de l’ordre de 8/Cd avec Cd coefficient de trâınée de la goutte)
et ainsi créer de nouvelles gouttes plus petites (Fig. 1.4 partie droite). Ce processus est
appelé atomisation secondaire.

Filaments

Gouttes

instables

Satellites

Atomisation primaire Atomisation secondaire

Fig. 1.4 – Illustration des atomisations primaire et secondaire
Crédit : photo personnelle

Le processus d’atomisation est un phénomène diphasique chaotique (un écart très faible des
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conditions initiales conduit à des résultats très différents) qui découle d’une succession de petites
perturbations plus ou moins amplifiées. En ce sens, on peut le rapprocher de la transition à
la turbulence dans un écoulement monophasique et cela explique peut-être la difficulté de sa
modélisation.

1.2.2 Atomisation primaire

Le processus d’atomisation primaire est en quelques sorte une ’introduction’ dans laquelle
les instabilités de l’écoulement de grande longueur d’onde produisent de nombreuses structures
cohérentes de grande échelle (de l’ordre du diamètre du jet). Une photographie de Marmottant
[36] permet de visualiser la transition avec l’apparition des premiers filaments au bout desquels se
forment déjà les premières gouttelettes (Fig. 1.5). On remarque des symétries encore nombreuses,
puisqu’on peut quasiment trouver huit plans de symétrie dans cet écoulement, et la structure
est majoritairement compacte.

Fig. 1.5 – Atomisation primaire, Marmottant [36]

1.2.3 Atomisation secondaire

Lors de l’atomisation secondaire, au contraire de l’exemple précédent, c’est l’aspect dispersé
qui domine. Les instabilités sont cette fois dues aux interactions avec le gaz (turbulent ou non)
et couvrent de nombreuses longueurs d’onde. Dès We ∼ 1, on peut noter l’apparition de défor-
mations importantes si l’écoulement gazeux est turbulent.
Les illustrations 1.6 à 1.11 sont tirées de Samenfink [62].

• Dans le cas laminaire idéal, deux gouttes se séparent de façon symétrique en produisant
au centre un satellite. Mais ce satellite produit également un autre satellite plus petit avec
chacune des gouttes mères. Et chaque satellite génère à son tour deux autres satellites de
plus en plus petits, et ainsi de suite (Fig. 1.6). Le phénomène s’arrête rapidement, les effets
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de tension de surface devenant de plus en plus importants devant les effets inertiels lorsque
la taille décrôıt (1.1).

Dès que le gaz est un tant soit peu turbulent, ce type d’atomisation laisse la place à des
phénomènes beaucoup moins simples et surtout non-binaires.

Fig. 1.6 – Atomisation simple, Samenfink [62]

• Pour We ∼ 10, la goutte est soufflée comme un ballon de baudruche autour d’une structure
toröıdale caractéristique (Fig. 1.7). Puis, la pellicule liquide devient trop mince et se rompt
très rapidement en de nombreux filaments qui dégénèrent à leur tour en gouttelettes de
tailles variées.

• Pour We ∼ 20, la goutte est également soufflée mais produit plusieurs ’demi-ballons’ de
taille diverses autour d’une colonne liquide centrale qui donne au tout une forme de para-
pluie (Fig. 1.8). Les gouttes provenant du film sont plus petites que pour le cas précédent
mais les gouttes issues de la colonne centrale sont plus volumineuses.
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Abstract

The two phase flow in the premix duct of a LPP combustor is computed using a Lagrangian droplet tracking method.

To reproduce the characteristic spray structure of an air-assisted pressure-swirl atomizer, a sheet spray model is de-

rived from measured sheet parameters and combined with an advanced concept for modeling secondary atomization

effects. The sheet spray model is used for the discretization of the initial sheet fragmentation, whereas modeling of

droplet deformation and breakup during trajectory integration accounts for air-blast effects on size distribution and

dispersion of the spray. Droplet drag increase due to subcritical deformation is approximated by a semi-empirical

correlation. Breakup modeling addresses the three distinct mechanisms bag, multimode and shear breakup which are

typically encountered in fuel-air mixing processes of combustion engines. The models include mechanism-dependent

deformation and breakup times, correlations for drag increase as well as size and velocity distribution functions of

droplet fragments. Results of the simulation are compared to Phase Doppler measurements of the spray providing

local distributions of droplet sizes, velocities and size-dependent liquid volume flux.

Introduction

Improvingmodern gas turbine efficiencies by increas-

ing the pressure level of the combustion process requires

sophisticated combustion concepts in order to meet in-

creasingly stringent limitations on pollutant emissions in

the future. Fundamental to advanced combustor designs

are characteristic strategies to inject the liquid fuel and

to mix it with the flow of compressed air, avoiding local

stochiometric reaction conditions as far as possible.

In order to develop fuel preparation systems with well

defined mixing characteristics, a profound knowledge of

two phase flow physics is of basic importance. Visual-

izations of typical atomization processes and secondary

effects employed in combustion engines are illustrated

in Fig. 1. From left to right these are pressure-swirl

Figure 1: Two phase flows in combustion engines

atomization [7] and air-blast atomization [10], intake

manifold injection featuring secondary atomization due

to high relative velocities [9], spray-wall interaction [9]

and wall film flow. Although Computational Fluid Dy-

namics (CFD) has established a position as an effective

analysis tool for many engineering flow applications, two

phase flows in combustors still represent one of the most

challenging objectives for numerical simulation.

∗Corresponding author. Email: Roland.Schmehl@its.uni-karlsruhe.de

Due to the complexity of the atomization process and

the absence of practicable approaches for modeling gen-

eral liquid atomization, detailed droplet data is required

as a starting point for the numerical simulation. Since

the spray depends not only on the flow configuration but

also on a variety of operating parameters such as fuel

and air flow rates, pressures or temperatures, droplet size

and velocity correlations of a specific atomizer often can

not be applied in complex combustor designs. In many

cases, spray measurements on large scale combustor test

rigs are the only mean to provide initial spray data of

sufficient quality for the numerical simulation. In addi-

tion, turbulent spray dispersion, multicomponent droplet

evaporation or secondary spray effects as illustrated in

Fig. 2 and Fig. 3 can be highly complex on a small

Figure 2: Droplet deformation and bag breakup [14]

Figure 3: Droplet impact and splashing on wall [14]

scale which has to be taken into account by advanced

physical models.

With respect to droplet deformation and breakup by

aerodynamic forces, several modeling approaches have

been proposed for the use in spray simulations. Focus-

ing on direct injection engines, one concept is based on a

simplified internal flow model of the droplet describing

Fig. 1.7 – Atomisation en ’sac’, Samenfink [62]

Discretization of the spray

It is a fundamental conceptual constraint of the La-

grangian method that the liquid phase, from the point it

enters the computational domain has to be represented

by individual droplets. In the sheet spray model out-

lined in Fig. 6, only the initial fragmentation of the liq-

uid sheet is taken into account for the specification of

droplet initial data at the nozzle. Consequently, droplet

air

air

vs

!s

hs

Figure 6: Sheet spray model

velocities are sampled from distributions based on the

geometric and kinematic parameters βs and vs, whereas

the mean fragment size is estimated from the mean sheet

thickness h̄s. Further breakup of liquid fragments by the

air blast from the inner coaxial duct is taken into account

by modeling secondary breakup during the numerical in-

tegration of the trajectories. In this way, the mist of fine

droplets visualized in outer regions of the spray can be

reproduced by secondary atomization of large droplets

which are able to penetrate the massively contracting air

blast. A similar computational approach was applied for

the simulation of a hollow cone spray used in direct in-

jection engines [2].

In the present spray computation, good agreement

with measured spray data is achieved when droplet ini-

tial conditions are stochastically sampled according to

the distribution functions given in Fig. 7. Droplet sizes

are sampled in 10 classes discretizing a Rosin-Rammler

volume distribution centered about the mean sheet thick-

ness h̄s. To reproduce the fine spray in the center region

of the duct, the variance σβ of the injection angle β is

increased for the smaller size classes.

Deformation and breakup regimes

Deformation and breakup of a liquid droplet by aero-

dynamic forces can be classified by two dimensionless

numbers

We =
ρg u2

rel D

σd
and On =

µd√
ρd D σd

. (1)

Exposing a droplet to a gas flow of increasing veloc-

ity, significant deformation starts at Weber numbers of

unity [3]. Above a certain value the deformation leads to

droplet breakup. Depending on the intensity of the aero-

dynamic forces, three distinct mechanisms are observed.
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Figure 7: Discretization of droplet initial conditions

The critical Weber number Wec defines the onset

of bag breakup, which is illustrated in Fig. 2 by vi-

sualizations of a water droplet at We=10. The mech-

anism is characterized by the formation of a bag-like

fluid film which expands from a toroidal rim. For higher

Weber numbers, a fluid column remains in the center

of an umbrella-like film structure. Denoted as multi-

mode breakup, this mechanism is illustrated in Fig. 8

for We=20. Further increase of the gas velocity leads to

Figure 8: Multimode breakup [14]

a transitional breakup regime followed by shear breakup

where a liquid film is stripped off the rim of a disc shaped

droplet. This mechanism is illustrated by the sequence

given in Fig. 9 for We=70.

Figure 9: Shear breakup [14]

The breakup regimes derived from various experi-

mental studies are summarized in Fig. 10 together with

Fig. 1.8 – Atomisation multimode, Samenfink [62]

• Pour We & 50, il n’y a plus de structure en ’demi-ballon’. La goutte initiale est écrasée en
un disque des bords duquel sont arrachées une multitude de gouttes (Fig. 1.9) beaucoup
plus petites que dans les cas précédents.

Discretization of the spray

It is a fundamental conceptual constraint of the La-

grangian method that the liquid phase, from the point it

enters the computational domain has to be represented

by individual droplets. In the sheet spray model out-

lined in Fig. 6, only the initial fragmentation of the liq-

uid sheet is taken into account for the specification of

droplet initial data at the nozzle. Consequently, droplet

air

air

vs

!s

hs

Figure 6: Sheet spray model

velocities are sampled from distributions based on the

geometric and kinematic parameters βs and vs, whereas

the mean fragment size is estimated from the mean sheet

thickness h̄s. Further breakup of liquid fragments by the

air blast from the inner coaxial duct is taken into account

by modeling secondary breakup during the numerical in-

tegration of the trajectories. In this way, the mist of fine

droplets visualized in outer regions of the spray can be

reproduced by secondary atomization of large droplets

which are able to penetrate the massively contracting air

blast. A similar computational approach was applied for

the simulation of a hollow cone spray used in direct in-

jection engines [2].

In the present spray computation, good agreement

with measured spray data is achieved when droplet ini-

tial conditions are stochastically sampled according to

the distribution functions given in Fig. 7. Droplet sizes

are sampled in 10 classes discretizing a Rosin-Rammler

volume distribution centered about the mean sheet thick-

ness h̄s. To reproduce the fine spray in the center region

of the duct, the variance σβ of the injection angle β is

increased for the smaller size classes.

Deformation and breakup regimes

Deformation and breakup of a liquid droplet by aero-

dynamic forces can be classified by two dimensionless

numbers

We =
ρg u2

rel D

σd
and On =

µd√
ρd D σd

. (1)

Exposing a droplet to a gas flow of increasing veloc-

ity, significant deformation starts at Weber numbers of

unity [3]. Above a certain value the deformation leads to

droplet breakup. Depending on the intensity of the aero-

dynamic forces, three distinct mechanisms are observed.
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Figure 7: Discretization of droplet initial conditions

The critical Weber number Wec defines the onset

of bag breakup, which is illustrated in Fig. 2 by vi-

sualizations of a water droplet at We=10. The mech-

anism is characterized by the formation of a bag-like

fluid film which expands from a toroidal rim. For higher

Weber numbers, a fluid column remains in the center

of an umbrella-like film structure. Denoted as multi-

mode breakup, this mechanism is illustrated in Fig. 8

for We=20. Further increase of the gas velocity leads to

Figure 8: Multimode breakup [14]

a transitional breakup regime followed by shear breakup

where a liquid film is stripped off the rim of a disc shaped

droplet. This mechanism is illustrated by the sequence

given in Fig. 9 for We=70.

Figure 9: Shear breakup [14]

The breakup regimes derived from various experi-

mental studies are summarized in Fig. 10 together with

Fig. 1.9 – Atomisation par cisaillement, Samenfink [62]

• Schmehl [66] propose un classement des différents modes d’atomisation secondaires en
fonction du We et du On (Fig. 1.10), en exprimant les limites sous forme de corrélations.
’Shear Breakup’ correspond à l’atomisation par cisaillement, ’Multimode Breakup’ à l’ato-
misation multimode, ’Bag Breakup’ à l’atomisation en forme de ballon et ’Deformation’
aux déformations observées à faible We. On remarque qu’à fort On (gouttes très petites
par exemple), quel que soit le We, il n’y a plus d’atomisation.

• Dans les moteurs automobiles et les turbines à gaz, on rencontre également parfois un phé-
nomène d’atomisation dû à une interaction avec la paroi, l’atomisation par éclaboussement
ou choc. La goutte en impactant une surface dure produit un film cylindrique parcouru
par des instabilités de Savart-Plateau-Rayleigh, qui prend la forme d’une couronne avant
de dégénérer en gouttelettes (Fig. 1.11).
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1.2 Atomisation
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Fig. 1.10 – Régimes d’atomisation d’une goutte [66]
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Abstract

The two phase flow in the premix duct of a LPP combustor is computed using a Lagrangian droplet tracking method.

To reproduce the characteristic spray structure of an air-assisted pressure-swirl atomizer, a sheet spray model is de-

rived from measured sheet parameters and combined with an advanced concept for modeling secondary atomization

effects. The sheet spray model is used for the discretization of the initial sheet fragmentation, whereas modeling of

droplet deformation and breakup during trajectory integration accounts for air-blast effects on size distribution and

dispersion of the spray. Droplet drag increase due to subcritical deformation is approximated by a semi-empirical

correlation. Breakup modeling addresses the three distinct mechanisms bag, multimode and shear breakup which are

typically encountered in fuel-air mixing processes of combustion engines. The models include mechanism-dependent

deformation and breakup times, correlations for drag increase as well as size and velocity distribution functions of

droplet fragments. Results of the simulation are compared to Phase Doppler measurements of the spray providing

local distributions of droplet sizes, velocities and size-dependent liquid volume flux.

Introduction

Improvingmodern gas turbine efficiencies by increas-

ing the pressure level of the combustion process requires

sophisticated combustion concepts in order to meet in-

creasingly stringent limitations on pollutant emissions in

the future. Fundamental to advanced combustor designs

are characteristic strategies to inject the liquid fuel and

to mix it with the flow of compressed air, avoiding local

stochiometric reaction conditions as far as possible.

In order to develop fuel preparation systems with well

defined mixing characteristics, a profound knowledge of

two phase flow physics is of basic importance. Visual-

izations of typical atomization processes and secondary

effects employed in combustion engines are illustrated

in Fig. 1. From left to right these are pressure-swirl

Figure 1: Two phase flows in combustion engines

atomization [7] and air-blast atomization [10], intake

manifold injection featuring secondary atomization due

to high relative velocities [9], spray-wall interaction [9]

and wall film flow. Although Computational Fluid Dy-

namics (CFD) has established a position as an effective

analysis tool for many engineering flow applications, two

phase flows in combustors still represent one of the most

challenging objectives for numerical simulation.

∗Corresponding author. Email: Roland.Schmehl@its.uni-karlsruhe.de

Due to the complexity of the atomization process and

the absence of practicable approaches for modeling gen-

eral liquid atomization, detailed droplet data is required

as a starting point for the numerical simulation. Since

the spray depends not only on the flow configuration but

also on a variety of operating parameters such as fuel

and air flow rates, pressures or temperatures, droplet size

and velocity correlations of a specific atomizer often can

not be applied in complex combustor designs. In many

cases, spray measurements on large scale combustor test

rigs are the only mean to provide initial spray data of

sufficient quality for the numerical simulation. In addi-

tion, turbulent spray dispersion, multicomponent droplet

evaporation or secondary spray effects as illustrated in

Fig. 2 and Fig. 3 can be highly complex on a small

Figure 2: Droplet deformation and bag breakup [14]

Figure 3: Droplet impact and splashing on wall [14]

scale which has to be taken into account by advanced

physical models.

With respect to droplet deformation and breakup by

aerodynamic forces, several modeling approaches have

been proposed for the use in spray simulations. Focus-

ing on direct injection engines, one concept is based on a

simplified internal flow model of the droplet describing

Fig. 1.11 – Atomisation par éclaboussement, Samenfink [62]

21



Chapitre 1 : Ecoulements diphasiques dans les turbines industrielles

1.2.4 Caractère polydisperse des sprays

Les sprays produit par les injecteurs classiques (cf section 1.1, atomiseurs pressurisés) sont
naturellement polydisperses malgré les efforts produits pour en resserrer la variance.
La Fig. 1.12 qui montre la fonction de densité de probabilité de diamètre pour différentes pres-
sions dans l’atomiseur permet de constater que les sprays sont polydisperses pour toute pression
d’injection.

!P"

Fig. 1.12 – Fonction de densité de probabilité de taille de goutte selon la pression d’injection,
Lefebvre [31]

On remarque de plus que, plus la pression d’injection est faible, plus le diamètre moyen
obtenu est important et surtout plus la variance est élevée. On observe ici un rapport 5 entre
les variances pour un rapport de pression de 10.
Cette polydispersion engendre une répartition différente de carburant par rapport à l’injecteur
idéal qui serait par définition monodisperse. Il est donc crucial pour le dimensionnement des
turbines à gaz de pouvoir évaluer la dispersion différenciée du carburant en fonction de la taille
des gouttes. De plus, les différences de diamètre moyen et de variance de diamètre entre le régime
transitoire et le régime établi de l’injecteur impliquent des trajectoires de particules différentes
entre ces deux régimes. Ainsi, les zones riches où l’on cherchera à produire l’allumage et le
positionnement des zones de présence du carburant évaporé qui stabilisent la flamme sont très
dépendantes des caractéristiques polydisperses de l’injecteur.
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Chapitre 2

Approches de la modélisation des

écoulements diphasiques

Un système diphasique est un système constitué de deux phases distinctes. Les écoulements
diphasiques peuvent être subdivisés en fonction de la topologie des deux phases. On peut citer par
exemple les écoulements à surface libre qui présentent deux phases compactes, les écoulements
dans les milieux poreux constitués de deux phases continues mais très entremêlées au niveau
macroscopique et également les écoulements fluide-particules. Un écoulement fluide-particules
est constitué d’une première phase fluide et d’une autre phase qui peut être soit un solide, soit
un fluide non-miscible avec le premier. Il faut en plus que la deuxième phase (solide ou fluide
non-miscible) soit constituée de plusieurs volumes compacts distincts, ou ’particules’. Elle est
alors décrite comme étant la phase ’dispersée’, la phase ’continue’ étant le fluide porteur. Les
éléments disperses peuvent être des gouttes, des bulles ou des inclusions solides.
Ce type d’écoulements se rencontre dans de nombreux systèmes industriels :

– les aérosols (agricoles, domestiques, médicaux, réfrigérants...).
– les sprays de traitement de surface par projection plasma.
– les précipités de synthèse de nanoparticules.
– les sprays de combustion de particules solides (lits fluidisés de charbon, moteur fusée...).
– les sprays de combustion de gouttelettes de carburant (moteur automobile, réacteur aéro-

nautique, turbine à gas...).
Dans tous ces systèmes, la phase dispersée est généralement considérée comme constituée d’élé-
ments quasi-ponctuels dont la topologie est fixe (faibles changements de forme).
Ainsi, à l’inverse des problématiques de déferlement ou d’impacts, on s’attache moins à la résolu-
tion explicite de l’interface entre les deux phases qu’à la détermination précise du mouvement de
l’ensemble des particules. Cette priorité est d’autant plus grande que le nombre d’éléments de la
phase dispersée est élevé. Or, dans tous les exemples cités précédemment, on atteint rapidement
plusieurs milliers voire plusieurs millions de particules.
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Chapitre 2 : Approches de la modélisation des écoulements diphasiques

Afin de décrire ces systèmes complexes, plusieurs approches complémentaires sont apparues.
Après un préambule sur la dynamique d’une particule sphérique, trois approches des écoulements
diphasiques sont décrites. Puis, leurs avantages et leurs limitations respectifs sont présentés.

2.1 Dynamique d’une particule sphérique

Les bases de la dynamique d’une particule sphérique plongée dans un fluide ont été données
par Stokes en 1851 [71]. De nombreuses améliorations ont ensuite été proposées pour prendre en
compte les effets de masse ajoutée et d’histoire [4 ; 6], de turbulence du fluide porteur [64], des
efforts exercés par le fluide porteur en l’absence de la particule [73] (appelés aussi efforts dus au
gradient de pression fluide), d’accélération de la particule [47] et d’écoulement non uniforme du
fluide porteur [38].
Dans le cas général, les coordonnée, la vitesse et la température d’une particule sont avancées
en temps selon les relations :

dXi

dt
= Vp,i (2.1)

dVp,i

dt
=

Fi

mp
(2.2)

avec i indiquant la direction, ~X la position de la particule, ~Vp sa vitesse, mp sa masse et F les
efforts extérieurs agissant sur la particule.
L’indice p est introduit pour désigner une quantité spécifique à la particule. Cette notation a
pour but d’établir une distinction d’échelle avec l’indice 2 qui définit une quantité associée à la
phase liquide (quantité qui peut donc être commune à plusieurs particules ou représenter une
moyenne sur un ensemble de particules).
Les efforts extérieurs peuvent se décomposer en plusieurs termes selon :

Fi

mp
=

ρ1

ρp

Dus,i

Dt︸ ︷︷ ︸
Force de Tchen

+
(

1− ρ1

ρp

)
gi︸ ︷︷ ︸

Archimède généralisé

+
3
4

ρ1

ρp

Cd

dp
‖~urel‖urel,i︸ ︷︷ ︸

Trâınée linéarisée

+
CM

2
ρ1

ρp

(
Dus,i

Dt
− dVi

dt

)
︸ ︷︷ ︸

Masse ajoutée

+
9
dp

ρ1

ρp

√
ν1

π

∫ t

0

Durel,i

Dt

dt
′√

t− t′︸ ︷︷ ︸
Force de Basset

(2.3)

avec ~us vitesse du fluide ’vue’ par la particule, ~urel = ~us − ~V vitesse relative entre le fluide et la
particule, Cd respectivement coefficients de trâınée et de masse ajoutée, ρ1 masse volumique du
fluide, ρp masse volumique de la particule, dp diamètre de la particule et ν1 viscosité cinétique
du fluide.
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2.1 Dynamique d’une particule sphérique

La vitesse ~us représente la vitesse produisant un effet de trâınée prenant en compte la structure
locale de l’écoulement gazeux autour de la particule. Dans un soucis de simplicité, cette vitesse
peut être égale à ~u1 mais, la plupart du temps, une modélisation plus complète est utilisée.
Parmi les différentes forces agissant sur la particule, la force de Tchen permet de tenir compte
de l’accélération de la particule par rapport au fluide porteur, la force d’Archimède généralisée
inclut les effets gravitationnels et la force d’Archimède classique, la trâınée linéarisée est un mo-
dèle de la résultante des forces de trâınée sur une sphère plongée dans un fluide, la masse ajoutée
tient compte des effets inertiels dus à une mince couche de fluide porteur qui se déplace de façon
solidaire avec la particule et la force de Basset intègre les effets d’histoire de l’accélération de la
particule par rapport au fluide porteur.

Un nombre adimensionnel permet de distinguer les régimes de trâınée (laminaire ou turbu-
lent), le Reynolds particulaire Rep, défini selon :

Rep =
ρ1|us − Vp|L

µ1
(2.4)

où L est une échelle de longueur caractéristique (typiquement L = dp).
A bas Rep, Cd peut se mettre sous la forme :

Cd =
24

Rep
(2.5)

mais une corrélation empirique due aux travaux de Schiller & Nauman [64] permet d’étendre
une expression de Cd jusqu’à Rep ∼ 1000 :

Cd =
24

Rep

(
1 + 0.15Re0.687

p

)
(2.6)

Cette corrélation est comparée aux mesures de Roos & Willmarth [59] à la Fig.2.1.

Le paramètre adimensionnel qui caractérise l’effet de relaxation de la trâınée par rapport au
temps caractéristique de l’écoulement est le nombre de Stokes ’St’ défini par :

St =
τdrag

τconv
(2.7)

avec τdrag temps de relaxation des particules utilisant la correction turbulente de Tchen [73] et
τconv temps caractéristique de la convection des particules.

τdrag =
(
1 + 0.15Re0.687

p

)
τp (2.8)

τconv =
L

Vp
(2.9)

τp =
ρpd

2
p

18µ1
(2.10)
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Chapitre 2 : Approches de la modélisation des écoulements diphasiques
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Figure 1.1: Empirical correlation for the drag coefficient of Schiller & Naumann [87] and the
experimental results of Roos & Willmarth [83].

asymmetric, then unsteady, destabilizes and finally becomes turbulent. With increasing
particle Reynolds number the drag coefficient Cd becomes smaller up to a critical particle
Reynolds number of 3.7∗105 where the boundary layer around the inclusion becomes turbu-
lent. Up to the critical particle Reynolds number the drag coefficient can be approximated
by the empirical correlation credited to Schiller and Naumann [87]:

Cd =
24

Red

(
1 + 0.15 Re0.687

d

)
(1.7)

This empirical correlation is shown in Fig. 1.1 and compared to experimental results for
the drag coefficient measured by Roos and Willmarth [83].

1.1.2 Forces related to acceleration

When the inclusion has a changing relative velocity additional forces on the inclusion occur.
One of them is related to the fluid viscosity and is called Basset or history force. It can be
easily explained by the Fourier problem related to kinematic viscosity of the velocity field
over a flat plane positioned at y = 0. The initially non-moving plane is supposed to attain
suddenly the constant velocity V .

∂

∂t
u = ν

∂

∂xj

∂

∂xj
u


u(t, 0) = V
u(t,∞) = 0
u(0, y) = 0

(1.8)

25

Fig. 2.1 – Corrélation empirique de Schiller & Nauman [64] comparée aux mesures de Roos &
Willmarth [59]

Le nombre de Stokes donne une indication sur la facilité avec laquelle les particules vont suivre
l’écoulement gazeux. Pour de faibles Stokes (St � 1), la particule se comporte comme un tra-
ceur de l’écoulement gazeux [21]. Pour de très forts Stokes (St � 1), la particule se comporte de
façon inertielle avec une vitesse quasi-égale à sa vitesse d’injection et pour des Stokes de l’ordre
de 1, on observe des déplacements “quasi-browniens” (cf chapitre 4), c’est-à-dire semblant aléa-
toires, mais en fait dépendant de l’histoire de la particule. Les effets de ségrégation maximale se
produisent pour des Stokes de l’ordre de 1 ([75 ; 21]).

Selon le Stokes et selon la fraction volumique de particules α2, la Fig. 2.2 présente l’influence
du couplage avec la turbulence du fluide porteur et des particules entre elles [15]. Selon leur
charge, les particules peuvent avoir un effet producteur ou dissipateur de la turbulence.

La première méthode de description des écoulements diphasiques et la plus naturelle éga-
lement est la méthode lagrangienne qui consiste à reprendre les équations présentées ci-dessus
pour suivre le mouvement de chaque particule.

2.2 Méthodes lagrangiennes

2.2.1 Calcul lagrangien ’direct’

Originellement développée comme alternative pour l’étude de la turbulence à l’aide de par-
ticules de fluide [46], la méthode de suivi Lagrangien a tout d’abord été utilisée en météorolo-

26



2.2 Méthodes lagrangiennes
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Fig. 2.2 – Influence des particules sur la turbulence du fluide porteur [15]

gie [30] avant de devenir un outil pour l’étude d’écoulements turbulents chargés en particules
[2][16][80][82][90].
La description Lagrangienne s’intéresse au mouvement du centre de gravité de chaque particule
dont la position et la vitesse sont calculées en intégrant l’équation de quantité de mouvement
(2.2).
Pour des particules lourdes (ρp � ρ1), la trâınée et les forces de gravité sont prépondérantes et
les coordonnées, la vitesse et la température d’une particule indicée (k) sont alors avancées en
temps selon les relations :

dX
(k)
i

dt
= V

(k)
p,i (2.11)

dV
(k)
p,i

dt
=

us,i − V
(k)
i

τ (k)
p

(2.12)

dT (k)
p

dt
=

Q(k)

m(k)
p C(k)

p

(2.13)

avec ~X(k) la position de la particule, ~V
(k)
p sa vitesse, m

(k)
p sa masse, F

(k)
i les efforts extérieurs

agissant sur la particule, C
(k)
p sa chaleur spécifique à pression constante et Q(k) le taux de trans-

fert de chaleur (qui ne peut se mettre sous cette forme que sous l’hypothèse de variations de
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Chapitre 2 : Approches de la modélisation des écoulements diphasiques

température rapides à l’intérieur de la particule).
τ

(k)
p représente le temps caractéristique de trâınée de Stokes défini à l’Eq. (2.10).

Comme introduit précédemment, la vitesse ’vue’ par la particule notée ~us qui représente en
lagrangien la vitesse du fluide mesurée le long de la trajectoire de la particule est à différencier
de la vitesse Eulérienne du fluide ~u1 définie en tout point car ~us est censée prendre en compte
l’influence de l’écoulement autour de la particule pour le calcul de la trâınée.
L’évaluation de cette vitesse est très importante dans la mesure où la vitesse du fluide est habi-
tuellement résolue sur un maillage fixe alors que la trajectoire de chaque particule est intégrée
en temps et en espace. De plus, pour évaluer cette vitesse, deux opérations sont nécessaires.
Tout d’abord, il s’agit de repérer dans quelle cellule se situe la particule et ensuite d’interpoler
le champ fluide pour calculer ~us. Une interpolation est en fait nécessaire pour l’évaluation de
tous les termes sources dus au fluide sur la particule (trâınée, chaleur...) et pour la distribution
aux noeuds des termes sources dus à la particule (couplage inverse, évaporation...).
Si l’on veut éviter de diffuser fortement lors de l’interpolation, la méthode devient vite coûteuse
en termes de calcul bien que son efficacité conditionne grandement le comportement dynamique
des particules [78].
Dans une simulation Lagrangienne, une particule est censée représenter une réalisation de la
phase dispersée. On effectue un certain nombre de prévisions équiprobables (en injectant plu-
sieurs particules avec des conditions initiales légèrement différentes sur un même champ de
turbulence fluide par exemple), puis on calcule les moyennes statistiques de l’écoulement et leurs
moments à partir de moyennes d’ensemble sur les particules. Comme pour toute méthode de
type Monte-Carlo [33] [28], il est nécessaire d’obtenir un grand nombre de réalisations, et donc de
simuler un grand nombre de particules, afin obtenir des grandeurs statistiquement significatives
[78].
En pratique, le nombre de particules est souvent tellement élevé qu’il n’est pas possible de suivre
chaque particule. Un groupe de particules physiques (une dizaine à quelques centaines) est alors
représenté par une particule dite ’numérique’ afin d’alléger la résolution. On n’est donc plus
dans un mode de calcul exact du mouvement. Ainsi, plus la particule numérique ’contient’ de
particules physiques, moins l’interprétation du déplacement de cette particule est immédiate et
moins les grandeurs du problème sont simulées de façon satisfaisante [14].

2.2.2 Calcul lagrangien stochastique

Une des variables les plus conditionnantes pour le calcul de la trajectoire d’une particule est
la vitesse ’vue’ ~us, et notamment la prise en compte du caractère turbulent du champ fluide lors
de l’interpolation de cette vitesse. Afin de mieux refléter le caractère aléatoire de la turbulence
dans l’influence de la trâınée, une composante statistique est introduite dans la définition de us.
Classiquement, cette vitesse est calculée selon un processus d’évolution de Markov-Wiener [77 ;
23] (ce processus permet d’évaluer la probabilité d’un événement à un instant donné connaissant
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2.3 Calcul semi-Lagrangien/semi-Eulérien

sa probabilité à l’instant précédent) et l’équation (2.12) s’écrit alors selon le modèle de Langevin :

dX
(k)
i

dt
= V

(k)
p,i (2.14)

dV
(k)
p,i

dt
=

us,i − V
(k)
p,i

τ (k)
p

(2.15)

dus,i

dt
= As,i + Bs,ij

∂Wi

∂t
(2.16)

avec W incrément infinitésimal du processus de Markov-Wiener, et A et B fonctions détermi-
nistes définies par le modèle. A est appelé vecteur de glissement et B matrice de diffusion.
Il existe de nombreux modèles pour A et B [39]. Pour exemple, on peut donner le modèle proposé
par Tchen [25] pour une turbulence localement homogène isotrope :

As,i = −us,i

T ∗L
(2.17)

Bs,ij =

√
2
< u2

s,i >t

T ∗L
(2.18)

avec < u2
s,i >t=< V

(k)
p,i

2
>t

(
1 +

τ (k)
p

T ∗L

)
, <>t opérateur de moyenne temporelle et T ∗L temps

caractéristique Lagrangien. Des modèles plus affinés permettent de prendre en compte les effets
turbulents sur la vitesse vue par la particule [87] par utilisation de PDF présumées, méthodes
qui présentent du coup plusieurs points communs avec l’approche Eulérienne.

2.3 Calcul semi-Lagrangien/semi-Eulérien

Introduite en météorologie par Robert [58], cette approche se base sur un transport Lagran-
gien de particules fictives pour construire un champ Eulérien.
A partir des données du champ de vitesse à l’étape temporelle discrète indicée N , la trajectoire
d’une particule fictive qui, selon ce champ de vitesse, aurait eu comme point d’arrivée à l’instant
N + 1 le noeud du maillage indicé i est reconstituée (Fig. 2.3). L’ensemble des points d’origine
est appelé ’grille Lagrangienne’.

Cette trajectoire est obtenue en considérant une équation d’évolution Lagrangienne (du type
(2.12)) inverse c’est-à-dire en remontant dans le temps d’où la dénomination anglophone ’back-
ward’ (rétrograde).
Le point d’origine de cette trajectoire permet de connâıtre la valeur originelle des grandeurs
qui ont été transportées (masse, température, diamètre. . . ) et donc de construire les valeurs au
noeud i pour l’instant N +1. Cette opération est réalisée en chaque point du maillage et permet
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Trajectoire

intégrée

indépendante

du maillage

Particule

lagrangienne

Particule fictive

Nœud i

Trajectoire

reconstituée

Maillages

cartésiens

Fig. 2.3 – Schéma illustrant les différences entre le Lagrangien et le semi-Lagrangien

au final d’obtenir un champ discret de grandeurs Eulériennes.
La méthode est dite semi-lagrangienne car le formalisme Lagrangien est utilisé comme intermé-
diaire de calcul du transport.
Comme pour toutes les méthodes Lagrangiennes, une opération d’interpolation est nécessaire
pour déterminer la valeur exacte des grandeurs transportées à l’emplacement de départ de la
particule fictive. Cette opération est classiquement une interpolation polynomiale d’ordre trois
pour maximiser le rapport coût/précision.
Cependant, une solution obtenue par interpolation n’est en général pas conservative [53]. Si,
de plus, l’opérateur polynomial d’interpolation excède le degré 1 (interpolation non-linéaire), la
solution présente des oscillations dans les régions de fort gradient [5].
Dans l’optique de vérifier la conservation de la masse, la grille Lagrangienne est alors réorganisée
selon la méthode dite d’interpolation en cascade [42].
La Fig. 2.4 propose une visualisation de l’interpolation en cascade sur un maillage cartésien. Le
maillage Eulérien est représenté par des carrés vides (�) et le maillage Lagrangien est représenté
par des disques pleins (•). L’ensemble des noeuds Lagrangiens est relié par des splines cubiques.
Les deux maillages possèdent deux directions curvilignes principales et chaque noeud est défini
par l’intersection d’un couple unique de droites ou de splines.
L’intersection de ces splines avec le maillage Eulérien signalée par des traits obliques (/) définit
la première étape d’interpolation. Puis, le long de la spline définie par le point Lagrangien que
l’on cherche à interpoler et les deux points issus de la première étape les plus proches, une in-
terpolation curviligne est réalisée.
Par construction, cette méthode est inconditionnellement conservative [42].

Il existe également des méthodes semi-Lagrangiennes dites ’forward’ (progressives) où une
particule fictive initialement située au noeud i est transportée jusqu’à sa position d’arrivée[43].
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2.4 Méthodes eulériennes

3. Cascade interpolation

In the FSL scheme, cascade interpolation transfers values of the field from Lagrangian points to
Eulerian points, by means of 1D operations. The grid-to-grid transfer of data in the cascade cycle is
achieved via an intermediate grid system, corresponding to the intersection of Lagrangian and Eulerian grid
lines. For the present study, the intermediate grid is defined by the intersection of Lagrangian longitudes
(Hi-curves) and Eulerian latitudes. Fig. 2 displays schematically the position of the Eulerian points (open
squares) and the Lagrangian points (filled circles) over a region away from poles. The Eulerian grid lines are
marked by dashed lines and the corresponding Lagrangian longitudes are denoted as curves. Intermediate
grid points are determined by the intersections of Hi-curves with the latitudes h ¼ hj, denoted by slashes in
Fig. 2. Details of an efficient implementation of the FSL scheme in 2D Cartesian geometry are given in [17].
In this paper, we focus on the formulation of the FSL scheme in spherical geometry.

To summarize our numerical method, each Lagrangian longitude, Hi is approximated by piecewise
great-circle segments [18]. This is analogous to using piecewise straight line segments in the case of a 2D
plane [17]. In addition, theHi-curves are extended beyond the poles for interpolation in the h-direction. The
procedure for finding intermediate grid points is the same as in [18].

The cascade algorithm consists of two 1D interpolation phases, first along Hi-curves (vertical direction
in Fig. 2), followed by 1D interpolation along the latitude circles (horizontal direction). In the first phase,
the Lagrangian points are taken as nodes (see Fig. 2) and the intermediate points are target points. For the
second phase, intermediate points are the nodes and Eulerian grid points are the target points. Interpo-
lation along the Hi-curve is performed assuming the great-circle distance (arc length) along the curve is the
independent variable [18].

3.1. Cascade interpolation over the polar zones

Here, we introduce an efficient and accurate algorithm to compute the pole values. When the Eulerian
grid is uniformly spaced in the k-direction, with an even number of points, Hi-curves are extended by
adding a few segments of the piecewise great circle along the Lagrangian longitude, corresponding to the
Eulerian longitude k ¼ ki " p. If this is not the case, then the Hi-curve may be extended by adding segments

Fig. 2. Schematic diagram illustrating Eulerian (open squares) and Lagrangian (solid circles) points over the equatorial region of a
sphere. Eulerian grid lines are denoted by dashed lines and Lagrangian longitudes (Hi-curves) and latitudes are respectively denoted by
vertical and horizontal solid curves. Intermediate grid intersections of the Lagrangian longitudes and the Eulerian latitudes are marked
by the slashes.

280 R.D. Nair et al. / Journal of Computational Physics 190 (2003) 275–294

Fig. 2.4 – Interpolation en cascade de la grille Eulérienne sur la grille Lagrangienne

Les grandeurs associées sont ensuite redistribuées aux noeuds voisins de la position d’arrivée.
Cette méthode n’est du coup plus inconditionnellement stable [43] et, surtout, nécessite l’utili-
sation de points de la grille Lagrangienne d’arrivée et non pas de la grille Eulérienne de départ
pour effectuer la redistribution.

2.4 Méthodes eulériennes

La description Eulérienne se base sur le suivi de l’ensemble des particules considérées comme
un fluide continu respectant les équations de conservation tout comme le fluide porteur. Cette
description nécessite généralement un formalisme moins immédiat que la mécanique des corps
ponctuels. Seules des grandeurs statistiques moyennes sont transportées et l’évaluation des gran-
deurs particulaires nécessite le transport d’équations supplémentaires ou le calcul de modélisa-
tions basées sur des hypothèses plus ou moins restrictives.
Le système Eulérien peut s’obtenir de deux façons différentes aboutissant à un résultat proche
au niveau des équations mais avec une différence au niveau de la définition des grandeurs trans-
portées.

2.4.1 Filtrage volumique

Cette approche semble naturelle en LES dans la mesure où le volume de moyenne est à mettre
en parallèle avec la taille du filtre.
Les équations des grandeurs moyennes peuvent s’obtenir à partir des équations particulaires
instantanées, d’une moyenne de Favre volumique notée <>Ω avec Ω volume de contrôle et d’un
indice de phase noté χΦ valant 1 dans la phase Φ et 0 sinon [11].
L’interface entre les phases est supposée d’épaisseur nulle (le long d’une courbe normale à l’in-
terface χΦ est une fonction de Heavyside).
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Chapitre 2 : Approches de la modélisation des écoulements diphasiques

Pour toute quantité volumique gΦ, on définit les relations de commutation :

dχΦgΦ

dt
= χΦ

dgΦ

dt
+ gΦ(wζ,i − uΦ,i)nΦ,iδζ,Φ (2.19)

∂χΦgΦ

∂t
= χΦ

∂gΦ

∂t
+ gΦwζ,inΦ,iδζ,Φ (2.20)

∂χΦgΦ

∂xi
= χΦ

∂gΦ

∂xi
− nΦ,iδζ,Φ (2.21)

avec ζ indice d’interface, δζ,Φ = 1 à l’interface et 0 partout ailleurs, ~nΦ la normale à l’interface,
~wζ vitesse de l’interface et ~uΦ vitesse locale de la phase Φ.
De plus, on définit la moyenne massique volumique GΦ de gΦ selon :

GΦ =< gΦ >Ω=
1
Ω

∫
Ω

ρΦgΦχΦdΩ (2.22)

Pour obtenir les équations Euler-Euler à partir des équations de transport monophasiques, la
méthode consiste à :

– multiplier les équations monophasiques par χΦ,
– utiliser les relations de commutation si nécessaire,
– appliquer l’opérateur de moyenne sur le volume de contrôle,
– modéliser les termes non fermés.

Le système obtenu par cette méthode (sans explicitation des fermetures) est typiquement :

∂αΦρΦ

∂t
+

∂αΦρΦUΦ,j

∂xj
= − < ρΦ(uΦ,i − wζ,i)nΦ,iδζ,Φ >Ω (2.23)

∂αΦρΦUΦ,i

∂t
+

∂αΦρΦUΦ,jUΦ,i

∂xj
=

∂

∂xj
(αΦρΦUΦ,jUΦ,i− < χΦρΦuΦ,juΦ,i >Ω) (2.24)

+
〈

∂χΦσΦ,ij

∂xj

〉
Ω

+ < σΦ,ijnΦ,iδζ,Φ >Ω (2.25)

− < ρΦuΦ,i(uΦ,j − wζ,j)nΦ,iδζ,Φ >Ω (2.26)

avec αΦ fraction volumique de la phase Φ, σΦ,ij = −δij
∂pΦ
∂xj

+ τΦ,ij tenseur des contraintes, pΦ

pression et τΦ,ij tenseur visqueux (défini de façon distincte dans les deux phases).

2.4.2 Filtrage statistique

Cette méthode de description tire ses origines de la théorie cinétique des gaz [7] et en par-
ticulier de l’étude des gaz raréfiés telle que présentée par Grad [24]. Une analogie d’analyse et
de description est effectuée entre la trajectoire erratique des molécules d’un gaz et celle d’une
particule dans un champ turbulent.
L’utilisation de fonctions de densité de probabilité pour l’étude d’écoulements monophasiques
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turbulents est connue depuis les travaux de Pope [52] et a été décrite en détails pour les écoule-
ments diphasiques en description Lagrangienne par Minier [39].
Un des premiers formalismes Euler-Euler par filtrage statistique a été développé par Simonin
[67] introduisant la notion de Mouvement Quasi-Brownien comme complément de la vitesse cor-
rélée. Le concept de champ mésoscopique a ensuite été développé par Simonin et Février [68] et
consiste à considérer une moyenne d’ensemble conditionnée par une réalisation du champ fluide.
Cette méthode est décrite en détails au chapitre 3.

2.5 Ecoulements polydisperses

Pour les méthodes Lagrangiennes, la caractéristique polydisperse n’engendre pas de traite-
ment particulier si ce n’est l’injection de particules de tailles différentes.
En description Eulérienne, par contre, l’aspect polydisperse apporte un degré de liberté supplé-
mentaire et nécessite une description spécifique. Deux voies principales permettent la description
des écoulements polydisperses.
La première consiste à répartir les particules selon leur diamètre en classes discrètes [74 ; 84 ; 86]
et à transporter chaque classe comme un écoulement distinct. Dans le cas d’interaction entre
particules (collisions...) ou de variation de diamètre, les équations de transport font alors appa-
râıtre des termes de transfert entre classes. Cette méthode a le désavantage d’être très coûteuse
lorsque le nombre de classes augmente.
La deuxième méthode consiste à présumer la distribution de taille des particules, puis à fermer
le modèle en intégrant les quantités particulaires sur l’ensemble de la PDF. Le coût est bien
moindre mais le formalisme nécessite plus de développements. C’est la méthode retenue dans ce
travail et présentée au chapitre 3. Les fermetures sont développées au chapitre 4.

2.6 Comparaison des différentes approches

La multiplicité des différentes approches développées jusqu’à présent reflète l’absence d’une
supériorité établie de l’une d’elles. Le bilan des avantages et des inconvénients implique pour
chaque approche des avantages et des cas d’applications spécifiques.
La revue effectuée par Mashayek [37] donne une vue globale des méthodes de description des
écoulements diphasiques et permet de justifier les comparaisons suivantes.

Les méthodes Lagrangiennes sont particulièrement adaptées aux DNS du fait de leur précision
et du faible nombre de particules nécessaire dans ce type de simulation. De plus, elles permettent
un traitement simple et intuitif :

– de la polydispersion,
– des collisions,
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– de la coagulation,
– de l’évaporation.

En contrepartie, une simulation statistiquement représentative nécessite un nombre de particules
élevé, qui devient vite un facteur limitant pour les capacités de calcul. De même, être représenta-
tif en polydisperse (respectivement en instationnaire) nécessite d’être représentatif pour chaque
classe de particules (respectivement à chaque instant), ce qui augmente généralement le temps
de calcul d’un ordre de grandeur.
Le deuxième point d’attention concerne la nécessité de reconstituer de façon précise des quan-
tités en un point de la trajectoire Lagrangienne (de position inconnue a priori) à partir du
champ Eulérien (connu uniquement aux points du maillage), ou inversement. Cette opération
d’interpolation ou de distribution conditionne de façon non négligeable les résultats obtenus et il
n’existe pas d’approche rigoureuse pour intégrer le couplage inverse de la particule sur le fluide
[54].
De plus, si la formulation des collisions entre particules est quasi-immédiate, l’algorithme de
détection des paires susceptibles de produire une collision est coûteux.
Enfin, en vue d’un calcul parallèle, la possibilité pour une particule numérique d’atteindre en
théorie un point quelconque du domaine de calcul ne permet pas de partitionner ce domaine
initialement sous peine de déséquilibre ultérieur de la charge des processeurs. Il existe néanmoins
des méthodes dynamiques de partitionnement pour redistribuer les particules, avec un coût ce-
pendant non négligeable.
Une qualification schématique des méthodes Lagrangiennes soulignerait :

– la précision de la résolution et la simplicité d’interprétation des modèles.
– des coûts de calcul élevés et une complexité reportée sur les traitements algorithmiques et

numériques.
Les méthodes Eulériennes sont largement répandues dans les modèles RANS car elles uti-

lisent le même formalisme et la même résolution que la phase porteuse. La description de la
phase dispersée étant très similaire à celle de la phase porteuse, il est possible d’utiliser les
mêmes algorithmes de traitement et de résolution pour les deux phases.
Leur principal avantage est d’être moins coûteuses que les méthodes Lagrangiennes quand le
nombre de particules est élevé.
De plus, les couplages s’expriment toujours en des points de maillage communs aux deux phases,
sans nécessiter de traitement numérique particulier.
Cependant, pour déterminer le champ Eulérien, il est nécessaire de transporter plusieurs équa-
tions supplémentaires : la densité de particules, la fraction massique et éventuellement des mo-
ments d’ordre supérieur. De plus, dans le cas de particules de tailles différentes, une approche
par PDF présumée nécessite une équation de plus et une approche par classes, un jeu d’équations
supplémentaire par classe.
Par ailleurs, plus la taille des particules est faible, plus la solution est raide numériquement
rendant difficile l’étude d’écoulements comportants des particules de très petit diamètre.
Une qualification schématique des méthodes Eulériennes soulignerait :

– la facilité de traitement algorithmique et les plus faibles coûts de calcul.
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– la part plus importante des modèles et un plus grand nombre d’équations descriptives.
Il est important de souligner que les résultats obtenus par calcul Lagrangien stochastique

sont équivalents d’un point de vue mathématique aux résultats obtenus par calcul Eulérien :
dans les deux cas, ce sont des grandeurs statistiques qui sont obtenues. La différence réside dans
l’ordre dans lequel elles sont calculées. En Eulérien, les moments sont directement transportés
alors qu’en Lagrangien, les moments sont reconstruits lors de la phase de post-traitement. Par
exemple, pour obtenir la fraction massique en Lagrangien, on effectue la somme des masses de
toutes les particules présentes dans un volume de contrôle donné que l’on divise par la valeur du
volume alors qu’en Eulérien, la fraction massique fait directement partie du système d’équations.
Mais, au final, ce sont bien les mêmes fractions massiques.
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Chapitre 3

Modélisation des écoulements

diphasiques polydisperses

3.1 Description statistique de la phase dispersée

Partant de la définition probabiliste de présence d’une particule, l’équation d’évolution spatio-
temporelle de la fonction de densité de présence (FDP) des particules est dérivée de manière
générale. Appliquée aux moments de la FDP, cette équation permet d’obtenir les équations bilan
de grandeurs moyennées et associées à une réalisation statistique du fluide porteur. Les moyennes
et la réalisation utilisées permettant de définir la notion de ’mésoscopique’ sont introduites pen-
dant la démonstration.

3.1.1 Formalisme mésoscopique

Le but de ce formalisme présenté par [22] est de proposer un cadre théorique clair pour définir
les composantes corrélées et décorrélées du champ de vitesse des particules.
Typiquement, dans un écoulement diphasique turbulent dilué ou en l’absence d’interactions des
particules entre elles, la seule possibilité de corrélation de mouvement des inclusions présentes
dans un ’même voisinage’ provient du champ gazeux au travers de l’effet de la trâınée. Il est par
ailleurs nécessaire que, dans ce même voisinage, le champ de vitesse gazeuse présente une ’ho-
mogénéité relative’. L’étude statistique de la phase dispersée doit donc s’articuler autour d’une
réalisation des vitesses fluides notée Hf .
Le formalisme mésoscopique repose sur l’hypothèse d’un comportement chaotique des particules
inertielles soumises à une même réalisation de la turbulence du gaz Hf . Le qualificatif ’chaotique’
exprime le fait qu’une petite perturbation des conditions initiales de la phase dispersée conduit
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à une déviation rapide du champ de vitesse associé.
Pour des temps d’étude finis et grands devant le temps de réponse des particules et le temps ca-
ractéristique des grandes échelles de la turbulence, les propriétés statistiques de la phase dispersée
deviennent indépendantes de la condition initiale et ne dépendent plus que des interactions avec
la turbulence locale. En réalisant une moyenne sur un grand nombre de réalisations, on peut dé-
finir une FDP conditionnée par la réalisation du champ de vitesse fluide f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf ) qui
représente le nombre de particules dont le centre est situé à l’instant t dans le volume (~x, ~x+δ~x),
se déplaçant à une vitesse de translation ~u2 comprise entre ~cp et ~cp + δ~cp, caractérisées par une
température θ2 comprise entre ζp et ζp + δζp et présentant un diamètre d2 compris entre βp et
βp + δβp.

L’équation d’évolution d’une FDP à trois paramètres peut être dérivée de façon très générale
dans l’espace des phases selon :

∂f2

∂t
+

∂

∂xi
[~cpf2] = − ∂

∂cp,i

[〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
− ∂

∂ζp

[〈
dθ2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
− ∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
+
(

∂f2

∂t

)
coll

(3.1)

avec i indice spatial .
Dans l’équation (3.1), d

dt
représente la variation temporelle d’une grandeur associée à une unique

particule et mesurée d’un point de vue lagrangien, c’est-à-dire en suivant la particule le long de
son déplacement.
< ·|~cp, ζp, βp > représente la moyenne d’ensemble réalisée sur un grand nombre de particules
et conditionnée par le fait que pour chaque particule intervenant dans la moyenne les variables
~u2,θ2 et d2 doivent respectivement être égales à ~cp, ζp et βp.(

∂f2
∂t

)
coll

représente le taux de variation temporel de la fonction de distribution dû aux inter-

actions particule-particule (collisions, coalescence, atomisation...).

3.1.2 Définition des opérateurs de moyenne

Toutes les moyennes ({.}2 et < . >2) définies à ce paragraphe vérifient les conditions dites
de l’axiome de Reynolds. En prenant comme exemple la moyenne {.}2, ces conditions s’écrivent
pour :
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3.1 Description statistique de la phase dispersée

– la linéarité
{λ(Ψ + µ)}2 = λ({Ψ}2 + µ) (3.2)

avec λ et µ constantes et Ψ(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )
– la commutation avec les opérateurs de dérivation temporelle et spatiale{

∂Ψ
∂t

}
2

=
∂{Ψ}2

∂t
(3.3)

Moyenne statistique {.}2

La moyenne statistique {.}2 de toute grandeur Ψ(~u2, θ2, d2) se définit par intégration sur
l’espace des phases selon :

{Ψ}2 =
1
n2

∫
Ψ(~cp, ζp, βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.4)

avec d~cp =
∏ndim

k=1 dcp,k. La variable n2 représente le nombre de particules par unité de volume
du mélange diphasique appelé aussi densité de particules :

n2 =
∫

f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.5)

Moyenne massique < . >2

La moyenne massique statistique associée < . >2 s’écrit :

< Ψ >2=
1

α2ρ2

∫
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.6)

où µp(βp) est la masse d’une particule de diamètre βp dans l’espace probabiliste et α2 et ρ2 re-
présentent respectivement la fraction volumique et la masse volumique moyenne des particules :

µp = ρ2πβ3
p/6 (3.7)

α2ρ2 =
∫

µp(βp)f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.8)

La moyenne massique statistique est introduite dans le but de simplifier l’écriture de certaines
équations bilan (cf section 3.2).
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Chapitre 3 : Modélisation des écoulements diphasiques polydisperses

Relations entre les moyennes et les grandeurs transportées

On peut tout d’abord remarquer que les deux moyennes définies précédemment sont neutres
l’une par rapport à l’autre. En effet, l’une ou l’autre des opérations de moyenne produit une
valeur dans l’espace physique, valeur qui peut alors être considérée comme une simple constante
numérique dans l’espace des phases et, grâce à la relation de linéarité (3.2), une composition des
deux moyennes sur une grandeur Ψ quelconque engendre :

{ {Ψ}2}2 = {Ψ}212 = {Ψ}2 (3.9)

<< Ψ >2 >2= {Ψ}2 < 1 >2= {Ψ}2 (3.10)

< {Ψ}2 >2= {Ψ}2 < 1 >2= {Ψ}2 (3.11)

{ < Ψ >2}2 =< Ψ >2 {1}2 =< Ψ >2 (3.12)

Cette propriété sera très utile pour simplifier les termes de fermeture (cf chapitre 4).

De plus, par simple application des deux définitions (3.4) et (3.6), il vient que les variables
n2, α2, ρ2 et m2 sont liées par la relation :

α2ρ2 = n2{m2}2 (3.13)

avec
m2 = ρ2πd3

2/6 (3.14)

Et, à l’aide des mêmes définitions, pour toute quantité Ψ, on peut également écrire :

α2ρ2 < Ψ >2= n2{m2Ψ}2 (3.15)

Il est enfin nécessaire de préciser qu’en monodisperse, ces deux moyennes sont absolument
équivalentes. En effet, pour d2 constant et ρ2 indépendante du diamètre, de la vitesse et de la
température, on a :

α2ρ2 = n2{m2}2 = n2ρ2πd3
2/6 (3.16)

En utilisant cette propriété dans la relation (3.15), il vient :

< Ψ >2 =
n2

α2ρ2
{m2Ψ}2

=
n2

α2ρ2

1
n2

∫
µp(βp)Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp

=
n2ρ2πd3

2/6
α2ρ2

1
n2

∫
Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp

=
1
n2

∫
Ψf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp

= {Ψ}2

(3.17)
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3.1 Description statistique de la phase dispersée

Vitesse mésoscopique

Dans le formalisme présenté par Février et al [22], en reprenant leurs notations, chaque parti-
cule indicée k possède une vitesse ~V

(k)
p ( ~X

(k)
p , t,Hf ), où p est l’indice des grandeurs particulaires

correspondant à l’indice 2 dans ce travail, et les auteurs dénomment ’vitesse mésoscopique eulé-
rienne de la phase dispersée’ la quantité

ṽp,i(~x, t,Hf ) =
{

V
(k)
p,i ( ~X(k)

p , t,Hf )
}

2
(3.18)

A cette vitesse moyenne, on associe la composante résiduelle de vitesse ~δV
(k)
p de la particule k

définie selon :
V

(k)
p,i ( ~X(k)

p , t,Hf ) = ṽp,i(~x, t,Hf ) + δV
(k)
p,i ( ~X(k)

p , t,Hf ) (3.19)

En pratique, la vitesse ṽp,i représente la composante commune à toutes les particules de l’échan-
tillon et δV

(k)
p,i la composante décorrélée propre à chaque particule.

Sans rien enlever à la généralité du formalisme, il est tout à fait possible de définir une vitesse
mésoscopique pondérée par la masse

~U2 =
〈

~V (k)
p ( ~X(k)

p , t,Hf )
〉

2
(3.20)

et une composante décorrélée propre à chaque particule ~u′′2 définie selon :

~V (k)
p ( ~X(k)

p , t,Hf ) = ~U2 + ~u′′2 (3.21)

Pour des raisons d’écriture de flux et de termes sources en vue du codage, c’est la vitesse ~U2 qui
a été retenue dans le présent travail pour développer le système d’équations avec un choix de
notations simplifiées par rapport à Février et al [22].

Grandeurs moyennes et grandeurs décorrélées

De manière générale, les quantités particulaires seront dénommées à l’aide de minuscules,
sans être indicées selon la particule, et les quantités moyennes seront dénommées à l’aide de
majuscules. Ainsi, pour toute quantité particulaire a2, on définit la quantité moyenne

A2 =< a2 >2 (3.22)

et la quantité particulaire décorrélée associée :

a′′2 = a2 −A2 (3.23)

< a′′2 >2 = 0 (3.24)
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Chapitre 3 : Modélisation des écoulements diphasiques polydisperses

L’utilisation du symbole ′′ permet de différencier les grandeurs décorrélées statistiquement des
grandeurs décorrélées temporellement (appelées parfois aussi turbulentes) habituellement carac-
térisées par le symbole ′.
La vitesse mésoscopique est ici notée {~u2}2 ({~u2}2 = ~̃vp avec les notations de [22]) et son équi-
valent pondéré par la masse est appelée vitesse mésoscopique massique et notée ~U2 =< ~u2 >2 :

~U2 =
1

α2ρ2

∫
µp(βp)~cpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.25)

On définit également une température mésoscopique massique T2 =< θ2 >2 :

T2 =
1

α2ρ2

∫
µp(βp)ζpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf )d~cpdζpdβp (3.26)

A ces deux grandeurs moyennes, on associe naturellement les quantités décorrélées ~u”2 et θ′′2 :

~u”2 = ~u2 − ~U2 (3.27)

θ′′2 = θ2 − T2 (3.28)

En prenant la moyenne statistique de l’équation (3.27) et en utilisant la relation de neutra-
lité des moyennes entre elles (3.9), la relation entre la vitesse mésoscopique de [22], la vitesse
mésoscopique massique ~U2 et la vitesse décorrélée ~u”2 s’écrit :

{~u2}2 =< ~u2 >2 +{~u”2}2 (3.29)

avec {~u”2}2 6= ~0.
Dans le cas où la chaleur spécifique Cp,2 des particules est constante par rapport aux variables
d’intégration de la FDP, les enthalpies particulaires, moyennes et décorrélées (respectivement
h2, H2 et h′′2) sont directement définies par proportionnalité avec les températures particulaires,
moyennes et décorrélées (respectivement θ2, T2 et θ′′2) :

h2 = Cp,2θ2 (3.30)

H2 = Cp,2T2 (3.31)

h′′2 = Cp,2θ
′′
2 (3.32)

3.1.3 Equation générale d’Enskog

A partir de l’équation d’évolution de la FDP (3.1) et en multipliant par la quantité générique
Ψ(~cp, ζp, βp) il est possible, en prenant la moyenne massique statistique du tout, d’obtenir une
équation d’évolution générale de toute grandeur moyennée appelée équation générale d’Enskog
[81].
Cette équation, dont la démonstration est présentée ici, va servir de base pour le calcul du trans-
port de tout moment de la FDP.
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3.1 Description statistique de la phase dispersée

Afin d’alléger la notation, f2(~cp, ζp, βp; ~x, t,Hf ) sera désormais simplement écrit f2 lorsqu’il
n’y aura pas d’ambigüıté. En multipliant (3.1) par Ψ(~cp, ζp, βp) et prenant la moyenne massique
statistique du produit, on trouve :

α2ρ2

〈(
∂f2

∂t
+

∂

∂xi
[cp,if2]

)
Ψ(~cp, ζp, βp)

〉
2

=∫
∂f2

∂t
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp +

∫
∂

∂xi
[cp,if2]µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp =

−
∫

∂

∂cp,i

[〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

−
∫

∂

∂ζp

[〈
dθ2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

−
∫

∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

+
∫ (

∂f2

∂t

)
coll

µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

(3.33)

D’après l’axiome de Reynolds, les opérateurs de dérivation ∂
∂t

et ∂
∂xi

peuvent être commutés
avec l’opérateur d’intégration.

∂

∂t

∫
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)f2d~cpdζpdβp +

∂

∂xi

∫
µp(βp)cp,iΨ(~cp, ζp, βp)f2d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

A

=

−
∫

∂

∂cp,i

[〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

B

−
∫

∂

∂ζp

[〈
dθ2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

C

−
∫

∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

D

+
∫ (

∂f2

∂t

)
coll

µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
C(m2Ψ)

(3.34)

En accord avec la définition de la moyenne spécifiée à l’équation (3.6), le premier membre de
l’égalité s’écrit :
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Chapitre 3 : Modélisation des écoulements diphasiques polydisperses

A =
∂

∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +

∂

∂xi
α2ρ2 < u2,iΨ >2 (3.35)

Pour raison de simplification d’écriture, Ψ(~cp, ζp, βp) a été remplacé par Ψ dans cette équation.
L’une ou l’autre de ces notations sera désormais indifféremment employée dans les cas où il n’y
a aucune ambigüıté.

Les termes du second membre de l’égalité (3.34) vont maintenant être étudiés tour à tour.
Néanmoins, le terme source d’interaction des particules entre elles C(m2Ψ) ne sera pas développé
pour l’instant.

Par développement de la dérivée du produit, le terme B s’écrit :

B = −
∫ [

∂

∂cp,i

〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B1

−
∫ 〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)

∂f2

∂cp,i
d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

B2

(3.36)

Le terme B2 va être maintenant intégré par parties par rapport à cp,i :

B2 =
[〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µpΨf2

]
−
∫

∂

∂cp,i

(〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µpΨ

)
f2d~cpdζpdβp (3.37)

En développant la dérivée du produit contenu dans l’expression de B2, l’équation (3.36) s’écrit
finalement :

B = −
∫

∂

∂cp,i

〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B1

−
[〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µpΨ f2

]
Ω︸ ︷︷ ︸

B21

+
∫

∂

∂cp,i

〈
du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

B22=−B1

+
∫ 〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µp(βp)

∂Ψ
∂cp,i

f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
B23

(3.38)
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3.1 Description statistique de la phase dispersée

où Ω représente l’espace des possibles pour la variable cp,i.
Nous quittons un instant le domaine mathématique pour, à partir d’arguments physiques, sim-
plifier le terme B21.
Toute FDP ”réaliste” spécifie une probabilité nulle d’occurrence des valeurs limites supérieures
d’une variable aléatoire. Ainsi, une particule de taille infinie, ou se déplaçant à une vitesse infinie
(dans le sens positif ou négatif) n’a aucune chance d’exister. Par contre, on peut se poser la ques-
tion de savoir si une particule de taille nulle (obtenue après évaporation par exemple) possède
une probabilité non nulle d’exister. Dans un premier temps et dans un but de simplification,
nous considérerons que ce n’est pas possible.

Sous réserve de ”bon comportement” des fonctions Ψ et
〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
, on considère que f2

est prédominante par rapport à ces fonctions aux bornes du domaine d’intégration - ce qui sera
justifié a posteriori, voir équation (4.8) - et qu’en conséquent :

B21 = 0 (3.39)

Enfin, le terme B23 n’est que l’expression d’une moyenne d’où, finalement :

B = B23

= α2ρ2 <
du2,i

dt

∂Ψ
∂u2,i

>2

(3.40)

De même, par simple remplacement de notation, on peut montrer que :

C = α2ρ2 <
dθ2

dt

∂Ψ
∂θ2

>2 (3.41)

Pour le calcul du terme D, la dépendance de µp en βp introduit une différence que l’on va déve-
lopper. On utilise l’identité (3.7) pour développer µ(βp) :

D = −
∫

∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
µp(βp)Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

= −ρ2
π

6

∫
∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
f2

]
βp

3Ψ(~cp, ζp, βp)d~cpdζpdβp

(3.42)

Par développement de la dérivée du produit, on obtient :

D = −ρ2
π

6

∫ [
∂

∂βp

〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉]
βp

3Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D1

− ρ2
π

6

∫ 〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
βp

3Ψ(~cp, ζp, βp)
∂f2

∂βp
d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

D2

(3.43)
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On intègre ensuite le terme D2 par parties par rapport à βp :

D2 =
[〈

dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

pΨf2

]
−
∫

∂

∂βp

[〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

pΨ
]

f2d~cpdζpdβp (3.44)

En développant la dérivée du produit des trois éléments, l’équation (3.42) s’écrit maintenant :

D = −ρ2
π

6

{ ∫ [
∂

∂βp

〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉]
βp

3Ψ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D1

+
[〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

pΨ f2

]
Ω′︸ ︷︷ ︸

D21

−
∫ [

∂

∂βp

〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉]
β3

pΨ(~cp, ζp, βp) f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D22=−D1

−
∫ 〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

p

∂Ψ
∂βp

f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸
D23

−
∫ 〈

dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
∂β3

p

∂βp
Ψ f2 d~cpdζpdβp︸ ︷︷ ︸

D24

}

(3.45)

où Ω′ représente l’espace des possibles pour la variable βp.
Par le même raisonnement que pour le terme B21, sous réserve des mêmes hypothèses que pré-

cédemment sur les fonctions f2,
〈

du2,i

dt
|~cp, ζp, βp

〉
et Ψ, et en considérant de plus que f2 est

prédominante devant β3
p (ce qui est vrai pour toute fonction de type exponentielle décroissante

par exemple), on a de même :

D21 = 0 (3.46)

En dérivant β3
p , D24 peut se mettre sous la forme :

D24 =
∫ 〈

dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
3β2

pΨ f2 d~cpdζpdβp

= 3
∫ 〈

dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

p

Ψ
βp

f2 d~cpdζpdβp

(3.47)

Si l’on injecte à présent les résultats des équations (3.46) et (3.47) dans l’équation (3.45) et que
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3.1 Description statistique de la phase dispersée

l’on simplifie les termes D1 et D22, on obtient :

D = ρ2
π

6
(D23 + D24)

= ρ2
π

6

∫ 〈
dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
β3

p f2

[
3

Ψ
βp

+
∂Ψ
∂βp

]
d~cpdζpdβp

=
∫ 〈

dd2

dt
|~cp, ζp, βp

〉
µp(βp) f2

[
3

Ψ
βp

+
∂Ψ
∂βp

]
d~cpdζpdβp

= α2ρ2 <
dd2

dt

[
∂Ψ
∂d2

+ 3
Ψ
d2

]
>2

(3.48)

En réunissant les calculs des valeurs A, B, C et D, on en déduit une équation de transport
moyennée pour toute grandeur Ψ, aussi appelée ”́equation générale d’Enskog” :

∂

∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +

∂

∂xi
α2ρ2 < u2,iΨ >2 = C(m2Ψ)

+ α2ρ2 <
du2,i

dt

∂Ψ
∂u2,i

>2

+ α2ρ2 <
dθ2

dt

∂Ψ
∂θ2

>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

[
∂Ψ
∂d2

+ 3
Ψ
d2

]
>2

(3.49)

En décomposant la vitesse ~u2 en deux composantes selon (3.27) et à l’aide de la linéarité de
< . >2, le terme U2,i peut être sorti de l’opérateur de moyenne massique statistique. On peut
alors faire apparâıtre le transport de Ψ selon la vitesse moyenne ~U2 et un terme de flux associé
au transport par les vitesses décorrélées :

∂

∂t
α2ρ2 < Ψ >2 +

∂

∂xi
α2ρ2U2,i < Ψ >2 = T(Ψ) + C(m2Ψ)

+ α2ρ2 <
du2,i

dt

∂Ψ
∂u2,i

>2

+ α2ρ2 <
dθ2

dt

∂Ψ
∂θ2

>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

[
∂Ψ
∂d2

+ 3
Ψ
d2

]
>2

(3.50)

L’opérateur T est appelé opérateur de flux décorrélé et est défini selon :

T(Ψ) = − ∂

∂xi
α2ρ2 < u”2,iΨ >2

= − ∂

∂xi
n2{m2u”2,iΨ}2

(3.51)
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3.2 Equations bilan de la phase dispersée

Partant de l’équation générale d’Enskog, les équations de transport des variables mésosco-
piques du problème sont obtenues en moyennant des quantités particulaires bien choisies.

3.2.1 Densité de particules

En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 1
m2

dans l’équation (3.50), on obtient l’équation de transport
de la densité de particules n2 :

∂

∂t
α2ρ2 <

1
m2

>2 +
∂

∂xi
α2ρ2U2,i <

1
m2

>2 = T(
1

m2
) + C(m2

1
m2

) + α2ρ2 <
dd2

dt

∂
1

m2

∂d2
+ 3

1
m2

d2

 >2

(3.52)

En utilisant l’identité d
(

1
m2

)
= −3d(d2)

d2m2
, il vient :

∂

∂t
α2ρ2 <

1
m2

>2 +
∂

∂xi
α2ρ2U2,i <

1
m2

>2 = T(
1

m2
) + C(1) + α2ρ2 <

dd2

dt

[
− 3

m2d2
+

3
m2d2

]
>2

= T(
1

m2
) + C(1)

(3.53)

D’après l’identité (3.15), il est possible d’écrire :

α2ρ2 <
1

m2
>2= n2 (3.54)

En injectant ce résultat dans l’équation (3.53), il vient :

∂

∂t
n2 +

∂

∂xi
n2U2,i = T(

1
m2

) + C(1) (3.55)

Le terme C(1) représente la variation de densité de particules par atomisation ou coalescence.
T( 1

m2
) représente le flux de particules par transport décorrélé moyen que l’on appellera plus

simplement ’flux décorrélé de particules’. Ces deux termes sont à modéliser.

Il est important de souligner qu’en monodisperse, d’après l’équivalence (3.17) entre les moyennes
< . >2 et {.}2, il vient que le terme de flux décorrélé T( 1

m2
) est nul.
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3.2 Equations bilan de la phase dispersée

3.2.2 Fraction massique

En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 1 dans l’équation (3.50), l’équation de transport
moyen de la fraction massique de particules α2ρ2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2 < 1 >2 +

∂

∂xi
α2ρ2U2,i < 1 >2 = T(1) + C(m2)

+ α2ρ2 <
du2,i

dt

∂(1)
∂u2,i

>2

+ α2ρ2 <
dθ2

dt

∂(1)
∂θ2

>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

[
∂(1)
∂d2

+
3
d2

]
>2

(3.56)

En simplifiant les termes de moyenne, l’équation de transport de α2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2 +

∂

∂xi
α2ρ2U2,i = C(m2) + α2ρ2 <

3
d2

dd2

dt
>2︸ ︷︷ ︸

Γ2

(3.57)

Γ2 représente le flux massique moyen à travers la(les) interface(s) par évaporation
ou condensation.
En remarquant que

α2ρ2 <
3
d2

dd2

dt
>2= n2

{
dd2

dt

3m2

d2

}
2

= n2

{
dm2

dt

}
2

(3.58)

le terme source d’évaporation peut aussi s’écrire :

Γ2 = n2

{
dm2

dt

}
2

(3.59)

C(m2) représente l’échange moyen de masse par atomisation ou coalescence. Comme,
lors d’interactions, la masse totale du nuage se conserve, ce terme est identiquement
nul.
Comme ρ2 est supposé constant, en divisant l’équation ci-dessus par ρ2, il est possible
d’obtenir l’équation de transport de la fraction volumique de particules α2 :

∂

∂t
α2 +

∂

∂xi
α2U2,i =

Γ2

ρ2
(3.60)

49
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3.2.3 Densité de surface

La densité de surface Σ2 représente la surface moyenne de l’interface du nuage
de particules par mètre cube. Pour des particules sphériques, Σ2 s’écrit :

Σ2 = n2{πd2
2}2 (3.61)

≡ n2{σ2}2 (3.62)

avec σ2 la surface de l’interface d’une particule.
D’après l’identité (3.15), Σ2 s’écrit aussi :

Σ2 = α2ρ2 <
πd2

2

m2
>2 (3.63)

En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = πd2
2/m2 dans l’équation (3.50), l’équation de transport

moyen de Σ2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2 <

πd2
2

m2
>2 +

∂

∂xi
α2ρ2U2,i <

πd2
2

m2
>2 = T(

πd2
2

m2
) + C(m2

πd2
2

m2
)

+ α2ρ2 <
dd2

dt


∂

(
πd2

2

m2

)
∂d2

+ 3
πd2

m2

 >2

(3.64)

En remarquant que d

(
d2

2
m2

)
= −d2d(d2)

m2
, il vient :

∂

∂t
Σ2 +

∂

∂xi
Σ2U2,i = T(σ2) + C(πd2

2) + α2ρ2 <
dd2

dt

[
−πd2

m2
+ 3

πd2

m2

]
>2 (3.65)

Enfin, en jouant sur l’écriture des termes moyennés à l’aide de l’identité (3.15),
l’équation de transport peut se mettre sous la forme :

∂

∂t
Σ2 +

∂

∂xi
Σ2U2,i = T(σ2) + C(σ2) + n2

{
dσ2

dt

}
2︸ ︷︷ ︸

Γs

(3.66)

Pour des particules non déformables, Γs représente la variation moyenne d’interface
par évaporation ou condensation.
C(σ2) représente la variation d’interface par atomisation ou coalescence.
T(σ2) représente la variation d’interface engendrée par le transport décorrélé. Ces
trois termes sont à modéliser.
Il est important de souligner que, de même que pour la densité de particules, en
monodisperse, l’équivalence (3.17) entre les moyennes < . >2 et {.}2 implique que le
terme de flux décorrélé T(σ2) est nul.
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3.2 Equations bilan de la phase dispersée

En multipliant σ2 par une fonction k(x, t) (constante par rapport à d2, u2 et θ2), il
est possible de trouver une équation de transport de kΣ2. Cette équation s’avérera
utile lorsque la forme de la FDP sera présumée :

∂

∂t
kΣ2 +

∂

∂xi
kΣ2U2,i = T(kσ2) + C(kσ2) + α2ρ2 <

dd2

dt

[
−kπd2

m2
+ 3

kπd2

m2

]
>2

= T(kσ2) + C(kσ2) + α2ρ2 < k
dσ2

dt

1
m2

>2

= T(kσ2) + C(kσ2) + kα2ρ2 <
dσ2

dt

1
m2

>2

= T(kσ2) + C(kσ2) + k n2

{
dσ2

dt

}
2

= T(kσ2) + C(kσ2) + k Γs

(3.67)

3.2.4 Quantité de mouvement

Pour la Quantité De Mouvement (QDM), on préfère utiliser la forme (3.49) de
l’équation d’Enskog (3.50) pour mieux démontrer l’apparition de moments doubles
de vitesse. Ainsi, en choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = u2,i dans l’équation (3.49), l’équation
de transport moyen de la quantité de mouvement des particules α2ρ2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2 < u2,i >2 +

∂

∂xi
α2ρ2 < u2,iu2,j >2= C(m2u2,j) + α2ρ2 <

du2,i

dt

∂u2,i

∂u2,j
>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

[
3u2,j

d2

]
>2

(3.68)

avec sommation sur l’indice j.

En simplifiant et en remplaçant dd2
dt

3
d2

selon la relation (3.58), il vient :

∂

∂t
α2ρ2 < u2,j >2 +

∂

∂xi
α2ρ2 < u2,iu2,j >2= C(m2u2,j) + α2ρ2 <

du2,j

dt
>2︸ ︷︷ ︸

<
Fj
m2

>2

+n2

{
u2,j

dm2

dt

}
2︸ ︷︷ ︸

Γu,j

(3.69)

où Fj représente l’ensemble des forces extérieures auxquelles est soumise une par-
ticule dans la direction j et Γu,j représente la variation de QDM dans la direction j

due aux variations de masse des particules.
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< u2,iu2,j >2 est développé à l’aide de la décomposition des vitesses (3.27) :

< u2,iu2,j >2 =< U2,iU2,j + u”2,iu”2,j + U2,ju”2,i + U2,iu”2,j >2

=< U2,iU2,j >2 + < u”2,iu”2,j >2 + < U2,iu”2,j >2 + < U2,ju”2,i >2

= U2,iU2,j+ < u”2,iu”2,j >2 +U2,j < u”2,i >2 +U2,i < u”2,i >2

(3.70)

Par définition de la moyenne massique statistique, les deux derniers termes sont
identiquement nuls et l’équation (3.69) s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2U2,j +

∂

∂xi
α2ρ2U2,iU2,j = − ∂

∂xi
α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2︸ ︷︷ ︸

T(u”2,j)

+C(m2u2,j) + α2ρ2 <
Fj

m2
>2 +Γu,j

(3.71)

T(u”2,j) représente le transport de quantité de mouvement par la vitesse décorrélée.
C(m2u2,i) représente les échanges de quantité de mouvement par interactions entre
particules (collision, atomisation, coalescence). Comme, lors d’interactions, l’impul-
sion totale du nuage se conserve, ce terme est identiquement nul. Les termes Fj,
Γu,j et T(u”2,j) sont par contre à modéliser.

3.2.5 Energie quasi-brownienne (EQB)

Dans le but de retrouver une partie de l’information perdue par l’opération de
moyenne, il est possible de transporter une énergie cinétique décorrélée par unité
de masse qui est appelée Energie Quasi-Brownienne (EQB) en référence à la théorie
cinétique des gaz :

EQB =
1
2

< u”2,ju”2,j >2 (3.72)

avec sommation sur l’indice j.

En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = 1
2u”2,ju”2,j dans l’équation (3.49), l’équation de trans-

port moyen de l’énergie quasi-brownienne s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2EQB +

∂

∂xi
α2ρ2 <

1
2
u”2,ju”2,ju2,i >2=C(

1
2
m2u”2,ju”2,j)

+ α2ρ2 <
du2,i

dt

∂

∂u2,i

1
2
u”2,ju”2,j >2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
2d2

u”2,ju”2,j >2

(3.73)
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3.2 Equations bilan de la phase dispersée

Le terme < 1
2u”2,ju”2,ju2,i >2 peut être décomposé selon :

<
1
2
u”2,ju”2,ju2,i >2 = <

1
2
u”2,ju”2,ju”2,i +

1
2
u”2,ju”2,jU2,i >2

= <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 +U2,i <

1
2
u”2,ju”2,j >2

= <
1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 +U2,iEQB

(3.74)

En reportant ce résultat dans l’équation (3.73), il vient :

∂

∂t
α2ρ2EQB +

∂

∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂

∂xi
α2ρ2 <

1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(

1
2
m2u”2,ju”2,j)

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
2d2

u”2,ju”2,j >2

+ α2ρ2 <
du2,i

dt

∂

∂u2,i

1
2
u”2,ju”2,j >2

(3.75)

Le dernier terme peut être simplifié :

∂

∂u2,i

1
2
u”2,ju”2,j = u”2,j

∂

∂u2,i
u”2,j

= u”2,j
∂

∂u2,i
(u2,j − U2,j)

= u”2,i

(3.76)

En injectant ce résultat dans l’équation (3.73), il vient :

∂

∂t
α2ρ2EQB +

∂

∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂

∂xi
α2ρ2 <

1
2
u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(

1
2
m2u”2,ju”2,j)

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
2d2

u”2,ju”2,j >2

+ α2ρ2 < u”2,i
du2,i

dt
>2

= − ∂

∂xi
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2 + C(

1
2
m2u”2,ju”2,j)

+ α2ρ2 < u”2,i
F2,i

m2
>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
2d2

u”2,ju”2,j >2

(3.77)
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En utilisant la relation (3.58), on obtient finalement :

∂

∂t
α2ρ2EQB +

∂

∂xi
α2ρ2EQBU2,i = − ∂

∂xi
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2︸ ︷︷ ︸

T( 1
2
u”2,ju”2,j)

+ C(
1
2
m2u”2,ju”2,j)

+ α2ρ2 < u”2,i
F2,i

m2
>2︸ ︷︷ ︸

WQB

+ n2

{
1
2
u”2,ju”2,j

dm2

dt

}
2︸ ︷︷ ︸

ΓQB

(3.78)

T(u”2,ju”2,j) représente le transport d’énergie quasi-brownienne par la vitesse décor-
rélé, C(1

2m2u”2,ju”2,j) les échanges d’énergie quasi-brownienne par interactions entre
particules (collision, atomisation, coalescence), WQB le travail des forces extérieures
associé au mouvement décorrélé et ΓQB la variation d’énergie cinétique due aux
variations de masse des particules. Ces termes sont à modéliser.

3.2.6 Température et enthalpie

En choisissant Ψ(~u2, θ2, d2) = θ2 dans l’équation (3.49), l’équation de transport
moyen de la température moyenne des particules T2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2 < u2,iθ2 >2 +

∂

∂xi
α2ρ2 < θ2 >2 = C(m2θ2) + α2ρ2 <

dθ2

dt

∂θ2

∂θ2
>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
d2

θ2 >2

= C(m2θ2) + α2ρ2 <
dθ2

dt
>2

+ α2ρ2 <
dd2

dt

3
d2

θ2 >2

(3.79)

En décomposant θ2 et u2,i en partie moyenne et décorrélée selon les équations (3.27)
et (3.28) et en utilisant la relation (3.58), l’équation précédente s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2T2 +

∂

∂xi
α2ρ2T2U2,i = − ∂

∂xi
α2ρ2 < θ”2u”2,i >2︸ ︷︷ ︸

T(θ”2)

+C(m2θ2)

+ α2ρ2 <
dθ2

dt
>2 +n2

{
θ2

dm2

dt

}
2

(3.80)
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3.3 Résumé des équations de la phase dispersée

On voit apparâıtre le terme T(θ”2) qui représente le transport de température décor-
rélée par la vitesse décorrélée. C’est un flux doublement décorrélé. C(m2θ2) repré-
sente les échanges de température dus aux interactions entre particules (coalescence
avec températures de particules différentes par exemple). Les deux termes restants
vont être interprétés grâce à l’équation bilan de l’enthalpie.
D’après l’équation (3.30), l’équation de transport de T2 et l’équation de transport
de H2 sont proportionnelles au facteur Cp,2 près, d’où, en multipliant l’équation
ci-dessus par la capacité calorifique des particules, l’équation de transport de l’en-
thalpie mésoscopique massique des particules H2 s’écrit :

∂

∂t
α2ρ2H2 +

∂

∂xi
α2ρ2H2U2,i = T(h”2) + C(m2h2)

+ α2ρ2 <
dh2

dt
>2︸ ︷︷ ︸

Π2

+n2

{
h2

dm2

dt

}
2︸ ︷︷ ︸

Γh

(3.81)

T(h”2) représente le transport d’enthalpie décorrélée par la vitesse décorrélée, C(m2h2)
les échanges d’enthalpie dus aux interactions entre particules. Le terme Π2 repré-
sente les échanges d’enthalpie avec la phase continue (évaporation, condensation
principalement). Γh représente la variation d’enthalpie due aux variations de masse
des particules.

3.3 Résumé des équations de la phase dispersée

En l’absence de collisions, ces équations s’écrivent :

∂
∂t

n2 + ∂
∂xi

n2U2,i = T( 1
m2

)
∂
∂t

Σ2 + ∂
∂xi

Σ2U2,i = T(σ2) + Γs

∂
∂t

α2ρ2 + ∂
∂xi

α2ρ2U2,i = Γ2

∂
∂t

α2ρ2U2,i + ∂
∂xj

α2ρ2U2,iU2,j = T(u”2,i) + Γu,i + Fd,i

∂
∂t

α2ρ2EQB + ∂
∂xi

α2ρ2EQBU2,i = T(1
2u”2,ju”2,j) + ΓQB + WQB

∂

∂t
α2ρ2H2︸ ︷︷ ︸

advection

+
∂

∂xi
α2ρ2H2U2,i︸ ︷︷ ︸
convection

= T(h”2)︸ ︷︷ ︸
mvt décorrélé

+ Γ2h2︸ ︷︷ ︸
évaporation

+ Π2︸ ︷︷ ︸
autres variations

(3.82)

Les modèles de fermeture sont présentés et développés au chapitre 4.
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3.4 Résumé des hypothèses sur la phase dispersée

H1 - Les inclusions sont supposées indéformables et sphériques.

H2 - La densité des particules est bien plus grande que celle du gaz. En consé-
quence, les termes de masse ajoutée sont négligeables.

H3 - Le diamètre des particules est faible (d2 � 1). En conséquence, les effets
d’histoire sont négligeables.

H4 - Les particules sont assez petites pour que l’effet de la portance de Saffman
soit négligeable devant la trâınée [35].

H5 - La gravité est négligeable devant la trâınée.

H6 - Les quatre hypothèses ci-dessus impliquent que le seul effort extérieur auquel
est soumise une particule se réduit à la trâınée.

H7 - La taille des particules est petite devant l’échelle intégrale de turbulence.

H8 - L’écoulement est supposé dilué (α2 < 0.1) : les interactions particule-particule
(atomisation, coalescence) sont donc négligeables.

H9 - La température d’une particule est homogène (conduction infinie à l’intérieur
de la particule).

H10 - En un point, toutes les particules d’un même nuage statistique ont la même
température.

H11 - En un point, toutes les particules de même diamètre d’un nuage statis-
tique suivent une répartition gaussienne de leur vitesse autour d’une valeur
moyenne qui dépend de leur diamètre.

H12 - Les termes sous-maille de la LES ne sont pas modélisés pour la phase disper-
sée. La résolution de la phase liquide est de type DNS.
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3.5 Equations bilan de la phase continue

Les écoulements présents dans les turbines à gaz sont très majoritairement tur-
bulents. Les équations bilan de la phase gazeuse sont donc directement présentées
dans l’approche Simulation des Grandes Echelles (SGE) ou selon la terminologie
anglophone ’Large Eddy Simulation’ (LES).

L’objectif principal de la LES est de calculer de manière explicite les grosses
structures de l’écoulement tandis que les structures plus petites sont modélisées
(Moin [40], Sagaut [61]...). Ainsi, le caractère instationnaire est pris en compte, ce
qui constitue un atout majeur vis-à-vis des modélisations RANS qui ne traitent
que l’écoulement moyen. C’est à l’aide d’une opération de filtrage que les grandes
échelles sont distinguées des plus petites.

3.5.1 Fitrage LES

Dans l’approche LES, les quantités étudiées notées Q sont filtrées dans l’espace
physique à l’aide d’un opérateur de moyenne pondéré par une fonction de filtre sur
un volume donné.
Il existe également un second filtre (qui ne sera pas traité dans cette étude) défini
dans le contexte d’une analyse spectrale et qui a pour but de supprimer toutes les
composantes supérieures à une fréquence donnée.
L’opération de filtrage [1] dans l’espace physique est donnée par la définition sui-
vante :

Q(~x) =
∫

D
Q(~x′)F (~x− ~x′)d~x′ (3.83)

où F est le filtre LES.
Les filtres standards investis dans l’espace physique sont de type bôıte (3.84) ou
Gaussien (3.85). ~x =(x1,x2,x3) est le vecteur coordonnées et ∆ est la longueur de la
bôıte.

F (x) = F (x1, x2, x3) =

{
1/43, si xi ≤ 4/2, i = 1, 2, 3.

0, sinon.
(3.84)

F (x) = F (x1, x2, x3) =
(

6
π∆2

)3/2

exp

[
− 6

π∆2
(x2

1 + x2
2 + x2

3)
]

(3.85)

Dans le code compressible AVBP TPF, la taille du filtre est implicitement définie
par la discrétisation du maillage.
Dans les écoulements à densité variable, on préfère généralement utiliser la moyenne
de Favre [18] :

Q̃(x) =
1
ρ1

∫
D

ρ1Q(x′)F (x− x′)dx′ (3.86)
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Q̃ et ρ1 représentent des quantités filtrées. Dans les écoulements réactifs, la moyenne
de Favre est généralement introduite de la façon suivante :

Q̃(x) =
ρ1Q(x)
ρ1(x)

(3.87)

Chaque quantité Q peut être décomposée en une composante filtrée Q̃ (resp. Q) et
une composante résiduelle ou ’sous-maille’ Q′′ (resp. Q′) telles que, Q(x) = Q(x) +
Q′(x) = Q̃(x) + Q′′(x).
Contrairement aux simulations RANS, le filtrage LES implique les relations sui-
vantes ( 3.88 & 3.89) : ˜̃

Q 6= Q̃ ; Q̃′′ 6= 0 (3.88)

Q 6= Q ; Q′ 6= 0 (3.89)

avec,

Q̃′′ =
ρ1Q′′

ρ1

=
ρ1(Q− Q̃)

ρ1

=
ρ1Q̃− ρ1Q̃

ρ1

=
ρ1Q̃− ρ1

˜̃
Q

ρ1

(3.90)

Précisons enfin que le filtrage des équations nécessite une hypothèse de permu-
tabilité entre l’opérateur de dérivation et le filtre. Ces définitions mènent à un
ensemble d’équations similaires aux équations moyennées de Reynolds qui sont pré-
sentées dans le paragraphe suivant.

3.5.2 Fluide newtonien et gaz parfait

On définit les variables caractéristiques du système étudié : p1,ρ1,~u1 et T1 respec-
tivement la masse volumique, la vitesse et la température de la phase continue.
Le fluide porteur est supposé Newtonien, c’est-à-dire que le tenseur visqueux τ1,ij

suit la loi de Newton :

τ1,ij = µ1

(
∂u1,i

∂xj
+

∂u1,j

∂xi

)
− 2/3µ1

∂uk

∂xk
δij (3.91)

avec δij le symbole de Kronecker et µ1 la viscosité dynamique qui suit la loi de
Sutherland :

µ1 = c3
T

3/2
1

T1 + c4
(3.92)

avec pour l’air c3 = 2.7238× 10−5 et c4 = −0.0665.
On donne également le tenseur total des contraintes σij défini selon :

σij = −p1δij + µ1

(
∂u1,i

∂xj
+

∂u1,j

∂xi

)
− 2/3µ1

∂u1,k

∂xk
δij (3.93)
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3.5 Equations bilan de la phase continue

La phase continue est définie comme un gaz parfait dont la température et la pres-
sion suivent la loi d’état suivante :

p1 = ρ1rT1 (3.94)

où r=R/W est la constante du mélange variant en temps et en espace et W est la
masse moléculaire moyenne du mélange.

1
W

=
N∑

k=1

Yk

Wk
(3.95)

avec Wk et Yk respectivement la masse moléculaire et la fraction massique de l’espèce
k, k variant de 1 à N , le nombre total d’espèces du mélange.
La constante du mélange r et les chaleurs spécifiques Cp et Cv sont alors définies
selon les espèces constitutives :

r =
R

W
=

N∑
k=1

Yk

Wk
R =

N∑
k=1

Ykrk (3.96)

Cp =
N∑

k=1

YkCp,ketCv =
N∑

k=1

YkCv,k (3.97)

avec R la constante universelle égale à 8.3143J/mol/K.
L’exposant adiabatique pour le mélange est donné par γ=Cp/Cv.

3.5.3 Equation de conservation de la masse

Dans le cas d’un mélange de plusieurs espèces Yk l’équation de conservation de
la masse avec correction sur la vitesse s’écrit :

∂α1ρ1

∂t
+

∂α1ρ1u1,j

∂xj
= − ∂

∂xi

(
α1ρ1

N∑
k=1

YkV
k
i

)
= Γ1δkkevap (3.98)

Γ1 = −Γ2 représente la variation de masse de l’espèce k si celle-ci est identique à
l’espèce constitutive des particules kevapet V k le vecteur de diffusion des espèces tel
que

∑N
k=1 YkV

k
i =0

On exprime généralement cette relation par la loi de Fick sous la forme d’un gradient
d’espèces :

XkV
k
i = −Dk

Wk

W

∂Xk

∂xi
avecXk = Yk

W

Wk
(3.99)

avec Dk la diffusivité moléculaire qui exprime le rapport du transport de quantité de
mouvement avec le transport de masse pour l’espèce k. Dk est calculé par la relation
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Chapitre 3 : Modélisation des écoulements diphasiques polydisperses

(3.100). Les coefficients Dij sont des fonctions complexes d’intégrales de collision et
des variables thermodynamiques.

Dk =
1− Yk∑N

j 6=k Xj/Djk

(3.100)

Cependant, une forme approchée de Dk est donnée par la relation, Dk=µ1/ρ1Sc,k où
Sc,k est le Schmidt de l’espèce k et est supposé constant pour toutes les espèces
(Sc,k=0.7). Les équations (3.98) & (3.99) amènent à l’expression suivante :

YkV
k
i = −Dk

Wk

W

∂Xk

∂xi
(3.101)

Cette équation vérifie (3.98) si tous les coefficients de diffusion Dk sont égaux à D

sans quoi l’équation de masse n’est pas conservée. Afin d’assurer la conservation de
la masse, une vitesse de correction ~V c est apportée et est ajoutée à la vitesse de
convection.

V c
i = −Dk

Wk

W

∂Xk

∂xi
(3.102)

3.5.4 Equation de conservation de la quantité de mouvement

En prenant en compte le couplage avec la trâınée et la quantité de mouvement
apportée par le liquide évaporé, cette équation s’écrit :

∂α1ρ1u1,i

∂t
+

∂α1ρ1u1,iu1,j

∂xj
= −∂p1

∂xi
+

∂τ1,ij

∂xj
− Fd,i + U2,iΓ1 (3.103)

3.5.5 Equation de conservation des espèces

∂α1ρ1Yk

∂t
+

∂

∂xi
α1ρ1(u1,i + V c

i )Yk =
∂

∂xi

(
α1ρ1Dk

∂Yk

∂xi

)
(3.104)

Comme pour l’équation de la conservation de la masse, la vitesse de correction ~V c

est ajouté à la vitesse de convection pour assurer la conservation. La vitesse de
diffusion est la même pour toutes les espèces.
Le flux diffusif laminaire Jk

i de l’espèce k est alors classiquement exprimé par :

Jk
i = −α1ρ1

(
Dk

Wk

W

∂Xk

∂xi
+ YkV

c
i

)
(3.105)

Des expressions plus complexes sont parfois utilisées pour décrire la diffusion molé-
culaire des espèces. L’effet Soret (diffusion des espèces due aux gradients de tempé-
ratures) et le transport moléculaire dû aux gradients de pressions sont généralement
négligés.
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3.5 Equations bilan de la phase continue

3.5.6 Equation de conservation de l’énergie

On définit l’énergie totale du gaz et selon :

et =
N∑

k=1

∫ T

T0

Cv,kdT +
1
2
‖ ~u1‖2. (3.106)

avec T0 température de référence choisie arbitrairement.
Cette énergie suit l’équation :

∂α1ρ1et

∂t
+

∂α1ρ1u1,iet

∂xi
= − ∂qi

∂xi
+

∂

∂xj
(σiju1,i) + Q̇+ α1ρ1

N∑
k=1

Ykfk,i(u1,i + Vk,i) (3.107)

Q̇ est le flux radiatif et généralement négligé. α1ρ1
∑N

k=1 Ykfk,i(u1,i + Vk,i) correspond
aux travail des forces volumiques de l’espèce k.
Le flux d’énergie qi implique un terme de diffusion de la chaleur exprimé selon la
loi de Fourier (λ∂T/∂xi) et un terme de diffusion des espèces :

qi = −λ
∂T

∂xi
− α1ρ1

N∑
k=1

(
Dk

∂Wk

∂W

∂Xk

∂xi
+ YkV

c
i

)
hs,k = −λ

∂T

∂xi
+

N∑
k=1

Jk
i hs,k (3.108)

où λ=µ1Cp/Pr est la conductivité thermique et où le nombre de Pr est supposé être
constant et égal à 0.7. hs,k est l’enthalpie sensible de l’espèce k et est donnée par la
relation, hs,k=

∫ T
T0

Cp,kdT .

Il faut noter que pour des écoulements à haut nombre de Reynolds, les flux
diffusifs laminaires des espèces Jk

j et de la chaleur qi sont généralement petits devant
le transport turbulent.

3.5.7 Les équations filtrées

Le jeu d’équations (3.109) présente les équations filtrées de masse, de quantité
de mouvement, de transport des espèces et d’énergie pour des écoulements non
réactifs. Les flux incompressibles (F I), visqueux (F V ) et turbulents (F t) sont mis
en évidences et les notations − et ∼ dénotent les quantités filtrées. Comme les
termes sous-mailles de la phase dispersée ne sont pas modélisés, les quantités filtrées
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présentant le symbole ∼ ou − sont sans ambigüıté et ne nécessitent pas l’indice 1.

∂ρ1

∂t
+

∂ρ1ũi

∂xi
= 0

∂ρ1ũi

∂t
+

∂ρ1ũiũj

∂xj
+

∂p

∂xi
=

∂τ̃1,ij

∂xj
+

∂τ̃ t
1,ij

∂xj

∂ρ1Ỹk

∂t
+

∂ρ1ũj Ỹk

∂xi
= −

∂J̃i,k

∂xi
−

∂J̃ t
i,k

∂xi

∂ρ1ẽt

∂t
+

∂(ρ1ẽt + p)ũi

∂xi
= − ∂q̃i

∂xi
+

∂ũiτ̃1,ij

∂xj
− ∂q̃t

i

∂xi
+

∂ũiτ̃
t
1,ij

∂xj︸︷︷︸
Termes

︸ ︷︷ ︸
Termes

︸ ︷︷ ︸
Termes

︸ ︷︷ ︸
Termes

instationnaires non visqueux (F I) visqueux (F V ) turbulents (F t)

(3.109)

Dans les équations filtrées, on retrouve les différents termes visqueux qui sont le
tenseur filtré des vitesses les flux de diffusion des espèces et de la chaleur ((3.110)-
(3.112)) filtrés.

τ̃1,ij = 2µ1(S̃ij − 1/3S̃llδij) avec S̃ij =
1
2

(
∂ũj

∂xi
+

∂ũi

∂xj

)
(3.110)

J̃k = −
(

µ1

Sc,k

Wk

W
∇X̃k + ρkṼ

c

)
avec Ṽ c = −

N∑
k=1

µ1

ρ1Sc,k

Wk

W
∇X̃k (3.111)

q̃ = −µ1Cp

Pr
∇T̃ +

N∑
k=1

J̃kh̃s,k (3.112)

Le filtrage LES fait apparâıtre des corrélations d’ordre deux, ũiuj, ũiY k et ũie qui
sont à modéliser pour clore le système. Ces inconnues sont :

– le tenseur des contraintes de Reynolds : τ̃ t
1,ij = ρ1(ũiuj − ũiũj),

– le flux de sous-maille des espèces : J̃i,k
t
= ρ1(ũiY k − ũiỸk),

– le flux de sous-maille de chaleur : q̃i
t = ρ1(ũie− ũiẽ) où e est l’énergie sensible.

3.5.8 Les modèles de sous-maille

Concept de viscosité de sous-maille

Dans le concept de viscosité de sous-maille une hypothèse essentielle est à consi-
dérer : le mécanisme de transfert d’énergie des échelles résolues vers les échelles
de sous-maille est analogue au mécanisme moléculaire représenté par le terme de
diffusion pour lequel une viscosité moléculaire apparâıt.
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3.5 Equations bilan de la phase continue

L’action primordiale des petits tourbillons est d’absorber de l’énergie pour la dis-
siper. Lorsque ces petites échelles sont absentes, il faut renforcer de façon directe
la dissipation en augmentant la valeur de la viscosité de manière à conserver une
dissipation énergétique suffisante.
En LES, les échelles plus petites que la taille de la maille ne sont pas résolues mais
prises en compte à travers le tenseur de sous-maille τ̃ t

1,ij. Dans la formulation mathé-
matique de Boussinesq, τ̃ t

1,ij est basé sur une hypothèse de viscosité turbulente de
sous-maille notée νSGS, la notation ’SGS’ signifiant dans la littérature anglophone
Sub-Grid Scale.
τ̃ t
1,ij est classiquement modélisé selon Smagorinsky [69] :

τ̃ t
1,ij −

1
3
δij τ̃1,ll = 2 νSGSS̃ij (3.113)

avec

S̃ij =
1
2

(
∂ũi

∂xj
+

∂ũj

∂xi

)
− 2

3
∂ũk

∂xk
δij , i, j = 1, 3 (3.114)

S̃ij correspond au taux de déformation local basé sur les vitesses résolues.

Les flux turbulents des espèces J̃ t
i,k et enthalpique q̃t

i sont modélisés de manière
analogue et leur expression est donnée dans les équations (3.115) & (3.116) :

J̃ t
i,k = −ρ1(ũiYk − ũiỸk) = −

(
µSGS

St
c,k

Wk

W
∇X̃k + ρkṼ

c,t

)
(3.115)

q̃t = −ρ1(ũie− ũiẽ) =
γ

Prt
µSGS

Cp

γ
∇T̃ (3.116)

avec

Ṽ c = −
N∑

k=1

µ1

ρ1S
t
c,k

Wk

W
∇X̃k (3.117)

où St
c,k le nombre de Schmidt turbulent de l’espèce k pris égal à 0.71 et µSGS =

ρ1νSGS.
La conductivité thermique turbulente λt du mélange du gaz est définie par λt =
νSGS/Prt. Le nombre de Prandtl turbulent, Prt, est fixé 0.9.

Modélisation de νSGS : le modèle WALE

De nombreux travaux ont été réalisés sur la modélisation de νSGS (Sagaut [61],
Lesieur [34], Ferziger [20]). Les modèles les plus rencontrés et les plus faciles à im-
plémenter dans un code de calcul se basent sur une utilisation des échelles résolues.
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Chapitre 3 : Modélisation des écoulements diphasiques polydisperses

Les deux idées principales du modèle WALE [44] (Wall Adaptating Local Eddy-
viscosity) sont les suivantes :

– la viscosité de sous-maille νSGS est reliée à la fois au taux de déformation et au
taux de rotation des structures turbulentes.

– νSGS tend naturellement vers zéro près de la paroi.
Un atout essentiel de ce modèle est l’absence d’ajustement de constante (dynamique
ou fonction d’amortissement) [44]. De plus, dans le cas d’un cisaillement pur, la vis-
cosité turbulente est nulle et permet de reproduire la transition laminaire-turbulent
à travers l’accroissement des modes linéaires instables.
Les échelles de sous-mailles sont déterminées pour tous les nœuds du maillage et à
chaque instant à partir des caractéristiques des échelles résolues. L’approche filtrée
est basée sur le volume de la cellule Vcell avec une taille de filtre 4 = V

1/3
cell et cette

grandeur sers de longueur caractéristique pour l’expression de νSGS qui est donnée
par la relation suivante :

νSGS = (Cw4)2
(sd

ijs
d
ij)

3/2

(S̃ijS̃ij)5/2+(sd
ijs

d
ij)5/4

(3.118)

où
sd
ij = S̃ikS̃kj + Ω̃ikΩ̃kj −

1
3
δij [S̃mnS̃mn − Ω̃mnΩ̃mn] (3.119)

avec Ω̃ij taux de rotation du champ filtré :

Ω̃ij =
1
2

(
∂ũi

∂xj
− ∂ũj

∂xi

)
(3.120)

La constante du modèle Cw vaut 0.55 et donne sensiblement la même dissipation
d’énergie cinétique de sous-maille que pour le modèle de Smagorinsky [69].

Son efficacité a été montrée dans plusieurs travaux (Légier [32], Faivre [17]). Son
utilisation semble adaptée pour des études LES sur des géométries complexes dans
la mesure où :

– les structures cohérentes sont bien résolues, ce qui va permettre d’obtenir des
valeurs précises des taux de déformations et donc une valeur précise de la
viscosité sous-maille.

– les tailles de maille à la paroi sont relativement faibles, ce qui va permettre de
ne pas surestimer la dissipation dans ces régions.
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Chapitre 4

Fermetures

Les termes suivants identifiés au chapitre précédent nécessitent d’être fermés :

– flux décorrélé de densité de particules : T( 1
m2

) = − ∂
∂xi

n2{u”2,i}2 (cf Eq. (3.55))

– flux décorrélé de densité de surface : T( σ2
m2

) = − ∂
∂xi

n2{u”2,i}2 (cf Eq. (3.66))

– flux décorrélé de QDM : T(u”2,j) = − ∂
∂xj

α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 (cf Eq. (3.71))

– flux décorrélé d’EQB : T(1
2u”2,ju”2,j) = − ∂

∂xi
α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2 (cf Eq. (3.78))

– efforts extérieurs moyen : < Fi
m2

>2 (cf Eq. (3.71))

– variations dues à l’évaporation : Γ2, Γs, Γ~u et ΓQB (cf Eqs. (3.60), (3.66), (3.71), et (3.78)).

Une modélisation de ces termes est proposée en utilisant des hypothèses simpli-
ficatrices sur le comportement d’une particule puis en intégrant ces hypothèses sur
l’ensemble du nuage statistique.

Malgré des différences d’approches (eulérien ou lagrangien stochastique), l’utili-
sation de PDF, et donc de moments, implique souvent des fermetures étonnamment
similaires, en tout cas sur les premières étapes [83 ;84 ;85 ; 86].

La toute première simplification visant à faciliter le calcul des intégrales consiste
à décomposer la PDF f2(~cp, ζp, βp; ~x, t) en quatre facteurs distincts n2, Nd(βp; ~x, t),
Gu(βp,~cp; ~x, t) et Gθ(βp, ζp; ~x, t) [85] tels que :
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f2(~cp, ζp, βp; ~x, t) = n2Nd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t) (4.1)

Les choix des trois PDFs vont être explicités dans les sections suivantes.

4.1 Pdf présumées

PDF présumée de diamètre

Il existe de nombreuses formes de PDF présumées empiriques pour représenter
la répartition des diamètres d’un nuage polydisperse.
Les plus courantes sont répertoriées ci-dessous. Afin de respecter les notations de
Babinsky [3] utilisées sur les graphiques, la PDF de diamètre correspondant à Nd

dans ce travail est notée de façon générique f . F est la fonction de non dépassement
associée à f et D̄ un diamètre caractéristique de la répartition.

– la distribution de Rosin-Ramler [60] est la plus ancienne :

f(d2) = qD̄−qdq−1
2 exp(−(d2/D̄)q) (4.2)

où q est un paramètre sans dimension d’écart au diamètre caractéristique D̄.
C’est une loi très utilisée en raison de sa simplicité car cette PDF correspond
à une répartition cumulée de la forme :

F (d2) = 1− exp(−(d2/D̄)q) (4.3)

Une illustration de l’influence des deux paramètres est proposée à la Fig. 4.1.

– la loi log-normale a été proposée par Kolmogorov [10] qui s’intéressait à la
distribution d’un ensemble de particules solides lors d’un broyage continu :

f(d2) =
1√

2π ln(σLN )d2

exp
− 1

2

[
ln
(

d2

D̄

)2
/ ln(σLN )2

]
(4.4)

où σLN est un paramètre sans dimension d’écart au diamètre caractéristique
D̄. Ce type de distribution est équivalent à une répartition gaussienne dont la
variable serait le logarithme du diamètre. Une illustration de l’influence des
deux paramètres est proposée à la Fig. 4.2.
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f(
d
2
)

d2

Fig. 4.1 – Valeurs typiques de la loi Rosin-Ramler, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.

f(
d
2
)

d2

Fig. 4.2 – Valeurs typiques de la loi log-normale, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.
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– la loi ’upper-limit’ (limite supérieure) est une modification de la loi log-normale
introduite par Mugele et Evans [41] pour prendre en compte un diamètre
maximal Dmax :

f(d2) =
δDmax√

πd2(Dmax − d2)
exp

−δ2

[
ln
(

d2/D̄
1−d2/Dmax

)2
]

(4.5)

où δ = 1√
2 ln(σUL)

et σUL est un paramètre sans dimension d’écart au diamètre

caractéristique D̄. Une illustration de l’influence des trois paramètres (D̄, Dmax

et σUL) est proposée à la Fig. 4.3.

f(
d
2
)

d2

Fig. 4.3 – Valeurs typiques de la loi ’upper limit’, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.

– la loi ’root-normal’ (racine carré - normale) proposée par Tate et Marshall [72]
pour décrire la distribution des gouttes dans les sprays :

f(d2) =
1

2σRN

√
2πd2

exp
−1

2

[√
d2−

√
D̄

σRN

]2
(4.6)

où σRN est un paramètre sans dimension d’écart au diamètre caractéristique
D̄. Une illustration de l’influence des deux paramètres (D̄ et σRN) est proposée
à la Fig. 4.4.

– la loi de Nukiyama-Tanasawa nommée d’après ses auteurs [45] :

f(d2) = adp
2 exp(−bdq

2) (4.7)
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f(
d
2
)

d2

Fig. 4.4 – Valeurs typiques de la loi ’root-normal’, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.

où b, p et q sont des paramètres ajustables et a une constante de normalisation.
La largeur de la distribution et l’emplacement du diamètre moyen est contrôlé
par ces trois paramètres. D’après Paloposki [48], cette distribution ne produit
des résultats physiques que si p > 1 et q > 0 ou p < −4 et q < 0. Le paramètre p

est souvent fixé à 2 [3]. Une illustration de l’influence des deux paramètres (b
et q) est proposée à la Fig. 4.5 en prenant p = 2.

Il existe également d’autres lois possédant plus de degrés de liberté telles que les
lois log-hyperbolique ou log-hyperbolique à trois paramètres mais leur complexité
pour le traitement analytique comme pour l’évaluation numérique les rend délicates
à utiliser. Si l’on ajoute le fait que, selon les paramètres choisis, la loi obtenue
conduit à des comportements instables [3], on comprend que leur utilisation soit
peu diffusée.

Devant tant de formes présumées possibles, il est légitime de se demander si
l’une de ces lois prévaut sur les autres. Paloposki [48] a essayé de répondre à cette
question en évaluant l’écart entre ces lois et 22 distributions expérimentales. La
loi est calée au mieux sur la distribution expérimentale et un critère d’écart (χ2)
donne la précision de la loi. Les plus précises sont les lois Nukiyama-Tanasawa
et log-hyperbolique. Les lois log-normale et ’upper-limit’ produisent des résultats
raisonnablement précis et la distribution de Rosin-Ramler et log-hyperbolique à
trois paramètres sont peu efficaces à décrire la réalité expérimentale.

Dans ce travail, la répartition de diamètre Nd en un point est choisie log-normale.
Comme indiqué au paragraphe précédent, il existe des lois plus précises (et aussi
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f(
d
2
)

d2

Fig. 4.5 – Valeurs typiques de la loi Nukiyama-Tanasawa, Babinsky [3].
d2 en µm et f(d2) en µm−1.

plus coûteuses). Néanmoins, afin de limiter les résolutions numériques, le choix a
été fait de pousser le plus loin possible le développement analytique, ce qui nécessite
des propriétés d’intégration symbolique que seule la loi log-normale offre. De plus,
elle permet avec seulement deux paramètres de simuler des distributions variées
obtenues couramment en aval d’injecteurs de turbines à gaz.
La forme choisie de Nd s’écrit d’après (4.4) avec cependant un choix légèrement
différent quant à la définition du paramètre d’écart :

Nd(βp; ~x, t) =
1√

πσ̂βp
exp

−

[
ln
(

βp

d00

)2
/ (σ̂2)

]
(4.8)

où d00 représente un diamètre caractéristique du nuage de particules et σ̂ le para-
mètre sans dimension d’écart à ce diamètre.
Pour quantifier l’influence de σ̂, les deux relations suivantes sont données en exemple :∫ ebσd00

e−bσd00

Nd(d)dd ≈ 84% (4.9)

et : ∫ e2bσd00

e−2bσd00

Nd(d)dd ≈ 99.5% (4.10)

Les paramètres a priori inconnus de Nd sont donc d00 et σ̂. Une illustration de
l’influence de ces deux paramètres (d00 et σ̂) est proposée à la Fig. 4.6.
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4.1 Pdf présumées
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Fig. 4.6 – Valeurs typiques de Nd.
d2 en µm et f(d2) en µm−1.

PDF de vitesse

La distribution de vitesse Gu pour un diamètre donné est choisie gaussienne. En
approche quasi-brownienne isotrope [67], cette répartition est naturelle, et les ré-
cents travaux de Réveillon et al [57] ont montré que cette hypothèse se vérifiait
également dans le cas de flammes de spray, (qui est une application principale de
ce modèle).
La forme choisie de Gu est :

Gu(βp,~cp; ~x, t) =
1√

2πEτ
exp

−
(~cp − ~uτ (βp))

2Eτ

2

(4.11)

où Eτ est un paramètre assimilable à une énergie cinétique et ~uτ la vitesse condi-
tionnée par le diamètre. Cette vitesse représente la vitesse probable des gouttes de
même diamètre et se définit de façon analytique par :

~uτ (d2) =
∫

~cpf2(~cp, ζp, βp = d2; ~x, t,Hf )d~cpdζp (4.12)
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Les paramètres inconnus a priori de Gu sont ~uτ et Eτ .
Gu(βp,~cp; ~x, t) sera notée Gu par souci de simplification lorsqu’il n’y aura pas d’am-
bigüıté. Les propriétés remarquables de Gu sont présentées ci-dessous et seront
utilisées lors du calcul explicite des termes de fermeture du modèle multidisperse :

∫
Ωu

~cpGud~cp = ~uτ (4.13)∫
Ωu

(~cp − ~uτ )Gud~cp = 0 (4.14)∫
Ωu

(~cp − ~uτ )2Gud~cp =
∫

Ωu

(~c 2
p − ~u 2

τ )Gud~cp (4.15)

= 2Eτ (4.16)∫
Ωu

~c 2
p Gud~cp = ~u 2

τ + 2Eτ (4.17)

PDF de température

En l’absence de données expérimentales détaillées sur la répartition de tempéra-
ture dans les brouillards de particules, la fonction de distribution de température
Gθ est choisie également gaussienne sans autre but que de pouvoir donner un degré
de liberté au système thermodynamique.
La forme choisie de Gθ s’écrit :

Gθ(βp, ζp; ~x, t) =
1√

2πEΓ
exp

−
(ζp − θΓ(βp))

2EΓ

2

(4.18)

où EΓ représente un paramètre de dispersion et θΓ la température conditionnée par
le diamètre définie selon :

θΓ(d2) =
∫

ζpf2(~cp, ζp, βp = d2; ~x, t,Hf )d~cpdζp (4.19)

Les paramètres inconnus a priori de Gθ sont θΓ et EΓ.
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4.2 Calcul analytique des moments

Moment d’ordre zéro

Les trois lois sont choisies normées et, bien que Gu et Gθ dépendent de βp, leurs
intégrales respectives sont choisies indépendantes de βp :

∫
Ωd

Nd(βp; ~x, t)dβp = 1 (4.20)∫
Ωu

Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp = 1 (4.21)∫
Ωθ

Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp = 1 (4.22)

Les hypothèses (4.8), (4.11) et (4.18) vérifient la relation du moment d’ordre zéro :

∫∫∫
Ω

f2(~cp, ζp, βp; ~x, t)dβpd~cpdζp =
∫∫∫

Ω
n2Nd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t)dβpd~cpdζp

= n2

∫
Ωd

Nd(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
=1

∫
Ωu

Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp︸ ︷︷ ︸
=1

∫
Ωθ

Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp︸ ︷︷ ︸
=1

= n2

(4.23)

avec, pour un cas tridimensionnel, Ωd = R+, Ωu = R3 et Ωθ = R+.
Ces hypothèses impliquent également que la moyenne statistique de toute grandeur
ne dépendant que de d2 s’écrit simplement :

{Ψ(d2)}2 =
n2

n2

∫
Ωd

Ψ(βp)Nd(βp; ~x, t)dβp

∫
Ωu

Gu(βp,~cp; ~x, t)d~cp

∫
Ωθ

Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp

=
∫

Ωd

Ψ(βp)Nd(βp; ~x, t)dβp

(4.24)

A l’aide de quelques manipulations sur les moments de f2, il est possible de remonter
aux grandeurs transportées du problème et d’en déduire une relation déterminante
pour chaque paramètre inconnu des FDP présumées.
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Moment de diamètre d’ordre quelconque

Le moment d’ordre γ associé au diamètre βp s’écrit de façon générique [83] :

Sγ = n2{dγ
2}2 =

∫∫∫
Ω

βγ
p f2(~cp, ζp, βp; ~x, t)d~cpdζpdβp

= n2

∫∫∫
Ω

βγ
p Nd(βp; ~x, t)Gu(βp,~cp; ~x, t)Gθ(βp, ζp; ~x, t)d~cpdζpdβp

= n2

∫
Ω

βγ
p Nd(βp; ~x, t)dβp

(4.25)

En injectant la forme de Nd (4.8) dans l’équation des moments du diamètre (4.25),
Sγ s’écrit après intégration analytique :

Sγ = n2d
γ
00 exp(σ̂2γ2/4) (4.26)

soit :

{dγ
2}2 = dγ

00 exp(σ̂2γ2/4) (4.27)

Les moments Sγ sont reliés aux grandeurs transportées par les relations :

S0 = n2 (4.28)

S2 =
1
π

Σ2 (4.29)

S3 =
6
π

α2 (4.30)

Et les grandeurs transportées sont reliées aux paramètres des formes présumées par
les relations :

α2 =
π

6
n2d

3
00 exp

(
9
4

σ̂2

)
(4.31)

Σ2 = πn2d
2
00 exp(σ̂2) (4.32)

Diamètres moyens

A partir des moments Sγ, il est possible de définir des diamètres moyens dpq [83 ;
84 ; 85] définis tels que :
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dpq =
Sp

Sq

“
1

p−q

”
, p 6= q (4.33)

Le diamètre moyen de Sauter correspond à d32.
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4.3 Détermination des paramètres

4.3.1 Détermination de d00 et σ̂

Le nombre de gouttes peut être éliminé de l’équation (4.26) en utilisant le cas
γ = 3 (choix arbitraire) tel que décrit en écoulement à particules ou à bulles selon
[83] :

S3 = n2d
3
00 exp(σ̂232/4) (4.34)

⇒ n2 =
6α2

π
d−3

00 exp
(
−9σ2

4

)
(4.35)

En combinant (4.26) et (4.35), Sγ s’exprime sous la forme :

Sγ =
6
π

α2d
γ−3
00 exp

[
σ̂2

4
(γ2 − 9)

]
(4.36)

A l’aide des cas particuliers γ = 2 et γ = 3 et des relations (4.29) et (4.30) qui relient
respectivement S2 et S3 à α2 et Σ2, il est possible de déduire une expression de σ̂

uniquement en fonction des grandeurs transportées :

σ̂ =

√
2
3

ln
(

36πn2α
2
2

Σ3
2

)
(4.37)

Une fois σ̂ connu, l’expression de d00 peut être déduite :

d00 =
(

6α2

n2π
exp

(
−2.25σ̂2

))1/3

(4.38)

ou sans utiliser σ̂ :

d00 =
Σ3/2

2

(πn2)5/6(6α2)2/3
(4.39)

La présence de puissances non entières rend cette dernière expression très délicate
au niveau numérique et ne sera donc utilisée que dans les développements analy-
tiques.

Equations de transport de d00 et σ̂2

En exprimant α2 et Σ2 en fonction de n2, d00 et σ̂ à l’aide des relations (4.31) et
(4.32) et en reportant dans leurs équations de transport respectives (3.60), (3.66), on
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obtient un système d’Equation aux Dérivées Partielles (EDP) :
∂
∂t

(n2π/6d3
00e

9bσ2/4) + ∂
∂xi

(n2π/6d3
00e

9bσ2/4)U2,i = J1

∂
∂t

(n2πd2
00e

bσ2
) + ∂

∂xi
(n2πd2

00e
bσ2

)U2,i = J2

∂
∂t

n2 + ∂
∂xi

n2U2,i = J3

(4.40)

avec 
J1 = Γ2

ρ2

J2 = T(σ2) + C(σ2) + Γs

J3 = T( 1
m2

) + C(1)

(4.41)

Après développement, ce système peut se mettre sous la forme :
α2

(
1
n2

(
∂
∂t

(n2 + ∂
∂xi

n2U2,i

)
+ 3

d00

(
∂
∂t

d00 + U2,i
∂

∂xi
d00

)
+ 9

4

(
∂
∂t

σ̂2 + U2,i
∂

∂xi
σ̂2
))

= J1

Σ2

(
1
n2

(
∂
∂t

(n2 + ∂
∂xi

n2U2,i

)
+ 2

d00

(
∂
∂t

d00 + U2,i
∂

∂xi
d00

)
+

(
∂
∂t

σ̂2 + U2,i
∂

∂xi
σ̂2
))

= J2

∂
∂t

n2 + ∂
∂xi

n2U2,i = J3

(4.42)
Par substitution et combinaisons linéaires, la résolution de ce système donne :

1
d00

(
∂d00

∂t
+ U2,i

∂d00

∂xi

)
= − 2J1

3α2
+

3J2

2Σ2
− 5J3

6n2
(4.43)

∂σ̂2

∂t
+ U2,i

∂σ̂2

∂xi
=

2J1

3α2
− J2

Σ2
+

J3

3n2
(4.44)

Ces équations montrent que d00 et σ̂2 se comportent comme des scalaires passifs en
l’absence d’évaporation et de flux décorrélés (ce qui est le cas en monodisperse).
On remarque également que d00 et σ̂2 ont des variations a priori de signe opposé.
Si, par ailleurs, on réécrit l’équation (4.43) en faisant apparâıtre ln(d00), on obtient :

∂ln(d00)
∂t

+ U2,i
∂ln(d00)

∂xi
= − 2J1

3α2
+

3J2

2Σ2
− 5J3

6n2
(4.45)

L’écriture sous cette forme permet alors de constater que σ̂2 varie linéairement en
fonction des flux décorrélés alors que d00 varie de façon exponentielle.

4.3.2 Détermination de ~uτ

La vitesse ~uτ introduite à l’équation (4.21) est une inconnue qui nécessite d’être
évaluée pour fermer le modèle. On choisit de présumer cette forme.
L’approche par vitesse présumée a déjà été explorée en Lagrangien [55 ; 54]. Les
travaux de Ferry et Balachandar [19] notamment se basent sur une hypothèse de
développement de la vitesse particulaire autour de la vitesse gazeuse. A condition
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que le temps de relaxation de la particule τdrag soit suffisamment petit devant le
temps caractéristique de la turbulence τturb, ils proposent :

~V (k) = ~u1 − τ
(k)
drag

D~u1

Dt
+ O

(
τ

(k)
drag

2
)

(4.46)

Cette forme fait l’hypothèse que la particule va suivre le champ gazeux avec un
retard proportionnel à son temps de relaxation. Dans sa définition même, cette mé-
thode ne peut s’appliquer qu’à des particules prédisposées à suivre le fluide porteur,
c’est pourquoi elle nécessite des particules à faible St.

Une forme présumée est développée ici spécifiquement pour les écoulements Eu-
leriens, pour toute la gamme de St, sans hypothèse sur le temps de relaxation des
particules.

Dans le cadre de particules soumises principalement à un effort de trâınée, le
mouvement d’une particule est quasiment conditionnée par le Stokes associé à son
diamètre. Cette propriété va être utilisée pour distinguer trois régimes :

1. A part dans la zone d’injection, plus une particule possède un faible Stokes,
plus sa vitesse est proche de la vitesse du gaz.

2. Plus une particule possède un fort Stokes, plus sa vitesse est proche de sa
vitesse d’injection.

3. Il existe un diamètre appelé dSt qui marque la séparation entre les comporte-
ments 1. et 2.

La vitesse moyenne de particules de même diamètre ~uτ est présumée de façon à
respecter ces trois régimes :

~uτ = ~u1 + (~u∞ − ~u1) exp
(
−

d2
St

d2
2

)
(4.47)

Une représentation monodimensionnelle de ~uτ dans le cas où u∞ > u1 est proposée
à la Fig. 4.7.

Les différents paramètres de la forme présumée de ~uτ vont maintenant être ex-
plicités.
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u!(d2)

u"

u1

dSt/d2

Fig. 4.7 – Forme présumée de la vitesse conditionnée

Paramètres de ~uτ

dSt représente le diamètre tel que St(dSt) = 1. C’est un diamètre fictif, en partie
défini par l’utilisateur, qui sert à marquer la séparation entre les comportements de
traceur et de projectile lourd.
Son expression est :

dSt =
(

18µ1

ρ2
τconv

)1/2

(4.48)

ce qui peut aussi se mettre sous la forme :

dSt =
1√

St(d2 = 1)
(4.49)

Dans la relation (4.48), les valeurs de µ̄1 et ρ̄2 utilisées sont les valeurs locales.
Par contre, le temps caractéristique de convection τconv est un paramètre libre qui
nécessite d’être donné par l’utilisateur. Des règles d’estimation de ce paramètre
sont données à la sous-section 9.1.4.

La vitesse ~u∞ est une évaluation de la vitesse des particules de plus fort Stokes
mais sert également d’estimation de la vitesse d’injection des particules. Cette vi-
tesse est un paramètre qui se déduit de la définition (3.25) de U2 en remplaçant ~uτ
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par la forme présumée (4.47) :

~U2 = < ~u2 >2 =
1
α2

∫
π

6
β3

p~cpf2(~cp, ζp, βp; ~x, t)d~cpdζpdβp

=
πn2

6α2

∫
β3

p~uτ (βp)N(βp; ~x, t)dβp

= ~u1 + (~u∞ − ~u1)
πn2

6α2

∫
β3

p exp
(
−d2

St

β2
p

)
N(βp; ~x, t)dβp

= ~u1 + (~u∞ − ~u1)
∫

n2β
3
p

S3
exp

(
−d2

St

β2
p

)
N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸

K3(d∗)

(4.50)

avec S3 défini en (4.36) et K3(d∗) une fonction adimensionnelle de la variable adi-
mensionnelle d∗ définie par la relation :

d∗ =
√

St(d00) =
d00

dSt
(4.51)

K3(d∗) ne dépend que de grandeurs connues et sa connaissance permettrait de for-
muler explicitement ~u∞ :

~u∞ = ~u1 +
~U2 − ~u1

K3(d∗)
(4.52)

Comme la moyenne d’un ensemble est forcément comprise entre les valeurs ex-
trêmes prises par cet ensemble et que, par construction, |uτ,i(d2)− u1,i| ≤ |u∞,i − u1,i|
et |uτ,i(d2)− u∞,i| ≤ |u∞,i − u1,i|, on peut énoncer que :

0 ≤ K3(d∗) ≤ 1 (4.53)

Pour le cas particulier ~u∞ = ~u1, la répartition (4.47) impose ~U2 = ~u1. Dans ce cas de
figure, en prolongeant par continuité, K3(d∗) vaut tout simplement 1.

Détermination de K3

Dans le cas particulier où toutes les particules proviennent de la même source et
ont été injectées à la même vitesse ’~uinj’, il est plus simple de spécifier directement
’~u∞=~uinj’ dans (4.47). Dans le cas contraire, ’K3(d∗)’ nécessite d’être évalué mais
n’est pas calculable symboliquement sous la forme définie en (4.50) car la quantité

e
−d2

St

β2
p N(βp; ~x, t) n’est pas intégrable analytiquement.
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A l’inverse, la fonction intégrale
∫

βγ
p N(βp; ~x, t)dβp est connue analytiquement pour

tout γ réel et cette intégrale s’écrit :

∫
βγ

p N(βp; ~x, t)dβp =
1
2
dγ

00e
(γbσ/2)2Erf

(
ln(βp/d00)

σ̂
− γσ̂

2

)
(4.54)

L’intégrale (4.54) peut être estimée en approximant e
−d2

St

β2
p par morceaux sur [0, dSt]

et [dSt,+∞] par des polynômes :

e
−d2

St

d2
2 =

 c1

(
d2
dSt

)p1

si d2 ∈ [0, dSt]

1− c2

(
d2
dSt

)p2

si d2 ∈ [dSt,+∞]
(4.55)

où c1 = 0.39, p1 = 3.27, c2 = 0.8, p2 = −1.58.

Une visualisation de la fonction et de son approximation sont proposées à la Fig. 4.8.
Les écarts observables ne sont pas pénalisants dans le sens où l’on cherche à expri-
mer un effet de transition entre deux comportements asymptotiques et non pas une
quantification exacte de la répartition des vitesses.

0 2 4 6 8 10
d/dSt

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Courbe originale
Courbe interpolée

Fig. 4.8 – Interpolation de e
−d2

St

d2

A l’aide de l’approximation (4.55), K3(d∗) s’exprime sous la forme :
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K3(d∗) =
∫ dSt

0
c1

(
d

dSt

)p1

dd +
∫ ∞

dSt

(
1− c2

(
d

dSt

)p2
)

dd (4.56)

Et, en intégrant analytiquement grâce à la relation (4.54), on obtient :

K3(d∗) =
c1

2
(d∗)p1 exp

(„
(3+p1)2−9

4

«bσ2

)(
1−Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(3 + p1)σ̂
2

))
+

1
2

(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+ σ̂

))
− c2

2
(d∗)p2 exp

(„
(3+p2)2−9

4

«bσ2

)(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(3 + p2)σ̂
2

)) (4.57)

La connaissance de K3(d∗) donne ~u∞ qui donne à son tour ~uτ . Ces expressions
permettent de finaliser le modèle multidisperse aux travers du calcul des différents
termes de fermeture.

4.3.3 Détermination de θΓ et EΓ

La température θΓ introduite à l’équation (4.22) est une inconnue qui doit être
évaluée pour fermer le modèle. En première approche, on suppose cette température
indépendante de d2.

θΓ = θ2 (4.58)

et EΓ est choisi constant et égal à
√

2.
La proposition d’une forme présumée de θΓ permettant de prendre en compte une
dispersion de température corrélé à la dispersion de diamètre est une des perspec-
tives de ce travail.

4.4 Flux décorrélés

Les flux décorrélés représentent le transport moyen de quantités selon une vitesse
d’écart moyenne à la vitesse moyenne en raison de l’entrâınement différencié des
particules selon leur taille. C’est une particularité de l’aspect polydisperse : ces flux
sont nuls en monodisperse.
Une illustration permet de concevoir ce que représente un flux décorrélé de densité
de particules (Fig. 4.9). Un cas concret avec des particules de tailles différentes est
mis en parallèle avec un cas statistique représentatif du cas réel.
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En partant du cas concret pour déterminer des propriétés d’ensemble, on voit que
la particule très lourde est prépondérante sur le calcul de la vitesse mésoscopique
massique < ~u2 >2= ~U2. Les particules légères beaucoup plus nombreuses sont par
contre prépondérantes pour le calcul de la moyenne statistique {~u2}2. Chaque par-
ticule légère présente un écart important à la vitesse ~U2, noté u”

2. La moyenne de
ces écarts représente la vitesse décorrélée moyenne {~u”

2}2 .
Si la densité de particules est transportée selon la vitesse ~U2, c’est-à-dire si on ’for-
ce’ les particules légères à suivre la trajectoire des plus lourdes, on aura infléchi
leur trajectoire de façon artificielle. Dans le but de permettre à chaque particule de
poursuivre une trajectoire physique - les lourdes comme les légères et tous les inter-
médiaires imaginables également - il est donc nécessaire de distinguer dans quelle
direction va être transportée la plus grande partie de la masse (la particule lourde)
et dans quelle direction va être transportée le plus grand nombre (les particules
légères).
Dans la formulation par filtrage statistique, la fraction massique α2ρ2 représente la
masse et la densité de particule n2 représente le plus grand nombre. Donc α2ρ2 doit
être transportée selon < ~u2 >2 et n2 selon {~u2}2. Comme le système choisi transporte
toutes les grandeurs à la vitesse < ~u2 >2, il est nécessaire de prendre en compte le
terme correctif {~u”

2}2 pour le transport de la densité de particule et le terme T( 1
m2

)
représente le flux moyen de densité de particules correspondant à cette vitesse cor-
rective.

Un autre élément important illustré sur la figure est l’agencement des vitesses
< ~u2 >2 et {~u2}2 par rapport à la vitesse du fluide porteur ~u1. Comme la trâınée est
une force de rappel vers la vitesse du fluide porteur et que les particules les plus
lourdes associées à la vitesse < ~u2 >2 sont aussi celles qui relaxent le moins vite, il
est possible d’écrire en considérant ~u1 constant dans le temps :

~u∞ − ~u1 = k1(< ~u2 >2 −~u1) (4.59)

< ~u2 >2 −~u1 = k2({~u2}2 − ~u1) (4.60)

avec 0 ≤ k2 ≤ k1 ≤ 1, ce qui revient à dire que < ~u2 >2 est géométriquement toujours
’entre’ ~u∞ et ~u1 et que {~u2}2 est géométriquement toujours ’entre’ < ~u2 >2 et ~u1.
Cette propriété permet de définir a priori les trajectoires probables d’un nuage
polydisperse.
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< u2>2

{u"2}2

{u2}2

u1

Nuage statistique

équivalent

u1

Nuage physique

de démonstration

Fig. 4.9 – Illustration du flux décorrélé moyen de densité de particules

4.4.1 Flux décorrélé moyen de densité de particules

L’équation (3.55) fait apparâıtre un terme T( 1
m2

) non fermé et défini selon :

T(
1

m2
) = − ∂

∂xi
n2{u”

2,i}2 (4.61)

Ce terme représente le flux de particules par transport décorrélé moyen, ou, ex-
primé autrement, le transport des particules par leur écart à la vitesse mésoscopique
massique ~U2.
L’écriture de ce terme exprime en fait que le transport de la densité de particule
n2 doit s’effectuer à la vitesse {~u2}2. Cependant, cette vitesse ne fait pas partie
des variables choisies dans description utilisée. Il apparâıt donc un terme de flux
provenant de la décomposition de {~u2}2 en < ~u2 >2 +{~u”

2}2 (3.29) qui représente la
correction à apporter au flux de n2 pour obtenir le transport par {~u2}2 dans un
nuage polydisperse.

Dans le but d’évaluer les flux décorrélés, il faut donc exprimer la quantité n2{u”
2}2
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à partir des variables connues :

n2{u”
2,i}2 = n2{u2,i − U2,i}2

= n2{u2,i}2 − n2U2,i

=
∫

cp,if2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp − n2U2,i

= n2

∫
Ωd

(∫
Ωu

cp,iGu(βp, cp,i; ~x, t)dcp,i

)
N(βp; ~x, t)dβp

∫
Ωθ

Gθ(βp, ζp; ~x, t)dζp︸ ︷︷ ︸
=1

−n2U2,i

(4.62)

Grâce à la relation (4.13), l’équation précédente s’écrit :

n2{u”
2,i}2 = n2

∫
Ωd

uτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp − n2U2,i (4.63)

Le premier terme de droite est le seul à devoir être développé :

∫
Ωd

uτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp =
∫ +∞

0

[
u1,i + (u∞,i − u1,i)e

− d2
St

β
p2

]
N(βp; ~x, t)dβp

= u1,i + (u∞,i − u1,i)
∫ +∞

0
e
− d2

St
β

p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K0(d∗)

(4.64)

où K0(d∗) représente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer à l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :

K0(d∗) =
c1

2
(d∗)p1 exp

(
p2
1bσ2

4

)(
1−Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

p1σ̂

2

))
+

1
2

(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂

))
− c2

2
(d∗)p2 exp

(
p2
2bσ2

4

)(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

p2σ̂

2

)) (4.65)

Comme la moyenne d’un ensemble est forcément comprise entre les valeurs extrêmes
prises par cet ensemble et que, par construction, |uτ,i(d2)−U2,i| ≤ max(|U2,i−u1,i|, |U2,i−
u∞,i|), on peut énoncer que

0 ≤ K0(d∗) ≤ 1 (4.66)

En simplifiant, n2{u”
2,i}2 s’écrit :

n2{u”
2,i}2 = [(u1,i − U2,i) + K0(d∗)(u∞,i − u1,i)]n2 (4.67)

et enfin en utilisant la relation (4.52), n2{u”
2,i}2 s’écrit aussi :

n2{u”
2,i}2 = (u1,i − U2,i)

(
1− K0(d∗)

K3(d∗)

)
n2 (4.68)
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4.4.2 Flux décorrélé moyen de densité de surface

T( σ2
m2

) = − ∂
∂xi

n2{σ2u
”
2,i}2 représente le flux de surface par transport décorrélé

moyen. De même que pour la densité de particules, la densité de surface est trans-
portée à la vitesse {~u2}2 et nécessite un terme de correction de flux.

{n2σ2u
”
2,i}2 = n2{σ2u2,i − U2,i}2

= n2{σ2u2,i}2 − n2{σ2}2U2,i

=
∫

σpcp,if2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp − Σ2U2,i

(4.69)

En remplaçant f2 par sa forme présumée, en utilisant la relation (4.13) et en simpli-
fiant, la fermeture s’écrit :

n2{σ2u
”
2,i}2 = n2π

∫
Ωd

β2
puτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp − Σ2U2,i (4.70)

Le premier terme de droite est le seul à devoir être développé :

∫
Ωd

β2
puτ,i(βp)N(βp; ~x, t)dβp =

∫ +∞

0
β2

p

[
u1,i + (u∞,i − u1,i)e

− d2
St

β
p2

]
N(βp; ~x, t)dβp

= u1,iS2 + (u∞,i − u1,i)
∫ +∞

0
β2

pe
− d2

St
β

p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸
K2(d∗)

= (u1,i − U2,i)Σ2 + K2(d∗)(u∞,i − u1,i)Σ2

(4.71)

et enfin en utilisant la relation (4.52), n2{σ2u
”
2,i}2 s’écrit simplement :

n2{σ2u
”
2,i}2 = (u1,i − U2,i)

(
1− K2(d∗)

K3(d∗)

)
Σ2 (4.72)

où K2(d∗) représente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer à l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :

K2(d∗) =
c1

2
(d∗)p1 exp

(„
(2+p1)2

4 −1

«bσ2

)(
1−Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(2 + p1)σ̂
2

))
+

1
2

(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+ σ̂

))
− c2

2
(d∗)p2 exp

(„
(2+p2)2

4 −1

«bσ2

)(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(2 + p2)σ̂
2

)) (4.73)
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4.4.3 Flux décorrélé moyen de QDM

Le terme T(u”2,j) = − ∂
∂xj

α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 représente le flux de QDM par trans-

port décorrélé moyen. Ce sont avec le flux décorrélé d’EQB le seuls termes non nuls
en monodisperse car ils ne dépendent pas du diamètre. Ces termes ont donc déjà
été étudié et il est par conséquent possible de s’inspirer des corrélations existantes.
D’après les travaux de Simonin [67] et Kaufmann [27], α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 est mo-
délisé par analogie avec le tenseur des contraintes des équations de Navier-Stokes à
l’aide d’une pression pour les termes diagonaux et d’une viscosité pour les termes
anti-diagonaux :

α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2= pQBδij + τ2,ij (4.74)

où

τ2,ij = µQB

(
∂u2,j

∂xi
+

∂u2,i

∂xj
− 2

3
∂u2,k

∂xk
δij

)
(4.75)

avec τ2,ij tenseur des contraintes visqueuses, pQB pression quasi-brownienne et µQB

viscosité cinématique quasi-brownienne.

Pression quasi-brownienne

La pression quasi-brownienne pQB peut être estimée selon une approximation
de Boussinesq en faisant une analogie entre la définition thermodynamique de la
température (grandeur caractérisant l’agitation des molécules) et la définition de
l’énergie quasi-brownienne (grandeur caractérisant l’agitation des particules). Dans
ce cas, elle s’écrit sous la forme d’une équation d’état selon :

PQB =
2
3
EQB (4.76)

Il est alors nécessaire d’utiliser l’équation de transport de l’énergie quasi-brownienne
(3.78) pour connâıtre EQB.

La pression quasi-brownienne peut également être évaluée sans transporter d’équa-
tion grâce à une corrélation basée sur un bilan de QDM en turbulence homogène
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isotrope comme proposé par Février [21] :

pQB = 2
3ηQB qp2 (4.77)

ηQB = 4
qf@pqp2

(qfp)2
− 1 (4.78)

qf@p = qf2 = 1
2 < u1,iu1,i >2 (4.79)

qp2 = 1
2 < u2,iu2,i >2 (4.80)

qfp = 1
2 < u1,iu2,i >2 (4.81)

Dans ce cas, seule la partie diagonale du tenseur (α2ρ2 < u”2,iu”2,i >2) est consi-
dérée.

Viscosité quasi-brownienne

Le tenseur présenté en (4.75) possède un paramètre visqueux. Dans les équations
de Navier-Stokes, ce terme contient un temps caractéristique de collision entre les
molécules. Pour les écoulements diphasiques, en l’absence de collision, le temps
caractéristique utilisé pour la modélisation est le temps de relaxation des particules
τdrag. La viscosité quasi-brownienne se définit alors selon :

νQB =
τdrag

3
EQB (4.82)

A nouveau, la connaissance du terme EQB est nécessaire pour évaluer cette viscosité.
La viscosité cinétique et la viscosité dynamique sont reliée par :

µQB = α2ρ2νQB (4.83)

La pertinence de cette modélisation dans une configuration turbulente anisotrope
est discutée au chapitre 7.

4.4.4 Flux décorrélé moyen d’EQB et diffusion quasi-brownienne

L’équation de transport d’énergie quasi-brownienne (3.78) présente une corré-
lation de troisième ordre notée T(1

2u”2,ju”2,j). Dans la simulation statistique des
écoulements diphasiques, cette corrélation est modélisée par un terme diffusif selon
l’équivalent d’une loi de Fick pour la température [67] :

α2ρ2 < u”2,ju”2,ju”2,i >2= −κQB
∂EQB

∂xi
(4.84)

avec κQB diffusion quasi-brownienne.
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Diffusion quasi-brownienne

La diffusion quasi-brownienne κQB est modélisée par analogie au coefficient de
diffusion de l’énergie cinétique fluctuante des particules du modèle à deux-fluides
[67] [68] :

κQB =
10
27

α2ρ2EQB (4.85)

La pertinence de cette modélisation dans une configuration turbulente anisotrope
est discutée au chapitre 7.

4.4.5 Efforts extérieurs

Pour des particules lourdes, avec des diamètres assez petits, les effets d’histoire
et de masse ajoutée sont négligeables [27]. Les efforts extérieurs sont donc réduits à
la trâınée de Stokes (cf également l’hypothèse 6 p.56). La correction de Tchen[73]
est ajoutée pour la prise en compte de la turbulence et la trâınée modélisée pour
une particule s’écrit :

Fi

m2
=

u1,i − u2,i

τdrag(d2)
(4.86)

où τdrag(d2) représente le temps de Stokes (2.8) pour une particule de diamètre d2.

Trâınée polydisperse

En injectant l’expression (4.86) dans α2ρ2 < Fi
m2

>2 et en utilisant les relations
(4.47) et (4.13), le terme source de trâınée moyen Fd,i s’écrit :
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Fd,i = α2ρ2 <
Fi

m
>2

= α2ρ2

〈
u1,i − u2,i

τdrag(d2)

〉
2

=
πρ2

6

∫
β3

p

(
u1,i − u2,i

τdrag(βp)

)
f2(cp,i, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp

=
α2ρ2

τdrag(d00)
1

d00e
9bσ2/4

∫
Ωd

βp (u1,i − uτ,i) N(βp; ~x, t)dβp

=
α2ρ2

τdrag(d00)
1

d00e
9bσ2/4

∫ +∞

0
βp(u1,i − u∞,i)e

− d2
St

β
p2 N(βp; ~x, t)dβp

=
α2ρ2

τdrag(d00)
(u1,i − u∞,i)

1

d00e
9bσ2/4

∫ +∞

0
βpe

− d2
St

β
p2 N(βp; ~x, t)dβp︸ ︷︷ ︸

K1(d∗)

= α2ρ2

(
u1,i − u∞,i

τdrag(d00)

)
K1(d∗)

(4.87)

et enfin en utilisant la relation (4.52), Fd,i s’écrit simplement :

Fd,i = α2ρ2

(
u1,i − U2,i

τdrag(d00)

)
K1(d∗)
K3(d∗)

(4.88)

où K1(d∗) représente une fonction adimensionnelle que l’on peut calculer à l’aide
des relations (4.54) et (4.55) :

K1(d∗) =
c1

2
(d∗)p1 exp

(„
(1+p1)2−9

4

«bσ2

)(
1−Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(1 + p1)σ̂
2

))
+

1
2

exp
(
−2σ̂2

)(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

σ̂

2

))
− c2

2
(d∗)p2 exp

(„
(1+p2)2−9

4

«bσ2

)(
1 + Erf

(
ln(d∗)

σ̂
+

(1 + p2)σ̂
2

)) (4.89)

On peut se demander comment une variation de τconv influe sur la valeur de la
trâınée. Si l’on considère tout d’abord d∗(τconv), en développant, on obtient :

d∗(τconv) = d00 ∗
(

18µ1

ρ2
τconv

)−1/2

(4.90)

La fonction d∗(τconv) est donc décroissante. On étudie ensuite la dérivée de K1(d∗),
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il vient :

∂K1

∂d∗
=

1

d00e
9bσ2/4

∂

∂d∗

∫ +∞

0
βpe

− d2
St

β
p2 N(βp; ~x, t)dβp

=
d2

St

d00e
9bσ2/4

∂

∂d∗

∫ +∞

0
d∗e−d∗2N(d∗; ~x, t)dd∗

=
d2

St

d00e
9bσ2/4

d∗e−d∗2N(d∗; ~x, t)

(4.91)

Tous les termes de droite sont positifs, on peut donc en déduire que K1(d∗) est une
fonction croissante et que, par conséquent, K1(τconv) est une fonction décroissante.
Si l’on diminue τconv, la trâınée augmente.

Finalement, les fermetures choisies ne dépendent que d’un seul paramètre à fixer
par l’utilisateur, le temps convectif particulaire τconv qui permet de calculer ’d∗’ le
rapport du diamètre local au diamètre limite séparant les comportements balis-
tiques et particulaires et qui pilote les comportements dynamiques décorrélés de
sous-mailles.

Tenseur des contraintes dans l’équation de transport d’EQB

Le terme WQB = α2ρ2 < u”2,i
F2,i
m2

>2 de l’équation (3.78) représente le travail des
efforts extérieurs associé au mouvement décorrélé. C’est un terme qui peut être
générateur ou destructeur d’énergie cinétique décorrélée.
Par consistance avec le modèle présenté en (4.75), ce terme s’écrit :

WQB = − 2
τdrag

α2ρ2EQB − (PQBδij − τ2,ij)
∂u2,i

∂xj
(4.92)

Le premier terme de droite représente la destruction d’EQB engendré par la trâınée.
Sous l’effet de la trâınée, les particules ont tendance à aligner leur vitesse sur celle
du gaz donc à gagner en corrélation.
Le second représente la production d’EQB par compression. Un simple bilan volu-
mique permet de comprendre que la densité d’énergie cinétique décorrélée augmente
lorsque la densité des particules augmente.
Le troisième terme représente la production d’EQB par cisaillement. Un écoulement
cisaillé est de facto un écoulement présentant une décorrélation de vitesse.
Le quatrième et dernier terme représente la dissipation d’EQB à mettre en rapport
avec la diffusion de la chaleur dans les équations de Navier-Stokes. Cela représente
en quelque sorte la répansion isotrope des vitesses décorréleés due au transport par
ces mêmes vitesses décorrélées.
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4.4.6 Evaporation

L’équation (3.30) régit l’évolution de la température moyenne d’un nuage de par-
ticules mais ne donne pas d’information sur la variance de température dans le
nuage. Cette information nécessiterait la résolution d’une équation de transport
supplémentaire, ce qui alourdirait d’environ 15% les temps de calcul. De plus, la
convection différenciée semble bien plus prédominante que la dispersion thermique
étant donné le rapport entre les échelles spatiales caractéristiques de convection et
d’évaporation dans les turbines à gaz.
En première approche, la dispersion locale de température sera donc négligée (EΓ =
0) et la température considérée comme statistiquement uniforme.
Cette hypothèse ramène le problème d’évaporation au seul calcul du taux d’évapora-
tion moyen d’un nuage de gouttes polydisperse de température moyenne uniforme.

Variation de masse

Pour une goutte isolée, le taux d’évaporation s’écrit [29] :

∂m2

∂t
= 4πd2ρ2D2 ln(1 + B) (4.93)

avec B nombre de transfert de Spalding et D2 coefficient de diffusion moléculaire
du fuel gazeux.
En applicant la définition de la moyenne statistique (3.4) et en développant à l’aide de
la définition des moments Sγ (4.36), le taux d’évaporation moyen s’écrit finalement :

Γ2 = n2

{
∂m2

∂t

}
2

= 4πρ2D2S1 ln(1 + B) (4.94)

Il reste à calculer la variation associée de surface.
La variation de masse peut aussi s’écrire :

∂m2

∂t
=

∂
(
ρ2πd3

2/6
)

∂t

= 3ρ2πd2
2/6

∂d2

∂t

(4.95)

ce que l’on réarrange pour obtenir la variation temporelle de surface en fonction de
la variation de masse :

2
d2

∂m2

∂t
= ρ2πd2

∂d2

∂t

=
ρ2

2
∂σ2

∂t

(4.96)
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Et enfin, combinée à (4.93), cette dernière expression donne le taux de variation de
surface d’une particule due à l’évaporation :

∂σ2

∂t
=

4
ρ2d2

∂m2

∂t

= 16πD2 ln(1 + B)
(4.97)

Pour passer à la formulation polydisperse, l’équation (3.66) donne la forme du terme
source moyen à calculer :

Γs = n2

{
dσ2

dt

}
2

= 16πn2D2 ln(1 + B)
(4.98)

Il reste à déterminer l’influence de l’évaporation sur la QDM et l’enthalpie au travers
des termes Γu,i et Γh.

Variation de QDM

En utilisant l’équation (4.93), Γu,i se développe simplement :

Γu,i = n2

{
u2,i

dm2

dt

}
2

= n2 {u2,i4πd2ρ2D2 ln(1 + B)}2

= n24πρ2D2 ln(1 + B)
∫

cp,iβpf2dcp,idζpdβp

(4.99)

Puis en combinant la propriété (4.13) avec la définition (4.47), on obtient :

Γu,i = n24πρ2D2 ln(1 + B)
∫

uτ,iβpN(βp; ~x, t)dβp

= n24πρ2D2 ln(1 + B)

[
u1,iS1 + (u∞,i − u1,i)

∫ +∞

0
βpe

− d2
St

β
p2 N(βp; ~x, t)dβp

]
= n24πρ2D2 ln(1 + B)

[
u1,iS1 + (u∞,i − u1,i)d00e

(3bσ/2)2K1(d∗)
]

= n24πρ2D2 ln(1 + B)
[
u1,iS1 + (U2,i − u1,i)d00e

(3bσ/2)2 K1(d∗)
K3(d∗)

]
= n24πρ2D2 ln(1 + B)S1

[
u1,i + (U2,i − u1,i)e(2bσ2) K1(d∗)

K3(d∗)

]
(4.100)

Enfin, en incorporant l’expression de Γ2 (4.94), il vient :

Γu,i = Γ2

(
u1,i + (U2,i − u1,i)

K1(d∗)
K3(d∗)

e(2bσ2)

)
(4.101)

93



Chapitre 4 : Fermetures

Variation d’enthalpie

Comme θΓ est choisi indépendant de d2, l’expression de Γh s’écrit simplement :

Γh = Γ2h2 (4.102)

4.5 Retour à l’état monodisperse

En l’absence de croisement de jets de particules, la variance de diamètre d’un
nuage polydisperse ne peut que diminuer à partir de sa valeur d’injection sous l’effet
séparateur de la trâınée.
Pour appréhender le phénomène, un exemple de séparation est représenté à la
Fig. 4.10. Un nuage initialement polydisperse est transformé en spray localement
monodisperse par l’effet d’une trainée transverse. Le schéma montre trois étapes
discrètes de l’évolution temporelle et spatiale du nuage initial (appelé aussi nuage
’père’). Le nuage père ’1’ se sépare en deux nuages fils. Le premier ’11’ est consti-
tué uniquement de gouttes à fort Stokes, et le second ’12’ est encore polydisperse.
La dispersion des diamètres a diminué dans chaque nuage fils et implique que
σ̂injection = σ̂1 > σ̂12 > σ̂11 = 0.
La deuxième séparation (12 ⇒ 121 + 122) aboutit à l’état final monodisperse pour
lequel σ̂11 = σ̂121 = σ̂122 = 0.

Il arrive parfois, dans les calculs, que l’on obtienne un résultat différent de celui
attendu (Fig. 4.10). Cela est dû à deux phénomènes (l’un numérique, l’autre phy-
sique) liés aux opérateurs de traitement des fronts (cf section 5.5 pour de plus
amples détails). Cela pose un problème car, une fois que la variance s’est mise à
augmenter au lieu de diminuer, le phénomène a tendance à parasiter le calcul tout
autour des zones de gradients.

Pour essayer de comprendre ce phénomène d’augmentation inopportun (et donc
de pouvoir le limiter), on peut reprendre les équations qui régissent l’évolution du
diamètre et de la variance, (4.43) et (4.44), et étudier sous quelle(s) condition(s) ces
deux quantités doivent diminuer simultanément :

− 2J1
3α2

+ 3J2
2Σ2

− 5J3
6n2

< 0

2J1
3α2

− J2
Σ2

+ J3
3n2

< 0
(4.103)

Par simple sommation des deux conditions, ce système se simplifie aisément en :

J2

2Σ2
− J3

2n2
< 0 (4.104)
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Fig. 4.10 – Schéma représentatif de la séparation de diamètre

puis en
J2

Σ2
<

J3

n2
(4.105)

Ainsi, en substituant les valeurs des termes Ji (4.41) et en absence d’évaporation, il
apparâıt qu’une diminution simultanée du diamètre et de la variance n’est possible
que si

T(σ2)
Σ2

>
T(1/m2)

n2
(4.106)

En utilisant les fermetures proposées en (4.68) et (4.72), la condition est réécrite en :

∂

∂xi

(
1− K2(d∗)

K3(d∗)

)
>

∂

∂xi

(
1− K0(d∗)

K3(d∗)

)
(4.107)

Cependant, en raison de la complexité des fonctions Ki(d∗) qui font apparâıtre
des termes particulièrement non-linéaires, il est très difficile d’interpréter ce résul-
tat analytique. En effet, il faudrait pouvoir évaluer, et surtout interpréter, le signe
des gradients des rapports de fonctions Ki(d∗) en fonction des gradients locaux de
d00 et σ̂. On propose donc une approche basée sur des raisonnements physiques en
cherchant à définir quelle serait la variance donnée par l’écoulement réel et à s’en
approcher.
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Restriction de la variance selon des considérations physiques

Dans la description par PDF présumée, il existe une probabilité non nulle de pré-
sence de tout diamètre fini. Dans un écoulement réel, il existe un diamètre maximal.
Ainsi, si la variance est trop élevée, elle permet des probabilités non négligeables
de diamètres non réels.
Certaines formes présumées particulières de PDF limitent naturellement les va-
leurs des probabilités des diamètres extrêmes [3]. Mais ces PDF ne possèdent pas
les propriétés mathématiques nécessaires pour une intégration analytique des mo-
ments comme le permet la loi log-normale.
On va donc chercher à mimer différemment la limitation des probabilités des dia-
mètres extrêmes.

L’idée de base est que la variance locale ne peut pas permettre de dépasser loca-
lement les diamètres extrêmes injectés. En effet, la variance permet d’évaluer dans
un nuage polydisperse l’écart moyen au diamètre moyen. Cela conduit donc à éva-
luer une borne supérieure de la variance en chaque point et à chaque instant.

En pratique, la première étape consiste à définir un diamètre maximal local
’représentatif ’ puisque, comme indiqué au début de ce paragraphe, il n’existe pas
en théorie de vrai maximum.
On sait d’après (4.10) qu’en chaque point plus de 99.5% des gouttes ont un diamètre
inférieur à la valeur d2max définie selon :

d2max(σ̂) = d00 exp(2σ̂) (4.108)

La valeur d2max est donc choisie comme diamètre local maximal représentatif.
Cette relation est également valable au(x) point(s) d’injection. Plus de 99.5% des
gouttes ont un diamètre inférieur à d2max inj défini selon :

d2max inj = d00injection exp(2σ̂injection) (4.109)

avec d00injection diamètre moyen d’injection et σ̂injection variance à l’injection.
Or, dans tous les cas où la condensation est négligée, le diamètre maximal à l’injec-
tion est également le diamètre maximal dans tout le domaine étudié.
Ainsi, on peut affirmer qu’en chaque point, pour chaque particule, on doit avoir :

d2 ≤ d2max(σ̂) ≤ d2max inj (4.110)

Grâce à l’égalisation des relations (4.108) et (4.109), la valeur notée σ̂max1 définie telle
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que d2max(σ̂max1) = d2max inj est donnée par :

σ̂max1 =
1
2

ln
(

d2max

d00

)
(4.111)

= σ̂injection +
1
2

ln
(

d00injection

d00

)
(4.112)

De même, on cherche à définir le diamètre local minimal représentatif.
Toujours d’après l’équation (4.10), plus de 99.5% des gouttes ont aussi un diamètre
supérieur à la valeur d2min définie selon :

d2min(σ̂) = d00 exp(−2σ̂) (4.113)

et d2min est choisi comme diamètre local minimal représentatif.
Cette relation est également valable au(x) point(s) d’injection. Plus de 99.5% des
gouttes ont un diamètre supérieur à d2min inj défini selon :

d2min inj = d00injection exp(−2σ̂injection) (4.114)

Ainsi, en incluant (4.110), on peut affirmer qu’en chaque point, pour chaque parti-
cule, on doit avoir :

d2min inj ≤ d2min(σ̂) ≤ d2 ≤ d2max(σ̂) ≤ d2max inj (4.115)

La deuxième valeur limitante σ̂max2 vérifiant d2min(σ̂max2) = d2min inj en est déduite :

σ̂max2 = σ̂injection −
1
2

ln
(

d00injection

d00

)
(4.116)

Au final, la condition la plus limitante entre (4.112) et (4.116) est retenue et, afin de
capturer le retour à l’état monodisperse, σ̂ est seuillé à la valeur :

σ̂ = min
(
σ̂, σ̂max1, σ̂max2

)
(4.117)

Ce seuillage limite les valeurs possibles de σ̂ et permet de redéfinir les probabilités
de présence des diamètres extrêmes.

Une représentation visuelle de l’effet du seuillage est proposée à la Fig. 4.11. La
valeur de σ̂ obtenue conduit à une probabilité trop importante pour des particules
dont le diamètre est inférieur au diamètre d’injection (zone hachurée). Afin de cor-
riger cet effet, la largeur de la loi log-normale est réduite selon la règle (4.117) et la
probabilité de dépasser le diamètre d’injection devient inférieur à 0.5%.
Comme à variance nulle, les flux décorrélés sont par définition nuls, la relation (4.117)
qui contrôle la diminution de σ̂ contrôle également l’extinction des flux décorrélés
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Fig. 4.11 – Représentation graphique du seuillage

et permet le retour à l’état monodisperse. De plus, elle permet de faire disparâıtre
simplement les problèmes de variance trop importante.
Ce modèle n’est cependant pas valable dans le cas où il existe plusieurs sources
distinctes de particules présentant des variances et des diamètres différents.
L’influence du seuillage de σ̂ est discuté à la section 6.3.

Prédiction-Correction

Cependant, σ̂ n’est pas une des grandeurs descriptives retenues. Pour ne pas
perdre de masse ni de particules, la seule grandeur modifiable pour prendre en
compte la valeur de σ̂ corrigée est la densité de surface Σ2. Cela revient à modifier
la répartition des diamètres sans modifier la masse totale ni le nombre de particules.
Σ2 est alors corrigée en :

Σ2 =
1

d00
α2e

−(5/4bσ2
corrigé) (4.118)

avec σ̂corr la variance corrigée selon la relation (4.117).
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4.6 A propos de l’effet de la turbulence du fluide porteur sur la

phase dispersée

La phase continue bénéficie d’une grande antériorité au niveau de la descrip-
tion des écoulements turbulents et propose de nombreux modèles pour prendre en
compte les effets instationnaires. La phase dispersée, quant à elle, est insensible au
couplage entre la turbulence gazeuse et la trâınée tant que la particule reste petite
face à l’échelle de coupure de l’énergie cinétique turbulente. Les cas tests présentés
au chapitre 5 vérifient cette hypothèse et par conséquent, aucun terme de correc-
tion n’est appliqué dans les équations.
Dans les cas où cette hypothèse ne se vérifie pas, même si les termes supplémentaires
qui apparaissent lors du double filtrage de la phase dispersée ont été identifiés [27],
leur interprétation, et encore plus leur modélisation, reste délicate. L’évaluation de
l’influence de cette hypothèse est un axe de développement encore peu exploré et
cette influence n’est pas prise en compte ici.
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Chapitre 5

Code de calcul AVBP TPF

5.1 Présentation

Les simulations numériques de ce travail ont été réalisées avec le solveur AVBP TPF.
Ce code de calcul compressible développé par le CERFACS est directement issu
d’AVBP et résout de façon explicite les équations diphasiques en deux et trois di-
mensions pour des écoulements stationnaires et instationnaires (Schönfeld[13], Colin
[9]...).

AVBP TPF permet le traitement des maillages structurés, non structurés et hy-
brides avec des éléments prismatiques ou tétraédriques. Le code est parallélisé et
portable sur un grand nombre de plates-formes parallèles (Compaq Alpha Server,
Silicon Graphics, SUN...). La librairie COUPL (Cerfacs and Oxford University Pa-
rallel Library) gère les opérations de tableaux en parallèle. Les routines sont écrites
dans les formats standards de FORTRAN 77 mais des extensions en langage C et
FORTRAN 90 sont nécessaires pour permettre une gestion dynamique des tableaux.

5.2 Schémas numériques

Dans le cas d’un calcul LES, les schémas numériques doivent être capables de
convecter les échelles turbulentes sur une large gamme de fréquences, c’est-à-dire
pour les petites comme pour les grandes échelles avec des erreurs de dissipation et
de dispersion les plus faibles possibles.
De plus, les relations entre les moments transportés de la PDF de taille de gouttes
sont telles que pour les conserver les erreurs de dispersion du schéma doivent être
très faibles. Or, l’erreur de dispersion aux hautes fréquences est importante pour
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des schémas de types différences finies centrées et volumes finis. La Fig. 5.1 montre
les erreurs de reconstruction engendrées par les schémas Lax-Wendroff et centré
Runge-Kutta trois étapes sur la convection d’une gaussienne monodimensionnelle.
Le domaine est périodique et les résultats sont présentés après 25 temps convectifs.
On constate qu’avec ces deux schémas le diamètre reconstruit d’après la relation
(4.38) est très dégradé. Un troisième schéma numérique d’ordre 3 en espace et en
temps est également implanté dans le code AVBP TPF spécifiquement pour la LES.
Il s’agit du schéma éléments-finis TTGC [9]. Ce schéma de type Taylor-Galerkin est
peu dissipatif et peu dispersif et permet d’obtenir des résultats plus précis que ceux
obtenus avec le schéma Lax-Wendroff et centré Runge-Kutta. La Fig. 5.1 montre
que ce schéma conserve de façon quasi-exacte la valeur du diamètre.
En raison de la dissipation trop importante du schéma Lax-Wendroff et malgré un
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Fig. 5.1 – Erreur de transport selon le un schéma employé

coût plus faible, ainsi que des effets dispersifs du schéma Runge-Kutta pour un coût
de calcul équivalent, c’est le schéma TTGC qui a été retenu pour les simulations
présentées à ce chapitre.
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5.3 Conditions aux limites

5.3.1 Conditions aux limites sur la phase dispersée

Contrairement à la phase continue, la phase dispersée n’est pas compressible au
sens de la phase gazeuse et ne nécessite pas de prise en compte d’effets acoustiques
pour le traitement des conditions aux limites. Les grandeurs sont simplement im-
posées sur la condition d’entrée et convectées sans traitement particulier au niveau
de la sortie. Les murs sont considérés comme glissants et imperméables (vitesse
normale, gradients de masse, de densité de particules et d’enthalpie nuls).
Le vecteur solution contient respectivement les quantités α2, α2

~U2, α2EQB, α2H2, Σ2

et n2. Cependant les variables imposées aux limites sont d00, ~U2, T2, σ̂ et n2.
Pour chacune de ces quantités, décrites de façon générique sous l’appellation Ψ, la
valeur imposée à la frontière à l’instant t est :

Ψt = Ψt−1 + kΨ

(
Ψcible −Ψt−1

)
(5.1)

avec Ψcible valeur cible et kΨ un coefficient de relaxation spécifique à la grandeur Ψ,
imposé par l’utilisateur et qui conditionne la vitesse de convergence vers la consigne.

5.3.2 Conditions aux limites sur la phase continue

Une attention particulière est exigée dans l’écriture des conditions aux limites
pour un code compressible, particulièrement pour des méthodes LES ou DNS. Les
schémas numériques peuvent fournir une précision d’ordre élevé et une faible dis-
sipation numérique. Cependant, cette précision dépend fortement de la qualité des
CL. Dans la plupart des simulations DNS, des conditions périodiques sont généra-
lement employées. Le domaine est alors infini et aucune condition aux limites n’est
requise. La LES nécessite quant à elle, l’emploi de conditions d’entrées, de sorties et
de murs pour la simulation de problèmes concrets. Ainsi, le bruit, tant acoustique
que numérique devient un élément préoccupant. En cherchant à imposer ’en dur’
les valeurs aux limites, les équations Navier-Stokes aux bords ne sont pas résolues,
et les phénomènes acoustiques ne sont pas correctement traités. Aucun contrôle sur
ces derniers n’est alors possible.
Les conditions dites ’Navier-Stokes Characteristic Boundary Conditions’ (NSCBC)
permettent de laisser sortir les ondes acoustiques tout en imposant une valeur
moyenne. La démarche pour spécifier les conditions aux limites est d’exprimer
l’amplitude des ondes entrantes comme si le problème était localement monodi-
mensionnel et non visqueux (Poinsot & Lele [51]).
Par ailleurs, dans le cas d’écoulement diphasique, le gradient de pression local est

107



Chapitre 5 : Code de calcul AVBP TPF

pondéré par la fraction volumique de particules. Cela implique également une in-
fluence sur la vitesse du son locale [12] et donc sur la formulation des conditions
NSCBC. Cependant, comme cet effet reste très mineur pour des faibles fractions
volumiques et des faibles gradients de fraction volumique de liquide [27], comme
dans tous les cas étudiés ici, il n’est pas pris en compte.

5.3.3 Simulation d’injection de turbulence

L’objectif de la LES est de résoudre explicitement les fluctuations turbulentes
de grande échelle. Cependant, au voisinage de l’entrée, la turbulence ne peut s’éta-
blir spontanément dans le domaine que par des mécanismes de production tels
que cisaillement ou cascade énergétique. Ces mécanismes naturels peuvent être in-
suffisants et il est parfois nécessaire de générer des fluctuations de vitesse en entrée.

Pour ce faire, deux voies sont possibles, la première consiste à simuler un domaine
suffisamment long en amont afin de laisser la turbulence s’établir ’naturellement’
et atteindre les niveaux souhaités. Cette approche, envisagée par [49] [65], nécessite
un coût supplémentaire de calcul non négligeable et surtout un maillage très fin
afin de capturer les effets transitoires entre écoulement en conduite laminaire et
turbulent.

La deuxième possibilité consiste à perturber l’écoulement dès l’entrée et de façon
artificielle avec une déstabilisation adaptée. Une turbulence pleinement développée
s’établit alors rapidement permettant de recoller rapidement aux niveaux de fluc-
tuation expérimentaux. Cette déstabilisation est obtenue en superposant les modes
d’un champ turbulent homogène isotrope à l’écoulement moyen en entrée du do-
maine de calcul.
La méthode employée ici est basée sur les travaux de Kraichnan (1970) qui décrit
un champ ~vturb(~x, t) homogène et isotrope comme une superposition de fonctions
harmoniques :

vturb,i(xi, t) =

√
2
N

N∑
n=1

[pn
i cos(Ψj) + qn

i sin(Ψj)] (5.2)

avec

Ψj = Kn
j

(
v′

v′(j)

)
x̃j + ωnt̃ (5.3)

pn
i = εijmζ

(n)
j K(n)

m q
(n)
i = εijmξ

(n)
j K(n)

m (5.4)

et les fonctions ζ, ξ ω et K prises selon

ζ
(n)
j ∈ G(0, 1), ξ

(n)
j ∈ G(0, 1), ωn ∈ G(0, 1), Kn

i ∈ G(0, 1/2) (5.5)
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où, x̃j = x/l et t̃ = t/τ sont les échelles caractéristiques adimensionnées de longueur
et de temps et v′ = l/τ est la fluctuation de vitesse. εijm est le tenseur de permu-
tation utilisé dans l’opération de produit vectoriel, et G(M,σ) est une distribution
gaussienne de moyenne M et d’écart type σ. Les nombres Kn

j et ωn représentent
un échantillonnage de n vecteurs d’ondes et n fréquences du spectre de turbulence
E(K). Ce spectre est défini selon l’Eq. (5.6) et est représenté sur la figure (5.2) en
ligne continue.

E(k) = 16 (2/π)1/2 K4 e(−2K2) (5.6)

K=2π/lt est le nombre de modes et lt l’échelle de longueur turbulente. K est réparti
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Fig. 5.2 – Spectre modélisé d’énergie cinétique turbulente

de façon aléatoire selon une distribution gaussienne de variance Ke, où Ke est le
vecteur nombre d’onde du tourbillon le plus énergétique injecté en entrée. le défini
par le=2π/Ke vaut approximativement un tiers de la dimension caractéristique de
l’entrée. Un nombre d’onde de coupure Kcutoff détermine quant à lui la taille du
plus petit tourbillon injecté en entrée. lcutoff est géralement prise égale à deux fois
la taille minimale de la cellule en entrée.
Cette méthode est employée sur la configuration Sommefeld-Qiu, Chapitre 5.

Le champ ~vturb généré par la méthode Kraichnan est à divergence nulle et le
tenseur de corrélation correspondant est, par construction, diagonal :

∂vturb,i

∂xi
= 0 (5.7)

vturb,ivturb,j = δij (5.8)
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Cependant, il semble évident que, pour une configuration LES quelconque, la turbu-
lence est rarement isotrope. Le principe de la méthode est donc d’alimenter l’écou-
lement en structures de tailles multiples selon une répartition compatible avec la
physique de la turbulence et de laisser la simulation élire les modes représentatifs
et les transporter. Par cascade ou dissipation, on fait l’hypothèse que les structures
non pertinentes disparaissent rapidement.

Cette procédure est implantée dans le code AVBP TPF. Elle est appliquée à
la condition aux limites caractéristiques d’entrée et nécessite de spécifier les para-
mètres suivants : N , le nombre de modes injectés en entrée, le, la taille du tourbillon
le plus énergétique et lcutoff , la taille du plus petit tourbillon.

5.4 Reconstitution de grandeurs et transport

La reconstruction du diamètre à partir des variables transportées est une opéra-
tion délicate au niveau numérique. Une faible erreur de reconstitution due au choix
de la relation de transport s’amplifie très vite au point de produire des résultats non
physiques. Cette relation a dû être adaptée pour assurer une reconstruction précise.

Avant de présenter cette relation et afin de mieux appréhender les problèmes
numériques rencontrés, l’explication du phénomène est présentée sur un cas mono-
dimensionnel.

Un champ de particules initialement au repos porté par un gaz au repos est
soumis à une petite perturbation relative de diamètre ε en un point indicé i + 1.
Au point indicé i adjacent à la perturbation, une approche différence finie de la
discrétisation des équations de transport donne respectivement pour α2, Σ2 et n2

après simplification :

αn+1
2,i = αn

2,i

(
1 +

CFL

2

(
(1 + ε)3 − 1

))
(5.9)

Σn+1
2,i = Σn

2,i

(
1 +

CFL

2

(
(1 + ε)2 − 1

))
(5.10)

nn+1
2,i = nn

2,i (5.11)

avec n indice temporel et i indice spatial de la discrétisation et CFL le paramètre
du critère de Courant-Friedrichs-Levy.
En reportant les expressions discrétisées de α2, Σ2 et n2 dans l’expression de défi-
nition de la variance (4.37) et en effectuant un développement limité d’ordre 2 de σ̂
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5.5 Opérateurs de traitement des fronts et conséquences en polydisperse

par rapport à ε, il vient :

σ̂n+1
i = σ̂n

i +
CFL

2

(
1− CFL

2

)
ε2 + o(ε2) (5.12)

La CFL étant positive par définition, on constate que, quel que soit le signe de la
variation de d00, σ̂ va dériver doucement vers des valeurs supérieures à sa valeur
initiale. Ainsi, la variation relative de d00 provoque une erreur absolue sur σ̂.

La solution qui a été envisagée pour résoudre cette dérive est de transporter non
pas Σ2 mais d00Σ2. L’équation de transport de d00Σ2 est obtenue à partir de l’équa-
tion de transport de kΣ2 (3.67) en remplaçant k par d00, :

∂

∂t
d00Σ2 +

∂

∂xi
d00Σ2U2,i =− ∂

∂xi
d00 {σ2u”2,i}2 + C(d00σ2) + n2d00

{
dσ2

dt

}
2

(5.13)

Si l’on calcule la variance σ̂ à l’aide de la relation :

σ̂ =

√
5
4

ln
(

6α2

d00Σ2

)
(5.14)

Et que l’on effectue un développement limité d’ordre 2 de l’avancement de σ̂ dans
l’équation (5.13), on obtient cette fois-ci :

σ̂n+1
i = σ̂n

i + o(ε2) (5.15)

Le terme d’ordre 2 a été éliminé et cette modification permet une précision suffisante
pour éviter la propagation d’erreur sur la reconstruction de diamètre.

5.5 Opérateurs de traitement des fronts et conséquences en po-

lydisperse

Les schémas centrés ont l’inconvénient de générer des oscillations au voisinage des
discontinuités ou des forts gradients. Des termes de dissipation artificielle (Jameson
[26]) peuvent être ajoutés pour lisser ces oscillations. Cependant, s’ils permettent
une convection correcte des gros tourbillons, ils présentent une erreur dispersive
pour les structures plus petites. Il est alors nécessaire d’utiliser une résolution du
maillage plus fine sans quoi les erreurs commises sur la convection des grandes
échelles seraient trop importantes.

Cette réduction de l’erreur par le raffinement du maillage implique une augmen-
tation importante du coût CPU requis. Il s’agit donc de trouver un compromis
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Chapitre 5 : Code de calcul AVBP TPF

entre la taille minimale des cellules qui conditionne le pas de temps, le nombre de
cellules et le temps nécessaire de calcul.

Par ailleurs, ces opérateurs sont pour l’instant de même nature pour le gaz que
pour le liquide. En d’autres termes, on utilise la même opération locale de diffusion
sur chaque phase mais avec des coefficients de diffusion distincts.
Cependant, l’opérateur de la phase dispersée n’est pas conçu pour conserver des
relations aussi complexes que la reconstruction de diamètre (4.38) ou de variance
(4.37).
Ainsi, dans les zones de fort gradient (typiquement sur les bords d’un jet liquide),
cet opérateur induit des variations numériques de diamètre ou de variance. En rai-
son de la présence d’une exponentielle de la variance dans les expressions de α2

(4.31) et Σ2 (4.32), on constate que l’erreur se reporte presque exclusivement sur la
variance.
Le seuillage de σ̂ améliore grandement les choses mais des artefacts peuvent persis-
ter (cf chapitre 6).
A ce phénomène numérique s’ajoute une conséquence physique. Pour le calcul, le
’vide’ est rendu par des particules de très faible diamètre et très peu présentes que
l’on utilisent pour ’meubler’ des zones non pertinentes. La diffusion de quantités
telles que la fraction massique ou la densité de particules dans ces zones quasiment
vides engendre la mise en présence artificielle de ’particules de vide’ et de parti-
cules diffusées (présentant un diamètre en général largement supérieur à celui des
particules de vide). On obtient donc localement un nuage hétéroclite, ce qui n’est
qu’une autre façon de décrire l’obtention d’une variance élevée. Or, la diffusion de
particules dans le ’vide’ (au sens physique) n’engendre pas par nature une augmen-
tation de la variance. C’est la façon dont le vide est rendu numériquement pour le
calcul qui cause cette variation.

Ainsi, il faut avoir à l’esprit que l’opération de diffusion artificielle engendre dans
les zones où elle est active une augmentation artificielle de la variance.
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Chapitre 6

Cas de validation théorique : spray

liquide en soufflage transverse

Le premier test de validation du transport polydisperse cherche à démontrer la
capacité à obtenir un état final dont la construction est fortement due aux effets
polydisperses. Le cas retenu est un cas de spray liquide en soufflage transverse.
Des particules de tailles diverses sont injectées au même point avec la même vitesse
(Fig. 6.1). Un écoulement gazeux transverse va peu à peu séparer les particules
selon leur diamètre et les profils obtenus aux sections D et F vont permettre de
comparer le code de calcul avec les trajectoires obtenues par intégration des équa-
tions d’une trâınée de Stokes. Ce cas est à rapprocher des travaux de [88] dans le
cas du jet plat polydisperse mais sans effet d’entrâınement de la phase porteuse.

6.1 Solution analytique

Une résolution analytique de l’équation de la trâınée de Stokes (2.12) sous l’hy-
pothèse d’une vitesse gazeuse ~us constante en temps et en espace donne la vitesse
instantanée ~V (k) en fonction de la vitesse d’injection ~V 0 et la position ~X(k) à chaque
instant t en fonction de la position initiale ~X0 :

X
(k)
i = τ (k)

p (V 0
i − us,i)

(
1− e

− t

τ
(k)
p

)
+ us,it + X0

i (6.1)

V
(k)
i = us,i + (V 0

i − us,i)e
− t

τ
(k)
p (6.2)
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse
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Fig. 6.1 – Configuration du test

Pour cette configuration, on choisit :{
V 0

x = 0 m/s

V 0
y = 2 m/s

{
us,x = 5 m/s

us,y = 0 m/s

{
X0 = 0.05 m

Y 0 = 0 m
(6.3)

Ceci permet d’écrire le système simplifié suivant pour la position de la particule :
X(k) = −us,xτ

(k)
p

(
1− e

− t

τ
(k)
p

)
+ us,xt + X0

Y (k) = V 0
y τ

(k)
p

(
1− e

− t

τ
(k)
p

) (6.4)

On pose alors les coordonnées réduites :
x∗ = X(k) −X0

us,xτ (k)
p

y∗ = Y (k)

V 0
y τ (k)

p

(6.5)

Et le système (6.4) devient : 
x∗ = t

τ (k)
p

− 1 + e
− t

τ
(k)
p

y∗ = 1− e
− t

τ
(k)
p

(6.6)
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6.1 Solution analytique

La deuxième équation du système permet d’obtenir directement l’expression de t

en fonction de y∗ :
t = −τ (k)

p ln (1− y∗) (6.7)

De cette expression, on tire l’expression des vitesses en fonction uniquement de la
position y∗ :

V (k)
x = us,x (1 + ln (1− y∗)) (6.8)

V (k)
y = −V 0

y ln (1− y∗) (6.9)

Cette relation permet de définir les profils de vitesse à comparer en D et F une fois
connus le diamètre et la position réduite y∗.

Il reste donc à définir les profils de diamètre en fonction de la position. En
réinjectant l’expression (6.7) dans (6.6), on obtient x∗(y∗) :

x∗ = −y∗ − ln(1− y∗) (6.10)

En introduisant la définition de τ
(k)
p (2.10), on peut en déduire ~X(k) en fonction de

d
(k)
p pour

Y (k) = Y 1 = 0.15m :

X(k) = X0 − us,x

Y 1 − ρp

18ν1
d(k)

p

2
ln

1− ρpd
(k)
p

2
Y 1

18ν1V 0
y

 (6.11)

Cette relation donne l’abscisse X(k) d’une particule arrivée en Y 1 en fonction de son
diamètre d

(k)
p . Si on l’inverse numériquement, on obtient le diamètre attendu d

(k)
p en

fonction de la position d’arrivée X(k)(Y 1). C’est cette relation qui est utilisée pour
valider les résultats donnés par le code de calcul en Fig. 6.2.

De même, afin de ne pas se limiter à un seul profil, on cherche à définir les
ordonnées d’arrivée de particules en X(k) = X1 = 0.01m en fonction de leur diamètre.
Pour cela, on cherche à exprimer explicitement Y (k) en fonction de X1.
On fait l’hypothèse y∗ � 1 dans (6.10). Une application numérique a posteriori

donne des valeurs comprises entre y∗ = 0.11 pour des particules de diamètre 1000µm

et y∗ = 0.5 pour des particules de diamètre 200µm, justifiant l’hypothèse en première
approche. Un développement limité en y∗ à l’ordre 2 donne alors :

x∗ ∼ y∗2

2
+ o(y∗2) (6.12)

Et en développant, on obtient :

Y (k) ∼ ρp

3ν1
V 0

y

√
ν1

X1 −X0

ρpus,x
d(k)

p (6.13)
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse

Cette relation donne l’ordonnée Y (k) d’une particule arrivée en X1 en fonction de
son diamètre d

(k)
p . Si on l’inverse, on obtient la relation qui est utilisée pour valider

les résultats donnés par le code de calcul en Fig. 6.3 :

d(k)
p ∼

 ρp

3ν1
V 0

y

√
ν1

X1 −X0

ρpus,x

−1

Y (k) (6.14)

C’est un résultat intéressant et peu évident a priori pour ce type de configuration :
pour y∗ � 1, le long d’une verticale le diamètre varie linéairement.

6.2 Configuration

Le domaine fait 25cm×15cm et comporte 55000 noeuds. La maillage est régulier et
constitué de quadrilatères. Les conditions limites sont répertoriées dans le tableau
6.2. Le code de calcul est utilisé en régime laminaire sans correction de Tchen sur
la trâınée.

Les paramètres physiques retenus pour ce cas sont :

– ρ2 = 750kg/m3

– ν1 = 1.788.10−5

– τdrag(d00) ∼ 0.75s

Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 40
– dSt ∼ 6
– Rep(d00) ∼ 60

La valeur retenue de τconv en première approche est ∼ 0.08s

Les conditions limites sont répertoriées dans le tableau 6.2.

6.3 Résultats

Comparaison avec la solution analytique

Deux coupes sont effectuées respectivement sur la limite supérieure du domaine
en y = 0.15m (section D) et à droite du point d’injection en x = 0.10m (section F).
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6.3 Résultats

Conditions limites : Gaz Liquide
Entrée gauche (A) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs imposées : u1 = 5m/s, v1 = 0m/s

Entrée basse (B) : relax sur u1,n, u1,t et T1 relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2

Valeurs imposées : u1 = 5m/s, u1 = 0m/s U2 = 0m/s, V2 = 2m/s, d00 = 500µm, σ̂ = 0.3
Sortie (C) : relax sur p1 convection pure
Valeurs imposées : p1 = 101350Pa

Limites haute (D) : adiabatique, glissant convection pure
Limites basse (E) : adiabatique, glissant mur glissant

Tab. 6.1 – Résumé des conditions limites

Les résultats obtenus sont présentés respectivement sur les Figs. 6.2 et 6.3.

Les valeurs montrent un très bon accord sur les deux coupes tant au niveau des
tendances que des valeurs. Les effets polydisperses sont très bien captés, on retrouve
la décroissance de diamètre et l’entrâınement progressif des particules par le gaz.
La Fig. 6.3 permet de constater que non seulement le modèle permet d’atteindre
l’état décrit par les équations analytiques mais qu’en plus le transitoire spatial est
bien capté.
En s’intéressant aux détails, on note une légère sous-évaluation des vitesses (particu-
lièrement pour V

(k)
x sur la coupe x = 0.1m) et une meilleure prédiction des diamètres

dans les zones où la fraction volumique des particules n’est pas trop faible.

Par ailleurs, la variance de diamètre présente sur la Fig. 6.2 trois pics dans les
zones x < 0.06, 0.06 < x < 0.11 et x > 0.11 et une annulation en x = 0.06m. Comme
cette variance (σ̂ = 0.2 au niveau du pic) est inférieure à la variance d’injection
(σ̂inj = 0.3), on peut supposer que ces pics sont physiques et ne sont pas des arte-
facts du genre de ceux que gère le seuillage de σ̂. Cette hypothèse de pertinence
physique n’est en fait valable que pour l’un des pics seulement.
En x = 0.06 la variance est nulle car seules les particules de diamètre extrême (ici
1350µm) ont pu avoir une trajectoire aussi peu déviée par la trâınée transverse et car
le seuillage de σ̂ empêche d’obtenir des diamètres plus élevés (ce seuillage impose
en pratique d00 < 1400µm). Pour schématiser, on a des particules de diamètre infé-
rieur à 1350µm qui ont déjà été déviées et il n’existe pas de particules de diamètre
supérieur à 1350µm. On est donc en présence uniquement de particules de diamètre
égal à 1350µm et la variance est par conséquent nulle.
Pour la zone 0.06 < x < 0.16, σ̂ non nul correspond au fait que les particules pour
lesquelles St ≥ 1 ont tendance à avoir une trajectoire commune pendant un temps
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse
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Fig. 6.2 – Validation du transport polydisperse en y = 0.15m.
(-) : analytique, (-) : AVBP TPF
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6.3 Résultats

’long’ avant d’être séparées par la trâınée transverse. On observe donc également
pendant ce temps une variance non nulle qui, cependant, diminue selon y.
Pour la zone x < 0.06, il s’agit d’une création artificielle de variance due aux opéra-
teurs de traitement de front. La raideur du profil de fraction massique de liquide
en entrée de domaine met en action les opérateurs de viscosité artificielle. Ceux-ci
diffusent toutes les grandeurs vers la gauche du domaine, sans traitement parti-
culier pour respecter le diamètre ou la variance, engendrant artificiellement cette
augmentation. De plus, la diffusion du diamètre entrâıne la présence de plus petits
diamètres sur la gauche du jet. Les particules associées à ces plus petits diamètres
(créés de façon artificielle) vont être source de flux décorrélés tendant à les ramener
vers la droite, raidissant par la même le pic de variance.
Il est également très probable que le pic de la zone x > 0.11 soit dû au même phé-
nomène de diffusion mais cette fois-ci vers la droite avec un lissage provenant du
transport bien physique des particules de faible diamètre déviées dans le sens de la
vitesse gazeuse.
Si le seuillage de σ̂ diminue fortement les problèmes de variance sur-prédite (cf
section suivante), il peut rester des artefacts et c’est ce que l’on observe ici. Ce-
pendant, malgré ces surévaluations, les zones correspondantes du calcul ne sont pas
pénalisées.

Influence du seuillage de σ̂

Comme indiqué au chapitre 4, la variance de diamètre est seuillée par des consi-
dérations physiques pour limiter l’influence des diamètres non réels. Pour mieux
comprendre l’influence de cette opération, le premier résultat présenté est une com-
paraison effectuée entre un cas avec et un cas sans seuillage. Les résultats compa-
ratifs entre les deux cas à la section D du domaine (y = 0.15m) sont présentés à la
Fig. 6.4.

On remarque que les valeurs correspondant à des diamètres inférieurs au diamètre
caractéristique d’injection d00inj = 500µm ne sont pas influencées par le seuillage.
Dans toute la zone x > 0.06m, les valeurs sont très proches avec ou sans seuillage.
Par contre, l’influence de cette opération est essentielle sur la partie x < 0.06m. De
nombreuses grandeurs ne sont pas correctement prédites. Dans toute cette zone,
on devrait avoir des diamètres supérieurs au diamètre d’injection, croissant indéfi-
niment au fur et à mesure qu’on s’approche de l’abscisse d’injection x = 0.05m, mais
on observe une quasi stagnation du diamètre à 900µm.
De même, la densité de particules présente une déficience avec un ressaut en x = 0.06
non prévu par l’analyse.
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse
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Fig. 6.4 – Influence du seuillage de σ̂ (y = 0.15m)
Solution analytique (-), Calcul avec seuillage (—), Calcul sans seuillage (- - -).
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6.3 Résultats

Enfin, la variance maximale augmente d’un facteur 4 par rapport à la valeur injectée.
Or, le cas physique impose une diminution de ce paramètre depuis le point d’injec-
tion dans tout le domaine (cf section 4.5). Comme la formulation des équations est
conservative, l’augmentation de variance entrâıne en réaction une sous-prédiction
du diamètre (par conservation de la masse).
Toutes ces erreurs auraient une influence beaucoup plus importante en écoulement
turbulent et surtout en cas réactif sur le champ de carburant liquide. La limitation
de l’influence des diamètres non réels est donc nécessaire. De plus, l’opération de
seuillage a un effet non seulement sur la variance mais sur toutes les autres grandeurs
transportées. Elle permet de retrouver des comportements correspondant beaucoup
mieux à la physique que l’on cherche à décrire. En ce sens, cette opération participe
pleinement du modèle physique au delà des garde-fous numériques.

Sensibilité de l’écoulement aux paramètres du modèle

Afin d’évaluer la sensibilité du modèle aux paramètres fixés par l’utilisateur, une

étude paramétrique a été conduite sur les coefficients de l’approximation de e
− dSt

d2

et le paramètre τconv.
Les cas étudiés sont répertoriés dans le tableau 6.3.

Nom du cas c1 p1 c2 p2 τconv

CAS A 0.39 3.27 0.8 -1.58 3.5d-2
CAS B 0.50 3. 0.50 -3. 35.5d-2
CAS C 0.50 2. 0.50 -2. 35.5d-2
CAS D 0.50 2. 0.50 -1. 3.5d-2
CAS E 0.50 3. 0.50 -1. 2.0d-2
CAS F 0.50 3. 0.50 -1. 1.0d-2
CAS G 0.50 3. 0.50 -1. 0.5d-2
CAS H 0.50 3. 0.50 -1. 4.0d-2
CAS I 0.50 3. 0.50 -1. 8.0d-2

Tab. 6.2 – Valeurs des paramètres d’étude pour les cas A à I

Les cas de A à E concernent l’influence des paramètres de la forme approchée de
~uτ (d2).
Après l’étude de ces cinq cas, l’interpolation E, considérée comme la meilleure, est
choisie pour étudier l’influence du paramètre τconv dans les cas F à I.
Les valeurs de c1, p1, c2 et p2 du cas E sont celles qui ont été retenues pour l’étude
de la configuration Sommerfeld-Qiu et le brûleur VESTA (resp. chap. 7 et 8).
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse

• Paramètres numériques : c1, p1, c2 et p2

Pour chaque interpolation testée (cas A à D), un paramètre τconv optimal a
été déterminé selon l’adéquation entre le cas théorique et le cas simulé. Les
résultats sont présentés uniquement pour cette valeur optimale (Fig. 6.5).
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Fig. 6.5 – Etude des paramètres numériques

On remarque que les courbes conservent globalement la même allure quelles
que soient les valeurs des constantes c1, p1, c2 et p2. Par contre, la densité de
particules fait apparâıtre des variations de position et d’amplitude de son maxi-
mum de 10 à 80%. Cela est dû au fait que, si la distribution de diamètres est
la même pour chaque cas, changer l’allure de la répartition des vitesses dans
~uτ (d2) au travers des coefficients c1, p1, c2 et p2 revient à changer la trajectoire
des particules selon leur diamètre et donc la densité de particules au final.
De même, la variance présente de très fortes variations selon les cas. Pourtant,
ces variations ne parasitent ni n’influencent les autres grandeurs. Il n’y a pas

122



6.3 Résultats

de variations corrélées apparentes entre la variance et une autre grandeur. On
peut alors se demander quelle est l’influence réelle de ce paramètre. Il semble-
rait que la variance soit plutôt une sorte de ’feu vert’ indiquant si, oui ou non,
il peut y avoir des flux décorrélées et donc variation de diamètre. La variance
conditionne peu les autres grandeurs transportées et représente donc plutôt
une quantification du ’potentiel local de séparabilité’ de l’écoulement.
Quant aux valeurs des coefficients, la première approximation (4.55) préconisait
c1 = 0.39, p1 = 3.27, c2 = 0.8 et p2 = −1.58. On voit que prendre des coefficients
aussi simples que c1 = 0.5, p1 = 3, c2 = 0.5 et p2 = −1, non seulement ne trans-
forme pas de façon radicale les résultats, mais a même tendance à améliorer
les concordances.
Cet aspect est encourageant dans la mesure où il indique clairement que la
physique du phénomène ne se situe pas dans le choix pointu de coefficients
mais plutôt dans le fait d’avoir une vitesse conditionnée par le diamètre ~uτ qui
permet une variation continue en ’S ’ entre les deux valeurs asymptotiques que
sont la vitesse du gaz et la vitesse des particules de très fort St.

• Paramètre physique : τconv

Pour les coefficients numériques du CAS E, différentes valeurs du paramètre
τconv ont ensuite été testées. Les résultats sont présentés à la Fig. 6.6.

A nouveau l’allure générale semble peu modifiée exceptée sur la variance et
la répartition des particules. Les raisons et les conséquences sont exactement
les mêmes que pour l’étude paramétrique de c1, p1, c2 et p2. Changer la courbe
~uτ (d2) revient à changer les trajectoires des particules donc le profil de densité,
et les fortes variations de variance n’influencent pas les autres grandeurs mais
autorisent juste l’exsitence de flux décorrélés qui peuvent engendrer une va-
riation de diamètre.
Par contre, si on observe les zones correspondant à un fort α2, on remarque
cette fois-ci que τconv gère totalement la validité du diamètre.
Pour des valeurs de τconv trop faibles, le diamètre est trop faible et à l’inverse
la densité de particules trop forte. Une valeur faible de τconv correspond à un
écoulement peu séparé (flux décorrélés faibles) et donc des variations de dia-
mètre lentes.
A l’inverse, pour des valeurs de τconv trop fortes, le diamètre est trop important
et la densité de particules trop faible. Une valeur forte de τconv correspond à un
écoulement rapidement séparé (flux décorrélés forts) avec apparition précoce
des diamètres extrêmes.
En ce sens, le paramètre physique τconv régit bien comme on le souhaite le ré-
gime de séparation de l’écoulement polydisperse.
L’effet des variations de τconv sur la courbe de ~uτ (d2) est présenté à la Fig. 6.7.
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Chapitre 6 : Cas de validation théorique : spray liquide en soufflage transverse
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Fig. 6.6 – Etude paramétrique de τconv (y = 0.15m)

u!(d2)

u"

u1

dSt/d2

!conv # !conv$

Fig. 6.7 – Influence de τconv sur ~uτ .

124



6.3 Résultats

Plus τconv est faible, plus on force le modèle à ’présumer’ que, pour la plupart
des diamètres, les particules ont une vitesse proche de leur vitesse d’injection
(représenté par des tirets courts). A l’inverse, plus ce paramètre est fort, plus
on force le modèle à ’présumer’ que, pour la plupart des diamètres, les par-
ticules ont une vitesse proche de la vitesse du gaz (représenté par des tirets
longs). Pour une valeur optimale, les particules se répartissent de l’un à l’autre
des comportements extrêmes selon ce que l’on observerait dans le cas réel et
le modèle devient prédictif.
On remarque également que le paramètre τconv a peu d’influence sur les vitesses
moyennes et la fraction volumique. Il conditionne peu la validité de résultats
obtenus sur ces quantités et, par conséquent, ne permet pas de ’recoller’ artifi-
ciellement si les phénomènes étaient mal modélisés. C’est un résultat important
qui permet de s’intéresser à différentes valeurs de τconv sans craindre de voir
l’écoulement complètement bouleversé de façon artificielle.
Pour schématiser, on pourrait même énoncer que ce paramètre ne gère que la
répartition de diamètre sans quasiment influencer le champ de vitesse et de
fraction volumique.

Estimation de τconv a priori

Le temps τconv est estimé en se basant sur des considérations physiques. La pre-
mière idée est de considérer que ce paramètre représente le temps caractéristique
pendant lequel une particule est soumise à une trâınée orthogonale à sa trajectoire
initiale. Dans le cas du spray liquide en soufflage transverse, comme les particules
injectées sont relativement lourdes, c’est la hauteur du domaine (0.15m) divisée par
la vitesse d’injection des particules (2m/s) soit ∼ 0.08s qui est retenue. On se rend
compte qu’en fait cette approche n’est pas suffisante pour un écoulement turbulent
où il est difficile de dégager de telles tendances. En élargissant l’analyse à tous les
cas étudiés dans ce travail, il devient possible de dégager une approche synthétique
plus complète. Ce point est discuté à la section 9.1.4, une fois la présentation de
tous les cas réalisée.
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Chapitre 7

Comparaison calcul/expérience :

configuration Sommerfeld-Qiu

La configuration Sommerfeld-Qiu [70] a déjà été utilisée pour la validation de mo-
dèles polydisperses [2]. Elle permet de valider un code LES sur la phase gazeuse, car
l’écoulement rotatif met en jeu des phénomènes complexes de couches de mélange
et d’interactions turbulentes, et sur la phase dispersée étant donnés les couplages
avec le fluide porteur turbulent à capturer pour chaque diamètre.
De plus, le grand nombre de résultats donnés sur cette configuration (profils de vi-
tesse moyenne et fluctuante, de diamètre, de vitesse conditionnée par le diamètre...)
permet facilement de comparer directement les variables caractéristiques des mo-
dèles Lagrangien comme Eulerien.
Enfin, la faible fraction volumique de particules et l’absence de fortes interactions
avec les parois dans la grande majorité de la zone de mesure permet de pouvoir
valider uniquement le modèle de transport.
La géométrie expérimentale est présentée à la Fig. 7.1.

La zone 1 correspond à l’écoulement primaire droit chargé en billes de verre.
Dans la zone 2, un écoulement secondaire, annulaire, rotatif et sans particules, est
entretenu. Au niveau de l’élargissement brusque, les deux écoulements interagissent
créant de nombreuses structures turbulentes qui arrachent des particules du jet pri-
maire. La mise en rotation de ce même jet centrifuge les particules, plus ou moins
tard selon leur taille, les entrâınant en direction des parois. Le tube principal, long
de 1.5m, est réalisé en Plexiglas afin de permettre les mesures par anémomètre à ef-
fet Doppler (Phase-Doppler Anemometer - PDA selon la terminologie anglophone)
sur les trois composantes de vitesse et la taille des particules. Enfin, en bout de
configuration, une bôıte rectangulaire percée de quatre ouvertures elles aussi rec-

127



Chapitre 7 : Comparaison calcul/expérience : configuration Sommerfeld-Qiu

1

2

3

Zone de mesure
(30cm)

Injecteur

(5cm)

Domaine
(150cm)

Evacuation
(10cm)

!=20cm

Fig. 7.1 – Configuration expérimentale

tangulaires permet l’évacuation. Selon Sommerfeld [70], cette bôıte a une influence
significative sur la structure de l’écoulement dans la zone de mesure au travers de
la remontée d’ondes inertielles dues aux rétrécissement imposé par les quatre ou-
vertures.
Ce cas a déjà fait l’objet d’une étude par Apte et al. [2] en simulation des grandes
échelles avec une approche Lagrangienne du transport des particules. Les résultats
qu’ils obtiennent présentent un très bon accord avec l’expérience et le but de ce tra-
vail est d’atteindre des résultats comparables avec le gain en coût et en robustesse
que peut apporter la description Eulérienne.

7.1 Configuration

Le maillage réalisé pour cette configuration comporte 750000 noeuds et 4,5 mil-
lions de cellules tétraédriques. La plus petite cellule a un volume de 2.10−11m3 (soit,
pour donner une ordre de grandeur, 30 fois plus que la plus petite cellule du maillage
utilisé par Apte et Mahesh [2]).
Une visualisation des tailles de mailles par rapport à la taille de configuration et du
maillage de l’injecteur sont présentées en Figs. 7.2 et 7.3.
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7.1 Configuration

Fig. 7.2 – Maillage de peau du domaine calculé

(a) (b)

Fig. 7.3 – Maillage de l’injecteur
(a) Coupe (b) Agrandissement
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Chapitre 7 : Comparaison calcul/expérience : configuration Sommerfeld-Qiu

Les conditions limites utilisées sont répertoriées dans le tableau 7.1.

Conditions limites : Gaz Liquide
Entrée intérieure (A) : relax sur u1,n, u1,t et T1 avec injec-

tion de turbulence
relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2

Valeurs imposées : valeurs interpolées1 valeurs interpolées1

Entrée extérieure (B) : relax sur u1,n, u1,t et T1 avec injec-
tion de turbulence

mur glissant

Valeurs imposées : valeurs interpolées1

Sortie (C) : relax sur p1 convection pure
Valeurs imposées : p1 = 101350Pa

Autre (D) : mur glissant adiabatique mur glissant

Tab. 7.1 – Résumé des conditions limites

1 : selon le profil expérimental en x=3mm.

Les paramètres physiques retenus pour ce cas sont :
– ρ2 = 2500kg/m3

– ν1 = 1.788.10−5

– τdrag(d00) ∼ 0.015s

Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 1 pour le cas A, St(d00) ∼ 3 pour le cas B
– dSt ∼ 1 pour le cas A, dSt ∼ 1 pour le cas B
– Rep(d00) ∼ 12

7.2 Résultats

Deux cas de simulation sont présentés. Le cas A correspond à une simulation
pour laquelle le seul paramètre du modèle τconv a été choisi de façon heuristique se-
lon les critères du paragraphe 9.1.4, mais avant d’avoir pu dégager la formule (9.4).
Le cas B est un exemple intéressant de résultats obtenus avec un paramètre τconv

trop faible.

7.2.1 Cas A

Ce cas correspond à la valeur τconv = 0.015s.
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7.2 Résultats

Grandeurs moyennes

Les résultats obtenus pour les grandeurs moyennes gazeuses sont présentés sur
les Fig. 7.4 à Fig. 7.6.
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Fig. 7.4 – Vitesse axiale moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

On constate que les niveaux et les tendances de la vitesse axiale sont très bien
respectés avec toutefois un déficit en x = 0.085m au niveau de l’axe y = 0 et une
légère sur-prédiction des vitesses en x = 0.052 au niveau des ’creux’ y = ±0.025m.
De même, les vitesses tangentielles et radiales présentent de bons niveaux et de
bonnes tendances. Les vitesses tangentielles sont prises toujours positives comme
dans les données expérimentales de référence, ce qui explique la présence de ’poin-
tes’ au niveau de l’axe de symétrie de la configuration. Il est intéressant de regarder
les deux vitesses (radiale et tangentielle) ensemble car on constate un déficit de vi-
tesse radiale en (x = 52mm, y = ±0.045m) correspondant à une surévaluation de la
vitesse tangentielle en ces mêmes zones. Ce phénomène semble lié à une légère sous-
ouverture du jet à cet endroit.
Les vitesses nulles observées sur les bords ne font que refléter les conditions d’adhé-
rence à la paroi de la condition limite utilisée.
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Fig. 7.5 – Vitesse tangentielle moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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7.2 Résultats

Les résultats obtenus pour les grandeurs moyennes de la phase liquide sont pré-
sentés sur les Fig. 7.7 à Fig. 7.10.
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Fig. 7.7 – Vitesse axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

On peut mettre en évidence le caractère polydisperse du spray en étudiant la
corrélation du champ de vitesse liquide avec le champ de vitesse gazeuse. Dans les
zones où cette corrélation est forte, on peut affirmer qu’il y a des particules de petits
diamètres. Cela est particulièrement visible pour les trois composantes de vitesse
sur les coupes x = 0.003m et x = 0.025m dans les zones y > 0.4m et y < −0.4m. A l’in-
verse, sur l’axe, malgré la zone de recirculation gazeuse, les vitesses restent proches
de leur valeur initiale, c’est la preuve de la présence de particules de diamètre plus
important. La non uniformité de l’intensité des corrélations entre les champs de
vitesse gazeuses et liquides dans des directions orthogonales à l’écoulement moyen
atteste du caractère polydisperse des particules injectées. En effet, pour un écou-
lement monodisperse, les particules relaxeraient progressivement et uniformément
vers la vitesse gazeuse depuis leur point d’injection. La turbulence engendrerait des
inhomogénéités mais, sur l’écoulement moyenné en temps, ces différences disparâı-
traient. Cette différence est essentielle entre les deux types d’écoulement diphasique.
Par rapport à l’expérience, à nouveau, on constate un bon accord des allures des
profils et des niveaux. On peut cependant ajouter deux nuances : les ’creux’ visibles
à la zone frontière du jet central avec le ’swirl’ externe sont sous-évalués (vitesses
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Fig. 7.8 – Vitesse tangentielle liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.9 – Vitesse radiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.10 – QDM axiale liquide (α2U2). AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

trop importantes autour de y = 0.02m) et en x = 0.155m, le profil calculé semble
déconnecté des valeurs données par l’expérience sur l’axe. La première inexactitude
est due au fait qu’il n’y a quasiment pas de particules dans la zone extérieure au
jet central et que par conséquent les résultats doivent être analysée avec précau-
tion dans ces zones. La seconde est due à une ouverture trop précoce du jet de
particules. Cela se voit particulièrement bien sur les profils de QDM axiale liquide
(α2U2 à la Fig. 7.10). La cause la plus probable semble être le déficit de vitesse
axiale gazeuse que l’on observe très nettement à la Fig. 7.4 en x = 0.085m, 0.112m

et 0.155m. Ce déficit engendre une surestimation de la trâınée contra-motrice pour
les particules, les ralentissant de façon trop importante. La trâınée due aux vitesses
radiale et tangentielle continue par contre d’entrâıner les particules vers l’extérieur
produisant cette ouverture prématurée.
Cette explication est confirmée par les profils de la Fig. 7.8 où l’on observe en
x = 0.085m une surestimation nette des vitesses tangentielles sur la zone |y| > 0.05m

qui engendre à son tour une surestimation des vitesses radiales en x = 0.112m pour
|y| > 0.07m.
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Densité, fraction volumique et conséquences sur l’interprétation des résultats

Les profils moyen de densité et de fraction volumique (équivalente à la fraction
massique au facteur ρ2 près) sont présentés respectivement aux Figs. 7.11 et 7.12.
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Fig. 7.11 – Densité moyenne des particules. AVBP TPF(-)

On constate que le jet moyen de particule est très compact et s’élargit doucement
en s’atténuant. Il y a cependant un effet de moyenne trompeur. Les bords du jet
sont agités de structures turbulentes gazeuses qui arrachent à intervalles irréguliers
une partie des particules. Cela apparâıt sous la forme de zones situées de part et
d’autre de l’axe y = 0 dans lesquelles on a l’impression que la densité et la fraction
volumique ont diffusé. La Fig. 7.13 permet de visualiser ces zones. Le profil moyen
de vitesse axiale liquide y est représenté et les zones turbulentes dans lesquelles les
moyennes incluent les particules numériques sont indiquées en gris clair.

Dans ces zones, il y a une alternance ’présence de particules’/’absence de parti-
cules’ qui crée des valeurs intermédiaires entre une densité nulle et la densité d’in-
jection. Or, moyenner des ’particules de vide’ avec des particules injectées conduit
à des valeurs non représentatives au sens de l’expérience. C’est donc dans ces zones
que l’on observe le moins bon accord avec les résultats expérimentaux sur les profils
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Fig. 7.12 – Fraction massique moyenne des particules. AVBP TPF(-)

de vitesse ou de diamètre, et ce d’autant plus que les moyennes contiennent peu de
particules ’physiques’. Pour n’évaluer que le transport physique, il faudrait pouvoir
effectuer les moyennes seulement lorsque le diamètre est supérieur à une valeur
seuil par exemple, de façon à éliminer le poids des particules numérique de vide.
Ceci amène à la conclusion qu’en Eulérien comme en Lagrangien, moins une zone
est dense en particules, moins les résultats sont significatifs.
Par contre, ces zones ’vides’ passent sans problème numériquement. De plus, elles
ne polluent pas le reste de l’écoulement. Ce sont deux points sont essentiels pour
pouvoir simuler des écoulements réactifs dans lesquelles la combustion produit na-
turellement des zones sans carburants qui ne doivent pas générer d’instabilités ni
modifier le reste du calcul.

Grandeurs fluctuantes

Les résultats obtenus pour les grandeurs fluctuantes moyennes gazeuses sont pré-
sentés sur les Fig. 7.14 à Fig. 7.16.
Les niveaux de turbulence gazeuse sont en très bon accord avec l’expérience avec

une légère faiblesse sur la partie avale de la configuration (x ≥ 0.085m). Ce problème
peut être dû à un temps de moyenne encore trop faible. On remarque également un
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Fig. 7.13 – Vitesse axiale liquide moyenne et zones de mélange. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70]
(◦)
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Fig. 7.14 – Vitesse axiale fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.15 – Vitesse tangentielle fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.16 – Vitesse radiale fluctuante moyenne du gaz. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

comportement étonnant en x = 0.052m, la présence d’un triple pic là où l’expérience
donne seulement deux pics. C’est d’autant plus étonnant que cette singularité ne
se retrouve pas dans les autres directions. C’est peut-être un point à étudier pour
comprendre le déficit de vitesse axiale qui apparâıt en x = 0.085m.

Si les fluctuations de vitesse gazeuse sont bien définies [34 ; 8], les fluctuations
de vitesse de la phase dispersée sont des quantités qui nécessitent une attention
particulière avant d’être comparées aux résultats expérimentaux.
En effet, il convient de s’intéresser à la définition donnée par Sommerfeld et al. [70],
des quantités fluctuantes liquides mesurées. D’après les notations de ce document,

les quantités mesurées sont {u2}2 et
√
{u2}

′2
2 avec :

{u2}2 = {u2}2 + {u2}
′
2 (7.1)

où le surlignement représente la moyenne temporelle et l’apostrophe indique une
quantité fluctuante dans le temps.
On va chercher à exprimer ces grandeurs en fonction des grandeurs transportées
par le code de calcul. La moyenne du carré de la vitesse fluctuante se développe en :

{u2}
′2
2 = {u2}22 − {u2}2

2
(7.2)
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Or la décomposition de la vitesse liquide donne :

{u2}2 = {U2 + u′′2}2
= U2 + {u′′2}2

(7.3)

En reportant ce résultat dans (7.2), il vient :

{u2}
′2
2 = U2

2 + {u′′2}22 + 2U2{u′′2}2 − U2
2 − {u′′2}2

2 − 2U2{u′′2}2

= U2
2 − U2

2 + {u′′2}22 − {u′′2}2
2

(7.4)

En faisant apparâıtre les valeurs fluctuantes de U2 et {u′′2}2, il vient finalement :

{u2}
′2
2 = U

′2
2 + {u′′2}

′2
2 (7.5)

Cette relation démontre qu’en écoulement polydisperse, la fluctuation de vitesse
donnée par l’expérience correspond aux fluctuations temporelles de vitesse moyenne
et de vitesse décorrélée moyenne. Les résultats obtenus avec cette définition de la
vitesse liquide fluctuante sont présentés à la Fig. 7.17.
La comparaison avec l’expérience montre que les niveaux et les allures obtenus par
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Fig. 7.17 – Vitesse axiale fluctuante moyenne du liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

simulation sont tout à fait pertinents. Le déficit observé à proximité de l’entrée ne
semble pas avoir de conséquence sur le développement aval, même si l’on peut noter
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un autre déficit en x = 0.155m au niveau de l’axe.
La présence des trois pics en x = 0.052m dénote une forte corrélation entre les fluc-
tuations liquides et celles de la phase gazeuse. Or comme montré au chapitre 6, le
modèle a beaucoup d’influence sur la dispersion des particules (en terme de den-
sité ou de fraction massique) mais très peu d’influence sur le champ de vitesse
liquide. Ainsi, une meilleure prédiction des valeurs fluctuantes liquide passe par
une meilleure prédiction des valeurs fluctuantes gazeuses.

Diamètre

Les profils de diamètre sont présentés à la Fig. 7.18 où sont également représentés
les résultats de Apte et Mahesh [2].
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Fig. 7.18 – Diamètre caractéristique moyen des particules (d00). AVBP TPF(-), Apte et Mahesh
[2] (-), Sommerfeld[70] (◦)

Les diamètres sont assez correctement prédits malgré les inexactitudes du champ
de vitesse. Cette constatation déjà faite sur le cas du jet liquide en écoulement trans-
verse (Chap. 6, Fig. 6.3) où l’on observe en x=0.1m une très bonne prédiction des
diamètres alors qu’en cette abscisse, les vitesses présentent un déficit. Ce résultat
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est peut-être en partie dû au fait que le diamètre est une racine cubique de la frac-
tion volumique, ce qui a naturellement tendance à diminuer l’effet des erreurs sur
les grandeurs transportées.
On note des diamètres trop importants au niveau des parois. L’absence de traite-
ment particulier (notamment pour la prise en compte globale des rebonds) induit
une stagnation, puis un entrâınement par la trâınée des particules légères et donc
au final une surestimation du diamètre dans les zones de proche paroi. Cet aspect
est un des axes d’amélioration de ce travail.
La comparaison les profils obtenus par Apte et Mahesh [2] en simulation Lagran-
gienne montre que le modèle Eulérien, bien que moins précis, est capable de capter
l’essentiel du phénomène.

Vitesses reconstituées

D’après la relation (4.47), il est possible, à partir des champs instantanés de
vitesses du spray polydisperse de reconstituer le champ de vitesse monodisperse
pour n’importe quel diamètre.
Ainsi, la vitesse ~u30 des particules de diamètre 30µm s’écrit :

u30,i = u1,i + (u∞,i − u1,i) exp
(
−

d2
St

(30.10−6)2

)
(7.6)

De même, on reconstitue la vitesse ~u60 des particules de diamètre 60µm :

u60,i = u1,i + (u∞,i − u1,i) exp
(
−

d2
St

(60.10−6)2

)
(7.7)

Les opérations qui visent à retrouver des grandeurs à partir de leur moyenne
sont en général délicates et peu précises. C’est donc avec prudence que cette opé-
ration a été effectuée à des fins d’analyse et pour comparaison avec les résultats
expérimentaux qui fournissent généralement ce genre de grandeurs. Les résultats
sont présentés aux Figs. 7.19, 7.21 et 7.23 pour ~u30 et aux Figs. 7.20, 7.22 et 7.24
pour ~u60.

La comparaison avec les mesures montre que les niveaux sont bien reproduits,
ce qui représente un point très intéressant dans le but d’obtenir des champs mono-
disperse a priori, par simple reconstruction à partir d’un calcul polydisperse. Les
écarts observés semblent correspondre à des écarts déjà observés sur les champs
polydisperses moyens pour l’une ou l’autre des deux phases. Comme la méthode de
reconstruction utilise à la fois les vitesses gazeuse et liquide, ce résultat n’est pas
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Fig. 7.19 – Vitesse axiale reconstruite des particules de diamètre 30µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.20 – Vitesse axiale reconstruite des particules de diamètre 60µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.21 – Vitesse tangentielle reconstruite des particules de diamètre 30µm. AVBP TPF(-),
Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.22 – Vitesse tangentielle reconstruite des particules de diamètre 60µm. AVBP TPF(-),
Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.23 – Vitesse radiale reconstruite des particules de diamètre 30µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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Fig. 7.24 – Vitesse radiale reconstruite des particules de diamètre 60µm. AVBP TPF(-), Som-
merfeld[70] (◦)
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étonnant. Dans la mesure où par contre la méthode de reconstruction n’amplifie
pas les écarts, cela permet de supposer fortement que sa validité n’est pas mise
en cause et qu’en présence de résultats ’parfaits’, la reconstruction produirait des
résultats ’parfaits’ également.
Par ailleurs, on constate que les comportements essentiels des deux populations ont
bien été captés (la plus ou moins grande sensibilité à la trâınée), à savoir les parti-
cules de diamètre 30µm forment un jet qui s’ouvre très tôt tandis que les particules
de diamètre 60µm ont une trajectoire presque rectiligne jusqu’en x = 0.155m.
Les profils reconstitués de vitesses radiales et tangentielles confirment ces tendances
avec les mêmes ordres de précision.

Par ailleurs, il convient de noter qu’il existe certaines zones pour lesquelles on
observe un écart plus important entre profil reconstitué et profil expérimental. Ces
écarts sont maximaux dans les zones identifiées à la Fig. 7.13. Ainsi, l’écart semble
en majeure partie dû à une densité trop faible pour être caractéristique. Cette cor-
rélation se vérifie pour les deux vitesses ~u30 et ~u60. A chaque fois que la densité
baisse par rapport à la densité d’injection, l’écart semble augmenter.

En conclusion, si l’on exclut les zones trop peu denses pour être représentatives,
on obtient de bons résultats sur la reconstruction. Ceci semble indiquer que le
modèle polydisperse est en bonne adéquation avec la physique qu’il souhaite re-
présenter et reproduit correctement la dynamique des particules. Les hypothèses
monodisperses utilisées pour en tirer des propriétés de groupe semblent être les
bonnes et l’utilisation de moyennes dans cette description ne constitue donc plus
une perte forte des informations particulaires.
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7.2.2 Cas B

Ce cas est très intéressant pour dégager des éléments probants sur l’influence du
seul paramètre du modèle τconv. Le cas est similaire en tous points au cas précédent,
avec un paramètre τconv valant cette fois-ci 0.004s (contre 0.015s précédemment).
Si l’on considère les grandeurs moyennes liquides (présentées aux Figs. 7.25-7.27),
les résultats semblent tout à fait acceptables et en tout cas du même ordre de
précision que pour le cas A.
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Fig. 7.25 – Vitesse axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)

Par contre la QDM (Fig. 7.29) présentent des tendances très différentes. Le jet
semble s’ouvrir plus tard (x ∼ 0.150m contre x ∼ 0.120m pour le cas A) mais beau-
coup plus vite. De même, le diamètre (Fig. 7.28) suit beaucoup moins les résultats
expérimentaux et tout particulièrement au fur et à mesure que l’on s’approche des
parois.

148



7.2 Résultats

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.80.40.0

x=0.003 m 

y (m) 

___ LES
 o o o EXPE

x
1

0
-3

 

43210

x=0.025 m 

x
1

0
-3

 

3210

x=0.052 m 

x
1

0
-3

 

2.50.0

x=0.085 m 

x
1

0
-3

 

1.50.0

x=0.112 m 

x
1

0
-3

 

2.01.00.0

x=0.155 m 

Fig. 7.26 – Vitesse tangentielle liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.27 – Vitesse radiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.28 – QDM axiale liquide. AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Fig. 7.29 – Diamètre caractéristique des particules (d00). AVBP TPF(-), Sommerfeld[70] (◦)
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Une valeur faible de τconv signifie au niveau de la physique modélisée, une moins
grande sensibilité aux phénomènes de séparation des particules. Cela a plusieurs
conséquences au niveau macroscopique. La Fig. 7.30 propose et compare une re-
présentation schématique en coupe des cas A et B pour mieux comprendre ces
conséquences. Les chiffres cerclés indiquent de façon qualitative la valeur locale du
diamètre, les flèches indiquent, à l’intérieur du jet, la trajectoire des particules et,
à l’extérieur, les zones de recirculation du gaz.
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Fig. 7.30 – Représentation schématique des deux écoulements.

Pour le cas A, les particules de faible diamètre (1) sont arrachées très tôt par
les tourbillons de bord du jet. Ensuite, les particules plus grosses mais encore assez
légères (2-3) sont centrifugées. Enfin, la séparation de diamètre dans la zone cen-
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trifugée tend à moins dévier les particules lourdes (4) que les légères (2). Seules les
particules très lourdes (5) atteignent le bord de la zone de recirculation.
Pour le cas B, la faible valeur de τconv empêche toute séparation. Il n’y a pas d’arra-
chement de particules (la QDM ne s’élargit pas) et cela laisse le diamètre inchangé
au sein du jet (3). De plus, l’absence d’interactions avec la turbulence gazeuse ne
déstabilise pas le spray liquide qui garde une forme cylindrique et suit une trajec-
toire quasi rectiligne. En fait, l’impossibilité d’avoir des effets de séparation produit
une simulation équivalente à un cas monodisperse pour lequel on aurait un dia-
mètre constant environ égal au diamètre moyen d’injection du cas polydisperse
(ici ∼ 45µm). C’est ce qui explique la sous prédiction du diamètre sur l’axe y = 0
(Fig. 7.29). En l’absence d’effet de séparation, il ne peut y avoir de variations du
diamètre local. Le diamètre d’injection est conservé.
Le fait d’utiliser un paramètre τconv trop faible ’tue’ les effets polydisperses. L’écou-
lement semble alors insensible aux effets du gaz car les petites particules ne sont
plus arrachées. On observe des résultats équivalents à un cas monodisperse. On
retrouve donc bien le comportement attendu lors de la construction du modèle, à
savoir le contrôle au travers du paramètre τconv la facilité avec laquelle les particules
peuvent avoir des trajectoires différentes.
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Chapitre 8

Application à un cas

industriel :VESTA

La chambre de combustion VESTA (Turboméca - groupe SNECMA) est une
configuration industrielle présentant un écoulement turbulent rotatif coaxial.
Le but de cette simulation est de faire une démonstration de la robustesse du modèle
dans une géométrie plus complexe que le cas Sommerfeld-Qiu et d’illustrer l’effet
de la polydispersion du spray sur un cas réaliste. L’écoulement est schématisé à la
Fig. 8.1.

Cette géométrie est typique des chambres de combustion d’hélicoptères. L’injec-
tion de carburant se fait à l’aide d’un atomiseur situé un peu plus en amont du plan
1. Le swirl généré à partir de la zone 2 sert à stabiliser la flamme 6 et engendre une
zone de recirculation très puissante qui remonte quasiment jusqu’au plan d’entrée.
Les jets de dilution 3 et 4 permettent à la fois un approvisionnement en comburant
pour la flamme et une dilution des gaz brûlés en direction de la sortie 5 pour aug-
menter la durée de vie des composants de la chambre.
Les effets de la flamme ne sont pas étudiés ici. On s’intéresse uniquement à la dis-
persion des gouttes de carburant dans la chambre.

8.1 Configuration

Le maillage réalisé pour cette configuration comporte 160000 noeuds et 1 millions
de cellules tétraédriques. Une visualisation des tailles de mailles par rapport à la
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x

y

3 - Jets de

dilution

supérieurs

4 - Jets de

dilution

inférieurs

1 - Injection

liquide+gaz

2 - Injection

swirlée gaz

5 - Sortie

6 - Flamme

Fig. 8.1 – Schématisation de l’écoulement

taille de configuration et du maillage de l’injecteur sont présentées à la Fig. 8.2.

Les paramètres physiques retenus pour ce cas sont :
– ρ2 = 780kg/m3

– ν1 = 1.788.10−5

– τdrag(d00) = 0.025s

– τconv(d00) = 7.10−4s

Ce qui conduit aux valeurs suivantes des grandeurs adimensionnelles :
– St(d00) ∼ 4
– dSt ∼ 2
– Rep(d00) ∼ 4

Les conditions limites utilisées sont répertoriées dans le tableau 8.1 et corres-
pondent à la Fig. 8.3. Les plans situés de part et d’autre de la configuration utilisent
des conditions de périodicité (cf Fig. 8.2).
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8.1 Configuration

(a) (b)

Fig. 8.2 – Maillage de peau du domaine calculé
(a) Vue de dessus (b) Vue de dessous

Conditions limites : Gaz Liquide
Entrée intérieure (1) : relax sur u1,n, u1,t et T1 relax sur u2,n, u2,t, d00, σ̂ et n2

Valeurs imposées : ‖~u1‖ = 15m/s, injection normale ‖~u2‖ = 15m/s

Entrée extérieure (2) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs imposées : ‖~un

1‖ = 15m/s, ‖~ut
1‖ = 17m/s, in-

jection rotative
Entrée supérieure (3) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs imposées : ‖~u1‖ = 15m/s, injection normale
Entrée inférieur (4) : relax sur u1,n, u1,t et T1 mur glissant
Valeurs imposées : ‖~u1‖ = 15m/s

Sortie (5) : relax sur p1 convection pure
Valeurs imposées : p1 = 101350Pa

Autre (6) : mur glissant adiabatique mur glissant

Tab. 8.1 – Résumé des conditions limites
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1

2

3

4

5

6

Fig. 8.3 – Visualisation des conditions limites
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8.2 Résultats

8.2 Résultats

Deux simulations, l’une monodisperse effectué à d00,inj = 30µm et l’autre polydis-
perse effectué à d00 = 32µm avec σ̂ = 0.4 sont présentées.

Six coupes indicées de A à F sont effectuées sur le plan médian (z = 0) comme
indiqué sur la Fig. 8.4. Le système de coordonnées (x, y) est transformé de façon à
cöıncider avec le système (xθ, yθ) afin de faciliter la lecture des résultats.

E
BD C A

F

y!

x!

x

y

Fig. 8.4 – Coupes de résultats et changement de repère

Les résultats obtenus pour les vitesses gazeuses sont présentés aux Figs. 8.5-8.7.

Les résultats sont typiques d’un écoulement rotatif. On remarque que la zone
de recirculation est très forte (avec des vitesses de retour de l’ordre de 10m/s) et
qu’elle remonte également très haut en amont de la configuration. La vitesse selon
yθ montre une ouverture très rapide de l’écoulement gazeux (coupe A) ainsi que
l’influence des jets de dilution supérieurs (coupes E et F). Quant à la vitesse de
rotation (selon z), à part en zone proche de l’injection, elle est assez faible. Cela
est sûrement dû à l’élargissement brusque qui a tendance à ralentir fortement les
vitesses tant selon la normale au plan d’injection qu’au niveau de la rotation.
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Fig. 8.5 – Vitesse moyenne selon xθ en m/s.
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Fig. 8.6 – Vitesse moyenne selon yθ en m/s.
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Fig. 8.7 – Vitesse moyenne selon z en m/s.
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Les résultats obtenus pour la fraction massique liquide sont présentés à la Figs. 8.8.
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Fig. 8.8 – Fraction massique liquide. monodisperse (- -), polydisperse (-)

On remarque que le jet polydisperse est beaucoup moins sensible à l’écoulement
rotatif gazeux et qu’il est plus réparti sur toute la largeur de la coupe. Ce n’est pas
étonnant dans la mesure où ce jet est la superposition de nombreuses particules de
diamètres différents et que donc on observe une superposition de jets monodisperses,
plus ou moins sensibles à la trâınée en fonction du St des particules qui le compose.

Les résultats obtenus pour les deux vitesses liquides, c’est-à-dire la vitesse mo-
nodisperse et la vitesse moyenne polydisperse sont présentés aux Figs. 8.9-8.11.
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Fig. 8.9 – Vitesse selon xθ en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)

Le point qui frappe immédiatement est la différence évidente à la fois de compor-
tement et de niveau entre les deux vitesses selon xθ. Au niveau de la coupe A, tout
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Fig. 8.10 – Vitesse selon yθ en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)
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Fig. 8.11 – Vitesse selon z en m/s. monodisperse (- -), polydisperse (-)
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particulièrement, là où le monodisperse indique une pénétration, le polydisperse
donne une forte recirculation. Et sur le reste du domaine jusqu’à la coupe F, les
vitesses sont tout simplement de même amplitude mais de signe opposé. La prise
en compte de nombreuses tailles de gouttes dans la vitesse moyenne a tendance,
pour ce cas, à donner un champ de vitesse beaucoup plus sensible à la trâınée. Cela
peut être dû en partie au choix du paramètre τconv mais la tendance est beaucoup
trop forte pour lui en attribuer la seule responsabilité. Il s’agit plutôt, vu la forte
variance de diamètre (σ̂ = 0.4), d’une réelle contribution de l’opération de moyenne
sur l’ensemble des diamètres.
Selon les autres axes, les différences de vitesse sont moins marquées. On remarque
cependant très nettement l’effet de la trâınée sur la vitesse polydisperse sur la coupe
A dans la zone yθ > 3mm. Il y a une forte corrélation entre cette ’bosse’ et celle
vue dans la même zone sur la vitesse gazeuse. En fait, il se trouve qu’à cet endroit
seules des gouttes de taille très faible qui relaxent très vite vers la vitesse du gaz
sont présentes, comme le montre la Fig. 8.12.
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Fig. 8.12 – Diamètre polydisperse en µm.
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Les résultats obtenus pour la vitesse reconstituée correspondant au diamètre
30µm sont présentés aux Figs. 8.13-8.15 et comparés à la vitesse monodisperse.
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Fig. 8.13 – Vitesse selon xθ en m/s. monodisperse (- -), reconstitué (-)
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Fig. 8.14 – Vitesse selon yθ en m/s. monodisperse (- -), reconstitué (-)

La procédure de reconstruction permet de retrouver de façon stupéfiante les
bons profils monodisperses. on constate cette fois-ci un très bon accord au niveau
des tendances (mêmes variations) et des niveaux (même signe et même ordre de
grandeur). Alors que le champ de vitesse moyenne laissait penser à un mauvais
comportement du modèle, on constate qu’il n’en est rien et que, au contraire de
l’approche intuitive, cette vitesse représente tout à fait l’écoulement moyen.
En rentrant dans les détails, on peut remarquer que les amplitudes ne sont pas tout
à fait prédites et les profils reconstruits sont, de manière générale, plus ’plats’.
Par ailleurs, la pénétration du jet reconstitué semble moindre que ce qu’indique le
calcul 30µm. Pourtant, la valeur du paramètre τconv est plutôt faible par rapport ce
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Fig. 8.15 – Vitesse selon z en m/s. monodisperse (- -), reconstitué (-)

que donne son estimation initiale (cf section 9.1.4). On s’attendrait donc à avoir
un comportement plutôt trop fortement balistique, c’est-à-dire correspondant à des
particules de fort St. Or la vitesse reconstituée montre un comportement encore un
peu trop proche de la vitesse du gaz.
L’hypothèse la plus probable est que la forte zone de recirculation qui remonte
très en amont agit comme un bouclier qui empêche les particules de progresser et
également comme une toupie qui les centrifuge. Pour les gouttes, ces deux effets
combinés forment une perturbation beaucoup plus forte que la simple action d’une
trâınée transverse comme celle présentée au chapitre 6. Il n’est donc pas étonnant
de constater qu’il faudrait encore diminuer le paramètre τconv (sans doute d’environ
un tiers) pour obtenir un accord meilleur.

Ces résultats permettent de valider la démarche qui consiste à déterminer le
paramètre τconv à partir d’un calcul monodisperse dans le cas où l’expérience fait
défaut pour son ajustement. C’est un point très intéressant du point de vue de la
méthodologie de calcul car cela signifie que l’on peut initier un calcul polydisperse
par une simulation à variance nulle et passer ensuite à la variance nominale en uti-
lisant les résultats obtenus sur le champ de vitesse à variance nulle pour déterminer
τconv. Cette méthode permet d’économiser les coûts informatiques d’un transitoire
numérique (le temps que met l’écoulement à s’installer dans le domaine et qui re-
présente souvent plus de 50% du temps de calcul) et donne de plus au final deux
jeux complets de résultats.
Il est par ailleurs très intéressant de constater que chercher à deviner le champ de
vitesse probable d’un diamètre donné à partir du seul champ de vitesse moyenne
polydisperse peut conduire non seulement à des valeurs de niveau inexactes mais
surtout à des erreurs complète de tendance et d’orientation. Ce point est crucial
quant à l’interprétation de résultats en vue de garantir la stabilisation d’une flamme

163



Chapitre 8 : Application à un cas industriel :VESTA

par exemple. Raisonner en polydisperse sur la seule vitesse moyenne peut conduire à
penser que le carburant circule dans le sens opposé au sens réel. De même, raisonner
à partir d’un calcul monodisperse pour estimer par analogie les champ correspon-
dant à d’autres diamètres peut conduire à négliger une forte partir du carburant se
déplaçant en sens contraire des particules du diamètre choisi. Il est beaucoup plus
pertinent de se donner quelques diamètres caractéristiques et de reconstituer leurs
champs de vitesse. La forme de la loi log-normale (donnée par d00 et σ̂) donne alors
les populations relatives de chaque diamètre et l’on peut interpréter les résultats.
Les très bons résultats donnés par la procédure de reconstruction montrent qu’au
travers des deux effets successifs du modèle de transport et de la reconstruction,
ce sont les bonnes hypothèses qui ont été utilisées et qui permettent d’obtenir un
modèle qui agit dans le sens de la physique.
Si l’on ajoute que l’évaporation en régime turbulent génère une polydispersion de
fait et que la flamme est extrêmement sensible aux variations locales de richesse de
carburant, la différence de répartition du carburant (Fig. 8.8) entre un cas mono-
disperse et un cas polydisperse montre que l’aspect polydisperse ne peut pas être
ignoré pour effectuer des simulations de combustion diphasique turbulente.
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Chapitre 9

Bilan du modèle polydisperse et axes

de développement

9.1 Bilan du modèle polydisperse

9.1.1 Apport du modèle

L’aspect polydisperse d’un écoulement diphasique turbulent engendre une plus
grande dispersion spatiale des particules transportées. En pratique, cela conduit à
une répartition très différente du carburant dans une chambre de combustion par
rapport au cas monodisperse et donc à des régimes de flamme ou des limites de
stabilité modifiés.
Il est donc crucial que le premier élément important du modèle développé dans ce
travail soit sa capacité à capturer la dispersion différenciée de la phase liquide en
fonction de la taille des particules.
Le second point intéressant de ce modèle est la possibilité de mettre en évidence
différents phénomènes instationnaires caractéristiques du polydisperse, comme l’ar-
rachement de petites particules au jet principal par les structures turbulentes ga-
zeuses.
Pour autant, cette meilleure prédiction de la physique de l’écoulement ne se fait
pas au prix d’une forte augmentation du temps de calcul. En effet, seule une équa-
tion de transport supplémentaire est nécessaire. Par exemple, si l’on considère un
calcul diphasique réactif complet avec deux réactions et six espèces, le surcoût du
polydisperse par rapport au monodisperse ne représente pas plus de 5% à 10%.
Par ailleurs, comme montré sur le cas VESTA (cf chapitre 8), ce modèle est assez
robuste pour être utilisé sur des configurations complexes.
Enfin, les possibilités de reconstruction de grandeurs particulaires à partir des gran-
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deurs moyennes offrent des perpectives très intéressantes. Il semble évident que la
possibilité d’effectuer un seul calcul pour obtenir le comportement de chaque classe
de particules au lieu d’un calcul par classe est un progrès considérable. Dans un
but de dimensionnement ou d’étude d’impact, cette propriété peut permettre de
limiter les cycles d’étude en R&D par exemple.

9.1.2 Point à traiter avec précautions en polydisperse

Etant donné l’influence très forte du gaz sur le liquide au travers du couplage
de trâınée sur toutes les échelles de diamètre, un des points essentiels pour obte-
nir un transport valide de toutes les particules (en diphasique en général, mais en
polydisperse tout particulièrement) est le soin à apporter au calcul du champ de
vitesse gazeuse. De la même façon qu’en Lagrangien l’évaluation de la vitesse ’vue’
nécessite des traitements et des modèles spécifiques, la vitesse gazeuse Eulérienne
conditionne tellement fortement les résultats sur la phase liquide qu’un modèle ne
peut être évalué de façon indépendante sans l’assurance d’une totale validité de
cette vitesse.
Le deuxième point important est la précision avec laquelle les reconstructions de
diamètre ou de variance doivent être effectuées. Les relations de reconstructions pré-
sentent de forts risques numériques du fait de la présence de puissances non entières
et d’exponentielles. Il convient donc de réduire au maximum (ou de compenser) les
erreurs numériques sur le transport des grandeurs permettant ces reconstitutions
afin de ne pas les amplifier au travers des reconstructions.
Enfin, par expérience, il faut absolument éviter les forts gradients entretenus (c’est
à dire imposé par la géométrie ou l’écoulement). Ces gradients sont sources d’in-
stabilités que les opérateurs de traitement de front ne peuvent résoudre puisque les
causes sont justement entretenues. Ces phénomènes se rencontrent typiquement à
l’aval d’une séparation dans la zone dite de ’couche de mélange’. Les gradients de
diamètre orthogonaux à l’écoulement imposent au point de contact entre les deux
zones de fortes différences de trâınée, donc de vitesse, qui forme une instabilité sur
deux points continûment entretenue.

9.1.3 Termes prépondérants

Le terme prépondérant devant tous les autres pour la détermination du champ
de vitesse est la trâınée. Les effets polydisperses (qui sont pourtant modélisés sous
la forme d’une intégration des effets de la trâınée au niveau particulaire) ont une
influence assez faible sur ce champ.
A l’inverse, pour le champ de diamètre et encore plus pour le champ de fraction

168



9.1 Bilan du modèle polydisperse

massique, c’est le paramètre τconv qui conditionne l’écoulement à grande échelle,
prenant le pas même sur la trâınée (cf Fig. 7.30).
Pour les fluctuations temporelles de vitesse, c’est un mélange de ces deux compor-
tements qui est observé, fruit de la décomposition de l’équation (7.5). De même, la
nature de l’expression de la vitesse reconstituée (cf Eq. (4.47)) qui met en jeu le
champ dSt impose un comportement composé des deux effets majoritaires : trâınée
et flux décorrélés.

9.1.4 Protocole d’estimation du paramètre τconv

Le temps τconv est le paramètre essentiel qui gère la totalité de la dispersion
différenciée dans l’écoulement. Il est donc crucial pour l’utilisation de ce modèle
d’être en mesure d’évaluer ce paramètre a priori.
Cette analyse n’a pu être effectuée plus tôt car la connaissance d’un seul cas ne
pouvait suffire à dégager une tendance générale. C’est au regard des trois cas étudiés
et de leurs différences que des approches plus simples, comme celle énoncée au
chapitre 6, ont pu être infirmées ou précisées.
Ainsi, pour reprendre ce qui a été énoncé précédemment (chap. 6), prendre en
compte l’orthogonalité de la trâınée par rapport à la trajectoire initiale peut suffire
dans des cas très particuliers mais devient très délicat à définir à partir du moment
où les particules sont transportées dans un écoulement turbulent. Il existe une
définition plus générale qui englobe la précédente en restant toutefois valide pour
les écoulements plus complexes. Il s’agit de considérer le temps caractéristique qu’il
va falloir aux particules du nuage initial pour avoir des trajectoires distinctes à
l’échelle de l’écoulement global. Dans le cas du spray liquide en soufflage transverse,
étant donné que les particules légères s’écartent relativement vite de leur trajectoire
initiale pour s’aligner sur la vitesse du gaz alors que les plus lourdes ne sont pas
affectées, on observe cette séparation assez rapidement et un temps τconv de 0.08s

est beaucoup trop important.
La Fig. 9.1 donne une représentation graphique pour estimer le temps à prendre en
compte. Les particules sont représentées proportionnelles à leur taille respective,
de même que l’épaisseur de leur trajectoire respective.

Si l’on prend en compte la période pendant laquelle les particules de faible dia-
mètre ont une vitesse proche de leur vitesse d’injection (avec une évaluation à l’aide
d’une tangente par exemple), on trouve une valeur de 0.025s, ce qui est très proche
de la valeur 0.02s obtenue comme valeur optimale pour ce cas. Si l’on ajoute que le
modèle n’est sensible qu’à des variations logarithmiques de τconv (c’est-à-dire qu’il
faut faire varier τconv d’un facteur 2n et non pas n pour voir apparâıtre ’n paliers’
de comportement différents), ce temps est une très bonne estimation.
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5 cm

! "conv=0.025s

U2 = 2 m/s

15 cm

! "conv=0.08s
Trajectoires

distinctes

Trajectoire

commune

Fig. 9.1 – Estimation a priori de la valeur du paramètre τconv.

Ce temps de trajectoire commune est en quelque sorte le temps qu’il faut pour que
les particules les plus petites du nuage initial soient dans un régime différent de ce-
lui des particules de taille maximale, et il est possible de le définir analytiquement.
En reprenant la solution analytique de la trâınée (Eq. 6.2), on constate qu’il faut un
temps t = τdrag pour relaxer de 63% vers la vitesse gazeuse, t = 2τp pour relaxer de
86% et t = 3τdrag pour relaxer de 95%. On peut donc considérer qu’il y a différence
de régime entre les particules de diamètre d1

2 et d2
2 lorsque{

t ∼ kτdrag(d1
2)

t � τdrag(d2
2)

(9.1)

avec k constante à déterminer. En effet, dans le cas où ces deux conditions sont
respectées, la particule de diamètre d1

p possède une vitesse proche de celle du gaz
alors que la particule de diamètre d2

p suit toujours sa vitesse initiale (à 10% près).
Ceci constitue donc bien une divergence de trajectoire.
Dans un nuage polydisperse, on sait que d2 ∼ d00e

−2bσ est représentatif des diamètres
faibles et d2 ∼ d00e

2bσ est représentatif des diamètres fort (cf section 4.5), d’où les
deux conditions du système (9.1) peuvent s’exprimer sous la forme : t ∼ k

ρ2
18µ1

(
d00e

−2bσ)2
t � ρ2

18µ1

(
d00e

2bσ)2 (9.2)
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9.1 Bilan du modèle polydisperse

Pour qu’il existe une solution, il faut donc que le temps écoulé respecte les deux
conditions ci-dessus, ce qui implique :

k
ρ2

18µ1

(
d00e

−2bσ)2
� ρ2

18µ1

(
d00e

2bσ)2

⇔ ke−4bσ � e4bσ
⇔ k � e8bσ
⇐ k ∼ e8bσ

8

(9.3)

Cela donne la valeur de k. Et, dans ce cas, à partir de l’instant t ∼ kτdrag(d1
2), on

peut considérer qu’il y a séparation.
Ceci permet de conclure qu’il est pertinent de choisir comme valeur de départ :

τconv =
ρ2

144µ1
d2

00e
4bσ (9.4)

Une application numérique donne :
– pour le jet liquide en soufflage transverse, la valeur τconv = 0.25s pour une valeur

optimale heuristique trouvée de 0.20s

– pour le cas Sommerfeld-Qiu, la valeur τconv = 10.10−3 pour 15.10−3 utilisé actuel-
lement (avec l’intuition qu’il faudrait en effet légèrement baisser cette valeur
si on pouvait multiplier les calculs)

– pour le cas VESTA, la valeur τconv = 15.10−4 pour 7.10−4 utilisé actuellement.
On obtient le temps voulu à moins de 35% près dans deux cas et à 50 % près dans
le troisième. Il semblerait même qu’on puisse affirmer que les écoulement rotatifs
ont tendance à nécessiter une valeur inférieure (d’environ 33%) à celle donnée par
cette méthode (cf les cas Sommerfeld et VESTA). Si l’on ajoute à nouveau que le
modèle n’est sensible qu’à des variations logarithmique de τconv, ces temps donnent
au final un très bon ordre de grandeur du paramètre τconv a priori pour initier les
calculs.
Enfin, pour être cohérent au niveau de la nomenclature et puisqu’il ne correspond
plus à un phénomène de convection, ce temps devrait logiquement s’appeler désor-
mais τsep et non plus τconv.

Dans les écoulement complexes, on peut souhaiter multiplier les gages de sécurité.
Une seconde méthode moins immédiate mais quasi automatique est alors possible.
Un premier calcul est fait avec une injection monodisperse de diamètre dmono. Cela
donne un champ de vitesse ~vmono. Puis, on effectue un second calcul en cherchant
à caler τconv de telle sorte que la vitesse reconstruite associée à dmono, ~uτ (dmono),
corresponde au résultat du premier calcul ~vmono. On fait alors l’hypothèse que, si
~vmono et ~uτ (dmono) cöıncident, le paramètre τconv est bien calé et les champs de vitesse
polydisperses sont valables pour tous les diamètres. C’est cette démarche qui est
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utilisée au chapitre 8 avec des résultats très satisfaisants.
C’est l’automatisme et la simplicité conceptuelle de cette méthode qui font sa force.
Utilisée en complément de la méthode basée sur le temps de séparation, elle permet
d’avoir à disposition deux outils basés sur des approches différentes pour justifier
le choix initial de τsep (ou τconv).

9.2 Perspectives

1. Un élément intéressant pourrait être de proposer une forme non symétrique
pour la PDF de vitesse en déformant la gaussienne par exemple. Cela revien-
drait à prendre en compte le fait que les décorrélations de vitesse des particules
ont une direction privilégiée et ne sont de plus pas répartie de façon symétrique
dans cette direction. La détermination de Eτ,i ferait dans ce cas apparâıtre des
moments de vitesse décorrélée de la forme < u′′2,iu

′′
2,i >2 (non démontré ici). Il

faudrait alors transporter ces moments et non leur somme EQB. Cela alourdi-
rait le système de deux équations supplémentaires, mais pourrait apporter un
gain de précision.

2. En première approche, la PDF de température a été choisie indépendante du
diamètre. Or la description mathématique du phénomène d’évaporation se rap-
proche assez de celle de la trâınée dans la mesure où il existe une température
initiale conservée par les gouttes de fort diamètre et une température d’équi-
libre (à température de gaz environnant constante) atteinte très rapidement
par les gouttes de faible diamètre. Ceci laisse à penser que la méthodologie
utilisée pour la vitesse conditionnée par le diamètre ~uτ est transposable à θΓ.
Cependant, l’extrême non linéarité des termes sources d’évaporation par rap-
port à la température d’une goutte complexifie énormément ce travail. Cela
nécessiterait un développement mathématique beaucoup plus poussé que pour
l’évaluation des termes sources de trâınée, mais pourrait surtout permettre
de modéliser avec précision l’évolution de la température dans une flamme de
spray polydisperse par exemple.

3. Avec la PDF de vitesse présumée, il est possible de faire se croiser des parti-
cules de taille différente tant que leur vitesse respective vérifie les hypothèses
de la PDF présumée (faible St ⇒ vitesse proche de celle du gaz, fort St ⇒
vitesse proche de la vitesse d’injection). Par contre, le forme log-normale de
la PDF de diamètre impose une sorte de continuité dans la répartition des
diamètre qui empêche la présence de deux populations distinctes de particules
de diamètre différent. Une PDF de diamètre à deux pics pourrait permettre la
prise en compte de ce type d’écoulements. Afin de ne pas alourdir le nombre
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d’équations transportées, on pourrait envisager d’avoir le même paramètre de
largeur σ̂ pour les deux pics et il suffirait d’une équation supplémentaire (par
exemple celle du moment S1 qui n’a comme terme source que le terme d’évapo-
ration) pour fermer le système. De façon implicite, une égalité des diamètres
caractéristiques de chaque pic signifierait qu’on a localement une PDF à un
seul pic. Il reste à savoir si le système posséderait toujours les bonnes proprié-
tés permettant des développements analytiques poussés.

4. Il pourrait être intéressant de coupler différemment l’équation du transport
quasi-brownien avec la forme de ~uτ en évaluant les termes à fermer à partir
des intégrations de uτ et non pas le modèle proposé par Kaufmann [27]. Il
faudrait alors évaluer le terme T(u”2,j) = − ∂

∂xj
α2ρ2 < u”2,iu”2,j >2 (entre autres)

non pas à l’aide d’une analogie avec le tenseur des contraintes des équations
de Navier-Stokes mais tout simplement par intégration de la PDF présumée,
comme cela est fait pour les termes T( 1

m2
) et T( σ2

m2
).

Cela permettrait d’évaluer laquelle de ces deux méthodes est la mieux adaptée
(et peut-être également dans quels cas) aux écoulements polydisperses.

5. Enfin, afin de prendre en compte de façon plus précise les spécificités des
écoulements, il pourrait être utile de chercher à utiliser un paramètre τsep local.
Peut-être qu’utiliser simplement l’estimation (9.4) en chaque point suffirait. Le
but d’une telle complexification serait de ne plus avoir à définir ce paramètre
en cherchant à dégager une tendance générale pour l’écoulement global et de
pouvoir ainsi prendre en compte toutes les spécificités locales de l’écoulement
(recirculation, jet transverses multiples, zone de mélange...).
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