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d ' ancres et de barrières. 
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RESUME 
L ' agitation mécanique de fluides visqueux est  étudiée dans le cas 

de mobiles à pales, d ' ancres et de barrières. 

Deux techniques sont utilisées : une technique numer1que qui 
repose sur l'intégration des équations de Navier Stokes en régime laminaire 
et pour des fluides newtoniens et non-newtoniens ; une technique expéri
mentale, l' anémométrie à film chaud. La confrontation entre ces deux 
techniques est satisfaisante. 

Les résultats concernant les fonctions courant et rotationnel, 
les composantes de la vitesse, les contraintes, la viscosité apparente, 
la dissipation visqueuse et la puissance consommée permettent de conclure 
que l'indice de comportement du f l uide, le nombre de Reynolds auront 
peu d'influence sur les schémas d'écoulement. 

Une application pratique, l'agitation du fromage fondu, est 
développée en fin de mémoire. 
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l N T R 0 D U C  T I O N 

G E N E R A L E  



L ' agitation mécanique en cuve est un procé dé si souvent exploité 

en génie chimique qu ' on peut avoir le sentiment de faire acte inutile en 

rappelant son importance . 

Citons , cepen dant , à nouveau , quelques utilisations essent ielles 

la plus évi dente est certainement la réalisation de mélanges homog ènes de 

liqui des miscibles avec , ou non, intervention d' une réaction chimique ; 

rappelons ensuite toutes les utilisations impliquant la mise en contact de 

phases différentes , opérations de dissolution ou cristallisation, extraction 

liqui de-liqui de ,  aération de l iqui des . • • •  ,etc ; puis encore , ' toutes les 

applications de type thermique , chauffage , refroi dissemen t ,  évaporat ion, 

etc . . •  

Malgré son importance pratique , le domaine de l ' agitation mécanique 

est resté j usqu ' à  aujour d' hui as Sez fortement empirique . En particulier , i l  

faut souligner un para doxe : alors que tous les spécialistes s ' accor dent à 

reconnaî tre que les performances d' un syst ème agité dépen dent é troitement 

des caractéristiques hy dro dynamiques détaillées des écoulements générés par 

le mobi le dans la cuve , tr ès peu d' informations sont disponibles dans ce 

domaine e t ,  globalement , assez peu d' efforts sont fournis par les milieux de 

la recherche pour mo difier cet état de fai t .  

Conscients de ce probl ème , les membres de notre laboratoire ont voulu 

contribuer à développer les connaissances à ce suj e t .  Ils s ' y  emploient de 

deux mani ères : 

- par voie théorique , dans le cas d' écoulements de caractéristiques 

suffisamment simples ; 

par voie expérimentale , lorsque la premi ère voie devient défaillante .  

Notre travail constitue une contribution au développement de ces 

deux approches , dans le cas de milieux fortement visqueux , qu' i ls soient 

newtoniens ou non. 



Reconnais sons tou t  de sui te que nous avonS davan tage fai t por ter 

no tre effor t sur l ' aspec t théorique : nous avons recherché des géomé tr ies 

de disposi tifs d ' agi ta tion e t  des condi tions d ' agi ta tion, tel les que la 

résolu tion numérique des équa tions de changemen t soi t possible . Dans des 

cuves cyl indriques à fond pla t, non chicanées , nous avons ainsi examiné 

le cas des mobiles suivan ts 

agi ta teur à deux pales , occupan t tou te la hau teur du liquide ; 

- agi ta teur à ancre ; 

- agi ta teur barri ère . 

Nous avons sélec tionné des vi tesses de ro ta tion suffisammen t len tes 

pour que le régime d ' écoulemen t demeure laminaire . 

N otre en treprise,  cependan t, n' aurai t pas é té sa tisfaisan te si  nous 

n ' avions pas comparé les résul ta ts ainsi ob tenus , à des valeu rs é tablies par 

voie expérimen tale . Dans ce domaine , nous n ' avons pas voulu nous limi ter à la 

comparaison , pour tan t déj à significa tive, de données globales , comme la puis 

sance d ' agi ta tion. Nous avons donc adap té au cas des milieux consis tan ts une 

technique d ' anémomé trie thermique connue par ailleurs ,  e t  qui nous a permis 

de réaliser des mesures locales de vi tesse . Si ce tte technique n ' a  é té exploi

tée ici que comme un ou ti l  de vérifica tion, elle n ' en es t pas moins disponi

b le ,  dorénavan t, pour mener des é tudes sys téma tique s dans le cas de sys tèmes 

de géomé tries plus complexes , pour lesquels le trai temen t par voie numérique 

n ' es t pas encore connu . 

No tre mémoire compor te hui t chapi tres . Les trois premiers précisen t 

le cadre de no tre travail e t  décriven t les moyens mis en jeu.  Les trois cha

p i tres suivan ts présen ten t les résul ta ts bru ts ,  un cha pi tre é tan t consacré 

à chacun des mobiles é tudiés .  Enfin dans les deux derniers chap itres , nous 

décrivons une applica tion indus trielle des techniques développées au cours de 

ce travai l  e t  analysons l ' ensemble des résul ta ts afin de dégager de grandes 

tendances e t  d ' ouvrir,  peu t-ê tre , des voies pour des recherches fu tures . 
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- INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE -

Les études numérique et expérimentale des écoulements générés par des 

mobi les en rotat ion au sein de f luides visqueux re lèvent de plusieurs disci

plines scient ifiques ou techniques : la rhéologie ,  l ' écoulement de f luides , 

l'analyse numérique , la métrologie . Comme beaucoup de travaux modernes de 
�ènie chimique , il s'agit d ' une contribution de caractère pluridisciplinaire . 

Dans ce contexte, il ne saurait être question de présenter des 

ana lyses bibliographiques exhaustives de toutes les spécialités impl iquées 
et nous al lons nous limiter à une description aussi brève que possible des 

�léments indispensables pour la compréhension du trava>l que nous avons 

réalisé .  

Nous al lons commencer par un rappel des notions de  rhéologie 

utiles pour caractériser le comportement des l iquides visqueux , newtoniens 

ou non, qui vont être traités dans ce travail .  Nous présenterons ensuite un 

résumé des connaissances antérieures dans le domaine de l ' agitation mécanique 

des fluides consistants . Ces mises au point générales , nécessaires pour situer 

le cadre de notre contribution , vont faire l ' objet du chapitre 1. 

Une fract ion importante des résultats que nous allons présenter ici 

a été obtenue par voie numérique. La mise en équation du problème et les mé

thodes de traitement numérique sont présentées dans le  chapitre 2 .  

Enfin , dans le chapitre 3 ,  nous décrivons les dispositifs expérimen

taux que nous avons uti l isés et montrons l ' adaptation des techniques expéri

mentales au cas de mi l ieux de forte consistance .  
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1 - INTRODUCTION -

Ce chapitre pré sente ,  en premier l ieu , le s él ément s de rhéologie 

néce ssaire s à la suite de notre mémoire . Il ra ssem ble en suite diver se s  in

formation s relat ive s à l ' agi tat ion de s milieux de forte con si stance ; en 

particulier , et parce que certaine s donnée s sont di sponi ble s, il  dé cri t 

le s écoulement s généré s par une ancre. Il in si ste ,  enfin, sur la que stion 

de la pui ssance d ' agi tation et donne quelque s ré sultat s relatif s aux mo bi

le s qui sont ut il i sé s, spécifiquement,  pour le s mi l ieux vi squeux . 

2 - ELEMENTS DE RHEOLOGIE -

2 .  1 GENERALITES 

La rhéologie e st la science qui étudie la liai son entre le s force s 

app liquée s à un mi lieu matériel et le mouvement ou le s déformation s qui en 

ré sul tent . La première o bservation rhéologique remonte sûrement à HOOKE 

( 1 6 76)  qui a éta bli que la déformation d ' un mi lieu éla stique e st proport ion

nel le à la force app liquée . La rhéologie moderne fut vrai sem bla blement créé e 

par B INGHAM ( 1 928) . Depui s, le s écoulement s de fluide s ont in spiré un grand 

nom bre d ' étude s expérimentale s, numérique s et analytique s. Ce développement 

a été si important qu ' en 1 9 76 , une revue spécial i sée, "Journal of non-

newtonian fl uid mechanic s" qui traite de s écoulement s de fluide s non -newtonien s 

exc lu sivement , a été créée . Pour de s information s plu s détai l lée s sur 

l ' hi storique et le s domaine s de la rhéologie ,  nou s renvoyon s aux travaux de 

BELLET ( 1 973a,  1 9 73 b) ,  ain si qu ' à  d ' importante s synthè se s  bi bliographique s 

effectuée s par ASTARITA et MASHELKAR ( 1 977 ) , B IRD ( 1 977)  et LY et BELLET ( 1 976) . 

Il exi ste deux grande s var iété s de comportement rhéologique : 

- le comportement éla st ique qui e st caractéri sé par une relat ion 

entre le s force s appl iquée s et l 'ampli tude de la déformation. Le mouvement 

ne se produit pa s sou s  l ' ac tion d ' une force,  mai s en rai son d ' un changement 

de force 

le comportement fluide ou vi squeux qui e st carac téri sé par une 

relat ion entre la for ce appliquée et la vite sse de déformation ou mouvement . 

Noton s ici que l e  milieu vi scoéla stique com bine le s deux type s de 

fonctionnalité : ce milieu ne peut pa s ' être identifié par de s schéma s idéa

li sé s  tel s que ceux de s sol ide s éla st ique s ou ceux de s fluide s vi squeux . 

Dan s ce travai l ,  nou s ne traiton s que de s mi lieux vi squeux . 



1 -3 

Dans la suite , nous noterons t le tenseur des contraintes et y le 

tenseur des vitesses de déformation en un point quelconque d'un milieu fluide . 
T . .  et y . .  représenteront les composantes respectives de chacun de ces deux lJ lJ 
tenseurs . 

2. 2 LOIS DE CO�œORTEMENT 

Le comportement newtonien est le plus simple que l'on connaisse . 
Il est caractérisé par la loi de proportionnalité suivante : 

t =  -)Jy ( 1 .  1) 

entre le tenseur des contraintes et celui des vitesses de déformation . La 

constante de proportionnalité )J est la viscosité,  propriété physique du ml

lieu fluide qui ne dépend que de la température et de la pression . Le 

signe négatif dans l ' équation ( 1 . 1 )  traduit le fait que les flux de quantité 
de mouvement sont orientés dans le sens des gradients de vitesse négatifs .  

Tous les gaz et une proportion importante des liquides usuels pré

sentent un comportement newtonien . 

Tous les fluides qui ne suivent pas ce comportement simple sont 

appelés non-newtoniens . 

Le comportement de fluides non-newtoniens indépendants du temps ne 

peut plus être représenté par l ' équation simple ( 1 . 1 ) ; la liaison entre 

t et y est plus complexe et peut prendre un grand nombre de formes .  Dans ta 

suite de ce travai l ,  toutefois ,  nous conserverons la représentation linéaire 

t = - 11 Y ( 1 .  2) 

où le scalaire 11 est la viscosité apparente du fluide ; 11 dépend toujours de 
la pression et de la température mais en outre de la valeur de y (ou de tl 
au point considéré .  

Les  fluides non-newtoniens dont le  comportement rhéologique est indé

pendant du temps sont divisés en trois catégories : 
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- les fluides à comportement plastique , 

- les fluides pseudoplastiques , 

- les fluides di latant s .  

Les lois de comportement commentées ici sont rassemblées dans le 

tableau 1 . 1 .  

2 . 2 . 2 . 1 Comportement plastique 

Les fluides à comportement plastique présentent une valeur minimale 

10 de la contrainte en-dessous de laquelle l ' écoulement ne se produit pas . 

Au-delà de 10' l ' écoulement se produit : la structure interne particulière 

qui opposait une résis tance à l ' écoulement lorsque 1 était inférieur à 10 
est alors totalement désintégrée .  Ce changement brusque de comportement est 

appelé éc rouissage (COSTE S ,  1977 ; HARRIS , 1977). 
Parmi les corps qui présentent un tel comportement , citons les pein

tures , les encres , les dentifrices , certaines pommades , certaines suspensions 

ou émulsions , etc . . . .  

Il existe plusieurs lois  phénoménologiques permettant de représenter 

analytiquement ce comportement : nous en rapportons trois dans le tableau 1 . 1 .  

Il s ' agit de  modèle s ,  à deux ou trois paramètres . Si  �O et �2 ont des unités 

de viscosité ,  l ' unité de � 1 dépend de a. Le plus employé est le modèle de 

Bingham à propos duquel nous faisons quelques commentaires supplémentaires . 

Modèle de Bingham 

Le coefficient �O est appelé viscosité plastique ou coefficient de 

rigidité (WILKINSON , 1 960) . Le rhéogramme correspondant à la relation du 

tableau 1 . 1  est linéaire , mais ne passe pas par l'origine , contrairement à 

ce lui d ' un f l uide newtonien l-voir figure 1-1_7. 
Rappelons ici que 

3 (y:y) = L: 
i=l 

3 
1: 

j = 1  
y . .  y . .  1J J 1 ( 1 .  3) 

Pour un écoulement unidirectionnel dans la direction 1 sous l ' effet 

d ' une force dans la direction 2 ,  l ' équation ( 1 . 3) devient : 

(y:y) (1. 4) 

Et donc , la relation du tabl eau 1 . 1  devient 
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( 1 . 5) 

La viscos ité apparente diminue lorsque le gradient de vitesse 

augmente et tend vers la valeur du coefficient de rigidité . Le rhéogramme 

correspondant aux modèles de Hersche1-Bu1k1ey e t  Casson n ' es t  pas l inéaire . 

2.2 . 2. 2  Comportement pseudop1astique 

Il s ' agit du comportement rhéologique le plus répandu. Le rhéogramme 

des substances pseudop1astiques est tel que la viscosité apparente diminue 

lorsque le gradient de vitesse augmente , passant de manière continue d ' une 

valeur �O à une valeur �oo pour des gradients de vitesse respectivement nuls 

ou infinis I-voir figure 1 - 1  et tableau 1 . 1_7. Les corps à comportement 

pseudop1astique sont surtout les hauts polymères . Aux faibles gradients  de 

vitess e ,  les molécules sont tota1ement d-ésorientées ; l ' augmentation du gradient 

de vitesse oriente ces molécules , diminuant ainsi les frictions internes et 

par conséquent la viscosité apparente.  

Un grand nombre de modèles ont été proposés pour représenter 1e_ 

comportement pseudop1astique (ASTARITA, 1 9 74 ; WILKINSON, 1 960) . Nous en 

présentons brièvement quelques-uns . 

Modèle d ' Ostwald de Wae1e 

Les deux paramètres , n ,  indice de comportement fluide ,' et m, indice 

de consistance , dont l ' unité est fonction - de n sont tous deux positifs ; 

pour un fluide pseudop1astique , n est inférieur à 1 .  

Le modèle d ' Ostwald de Wae1e,  encore appelé loi puissance, a très 

souvent été employé (BIRD, 1 97 7  ; BELLET et SENGELIN, 1 97 1 ) . Il présente 

néanmoins deux graves inconvénients 

- �O est  infini 

- �oo est égal à zéro. 

Loin de ces deux limites , le modèle d ' Ostwald de Wae1e peut être 

utilisé avec succès dans le plus grand nombre de cas . C ' est  surtout le plus 

simple des modè1e� pseudop1ast ique s .  

Modè le d ' Eyring 

Il s ' agit d ' un modèle semi-empirique qui est fondé sur la théorie 

cinétique des liquides . Les valeurs limites de la viscosité apparente sont 
A �O = B et �oo = O . 
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Modèle d ' Ellis 

Ce modèle à trois paramètres' a été utilisé en remplacement de la 

loi puis sance pour donner à la viscosité apparente une valeur convenable aux 

faib les gradients de vitesse.  Dans ce but , Ellis a décomposé le gradient de 

vitesse y en deux contributions , une contribution newtonienne et ' une cont�i

but ion os twaldienne ; pour un écoulement, unidirectionnel,  le gradient de 

vitesse Y 1 2  devient donc : 

' 1 2 ' 
--- A 

/.10 
( 1 .  6 )  

Pour des gradients de vitesse très grands , la viscosité apparente 

tend vers zéro. 

Modèle de Sisko 

Sisko eut l ' idée en 1 958 (BELLET, 1 973a ; BELLET, 1 973b) de décom

poser non pas le gradient de vitesse y, mais les contraintes , en deux con

tributions , l ' une newtonienne , l ' autre ostwaldienne pseudoplastique ; pour 

un écoulement unidirectionnel , l ' écriture de ' 1 2 ' est  alors : 

( 1  • 7) 

Dans ce cas , la viscosité apparente est infinie pour un gradient de 

vitesse nul et égale à A pour un gradient de vitesse infini . 

Ces deux modèles d ' Ellis et Sisko , tous deux à trois paramètres , 

présentent de l ' intérêt , le premier pour le's faibles valeurs de gradients 

de vitesse , le second pour les forts gradients de vitesse .  

Toutefoi s ,  i l  semble que pour caractériser avec une précision con

venable un f luide pseudoplast ique dans une large gamme de gradients de vit ess e ,  

seuls les modè les rhéologiques à quatre paramètres puissent convenir.  

Hodèle de Carreau 

Dans ce modèle à quatre paramètres , À a l ' unité d ' un temp s .  Bien 

souvent,  dans des zones à faibles ou moyens gradients de vitesse,  les auteurs 

du modèle préconisent de négliger '/.100 : cette s implification d ' ailleurs sera 

retenue dans ce travail . Dans ce cas , la loi rhéologique du tableau 1 . 1  

devient 

, ( 1 .  8)  
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Modèles de Bellet 

BELLET ( 1 973b) a proposé deux modèles rhéologiques à quatre paramètres . 

Le premier apparaissant sur le tableau 1 . 1 ,  est construit à partir du ' modèle 

d ' Ellis; il diffère s implement de ce dernier par le fait que la viscos ité aux 

gradients de vitesse infinis n ' est plus nulle.  Le paramètre A du premier 

d, 1 d '  A • é k -ct 2ct-l ct '1 ' d 
' 

d d' 1 l -n mo e e Olt etre exprlm en g s m ; ce Ul u secon mo e e en s • 

2 . 2 . 2 . 3  Comportement dilatant 

Le comportement dilatant est tel que la viscosité apparente du fluide 

augmente lorsque les gradients de vitesse 'augmentent . Les fluides dilatants 

sont peu nombreux : par conséquent peu de modèles ont été développés . Le 

seul modèle utilisé en pratique est celui d ' Ostwald de Waele,  avec n > 1 .  

Ces fluides dilatants sont comp'osés dans ' la plupart des cas d ' une phase dis

persée au milieu d ' une phase continue : par exemple, de l ' amidon dans l ' eau, 

du gypse dans l ' eau. GREEN et GRISKEY ( 1 968a , 1 968b) proposent une explica

tion au phénomène de dilatance. Au repos ,  le fluide est composé de paquets 

denses de particules entre lesquels existent des vides remplis par le f luide 

qui fait fonction de lubrifiant . Les contraintes appliquées vont détruire 

ces paquets de particules , augmentant ainsi les vides . Dans la nouvelle 

structure , il n ' y  a pas assez de liquide pour assurer la lubrificat ion : il  

existe des fro'ttements solid,es et  par conséquent,  la  viscosité apparente 

augmente. Beaucoup de détails explicatifs ainsi que des réserves sont appor

tés dans les deux publications citées en référence '(GREEN et GRISKEY , 1 968a ; 

GREEN et GRISKEY, 1 968b) . 

SUCKOW et col l .  ( 1 980) ont récemment fait une revue bibliographique 

sur les f luides dilatant s .  Bien que les premières constatations du phénomène 

de dilatance aient été faites en 1 885 par REYNOLDS, SUCKOW et coll .  ( 1 980) 

ne mentionnent que dix-sept publications sUr le sujet . 

Il  faut préciser la signification exacte de, ce terme générique. 

La viscosité apparente d ' un tel fluide dépend de la durée d ' applicat ion 

d ' une contrainte sans interruption , et bien sûr de cette contrainte.  Les 

principaux fluides non-newtoniens visqueux dépendants du temps sont les 

fluides thixotrope's . L ' application d ' une contrainte constante ,détruit cer

taines parties de la structure du fluide conduisant ainsi à une diminution 

dans le temps de la vis,cos ité apparente L-voir figure 1-2_7. Laissé au 

repos ,  le f luide reprend sa structure initiale; certaines peintures sont 
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thixotropes . Le type opposé de comportement qui correspond à un renforcement 
de structure sous l ' effet de contraintes constantes , est appelé la rhéopexie 
(ce comportement est très rare) . 

Nous venons brièvement de passer en revue les principaux comporte
ments rhéologiques de fluides visqueux. Le comportement pseudop1astique est 
de loin le plus répandu : dans ce travail, nous ne nous intéressons pratique
ment qu'à ce cas . 

Notons ici que le comportement pseudop1astique est quelquefois 
diffic ile à différencier du comportement plastique en ce sens que les appa
reils de mesure permettent difficilement la détermination des contraintes 
aux gradients de vitesse très faibles . 

De plus , en ce qui concerne les modèles à quatre paramètres , la 
détermination expérimentale de ceux-ci nécessite un nombre important d ' essais 
et , une méthode numérique sûre et précise : il faut que l ' exploitat ion des 
résultats entraîne moins d'imprécision que l ' abandon d ' un paramètre ; cette 
condition est loin d ' être toujours satisfaite . " 

3 - GENERALITES SUR L 'AGITATION DES MILIEUX DE FORTE CONSISTANCE -

3. 1 INTRODUCTION 

L ' agitation des milieux de forte cons istance relève encore souvent 
du domaine de l ' empirisme. En effet , les éléments de choix d ' un système 
d ' agitation sont difficiles à évaluer de manière rationnelle et sont le 
plus souvent appréc iés en fonction du savoir-faire d ' hommes de l ' art . 

Pour les fluides dont la viscosité apparente moyenne est inférieure 
à 1 0  Poiseuille s ,  des agitateurs de petite surface (hélices , turb ines) 
peuvent convenir. Au-delà, on préconise souvent de faire appel à des mobiles 
de grande surface (GIBERT, 1979) . 

De manière générale ,  plus le ' fluide est visqueux, plus il est né
cessaire de choisir un agitateur de grande surface de manière à éviter l ' exis
tence de zones mortes ,  mais tournant lentement pour que la consommation d ' éner
gie ne devienne pas prohibitive . 
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Nous passons ci-après brièvement en revue divers types d ' agitateur s .  
En ce qui concerne les trois premières catégories (hélices , turbines ,  agita
teurs-plans), il s ' agit de mobiles assez souvent utilisés avec des fluides 
visqueux ou très visqueux; toutefois ,  les utilisateurs s ' accordent généra
lement pour reconnaître qu'ils ne sont pas toujours bien adapté s .  

3.2 HELICES 

L ' hélice marine c lassique est déconseillée dans le cas de fluides 
dont la viscosité apparente dépasse 5 Poiseuilles . Au-delà 
sont retenues des hélices à pales minces de grand diamètre 

de cette valeur 
(p. = 0 , 7) ; la T 

1 imi-te supérieure couramment rapportée est alors de 60 Poiseuilles . 

3 . 3  TURBINES 

Les turbines peuvent être utilisées jusqu ' à  des viscosités apparen
tes de l ' ordre de 200 Poiseuilles .  En fait, la limite de fonctionnement- de 
ces agitateurs est généralement beaucoup plus faible , par exemple quand il 
s ' agit -de réaliser des émulsions homogènes de deux liquides visqueux 
immiscibles . 

3 . 4  AGITATEURS-PLANS 

Les agitateurs-plans sont principalement les agitateurs à pales ,  
les ancres , les agitateurs barrières . 

Les agitateurs à pales sont utilisés généralement 
douces avec une vitesse en bout de pale ne dépassant pas 3 

assez souvent exploités dans le cas de liquides visqueux. 

pour des agitations 
- 1  ms . Ils sont 

Les agitateurs à pales peuvent comporter deux, quatre , huit pales 
ou plus . Notons que la hauteur des pales peut varier de 0 , 05 T à 0 , 9 T 

(NAGATA et col l . , 1 9 57). 

Les ancres sont assez souvent utilisées avec des fluides pseudo
plas tiques pour lesquels l ' expérience a montré que la mise en oeuvre de tur
bines ou d ' hélices conduisait à la création de- zones stagnantes au voisinage 
des parois .  En particulier, les ancres améliorent l ' intensité des transferts 
thermiques entre des fluides de forte consistance et les parois _des cuves 
qui les contiennent . Les agitateurs-barrières sont constitués de barres-
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horizontales ou verticales . Les vitesses de rotation sont faibles pour réduire 
la consommation d ' énergie . 

On utilise les agitateurs plans avec des liquides dont la viscosité 
apparente peut aller j usqu ' à  70 Poiseuilles. Nous allons consacrer l ' essen
tiel de nos travaux à l ' analyse de ces mobiles . 

3 . 5  AUTRES AGITATEURS 

Pour un grand nombre de fabrications industrielles , il existe des 
agitateurs spécifiques, dont il n ' est  pas question ici de dresser une liste 
complète. Nous renvoyons pour cela à des ouvrages spécialisés (NAGATA, 1975) 

ou aux dépliants techniques des principaux fabriquants d ' agitateur s .  

Parmi les mobiles les plus fréquents , on peut citer les vis 
d'Archimède et les rubans hélicoidaux ou encore des combinaisons de ces deux 
mobiles (GELUS et coll . ,  1979 ; LE LAN , 1976) . 

3 . 6  CONCLUSION 

Rappelons que nous n ' avons pas trouvé de critères scientifiques 
précis pour orienter le choix d 'un mobile d ' agitation , mais bien plutôt un 
ensemble de règles empiriques et d ' habitudes . L ' utilisation des grands dia
mètres semble avoir été guidée par le souci d ' éviter la formation de zones 
mortes ; pour ne pas accroître exagérément la consommation énergétique , la 
vitesse de rotation doit alors demeurer modérée ( inférieure à 1 00 mn- 1 ) .  

Dans ce travail consacré aux agitateurs plans , nous essaierons 
lorsque cela sera possible ,  de dégager les éléments scientifiques permettant . 
de justifier les règles de l ' art habituellement respectées par le prat icien, 
ou si nécessaire de les infirmer. 

4 - CARACTERISTIQUES DES ECOULEMENTS -

4 . 1 GENERALITES 

Les caractéristiques détaillées des écoulements générés par des mobi
les en rotation au sein de milieux fortement visqueux sont très mal connues .  
Les distribut ions des vitesses ou des contraintes ont été rarement analysées 



1 - 1 2  

e t  les quelques informations disponibles ne sont n i  toujours &llffisamment 
claires , ni ' suffisamment fiables . En fait , seul le cas de l ' ancre a été 
examiné en quelques détails par divers auteurs. 

Les techniques utilisées sont peu, nombreuses,. Nous relevons quel
ques études expérimentales : emploi d 'une méthode électrochimique par 
SATAYAPRASERT ( 1 980) ; emploi de méthodes photographiques avec traceurs 
(MURAKAMI et coll . , 1 972 ; PETERS et SMITH , 1 967) . Nous relevons surtout 
plusieurs approches théoriques, en particulier par traitement numérique 
des équations de continuité et de Navier-Stokes (HIRAOKA et coll . ,  1 978 

KURIYAMA et coll . , 1 982 ; LHOTA et MITSCHKA, 1 975 ; RAUTENBACH et BOLLENRATH, 
1 979 ; WALTON; 1 9 8 1  ; WALTON et coll . ,  1 980. , 

Les travaux de HIRAOKA et .col l .  ( 1 978) ont constitué , pour nous , 
le point de départ de l ' analyse numérique que nous avons largement déve
loppée dans ce travail .  Nous reviendrons ,  dans le chapitre suivant , sur les 
aspects relatifs à la mise en équation et aux techniques de résolution. 

Nous allons ici commenter quelques résultats obtenus par ces divers 
auteurs . 

4 . 2  ECOULEMENTS GENERES PAR UNE ANCRE 

Nous signalons tout d ' abord que les sept publications auxquelles 
nous faisons référence présentent des résultats comparables (KUllIYAMA et 
coll . ,  1 982 MURAKAMI, et coll . ,  1 972 ; PETERS et SMITH, 1 967 ; PETEllS et 
SMITH, 1 969 SATAYAPRASERT, 1 980 ; WALTON , 1 98 1 ' ; WALTON et coll . ,  1 980. 

- �s��l�����_��i�l 

La plupart ' des auteurs s ' accordent pour conclure que cet ag�tateur 
ne génère pas d ' écoulement axial . Toutefois , PETERS et SMITH ( 1 969) observent 
un écoulement secondaire vertical qui leur ' permet de j ustifier un modèle de 
mélange. 

- �S��1�����_E�2i�1 

' La composante radiale est faible devant la composante tangentielle. 
Les travaux de KURIYAMA et col l .  ( 1 982) montrent qu' en aval d ' une pale, la 
vitesse radiale est négative , c'est-à-dire qu' il y a écoulement de la péri
phérie vers le centre , alors qu' en amont elle est positive. C ' est dans la 
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région proche de l a  pale qu ' on observe les valeurs abso1uu, lu plus impor-, 
tantes . Pour un nombre de Reynolds égal à 1 ,  KURIYAMA et col l .  (1982) rappor-' 
tent un maximum de, la composante radiale égal à 40% du maximum de la compo
sante tangentielle . 

Pour décrire le mouvement primaire , nous choisissons un exemple de 
résultats tiré des travaux de PETERS et SMITH ( 1 967) et qui est rapporté sur 
la figure 1-3 . Ces auteurs ont utilisé une, techniquè cinématographique 
une caméra, tournant avec l ' agitateur, suit le mouvement de particules soli
des (polystyrène) de même densité que l ' huile étudiée , dans un plan horizon
tal , loin du fond de la cuve . Signalons qu ' il ne s ' agissait pas réellement, 
d ' une ancre, mais plus simplement de deux ,bras verticaux (nous utiliserons 
un mobile identique dans ce travail) dont les dimensions principales étaient, 
les suiva�tes : � = 0 , 85 ; ; = 0 , 074 ; ; = 0 , 1 1 .

, 

La figure 1-3 présente la distribution des lignes de courant dans 
toute la cuve puis de la vitesse tangentielle dans le prolongement de l '  agi- " 
tateur , sur la médiatrice de celui-ci et 30° en amont de la pale. Le fluide 
étudié est newtonien ; le nombre de Reynolds varie de 3 à 10 environ'. 

En ce qui concerne les lignes, de courant , on doit noter l ' existence 
de zones de recircu1ation au voisinage de l ' arbre central: les lignes de 
courant n ' entourent pas l ' axe , tradu'isant ainsi la p.risence de rouleaux 
tournant avec l ' agitateur. Dans le reste de la cuve , les lignes de courant 
entourent l ' arbre d ' agitation , la présence des pales provoquant, des dHor
mations d ' autant plus marquées que l ' on s ' approche de ces pales . Entre les 
pales et la paroi de la cuve , les lignes de courarit sont sensiblement circu:" 

1aires. 

La vitesse tangentielle est donnée dans un repère tournan� avec' 
l ' agitateur , ce qui revient à imaginer la cuve en rotation et l ' agitateur 
immobile. Dans ce cas , la vitesse est maximale sur la paroi de la cuve , nulle 
sur les pales de l ' agitateur . 

Dans le prolongement de l '  agÙateur, Vs ,augmente ' à partir de l ' arbre 
d ' agitation, passe par un maximum local , puis décroît j usqu' à la valeur nulle 
sur la pale . Entre la pale, et la paroi , nous observons une grande variation 
de vS' 

Sur la médiatrice de l ' agitateur, Vs décroît légèrement à partir de" 
l 'axe, et atteint assez vite un minimum local , : nous notons ici un icou1ement, 

. .  , '  
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de sens opposé à l'écoulement principal .  La vitesse tangentielle augmente 

ensuite régulièrement jusqu'à la valeur de la paroi. 

Sur la position angulaire de 30° en amont de la pale, ve augmente 

d ' abord à partir de l'axe, passe par un maximum local, décroît légèrement 

ensuite, atteint une valeur minimale, puis augmente jusqu'à la valeur de 

la paroi . 

Ajoutons en conclusion que les résultats de PETERS et SMITH ( 1 967) 

sont les plus clairs, en ce qui concerne l'écoulement tangentiel généré par 

une ancre . 

5 - PUISSANCE D'AGITATION -

5. 1 PRESENTATION 

La puissance nécessaire pour agiter un mi lieu quel qu'il  soit, cons

titue toujours une donnée importante pour l'ingénieur . Dans le cas qui nous 

intéresse, de liquides de consistance élevée, le régime d'agitation est sou
vent laminaire . Par ailleurs, la surface supérieure du liquide reste 

plane et horizontale : les vitesses mises en jeu ne sont pas suffisantes 

pour provoquer la formation d'un vortex. 

Dans ce cas particulier, l'ensemble des résultats expérimentaux 
disponibles dans des revues scientifiques montre une propriété intéressante 

de la puissance d'agitation . Le produit nombre de puissance-nombre de 

Reynolds, Np Re 'est, généralement constant . 

Np Re = C 2 ( 1. 9) 

Le nombre de puissance Np est défini par Np P 
= 

P N3 D5 
La constante C2 rassemble les caractéristiques géométriques de 

l'ensemble cuve-agitateur et les propriétés du fluide . 

5.2 RESULTATS ANTERIEURS DANS LE CAS DE FLUIDES NEWTONIENS 

De nombreux travaux expérimentaux ont été consacrés à l'analyse de 

la puissance d'agitation dans le cas d'agitateurs de géométries variées : 
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- pour des vis hélicoïdales par GRAPMAN e t  HOLLAND ( 1 965) , 

EDWARDS et  coll . ( 1 976) et NOVAK et RIEGER ( 1 969) " 

- pour des rubans hélicoïdaux simples ou doubles par BLASINSKI et 
RZYSKI ( 1 980) , GRAVAN et ULBREGHT ( 1 972) , GRAVAN et ULBREGHT ( 1 973) , EDWARDS 

et  coll . ( 1 976) , GRAY ( 1 963) , NAGATA et col l .  ( 1 972) , PATTERSON et  coll . 

( 1 979) et YAP et coll .  ( 1 979) 

- pour des agitateurs combinant vis et rubans par GHOWDHURY et 

TIWARY ( 1 979) ; 

- pour des hélices , des turbines ou des agitateurs à pales par 

BOLT et coll .  ( 1 978) , KOEN ( 1 970) et NAGATA et coll .  ( 1 957) 

- pour des ancres par EDWARDS et coll .  ( 1 976) , KOEN ( 1 978) , LAHAYE 
( 1 9 78) , RIEGER et  NOVAK ( 1 973) , SAWINSKY et  coll . , ( 1 976) , SGHILO ( 1 969) et 

TAKARASHI et  col l .  ( 1 980) . 

Dans tous les cas, on observe que l'équàtion ( 1 . 9) est sensiblement 
vérifiée à faible nombre de Reynolds . NOVAK et  RIEGER ( 1 969) ont observé 

l'évolution de la l imÜe supérieure de validité en Re de cette loi avec la 

géométrie du système . Ainsi, dans le cas particulier d'une vis hélicoïdale 
située dans une cuve non munie de chicanes, la constante G2 est-elle égale 

à 1 40 ; le nombre de Reynolds maximum est a lors de , S .  La même vis hélicoïdale 
munie cette fois d'un tube de guidage a les caractéristiques suivantes : 

G2 = 280 et Re . = 30.  maXl.Inum 

Les princ ipaux résultats sont rassemblés dans le tableau 1 . 2 .  La 
constante a apparaissant dans les quatre dernières corrélations englobe les 

caractéristiques géométriques qui ne f igurent pas dans ces corrélations . 

" Nous devons signaler que la géométrie précise des agitateurs n'est générale

ment pas donnée ; de même La l i.mi te supérieure en Re de validité des corré

lations, n'est pas 'précisée . 

Sur les résultats présentés, nous ferons trois commentaires 

- la puissance 'consommée d iminue lorsque le pas du ruban ou de la 
vis augmente : lorsque le pas est multiplié par deux, la puissance consommée 

est d ivisée par deux (GRAVAN et ULBREGHT , 1 9 72) ou d ivisée par 1 , 4 (NAGATA 

et col l . , 1 9 72) 

- la distance séparant la paroi de la cuve de l'extrêmité de la 

pale, c ,  consti tue un paramètre important ; le produit NpRe augmente lorsque 
c d '  . D lmlnue ; 



Agitateur 

Vis 

Ruban 

Ruban 

Ruban 

Ruban 

Vis, ruban , 
combinaison 
des deux 

1 - 16  

TABLEAU 1 . 2  - Puissance consommée par des vis et des rubans 

Référence 

GHAPMAN et HOLLAND ( 1965) 

PATTERSON et colL ( 1979) 

BLASINSKI et RZYSKI ( 1980) . 

GHAVAN et  ULBREGHT ( 1972) 

NAGATA et col l .  ( 1972) 

EDWARDS et col l .  ( 1976) 

260 Re 0, 1 

24 ReO,07 nB 

simple ruban 

double ruban 

1 : longueur 

Np Re 

(.!) -0,91 
D , ; 

: nB 
= 1 

: nB 
= 2 

(l) 1 , 23 
D 

d'un ruban 

a (l?) -0,63 0, 77 
D . nB (�)-0 , 53 

D 

a : constante 

p : pas 

a (l?)- 1  
. D  (�) -y D 

Y > ° 

a (l?) -0, 5 0, 5 (�) -0, 5 
D nB D 

a (l?) -x 
D 

x > ° 
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- CHAPMAN e t  HOLLAND ( 1965) e t  PATTERSON e t  coll . ( 1 979)  notent une 

légère déviation à l'équation ( 1 . 9) ; dans les autres cas, cette équation 

est parfaitement vérifiée . 

A l'évidence, les ·  travaux c ités en. référence, malgré les quelques 

tendances générales présentées ci-dessus, conduisent à des résultats très 

dispersés : la géométrie des systèmes est trop variée, et  ceci ne  nous 

permet pas des comparaisons utiles . 

5 . 2 . 2  !:!!.!.ê.ê!!!!S�_S�!!.ê����_E!!E_��.ê_!!gi!.!!!.��E.ê_�_E!!!�.ê 

Il existe une seule corrélation ent.re le nombre de Reynolds et  la 

puissance consommée par un agitateur à pales ; elle est dûe à NAGATA et 

coll .  ( 1 957)  : 

Np Re A + BRe 1 000 1 2 R O,66 0 
(..:...:..::...:.._+_,-,,=--=eA"""77J'. 
1 000 3 2 ReO .

66  
+ , 

b (!!.) (0, 35 + 1') 
T (sin e)  1 , 2  ( 1 . 1 0) 

Dans cette équation, le  produit NpRe augmente légèrement avec Re .  
A titre d'exemple, pour : 

TT - e = "2  agitateur à pales droites 

- H = T 

T - D = "2 
- b 0,9 T (maximum étudié par NAGATA et  coll . ,  1 957 ) , 

la corrélation ( 1 . 1 0 )  devient 

Np Re 1 8 7  + 1 , 23 Re 1 000 1 2 ReO,66
) -0, 333  ( + ,  

1 000 + 3,2  ReO, 66 

Lorsque Re = 1 ,  NpRe = 1 8 8, et lorsque Re = 1 0, NpRe 

variations ne sont, par conséquent, pas très importantes . 

( 1 . 1 1 ) 

1 99 les 

Nous rassemblons, dans le tableau 1 . 3, les résultats relatifs à 
ce mobile . Les auteurs ont généralement fait varier le diamètre du mobile 

et par conséquent la distance entre la pale et la paroi, la hauteur de l'agi

tateur et la largeur des pales .  Dans certains cas, pourtant, certains rap

ports ne sont pas précisés, ce  qui ?uggère de faire preuve d'une.  certaine 



Référence D/T cfT b /D 

EDWARDS et coll .  ( 1 976) 0 ,89 0 , 056 1 , 06 

0 , 90 0 , 050 

0 , 90 0 , 050 . 

0 , 90 0 , 050 

LAHAYE ( 1 978) variable variabl e  

0 , 90 0 , 050 

TAKAHASHI et coll .  ( 1 980) variable variable variable 

0 , 90 0 , 050 1 

. SAWINSKI et col l .  ( 1 976) variable variable variable 

0 , 90 0 , .050 1 

SCHILO ( 1 969) variable variable  variable 

0 , 90 0 ,050 1 

RIEGER et NOVAK ( 1 973)  0 , 90 0 , 050 0 ,89  
- ---- - -

w/T 

variable 

0 , 1 0  

0 , 1 20 

Np Re 

1 90 

200* 

1 75* 

2 1 5* 

462  (.':.) -0, 1 6  
T 

746 

248 � /-1 + 0 00735 (!) 0 ,832  7 cr D - ' c -

1 8 c avec - = Ln (4  + -, --) - 1 
cr w 

250 

1 7  (2 % + 1 )  

1 96 

86 , 8  Re 0 , 1  % 

(!) 0 , 4 5  
c 

(T/D) 2 

2 
(!) - 0 , 75 
D 

Re = 1 , Np Re = 2 2 1  

Re = 1 0  , Np Re = 278 

1 80 

* il  s ' agit d ' autres travaux rapportés par EDWARDS et coll . ( 1 9 76)  

>-l 
r;; t-' tri 
� 
w 

'" " ..... 
rn 
rn Il> ::s n (1) 
n 0 ::s 
rn 0 
§ 00 
(1), (1) 

'd Il> ... 

§ (1) 
Il> ::s n ... (1) 

1 
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prudence lors de l ' utilisation des corrélations . 

Pour les rapports géométriques moyens qui sont les suivants 

D 
T 0 , 90 c 

T = 0 , 05 b 
D et w 

T 0 , 1 0  , 

le produit NpRe oscille  entre 1 75 et 250.  La dispersion des résultats peut 

avoir deux origines ! 
- la l imite supérieure en Re  n 'apparait pas clairement . SCHILO 

( 1 969)  a noté , par exemple , que lorsque Re passait de 1 à 1 0 ,  le produit 

NpRe était augmenté de 26% ; 

- certaines  caractéristiques géométriques ne sont jamais définies 

diamètre de l'arbre ,  d istance de l ' agitateur au fond de la cuve ,  épaisseur 

de l'agitateur , etc . ;  . •  

5 . 3  THEORIE DE METZNER ET OTTO ( 1 957 )  

METZNER et OTTO ( 1 957 )  ont développé un ensemble de propositions 

qui vise à unifier le traitement de la puissance d'agitation dans le cas de 
f luides à comportements rhéologiques newtonien et pseudoplastique . La pro

cédure qu ' i ls recommandent et qui a été adoptée par de nombreux chercheurs 

est la suivante : 
1 - déterminer les variations du nombre de puissance avec le  nombre 

de Reynolds dans le cas d'un fluide newtonien de viscosité connue . Tracer la 

courbe a 

2 - déterminer la rhéologie du f luide considéré dans le cadre du 

modèle d'Ostwald de Waele (voir . tableau 1- 1 ) .  Tracer la courbe b ,  viscosité 

apparente )J a 
n- l en fonction du gradient de vitesse Ya : l'a = m Ya 

3 - mesurer la puissance nécessaire pour agiter le l iquide pseudo-

plastique et calculer le nombre de puissance Np . En util isant la courbe a ,  
on peut faire correspündre à ce nombre de puissance une 

nombre 

l' = 
P 

a 

de Reynolds apparent . On en déduit une viscosité 
N D2 
Rea 

valeur Re , a 
apparente 

dite 

4 - l ' exploitation de. la courbe b permet a lors de faire correspon-
dre à l'a 
effectif 

un gradient de vitesse y , appelé gradient de vitesse apparent ou a 

5 - au cours d ' essais expérimentaux systématique s ,  METZNER et OTTO 

( 1 957) , METZNER et col l .  ( 196 1 ) , ont alors montré qu ' il existe une relation 
de proportionnalité entre Ya et la vitesse de rotation de l'agitateur , soit 
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= B N ( 1 - 1 2) 

La constante B ne dépend que des caractéristiques géométriques de 

l ' ensemble cuve-agitateur et est indépendante de la rhéologie du fluide . 

La viscosité apparente s ' écrit alors 

).la 

et le nombre de Reynolds apparent 

Re a 

Commentaires 

B l-n Re 

( 1 .  1 3) 

( 1 . 1 4 )  

Les propositions de METZNER e t  OTTO ( 1 957) permettent à l ' ingénieur 

de régler de manière simple les calculs de consommation énergétique lors de 

l ' agi tat ion de milieux pseudoplastiques . Si le coefficient B ,  caractérist ique 

de la géométrie utilisée,  est connu, il suffit en effet de disposer de la 

courbe de puissance étab l ie avec un l iquide newtonien , et de l ' équation rhéo

logique du fluide. Il est certain par contre que , d ' un point de vue fondamen

tal , les concepts de nombre de Reynolds apparent , de viscosité . apparente, 

de gradient de vitesse apparen t ,  sont peu clairs . Nous aurons l ' occas ion de 

revenir plus loin sur cette question importante . 

Nous avons rassemb lé dans le tableau 1 -4 divers résultats obtenus 

en appliquant la théorie de METZNER et OTTO ( 1 957) . Si certains auteurs vé

rif ient b ien l ' indépendance de B par rapport à l ' indice de comportement n ,  

d ' autres notent des relations , essentiellement dans l e  cas d e  l ' ancre , agi

tateur le plus souvent étudié : 

n - CALDERBANK et MOO-YOUNG ( 1 959) suggèrent que B est proport ionnel à 

( 4n ) l -n N , . . . . f ' l - 0 3 ' 0 9 3n+ 1 . umerlquement ,  ceCl s lgnl le que orsque n crolt de , a , , 

B est divisé par 1 , 05 ; 

- RIEGER et NOVAK ( 1 973)  proposent une corrélation qui est telle 

que lorsque n croît de 0 , 3  à 0 , 9 ,  B est divisé par 4 environ, ce qui traduit 

une dépendance très marquée vis-à-vis de n ; 
D - de la relation de SCHILO ( 1 969) , lorsque T = 0 , 9 ,  nous observons 

qu ' une variat ion de n de 0 , 3  à 0 , 9  entraîne une diminution de B ,  de 23 à 

1 7 ; 
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TABLEAU 1 . 4  - Coefficient B de la théorie de HETZNER et OTTO ( 1 957) 

Agi tateur 

hélice marine , turbine , 

agitateur 

avec 0 , 33 

à pale 
D < T < 0 , 6 6  

·agi tateur bipale 
D avec - = 0 5 T ' 

ruban hélicoidal 

vis hé licoidale 

ancre 
D 
T 
b 

= 0 , 89 c ; T = 0 , 056 ; 

D = 1 , 06 

dimensions variab les 

D 0 , 90 c 0 , 05 = ; = ; T T 
b 0 , 89 w 0 ,  1 20 . = ; = D T 

dimensions variables 

Référence 

KOEN ( 1 978) 

HIRAOKA et col l .  ( 1 979) 

EDWARDS et col l .  ( 1 976)  

YAP et coll . ( 1 979) 

CHOWDHURY et TIWARI 

( 1 979)  

EDWARDS et col l .  ( 1 976) 

EDWARDS et coll . ( 1 976) 

CALDERBANK et 

MOO-YOUNG ( 1 959) 

RIEGER et NOVAK ( 1 973) 

SCHILO ( 1 969) 

B 

7 < B < 1 3  

6 , 8  < B < 7 , 9  

B voisin de 30  

B = 1 2  

B = 2 1 , 5 

9 (I) 2 

B /-9 , 5  + D 7 = (I) 2 -

- 1 D 
2 , 2 1  

B = n n- l 

-2 (41T) n B = ( 7 , 96 . 1 ° n 

(I) 2 
D - 0 , 75 

nI) 2 
- D - 0 ,  751n 

n 
( 4n ) 1 -n 

3n + 1 

1 
}n- l 

. dimensions variab les , 

avec 0 , 6 8  < R < 0 , 96 T 

BECKNER et SMITH ( 1 966) B = [37  - 60 D -( 1  - -) / ( 1  - n) T -
c ités par RIEGER et 

NOVAK ( 1 9 73)  
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- BECKNER et SMITH ( 1 966) notent également une diminution assez 

marquée de B avec n. 
, D Le tableau 1-4 montre aussi le sens de variation de B avec T : 

CALDERBANK et MOO-YOUNG ( 1 959) , SCHILO ( 1 969) et BECKNER et SMITH ( 1 966)  

' d  d ' D s accor ent pour Lre que B augmente avec T' 

6 - CONCLUSION -

Alors que les performances d ' un agitateur dépenden�, à l ' évidence ,  

de la structure détai llée des écoulements qu ' il génère au sein de l a  cuve , 

les informations disponibles à ce propos sont rares . Ce paradoxe , que nous 

avons soul igné dès l ' introduction de ce mémoire , est confirmé par les inves

t igations bibliographiques que nous venons de rapporter : pour les quinze 

dernières années , nous n ' avons relevé qu' une dizaine de pub l ications abor

dant , avec une efficacité pas toujours évidente,  ce thème , et pour la plupart , 

dans le cas d ' une ancre . 

Ains i ,  notre contribution correspond-elle à une lacune ac tuelle 

dans la connaissance scientifique détai l lée des propriétés des systèmes 

visqueux , agités mécaniquement . 

Les résul tat s ,  par contre , sont p lus nombreux dans le caS de la 

puissance' d ' a'gÙation, donnée globale beaucoup plus 'simple à mesurer.  Ainsi 

pourrons-nous , à ce niveau, nous livrer à des comparaisons intéressantes 

avec les données établies lors de travaux antérieurs. , 

Dans les deux chapitres suivant s ,  nous al lons présenter les méthodes 

numérique , puis expérimentale que nous avons util isées au cours de ce travail 

pour examiner les caractérist iques des écoulements de fluides cons is tants 

au sein de cuves mécaniquement agitées . 



C H A  P I T  R E 2 

MODELISATION ET TRAITEMENT NU�ŒRIQUE 

1 - INTRODUCTION 

2 - EQUATIONS A RESOUDRE 

3 - MISE SOUS FORME ADIMENSIONNELLE 

4 - PRESENTATION. DES METHODES NUMERIQUES 

5 - ALGORITHMES DE CALCUL 

6 - CONCLUSION 



2-2 

1 - INTRODUCTION -

Ce deuxième chapitre est entièrement consacré à la présentation des 
méthodes numériques que nous avons mises au point pour analyser l ' agitation 
de fluides visqueux. Ces méthodes nous permettront d ' obtenir des informations 
locales relatives aux distributions des vitesses et des contraintes et aussi 
des informations globales comme la puissance consommée par les mobiles. 

Il est honnête d ' indiquer ici que l ' idée originale de tenter de 
mettre au point un traitement numérique des équations de changement nous a 
été suggérée par une publication, due à HlRAOKA et coll . ( 1 978) , dans laquelle 
ces auteurs indiquaient le principe et les grandes lignes d ' une méthode qui 
leur avait permis de déterminer la distribution des lignes de courant au sein 
d ' une cuve , remplie d ' un liquide newtonien et agitée par un agitateur à 
pales .  En nous aidant des indications , parfois bien succintes, disponibles 
dans le texte correspondant , nous avons progressivement repris le travail 
de HlRAOKA et col l .  ( 1 978) , puis modifié et perfectionné la méthode pour 
traiter d ' autres géométries et d ' autres fluides . Dans une dernière phase ,  
nous avons changé complètement la technique numérique . 

Après avoir ainsi précisé ce que nous devons à nos prédécesseur s ,  
nous allons dans l a  suite, abandonner tout souci historique pour retenir une 
présentation qui nous a semblé plus claire pour le lecteur . 

2 - EQUATIONS A RESOUDRE -

2 . 1 HYPOTHESES 

travail 
Cinq hypothèses ont été systématiquement émises en préliminaire à ce 

, 

- les fluides considérés sont supposés incompressibles, 
2 - le nombre de Reynolds reste suffisamment faible (toujours inférieur 

à 50) pour que le régime d ' écoulement demeure laminaire , 
3 - la géométrie des agitateurs est telle qu ' ils ne génèrent pas 

d ' écoulement axial , 
4 - en négligeant les zones voisines du fond de la cuve et de la 

surface supérieure du liquide , nous supposons que tous les plans 
horizontaux sont identiques ,  

5 - le système est isotherme . 
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Nous avons retenu ici un système de coordonnées cylindrique s .  Les 

hypothèses 3 et 4 s ' écrive�t alors : 

v = 0 z (2 .  1 )  

et d a = 0 (2 . 2 )  
z 

• 

2 . 2  ETABLISSEMENT DES EQUATIONS 

En tenant compte des hypothèses précédemment énoncées , les équations 

de continuité et de mouvement s ' écrivent 

div (v) = 0 ( 2 . 3 )  

p �� = - grad� - p div (vv) - div (T) (2 . 4 )  

Dans toute la suite de c e  travail , nous ne nous intéressons pas à la 

distribution de la press ion dans les cuves agitées . Dans ces condi tions , 

seules les composantes suivant r et  e de l ' équation (2 . 4) seront prises en 

considérat ion dans la sui te .  En termes scalaires , les équations ( 2 . 3 ) et 

(2 . 4 )  deviennent 

v r 
r 

dV r + -dr 

+ p 

dve P --at + P 

dV r (v -r dr 

dve ve dve (v -- + - --
r dr r de 

1 d -L z ar  r 

vrve + --) r 

2 (r T re) 

= 
1 d!? 

- r as -
dT 1 rr -- - - / r de -

(2 . 5) 

(2 . 6 )  

(2 . 7) 

Les équations (2 . 6)  et (2 . 7) peuvent être combinées afin d ' éliminer 

le terme de press ion qf Pour ce faire , l ' équation (2 .6 )  est dér ivée par 

rapport à e ; chacun des termes de l ' équation (2 . 7 )  est mul tiplié par r et 

l ' équation résul tante est dérivée 

équat ions apparaît a lors un terme 

par rapport à r .  Dans chacune des deux 
d2g> . en � qUl est él iminé 
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(B IRD et coll . , 1 97 7  ; RIRAOKA et coll . ,  1 979 ) . 

Deux nouvelles variables sont ensuite introduites , la fonction 

courant cP et la fonction rotationnel W (BIRD et coll . ,  1 960) . 

( 2 . 8) 

( 2 . 9) 

( 2 . 1 0 )  

En raison de l a  définition d e  l a  fonction courant , les équations 

( 2 . 8) et ( 2 . 9 ) , l ' équation de continuité ( 2 . 5) est automatiquement vérifiée . 

Une seule équation demeure , comb inaison des équations (2 . 6) et  ( 2 . 7) et 

qui s' écrit : 

- r P �W
t 

+ P (� aw _ � aw) 
= - 2 

o ae ar ar ae 
+ r 

2 a cre 
ar ae 

( 2 .  1 1 ) 

accompagnée de la définition de la fonction rotatione l ,  ( 2 . 1 0) ,  soit 

( 2 .  1 2) 

A ce niveau de formulation, le problème comporte davantage d ' inconnues 

( 0 ,  JJ ,  7 rr et 're l que d ' équat ions (2)  . . Il convient donc , maintenant , d ' intro

duire les lois de comportement rhéologique des. fluides considérés qui rel ient 

les composantes du tenseur des contraintes ('rr et  're l aux composantes du 

tenseur des déformations , ou en d ' autres terme s ,  à diverses dérivées des com

posantes de la vitesse et à la viscosité ou aux paramètres rhéologiques des 

modèles retenus . 

Nous util isons les concepts de f luide newtonien général isé et de 

viscosité apparente n afin de conserver la même forme générale d ' équations , 

que le fluide soit newtonien ou non. Nous écrivons donc , 

'rr = - n Yrr 

- n y r8 

( 2 .  1 3) 

(2. 1 4 )  



2-5 

Les deux composantes du tenseur des vitesses de déformation , y ,  
s ' éc rivent : 

av 
Yrr 

= 2 r ar-
a 

et Yre 
= r -a r  

v 
(�) r 

av 1 r + - --r ae 

( 2 . 1 5) 

( 2 . 1 6) 

En fonction des nouvel les variables � et W ,  ces express ions 

deviennent : 

( 2 . 1 7) 

e-t ( 2 . 1 8) 

En portant les expressions ( 2 . 1 3) , (2 . 1 4) , ( 2 . 1 7) , ( 2 . 1 8 )  dans 

l ' équation générale ( 2 . 1 1 ) ,  on obtient alors : 

o aw + p (lP. aw _ lP. aw) r at ar ae ae ar 

an aw + ar (w + 2r ar -

+ a2n (!'! 2 a29 a 2 
- - -) + --.2l 

ae2 r ar2 ar2 r (2 

a 2n 4 a2� - � �) + ar ae (r a r ae 2 ae r 

1 aw + - r ar 

a2� r -- - r w) 
ar2 

( 2 .  1 9) 

Les équations ( 2 . 1 2) et ( 2 . 1 9) , associées au modèle rhéologique 

décrivant le comportement du fluide considéré cons tituent un système qui 

permet de déterminer les trois inconnues � ,  w et n ,  lorsque les conditions 

de frontières ont été clairement étab lies . Les équations ( 2 . 8 )  et ( 2 . 9) 

permettent alors de calculer les composantes radiale et tangentielle de la 

vitesse . 

2 . 3  MODELES RHEOLOGIQUES 

Nous considérons ici des fluides newtoniens,  pseudoplastiques et 

di latant s ,  dont le comportement rhéologique est représenté par les modè les 

de Newton , Ostwald de Waele ou Carreau . 
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La viscosité ne v�rie pas avec la position . Seules les équations 

( 2 . 1 2 )  et ( 2 . 1 9) sont à résoudre , cette dernière devenant 

P OW + P (� ow _ � ow) r 3t or oS oS  or  11 r 1 ow + - r or ( 2 . 20) 

La viscosité apparente ,  définie au chapi tre précédent , s ' écrit 

n- 1 

11 = m [ �  1 (y y) IJ 
-2-

Pour l ' écoulement bidimensionnel étudié ici , rappelons que 

(y 

La 

11 

2 2 y) = 2 Yrr + 2 YrS 

viscosité apparente devient 

o2ef> m ;-4 (1 _ _  1 �) 2 + r or oS 2 oS r 

donc : 

2 n- 1 

( 2 � - w) 2_7
--Z 

0/ 

(2 . 2 1 )  

(2 . 22)  

(2 . 23 )  

Nous négligeons , dans ce travail , la viscosité du f luide aux gradients 

de vitesse infinis . La viscosité apparente devient alors : 

11 = ]la [1 + À 2 ;- l 1 (y 
- 2 

n- 1 
--Z y) IJ 

En termes de fonctions courant et rotationel ,  elle s ' écrit 

11 _1 �) 2 
2 o S  r 

n- 1 
w) 2 7}-2-

( 2 . 24) 

( 2 . 25)  
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3 - MISE SOUS FORME ADIMENSIONNELLE -

J . l TERMES ADIMENSIONNELS 

Afin de rendre le problème adimensionnel ,  nous avons retenu trois 

grandeurs de référence 

et 

T - le rayon de la cuve 2 
- la masse volumique du fluide 

- 1  - la vitesse de rotat ion exprimée en rad . s  , 2  TI N.  

De nouve lles grandeurs sont ainsi définies : 

r* 2r 
= -

T 

e* = e 

t*  2 TI N t 

v* v 
= 

TI N T 

<P* 2 
<P = 

T2 TI N 

w* w 
= 

2 TI N 

viscosités adimensionnelles 

- modè le de Newton : 

n* n 
= 

]J 

( 2 . 26) 

( 2 . 27) 

( 2 . 28)  

( 2 . 29) 

( 2 . 30) 

( 2 . 3 1 )  

( 2 . 32)  

modèle d ' Ostwald de Waele l ' équation ( 2 . 2 1 )  nous conduit à 

n n * = ----'-'---::--7 
m (2 TI N) n- 1 

- modè le de Carreau 

n* = 
n 

]JO 

dans ce cas , ni' es t défini comme 

L ' expre ss ion adimens ionne lle de À est donnée par 

( 2 . 33)  

( 2 . 34)  

( 2 . 35) 
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Nombres de Reynolds 

A chacun des trois modè les rhéologiques est associé un nombre de 

Reynolds que nous noterons ReN pour le modèle de Newton , ReOW pour le modèle 

d ' Ostwald de Waele et ReC pour le modèle de Carreau : 

ReN 
p N D2 

( 2 . �6 )  = 
).J 

2-n D2 
ReOW 

p N ( 2 . 3 7 )  = 

m 

et ReC 
p N D2 

).JO 
( 2 . 38)  

3 . 2  EQUATIONS ADIMENSIONNELLES 

Dans les trois cas , la relation entre la fonction rotationnel et  l a  

fonction courant est la même : c ' est l a  forme adimensionnelle de l ' équat ion 

( 2 .  1 2 ) : 

Modèle de Newton 

L ' équation de mouvement s ' écrit pour ce modèle 

Modèle d ' Ostwald de Waele 

1 ow* + - -

r* or* 

La viscosité apparente adimensionnelle est 

n* = ;
-4 (_

1 
r* 

_ _  1_ 0<P*) 2 
2 08* r* 

L ' équation de mouvement est 

2 W" ) 

Tf (I) 2 ( 2  ) 1 -n ( * ow* o<p* ow* o<p" Ow*) "2 D Tf ReOW r ot* 
+. or* 08" - 08* or* = x* 

( 2 . 39 )  

( 2 . 40)  

( 2 . 4 1 )  

( 2 . 4 2 )  
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Hodèle de Carreau 
La viscosité apparente adimensionnelle s ' écrit 

L ' équation de mouvement est : 

1 acp* 2 - -2 ae*) + 
r* 

( 2 . 43 ) 

( 2 . 44 )  

Le terme x* qui apparaît dans les deux dernières équations de mouve

ment est l ' expression adimens ionnel l e  du deuxième membre de l ' équat ion ( 2 . 1 9 )  

x* = l1*r* 

a11 i< + ae* 

2 1 aw* 1 a 2w* a11* ( a w* + - -- + - --) + or* ar*2 r" or* r*2 ae*2 

2 aw* 4 acp* 
(r* ae* + --3 ae*  -

r* 

r* w*) 

4 a2cp* 

r*2 ar" ae" ) 

+ a 211i< (� 
ar*ae* r* 

aw* a 2cpi< 
(w* + 2r* -- - 2 -) or* ar*2 

a 2 * + __ 
11_ 

ae*2 (w* 
_ .2. a 2cp*) r* r* 2 ar* 

( 2 . 45)  

En résumé , pour le modèle de Newton, sont à résoudre les équat ions 

( 2 . 39)  et ( 2 . 40) . Pour le modèle d ' Ostwald de Waele,  ce sont les équat ions 

( 2 . 39) , ( 2 . 4 1 )  et ( 2 . 42)  assoc iées à l ' équation ( 2 . 45) , pour le modè.1e de 

Carreau , les équations ( 2 . 39) , ( 2 . 43) et ( 2 . 44) associées à ( 2 . 45) . 

3 . 3  ETABLISSEHENT DES CONDITIONS DE FRONTIERE 

Dans un repère lié aux parois de la cuve , la vitesse en un point 

donné fluc tue périodiquement à la fréquence de passage des pales de l ' agi ta

teur. Par contre , dans un repère tournant à la même vitesse angulaire que 

l ' agitateur , la vitesse en un point donné at teint un régime permanent : nous 

avons choi si ce repère . 

Ces problèmes de repère ont été amp lement discutés par GREENSPAN 

( 1 969) . Nous montrons en annexe 1 ,  dans le cas simp le de l ' écoulement entre 

deux cyl indres coaxiaux qu ' i l est aisé de passer du repère tournant à un 

repère fixe par rapport à la . paroi de la cuve . 
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Un seul plan horizontal est étudié . Les trois géométries d ' agitateur 

retenues pour ce travai l  présentent des pales situées de part et d ' autre de 

l ' arbre d ' agitation : il exi ste donc une symétrie par rapport à l ' axe de 

rotat ion du mobile (voir figure 2-1 ) .  C ' est  pourquoi nous l imitons notre 

analyse au domaine suivant : 

et 

qui en grandeurs adimensionnelles devient 

o � e* � 11 

et rA * � r* � 1 .  

Pour traiter du régime transi toire correspondant à la mise en mouve

ment du fluide situé' dans la cuve , il  faut préciser la condition initiale 

dans laquel l e  se trouve le sys tème . Dans tous les cas traités , nous cho isis

sons de considérer ini tialement le cas d ' un l iquide au repos au sein duquel 

on lance brusquement l ' agitateur à la vitesse de rotat ion N .  Dans le repère 

tournant adopté pour la résolution des équations , cette situat ion se traduit 

par : 

• t = 0 v = 0 r 
et ve 

= - 2 11 Nr pour le liquide et la cuve 

pour l ' axe et  l ' agitateur 

soi t ,  aclimensionnel lement 

t* = 0 vr * = 0 

et ve* = - r* pour le  l i quide et la cuve 

ve* = 0 pour l ' axe et l ' agitateur . 

�*,  w* et n* pour t* = 0 - Valeurs' de 

Sur , . .  a�* l axe d ' agl tatlon ,  � a�* et 0 6 "  sont nuls  ; par conséquent la fonc-

tion courant est une constante . ' Comme la fonction courant est touj ours définie 
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à une constante prè s ,  nous pouvons choisir �* = 0 sur cet axe. 

Dans le l iquide,  �* s ' obtient par intégration de ve* par rapport à r* 

( 2 . 46 ) 

Lorsque r* = rA* ,  �* = 0 ,  et donc 

( 2 . 4 7 )  

En paroi de cuve , � *  = 0 , 5  rA*2 0 , 5  ( 2 . 48 )  

. agi tateur b ipale de diamètre r* = � 
Pour des raisons de continuité , sur les deux pales de l ' agitateur 

bipale , la fonc tion courant �* est égale à zéro . 

. ancre 

L ' extrêmité intérieure de la pale est située sur la posit ion radiale 

r* = r�y et l ' extrêmité extérieure à r* = � (voir figure 5-1 du chapitre 5) . 

Par util isation des résultats de l ' annexe 2 ,  nous pouvons calculer 

le débit  tangent iel entre l ' axe et la première extrêmité de la pale ; ce 

déb it est donné par 

�* (r* ( 2 . 49 )  

De même , nous pouvons calculer l e  débit tangentiel entre la seconde 

extrêmité et la paroi de la cuve . 

( 2 . 50) 

En portant · la valeur donnée par ( 2 . 48 )  dans ( 2 . 50) , nous obtenons 

�* (r* = �) = T 

r *2 
_ (D/T) 2 

A 
2 ( 2 . 5 1 )  

a�* a�* Or, sur la pale de l ' agitateur , ar* et a e* sont nul s ; �* est donc 

une constante. Nous choisis sons la moyenne entre les valeurs données par les 

équat ions ( 2 . 49 )  et ( 2 . 5 0  : 
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- (D/T) 2 

( 2 . 52)  

. agitateur-barrière 

Les côtes extrêmes de la première pale sont r" = r* et r* = IYO 
celles de la deuxième pale sont r* = r�y et r* = � (voir f igure 6- 1 du 

chapitre 6 ) . Un raisonnement identique au précédent nous conduit à : 

2 2 *2 *2 r 11 -A rIyO - rIPO $* (première pale) = 

4 ( 2 . 53) 

2 *2 2 (D/T) 2 rA - r* -$* (deuxième pale) IY ( 2 . 54 )  = 4 

Les valeurs initiales de w* sont calculées à partir de celles de �* 
et de l ' équation ( 2 . 39) . Nous obtenons , pour les trois agitateurs : 

w* = - 2 pour le liquide et la cuve , 

w* = 0 pour l ' axe et l ' agitateur . 

Les valeurs init iales de n* sont calculées à partir de cel les de �*,  
w* et des équat ions rhéologiques . Ceci nous mène à : 

utile 

n* pour les modèles de Newton et Carreau, 

n* -+ 00 pour le modèle d ' Ostwald de Waele et un fluide pseudoplast ique , 

n* o pour le modèle d ' Ostwald de Waele et un f luide dilatant . 

En régime permanent ,  la condition temporelle n ' est bien sûr plus dW* puisque �* = O.  Il est nécessaire par contre de préciser les conditions dt  
aux frontières géométriques du  sys tème . Pour le système d ' équations considéré 

qui comprend six dérivées secondes spatiales de deux variables indépendantes , 

douze conditions limi tes indépendantes sont nécessaires .  

Nous avons déj à traité du problème de la fonction courant qui , 

rappelons- l e ,  est nul le sur l ' axe et égale à des constantes sur les pales . Les 

valeurs aux frontières de w* et n* sont calculées à partir de celles de �* . 
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Les trois  variables sont ainsi définies en quatre lieux géométrique s ,  

soit  l ' axe , l a  paro i ,  les pales et les extrêmités de pales : les douze condi

tions sont ainsi réunies (voir tableau 2 . 1 ) .  Sur ce tableau apparais sent : 

- pour l ' agitateur bipale , une constante �p* 

- pour l ' ancre, deux constantes �p* et �A*' 

- pour l ' agitateur-barrière , trois constantes �p* ,  �B 1 * et �B2* · 

Nous devons déterminer ces constantes . .  Pour cela, nous effec tuons 

les calculs présentés en annexe 3 .  

4 - PRESENTATION DES METHODES NUMERIQUES -

4 . 1  GENERALITES 

Nous n ' al l ons pas ici passer en revue l ' ensemble des méthodes numé

riques permettant de résoudre des équations non linéaires aux dérivées par

tielles : une telle revue apparaît dans les analyses bibliographiques de t ra

vaux spécial isés .  

Simplement , nous avons choisi deux méthodes qui ont fait leurs preu

ves dans des problèmes analogues : 

- la méthode de Gauss- Seidel 

- la méthode implicite aux directions alternées (méthode A . D . I . J .  

4 . 2  METHODE DE GAUSS-SEIDEL 

Il s ' agit d ' une méthode itérat ive implicite à substitutions 

successives .  Les équations cont inues associées à leurs conditions de frontière 

doivent être écrites sous .une forme discrète . Nous avons retenu ici des 

schémas aux différences finies .  

Cette méthode a été employée un grand nombre de fois ,  et  en parti

culier lors d ' études d ' agi tat ion en cuves (LHOTA et col l . , 1 9 75 HIRAOKA 

et co l l . , 1 9 78 ; HIRAOKA et coll . ,  1 979 ; WALTON , 1 9 8 1  ; WALTON et col l .  , 1 981 ) .  

Retenons qu ' elle ne permet pas d ' atteindre les valeurs du régime transi toire 

ainsi suppose-t-e lle que ��: est  nul , et que donc , seule la solut ion du 

régime permanent peut être obtenue . 



T L . - on l.tl.ona AB EAU 2 1 C d ' . 

Agitateur lieu cP* 

axe 0 

bipale , 

ancre , paroi cp* p 

barrière 

extrêmités 0, 
interne CPA*' et externe CPB 1 *, 
des pales ou CPB2* 

bipale pale ° 

ancre pale CPA* 

barrière première <l>B l * 
pale 

deuxième <l>B2 * 
pale 

2-14  

d f e ront1ere �eometr1que& 

w* 
Newton 

a2cp* 1 
ar*2 

a2cp* 
_ 1 1 

ar*2 

a2cp* -- +  
ar*2 

1 a2cp* 1 

r*2 ae*2 

1 a2<1>* --'-,;- -- 1 
r*2 ae*2 

n* 

Ostwald de Waele 

Iw* ln-1 

I w* + 2 1n- 1 

2 2 l a cP* 1 a CP* l n-1 
ar*2 - r*2 ae*2 

Iw* ln-1 

Carreau 

n-l 
( 1  + À*2w*2)-2-

1-1 +À*2 
n-l 

(w*+2) 2_7 2 

1-1 + À*2 (a2</>* 
ar*2 

1 a2</>* 2 "T� -- ) / 2 r*2ae*2 -

n-l 
(1 + À*2w*2)2 
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. Choix du maillage 

Les schémas aux différences finies imposent souvent des condit ions 

contraignantes pour obtenir la solution avec une précision convenab le ou 

même simplement ne pas diverger. Ainsi ,  en toute première analyse,  le pro

duit des pas d ' espace r* 6e 6 devrait être inversement proportionnel au r . 
nombre de Reynolds : nous n ' avons pas dans ce travail  modifié le maillage 

lorsque Re augmentait .  

Certains auteurs (DEYSARKAR e t  coll . ,  1 978 ; HA MINH, 1 977 ; 

MARTINEZ,  1 979)  préconisent le choix de maillages non réguliers ; le mai l lage 

devrait être plus serré autour de parois solides : précisons qu' il s ' agit 

d ' écoulements  dans le cas de géométries simples , autour d ' un cyl indre ou 

entre deux plaques p lane s .  Dans une cuve agitée , un mail lage variable est 

plus difficile à mettre en oeuvre, mais contribuerait sûrement à diminuer les 

temps de calcul (HIRAOKA, 1 980) . 

Nous avons retenu ici le  maillage suivant : 40 points sur un rayon 

et 33 points sur un demi-cercle .  Cec i ,  dans le domaine d ' étude considéré 

conduit à 1 320 points , régulièrement espacés . Cette répartition est celle 

qui ,  après des essais' préliminaires , s ' est  avérée l ' une des plus satisfaisan

tes à deux points de vue : 

maillage suffisamment serré pour que la précis ion soit convenab le ; 

- maillage suffisamment lache pour que le temps de calcul sur ordina

teur ne soit pas prohibitif .  

Ce maillage apparaît sur la figure 2-2 .  L ' axe d ' agitation est  défini 

par i = 1 et j quelconque. La paroi de la cuve, quant à elle,  est représentée 

par i = 40 et j quelconque . 

L ' écriture discrète des équations est présentée en annexe 4 .  

4 . 3  METHODE A . D . l .  

Contrairement à la précédente, cette méthode permet d ' atteindre le 

régime trans itoire . Son principe est le suivant : 

- au temps t* , la solut ion est connue ; 
flt - au temps t* + 2' seules les dérivées par rapport à la première variable 

sont mod if iées (par exemple : ��:) ; celles par rapport à la seconde variab l e  
aw* fl t aw* ne changent pas (par exemple : ae* (t* + 2) = a e * ( t *) ) .  

- au temps t* + flt ' l ' inverse est réalisé . Ainsi pour l ' exemple chois i ,  

obtiendrions-nous : 
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dW* dW* + lit) 'r* (t* + Lit) = �* ( t*  2 o or 

Cet te méthode a été employée avec succès pour résoudre plus ieurs 

problèmes : 

- écoulement autour d ' un cylindre par HA HINH ( 1 97 7 )  et HART INEZ ( 1 97 9 )  

- détermination de profils  d e  concentration et température par 

WOHLFAHRT et coll . ,  ( 1 979)  ; 

- problèmes de convection naturelle par CHU et CHURCHILL ( 1 97 7 )  et 

OZOE et CHURCHILL ( 1 972)  ; 

- problèmes de convection forcée par RICHARDS et TOWNSEND ( 1 98 2 )  

- écoulement en cuve agitée par KURIYAHA et col l .  ( 1 982)  . 

. Choix du mail lage 

Le maillage géométrique est le même que dans le cas précédent . Le 

pas de temps Lit doi t en première approximation ê tre proport ionnel à r* Lir Lie . 

Nous avons choisi dans la plupart des cas : 

Lit 0 , 00 0 1  

. Cas particulier de l ' équation de Poisson 

L ' équat ion de Poisson, équation ( 2 . 39 )  reliant w* et �* est vérifiée 

à chaque instant . Elle peut ê tre résolue de deux façons différentes : 

- par la méthode de Gauss-Seide l ; 

- par la méthode A . D . I .  en écrivant que 

W* ( 2 . 55 )  

Dans l ' équation ( 2 . 55 ) , T* est un temps fictif .  Cette équation ( 2 . 55)  

est . l . , ' d�* . l reso ue J usqu a ce que dT* SOlt nu . 

Dans ce travail , nous avons résolu l ' équation de Pois son par la 

méthode de Gauss-Seidel . 
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5 - ALGORITHMES DE CALCUL -

5 . 1 NETHODE DE GAUSS-SEIDEL 

Nous présentons l ' organigramme corre spondant à la mise en oeuvre de 

la méthode de Ga uss-Seidel sur le tab leau 2- 2 .  En premier l ieu, i l  f aut 

f i xer les carac t é r i s t iques géométr iques de l ' agitateur , l e  nombre de Reyn o l d s  

e t  l e s paramè tres rhéologiques caractér i s t ique s d u  fluide . 

Des valeurs i n i t i a l e s  sont ens u i t e  cho i s ie s ; nous avons vér i f ié 

que les r é s u l t a t s  obtenus sont indépendants de c e s  cond i t ions ini t i a l e s . 

Ce l l e s- c i  i n f l uent s imp l ement sur le temps de c a l cul . 

Une valeur e s t  a f f e c t ée à l a  fon c t ion courant en paroi e t  sur l e s  

p a l e s  d e  l ' ag i t a teur . A l ' i s sue d e  l ' i t érat ion K ,  l e s  valeurs c a lc u l ées sont 

comparées avec c e l l e s  obtenues l o r s  de l ' i térat ion (K- 1 ) .  En chaque point 

l i , j )  les inéga l i tés du tableau 2-2 doivent ê t re vér i f i ée s .  Les r é s u l t a t s  

q u i  seront p r é s e n t é s  dans l e s  chapîtres 4 à 6 provi ennent de c a l c u l s  au 

cours desquels nous avions r e t enu : 

e r r  ( <p )  1 0-4 

err (w) 1 0-3 

err ( n )  1 0- 3 . 

Nous avons vér i f i é  que c e s  écarts sont s u f f i samment faib l e s  pour 

ne pas avo i r  d ' inc i dence sur l e s  r é s u l t at s .  

S i  c e s  tro i s  inégal i té s  ne sont pas sat i s f a i t e s ,  l ' .i t érat ion (K+ l )  

e s t  entamée , non pas à partir des va leurs de l ' i t érat ion K,  mais à p a r t i r  des 

valeurs mod i f iées apparaissant sur le tableau 2- 2 .  Les c o e f f i c i ents a ,  B ,  y 
sont des c o e f f i c i en t s  de sur-relaxation de s t inés à accé lérer l e  proc e s s us de 

convergenc e .  Dans ce travai l ,  c e s  c o e f f i c ients ont varié de 0 à 0 , 7  ( l orsque 

ces c oe f f i c i ents sont égaux à 0 ,  l a  convergence e s t  d i t e  nature l l e ) . 

Nous devons ensui te vér i f ier l a  valeur de � * p 
( vo i r  annexe 3 et paragraphe 4 de l ' annexe 4 ) . Ains i ,  pour un f l uide nev,:to-

nien et en paroi de cuve , la cond i t ion suivante d o i t  ê tre s a t i s f a i t e  

3 2  
1: 

j = l  

32 
w / 0 . - 1: w39 . 

4 , J j = l , J  
o 

3 2  3 2  

( 2 . 56 )  

Nous avons f ixé comme c r l tere que i 1: w40 . - 1: w39 . i deva i t  ê tre 
-3 . j = l , J  j = l  , J  

infér ieur à 1 0  . Dans le cas contra ire , une proc édure visant à mod i f i er 



TABLEAU 2-2 - . Organigramme méthode de GAUSS-SEIDEL 
Paramètres : modèle de Newton : ReN 

modèle d' Ostwald de Waele : ReOW, n 
modèle de Carreau : ReC , n ,  À* 

et caractéristiques géométriques de l ' agitateur 

Choix des valeurs initiales 

Hypothèses sur les constantes 

L = L + 

cp . .  , W  • •  , n  . .  1 , J  1 , J  1 , ] 
bipale : 
ancre 
barrière 

CPp* 
CPA* et CPp* 
. '" * '" * 
• "'B 1 ' "'B2 

Calcul d ' une nouvel le distribution dans toute la cuve 

<p • • 1 , ] par équation (A. 44 )  
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e t  cp * p 

W • •  1 , ] par équations (A. 45) et (A. 46)  (modèle de Newton) ; par équations (A. 4'5 ) , 
(A. 46)  et (A .49)  (modèle d' Ostwald de Waele) ; par équations (A. 45) , 
(A.46)  et (A. 5 1 )  (modèle de Carreau) 

n . . par équations (A.47)  et (A. 48 )  (modèle d ' Ostwald de Waele) ; par équations 1 , J  (A. 47)  et {A. 50) (modèle de Carreau) 

'cp . . , W • • et n . .  aux frontières géométriques par les condit ions du tableau A- l .  1 , ] 1 , J  1 , ] . 

(K) (K) (K- 1 )  u . . =w . . + !3 {w . •  - W .  • ) l , J l , J l , J 1 ,J 
(K) (K) (K- l )  o . .  =n . .  + y {n . .  - n · . ) 1 , J  1. , J 1 , J  1. , J  

OUI 

Exemple 

ECAR (L) 

choisi  : f luide newtonien domaine :D 
1 32 32 

= E w40 . - E w3 9 • j' j = l  , J ' = 1 
OUI ECAR {L) 1 < E: 

Calculs de v .  . ,  '[ .  . ,  1 , J 1 , J 

NON Calcul des constantes : 
' cPp*, CPA*' CPB 1 * et CPB2 * par la 
méthode de Regula Falsi : 

� * (L) ECAR {L- l ) -cp * (L- l ) ECAR(L) 
cp * (L+ 1 )  = p p 

P ECAR (L- l ) _ ECAR (L) 
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la valeur de la fonction courant en paroi est suivie . S i ,  à l ' itérat ion L ,  
la valeur en paroi �p*(L) conduit à 

32  
l: w40 , J' j = 1 

32  
" ECAR(L) " W39 , J' = 

j = l 
( 2 . 57) 

et s i , à l ' itération (L- 1 )  , �p* (L- 1 )  avait permis d ' obtenir ECAR(L- 1 ) , la 
valeur de la fonction courant en paroi pour débuter l ' itération (L+ 1 )  est 
calculée par la méthode de Regula Falsi .  Cette méthode suppose que les 
variations de ECAR avec �p* sont l inéaires : ainsi �p* (L+ 1 ) donné sur le 
tableau 2-2 correspond-il au cas où ECAR = O .  

Lorsque en tout point ( i , j )  les valeurs des fonctions � . .  , w . . et . 1. , J 1 , J  
� . .  ont été obtenue s ,  d ' autres grandeurs peuvent ê tre calculées , comme 1 , ]  
nous al lons le détailler au paragraphe 5 . 3 .  

5 . 2  METHODE A. D . l .  

Nous présentons l ' organigramme correspondant à la. mise en oeuvre 
de cette méthode numérique sur le tableau 2 . 3 .  Comme précédemment , au début 
du programme , i l  faut définir les paramè tres du système étudié . Les valeurs 
initiales calculées au paragraphe 3 . 3 . 3  sont introduites dans le programme . 

Le calcul , à l ' instant ( t *  + 6t) est  mené de la façon suivante 
à l ' instant t* + 6; , l ' équation mat ricielle (A. 52)  (voir annexe 4) est  
résolue . Pour chaque j ,  une matrice tridiagonale 40 x 40 doit être inversée. 
Afin que cette matrice soit tridiagonale,  nous choisissons le terme S à 
l ' instant t* ; ainsi la dérivée de �* par rapport à r * ,  n ' es t  pas définie 
à t* + 6; ,  mais à t * .  c e  qui e s t  une exception à la convention adoptée au 
paragraphe 4 . 3 .  L ' inversion des 33 matrices est alors effectuée en un t emps 

n+ 1 / 2  très court e t  w . .  est  connu en chaque point . 1 , J  

A l ' instant t* + 6t ,  c ' est  l ' équation matricielle (A. 53)  de 
l ' annexe 4 qui est résolue . Pour chaque i ,  une matrice tridiagonale 33 x 33 
est inversée . Le terme a (paragraphe 3 . 1 de l ' annexe 4) devrait être consi
déré à l ' instant t* + Ôt ; nous avons utilisé la valeur qu ' i l avait  à l ' ins
tant t* : il s ' agit d ' une deuxième exc eption à notre convent�on, motivée 
pour les mêmes raisons que précédemment .  

Ces deux exceptions à l a  règle adoptée n ' ont pas d ' influence sur les 
résultats si  le  pas de temp s  est suffisamment pe tit . 



TABLEAU 2-3 - Organigramme méthode A n I  . . 

Paramètres : modèle de Newton : ReN 
modèle d ' Ostwald de Waele : ReOW, n 
modèle de Carreau : ReC , n ,  À* 

et caractéristiques géométriques de l ' agitateur 

l 1 calc�l des valeurs au temps t* = o par données 
du paragraphe 3 . 3. 3  

1 
n = 0 ; t* = o J 
n n + l  ; t* t *  + lit 1 

Calcul de w . n+l /2 : (exemple choisi : fluide newtonien) � , j ---

J : 1 + 33 
Résolution de l ' équation matricielle (A. 52) 
(33 inversions de matrices 40 x 40) 

Condi tions de frontières géométriques du tableau A- l 

• 
Calcul de w .  n+ l : 1 , j -I : 1 + 40 

Résolution de l ' équation matricielle (A. 53) 
(40 inversions de matrices 33 x 33) 
Conditions de frontières géométriques du tableau A- l 

+ K = O J 
K K + u 

! 
Calcul de la distribution de $i i par équation (A. 44) 
et condit ions de frontières géo�etriques du tableau A-l 

! �" " _ , 'KC " '- $ . . =$ �K� +a.($ �K� _ $ �K� 1 )) [ 1 , J 1 , J [ 1 , J 1 , ]  1 , ]  1 , ] $ �K� 1 , J 
NON OyI 

< err ($) 

Vérification que $p* est correct 
sinon diminution de �t 

l 
Calculs de (n+1 ) v . . , 1 , ] 

$ (n+ 1 )  
V i,j et Np 

l 
[ w �n: 1 )  1 , J 

(n+ 1 )  T • •  1 , J 

-

�t 

! 
w�n� [ 1 , ]  

OUI 
• 

< ERR 

NON 

Calculs des valeurs du régime permanent 

et FIN 

2-20 
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Lorsque w . . est déterminé au temps (t* + �t) , � . .  est calculé en 1 , J  . 1 , J  
ce même temps par l a  méthode de Gauss-Seidel .  

Grâce à l 'utilisation de  la  méthode A . D . I . , la  fonction �p* est  

en principe toujours correcte , puisqu� nous avons introduit 1 t 'égalité 

32  
L 

j = 1  

32 
L 

j = 1  
W40 . , ]  

au niveau des conditions de frontières géométriques dans l e  calcul de 
n+l w . .  1 , J  Les écarts éventuels proviennent d ' un pas de temps trop grand . 

A chaque pas de temps , nous pouvons calculer les vitesses , les contraintes , 

la dissipat ion visqueuse et la puissance consommée.  

Le calcul est ensuite poursuivi j usqu ' à  l ' obtention du régime per

manent qu' arbitrairement nous définissons de la façon suivante : 

I dW* 1 dt* < 1 % ,  

ce qui correspond à 

I w. . (n+ 1 )  _ w . . . (n) 1 < 1 0-6 
1 , J  1 , ]  , lorsque �t 

5 . 3  CALCULS SUPPLEMENTAIRES 

5 . 3 . 1 Vitesses -----
--

-

0 , 000 1 . 

Les deux composantes de la vitesse sont déterminées à partir des 

formes discrètes des équations ( 2 . 8) et (2 . 9) : 

(v ) . . r ,1 , ]  

(vs) · . = 1 , ]  

�i , j - l  - �i , j + l  
2 r .  �s 1 

�i+ l , j - �i- l , j  
2 �r 

,(2 . 58) 

( 2 . 59) 

Dans les chapitres 4 à 6 , nous présenterons les valeurs de la vitesse 

tangent ielle danp un repère lié aux parois de la cuve . Pour obtenir ces va

leurs , nous avons aj outé la vitess� de l ' agitateur aux valeurs données par 

l ' équation ( 2 . 59) . 
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5 . 3 . 2  g��!E���!�� 
En utilisant les équations (2 . 1 3) et (2 . 1 4) , nous obtenons 

(v ) . 1 . -
(Trr\,j = n · . r 1- , J  

1 , ]  b.r 

et 
(ve) · . 

(T e) .  . = n ·  . [ 1. ,J 
r 1 , ]  1 , ] r .  1 

(v ) . 1 . r 1.+ , ]  

(ve) 
. + 1  . 

- (ve) · 1 . 
- 1. , J 1.- , J 

2 b.r 

(2 . 60) 

(v ) .  · + 1  - (v ) . .  1 r 1 , J  r 1 , J- _7 2 r .  b.e 1 
(2 . 6 1 )  

L e  taux de dissipation visqueuse $v mesure l e  taux de transformation 

irréversible  de l'énergie mécanique en énergie thermique : il s'exprime en 
-2 s et , dans notre cas, est donné par la relation : 

ce qui s'écrit aussi 

2 2 T + Tre 
$ = rr 

2 v n 

qui, sous forme adimensionnelle, devient 

T *2 + T e*2 
rr r 

$ * = --=.c=-------;,-"-,,--V n*2 

La forme discrète est immédiate 

2 2 (T ) . . + (T e) .  . (� ) rr 1 , J  r 1 , J  
'l'v i, j = -..::..::.....;"-'""----,,2--=.:.....=:..-n · . 1 , ]  

(2 . 62) 

(2 . 63) 

(2 . 64) 

(2 . 65) 

Les valeurs aux frontières géométriques, des . vitesses et d�s con� 
traintes sont indiquées dans le  tableau 2-4 . Nous remarquerons que, dans 
certains cas, les valeurs doivent être calculées par des différences finies 

non centrées, ce qui amoindrit leur précision, en particulier à l ' extrêmité 

des pales. 

Il s'agit maintenant du calcul d'une grandeur intégral e .  

A u  chapître 1 ;  nous avons défini la puissance comme l 'intégrale, 

sur la surface de l'agitateur, du travail par unité de temps exercé par le 



Lieu (V ) .  . r 1 , J 

axe 0 

. 

paroi 0 

pales 0 

extrêmités 0 
externes 
des pales 

extrêmités 0 
internes 
des pales 
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TABLEAU 2-4 - Valeurs aux frontières des vitesses , des contraintes 

(Ve) · . 1 , J 

r 1 

0 

r .  1 

r .  1 

r .  1 

(T ) .  . rr 1 , ] 

-2 n 1 . , J 

2 n4O ,j 

- 2 n ·  1 1 ,  

2 n · 1 1 ,  

(v ) 2 . r , ]  
n r 

(v ) 39 . r , ]  
n r 

0 

(vr) i+ l , l  
nr 

(vr\- l 1 , 
n r 

. 

(T e ) ' . r 1 , ] 

(v e ) 2 . - r 1 [ 1 , J J n 1 . -

nr , J 

(ve) 3 9 ,j n4O , j  nr 

(v ) . 2 (T e) ' 1 
= - n ·  r 1 ,  

ne r 1 ,  1 ,  1 r .  1 
(v ) .  32 (Tre) i , 33  = ni ,33  

r 1 2 
r .  ne 1 

(ve) i+l , l  
- r .  

- n ·  [ 1 
n -.. 1 ,  1 r , . 

(v ) .  2 
- (v ) , 32 1 + r 1 ,  r 1 ,  7 2 r . ne -

1 

r . - (ve) i- l , l  [ 1 1 - n ·  1 
-

1 ,  n r 
(v ) .  2 - (v ) . 32 + r 1 ,  r 1 ,  7 2 r .  ne -1 
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mobile sur le fluide . Il est équivalent de dire ·que la puissance d ' agitation 
est entièrement transmise par le mobile au milieu fluide au sein duquel ,  elle 
est entièrement dissipée sous forme de chaleur (NAGATA, 1 975) . 

Dans ces conditions 

p = fvolume cuve n CPv dW 

W étant le volume total de la cuve. 

L ' élément dW s ' écrit 

dW = r dr d8 dz 

ou encore dW = D3 dW* . 

Sous forme adimensionnelle ,  ( 2 . 66) devient 

- pour un fluide newtonien 
N - 4112 J cP * p - ReN volume v dW* 

- pour un fluide suivant la loi d ' Ostwald de Waele, 

Np = J n* cP * dW* volume v 

- pour un fluide suivant la loi de Carr.eau, 

·f * cP * volume n v dW* 

(2 . 66) 

(2 . 67) 

( 2 . 68) 

(2 . 69) 

En termes discrets , dans le cas d ' un fluide newtonien par exemple, 
nous obtenons 

Remarque 

4112 40 
Np = - /::'r /::,8 E ReN i=1 

33 
ri E 

j = 1  
(CP ) .  . v 1. , J ,  

(2 . 70) 

Les résultats des travaux antérieurs .présentés au chapître 
montrent que , lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment petit , le pro
duit NpRe est indépendant de Re e t ,  pour un fluide newtonien, ne dépend que 
des caractéristiques géométriques de l ' ensemble cuve-agitateur. Si nous 
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. considérons les équations ( 2 . 67)  à ( 2 . 69) , les termes J 1 

' f  va ume 
' 1 n* $ * dW* doivent donc ê tre indépendants ' de Re . ' 

- va ume v 

6 - CONCLUSION -

$ * dW* et v 

Nous venons de présenter, en détail ,  les hypothèses, équations , 
techniques numériques qui constituent le fondement de la méthode théorique 
que nous avons mise en oeuvre pour analyser la structure détaillée des 
écoulements  de fluides consistants au sein de cuves agitées .  

Au point de vue pratique , l ' ensemble des programmes ainsi constitué 
a été exploité sur l 'ordinateur MITRA 1 25 de l ' Institut du Génie Chimique . 

D 'un point de vue général ,  nous tenons à faire remarquer que les 
hypothèses que nous avons dû émettre pour pouvoir traiter le problème 
sont peu nombreuses et peu contraignantes 

- au point de vue physique, nous nous limitons à des problèmes à 
deux dimensions , sans mouvement axial . La bibliographie , présentée au cours 
du chapître 1 nous a déjà indiqué que plusieurs systèmes d ' intérêt indus
triel non négligeable satisfont très probablement à cette restriction ; il 
s ' agit des mobiles à pales verticales , tels que les agitateurs à pales , à 
ancre, barrière . Ce sont ces mobiles que nous allons étudier. 

au point de vue �umérique, nous avons retenu des techniques 
numériques traditionnelles , dont les. hypothèses de base ont été largement 
vérifiées par l ' usage. 

Cependant , notre travail aurait largement prêté le flanc à la 
critique, si nous n ' avions soumis les résultats ainsi obtenus à une confron
tation avec l ' expérience . Nous allons maintenant présenter les techniques 
et appareillages qui ont été mis en oeuvre dans ce but . 
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1 - INTRODUCTION -

Ce chapître 3 traite des techniques et dispositifs utilisés au cours 
de cette étude. Ces moyens expérimentaux sont de trois ordres : rhéométriques ,  
anémométriques et dispositifs de mesure de puissance .  

Afin d 'alléger la deuxième partie exclusivement consacrée à la pré
sentation des résultats d ' agitation, nous indiquons ici les résultats expé
rimentaux de rhéologie et d ' anémométrie. 

2 - DISPOSITIFS RHEOMETRIQUES . RESULTATS -

2 .  1 GENERALITES 

La rhéométrie consiste en la détermination des propriétés rhéologi
ques d ' une substance . Pour cela, le dispositif utilisé doit généralement 
créer un écoulement dont les caractéristiques sont parfaitement connues . 
Ces écoulements rhéométriques sont principalement des écoulements  de 
Poiseuille et des écoulements  de Couette . 

Ecoulement de Poiseuille 
Entre deux plans parallèles ou, plus souvent , dans un tube ,  un gra

dient de pression est créé parallèlement à l ' axe . La mesure, . en régime lami
n�ire, du champ de vitesses ou du débit permet d ' accéder aux caractéristiques 
rhéologiques du fluide. 

Ecoulement de Couette 
Il existe trois principaux dispositifs créant un écoulement de 

Couette. Celui-ci provient du mouvement relatif de deux parois solides qui 
peuvent être : deux plans parallèles , deux cylindres coaxiaux, un cône et 
une plaque plane. Le premier cas n ' est  jamais .exploité en pratique mais 
l ' écoulement correspondant serait assez peu différent de celui obtenu entre 
deux cylindre s ,  dans la mesure où l ' entrefer est petit (HARRIS ,  1 977) . 

Dans ce travail ,  nous avons utilisé un écoulement de Couette créé 
par le mouvement relatif de deux cylindres coaxiaux. 
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2 . 2  DESCRIPTION DE L 'APPAREILLAGE 

L ' appareil de mesure est un viscosimètre Rheomat 1 5  : le cylindre 
intérieur tourne , le cylindre extérieur est fixe. Quinze vitesses de rota
tion connues avec précision sont possibles ; la variation de vitesse peut 
aussi être rendue automatique. 

Le couple de torsion nécessaire pour maintenir le cylindre intérieur 
en rotation constante est lu sur un galvanomètre associé au moteur. Le cylindre 
intérieur est prolongé à sa base par un cône dont l ' angle est très aigu 
(voir figure 3- 1 ) . Ceci permet ,  lors de l ' introduction du mobile dans le li
quide étudié, une élimination aisée des bulles d ' air. 

Le cylindre extérieur est situé dans une cuve dont la température 
est régulée par un fluide caloporteur en circulation. Comme l ' entrefer entre 
les deux cylindres est petit (inférieur au centimètre dans la plupart des 
cas) , le liquide est facilement maintenu à une température constante . 

Des cylindres intérieurs de plusieurs dimensions peuvent être uti
lisés , ce qui autorise des mesures dans une large gamme de viscosités . 

BIRD et col l .  ( 1 960) indiquent que le nombre de Reynolds de cet 
écoulement est donné par 

Re v 
11 N DT P = "2 j..I (3 . 1 ) 

C b d R Id d . . f "  , 4 1  , 3 e nom re e eyno s 01t rester 1n er1eur a ( 1  _ D/T)372 pour 
que l ' écoulement entre les deux cylindres demeure laminaire. Nous avons 
veillé à ce que cette condition soit satisfaite. 

2. 3 PROCEDURE DE MESURE 

Pour chaque vitesse de rotation N ,  un couple est déterminé , t T ' . 
Ce couple correspond à l ' écoulement dans l ' entrefer et à l ' écoulement dans 
le fond de la cuve . Nous pouvons écrire : 

(3 . 2) 

qui devient 

(3 . 3 )  
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La constante CT dépend des caractéristiques géométriques des deux 

cylindres : elle est  appelée constante du viscosimètre et est  fournie par 

le constructeur. 

Le couple <& correspondant à l ' écoulement dans l ' entrefer e s t  donné 

par 

� = 
P 

2 11 N ( 3 . 4 )  

Dans c e  cas , P e s t  l a  puissance consommée et nous avons indiqué 

la relation entre P ,  N, les caractéristiques géométriques du système et les 

propriétés rhéologiques du fluide au paragraphe 5 de l ' annexe 1 .  

ou à 

Rappelons que , pour un fluide newtonien : 

Ceci conduit à 

� = T 

� = c  li N  T N 

1 -
1 7 
(E.) 2-T 

(3 . 5) 

(3 . 6 )  

(3 . 7) 

Ainsi ,  pour un fluide newtonien, les variations du couple mesuré 

avec la vitesse de rotation sont linéaires .  Le produit eN Il est la pente 

de la droite ; la constante CN étant calculée grâce à l ' équation ( 3 . 6) , la 

détermination de la viscosité est immédiate .  

Pour un fluide suivant la loi d ' Os twald de Waele,  nous avons établi  

que (équation A . 25 de  l ' annexe 1 )  

P 

e t  donc 

Les variations de �T avec N ne sont pas linéaires 

logarithmiques par contre : 

( 3 . 8 )  

(3 . 9) 

en coordonnées 



Log�T = n Log N + Log {m D3 

les variations de Log �T avec Log N sont linéaires la pente de la droite 

indique la valeur de n.  L 'ordonnée à l ' originé permet d ' atteindre l ' indice 

de consistance m. 

( 3 . 1 0) 

Des développements analogues à celui présenté en annexe 1 permettent 

le calcul de la puissance consommée dans le cas d ' un f1uide. pseudop 1astique 

suivant la loi de Carreau, dans le cas aussi d ' un fluide plastique suivant la 

loi de Bingham, etc • • • •  Nos déterminations· expérimentales s ' étant l imitées à 

un liquide newtonien et à un liquide pseudop 1astique suivant la loi d ' Ostwald 

de Waele,  nous ne présentons pas ces .déve10ppements . 

Ecriture en termes de contraintes et · gradients 

Pour cet écoulement , la seule composante non nulle du tenseur de vi

tesse de déformation est 

d Vs r - (-) dr r ( 3 . 1 1 ) 

L ' équation (A. 1 2 )  de l ' annexe 1 donne l ' expression de Vs 

r ! (2r) 1 -2/n 
- D T 

Par conséquent , sur le cylindre intérieur (r 

4 11 N 
n 1 -

( 3 .  1 2) 

D = 2) ' YrS s ' écrit : 

( 3 . 1 3) 

La contrainte de cisaillement 'rS sur ce cyl indre intérieur est 

donnée par : 

2 �T 
( 3 . 1 4 )  

Les résultats qui suivent sont présentés en termes d e  contraintes 

de cisaillement et de gradients de vites se . 

2 . 4  RESULTATS 

Le fuel , comme beaucoup d ' autres produits pétrolier s ,  présente 
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l ' avantage pour cette étude d ' être un produit très visqueux et néanmoins de 

rester newtonien. 

Nous avons utilisé un fuel caractérisé par une viscosité c inémati

que à 1 00°C  inférieure à 40 centistoke s .  Dans la nomenclature américaine , 

ce fuel est appelé fuel lourd numéro 6 .  

Les mesures effectuées (figure 3-2) montrent que la contrainte 

de cisaillement observée varie linéairement en fonction du gradient de vi

tesse imposé dans le domaine étudié : gradients de vitesse inférieurs à 
1 6 0  s- 1  et températures comprises entre 40°C et 80°C.  Nous vérifions que 

le fuel est newtonien. 

La f igure 3-3 représente les variations de la viscosité en fonction 

de la température : cette viscosité décroît et une loi du type loi d ' Arrhé

nius , suggérée par les théories moléculaires et vérifiée par BELLET ( 1 9 73) 

et PRASERTVITAYAKIJ ( 1 9 78) , représente correctement nos résultats : 

( 3 .  1 5) 

Nous avons rapproché nos ré,sultats de ceux fournis par PAPACHRISTODOULOU 

et TRASS ( 1 98 1 )  : la comparaison est faite sur la figure 3-4. Les légers 

écarts peuvent provenir de différences de composition entre les deux fuels . 

Nous avons retenu, comme fluide pseudoplastique , une variété de 

carbopol , le carbopol 934. Par rapport à d ' autres produi ts pseudoplastiques , 

telle la carboxyméthylcellulose de sodium, cette macromolécule présente 

trois carac téristiques : 

- ses propriétés rhéologiques n ' évoluent pas de manière sensible 

dans le temp s ,  pour autant que les observations soient faites dans un inter

valle de trente j ours ; 

ses propriétés ne sont pas modifiées par agitation mécan,ique 

- il ne présente pas de caractère élast ique : ainsi ne "monte"-t-il 

pas le long d ' un arbre en rotàtion (effet Weissenberg) . 

Deux concentrations ont été retenue s ,  0 , 05% et 0 , 1 0% en masse et 

trois températures ,  1 5 °C , 20°C e t  25°C.  Après dépouillement des résultats 

bruts présentés sur les figures 3-5 et 3-6 , et représentation sous la forme 

de la loi d ' Os twald de Waele,  nous obtenons les indices de consistance m 

et de comportement fluide n du tableau 3- 1 .  
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TABLEAU 3-1  - Rhéologie du Carbopol 934 

C = 0 , 05% C = 0 , 1 0% Viscosité 
t ( OC) de m 

1 5  

20 

25 

m n m n m l ' eau --pQO" Peau 

6 , 3 0  0 , 4 7  5483 1 8 , 50 0 , 24 1 6 1 0 1  1 , 1 49 . 1 0 -3 

5 , 30 0 , 50 5289 1 4 , 60 0 , 28 1 4 5 7 1  1 , 002 . 1 0 -3 

4 , 20 0 , 52 4740 1 1 ,80 0 , 3 1  1 3 3 1 8  0 ,886 . 1 0 -3 

Des comparaisons précises avec des mesures antérieures sont diffi

ciles à effectuer car les variétés de carbopol varient largement .  

Nous pouvons signaler cependant que ,  comme nos prédécesseurs 

(BELLET et SENGELIN , 1 9 7 1  ; PRASERTVITAYAKIJ , 1 978) nous observons que 

l ' indice de consistance m diminue quand la température augmente et augmente 

avec la concentration en macromolécules l ' indice de comportement n augmente 

légèrement avec la température et diminue lorsque la concentration en macro

molécules augmente. 

Enfin, BELLET et SENGELIN ( 1 9 7 1 )  prédisent un rapport m indépen-
Peau 

dant de la température , JJ étant la viscosité du solvant prise à la même eau 
température que m. Dans le  cas présenté ici ,  pour une concentration de 0 , 05% 

en mass e ,  nos résultats s ' écartent de 1 6% de la règle précédente ; .pour une 

concentration de 0 , 1 % en masse,  ils  s ' en écartent de 2 1 %  ; l ' indice de consis

tance décroît plus vite avec la température que la viscosité de l ' eau . 
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3 - ETUDE ANEMOMETRIQUE -

3 . 1 TRAVAUX ANTERIEURS 

En agitation de fluides visqueux, les méthodes de mesure de vitesse 

qui ont été employées , au niveau expérimental , sont : 

- une technique électrochimique ( SATAYAPRASERT , 1 980) ; 

- une méthode photographique avec traceur (MURAKAMI et coll . ,  1 972  

PETERS et  SMITH, 1 967) . 

La technique électrochimique consiste à repérer l ' intensité du 

transfert de matière entre une sphère et le milieu environnant ; ce trans

fert est fonction des conditions hydrodynamiques au niveau de la sphère et 

des propriétés physiques du liquide . Le coefficient de transfert autour de 

la sonde est sensiblement proportionnel à la racine carrée du module de la 

vitesse .  

Cette technique présente l ' avantage d ' être assez facile à mettre en 

oeuvre mais les sondes employées ont des dimensions telles (plus ieurs mi lli

mètres) qu ' i l  est impossible d ' obtenir des mesures ponctuel les de la vitesse 

de plus cette méthode ne donne pas accès aux composantes de la vitesse,  mais 

seulement à son module.  

Les méthodes photographiques consistent à éclairer un plan de la 

cuve et à réaliser des photographies à des instants suffisamment rapprochés . 

Nous ne pouvons pas les utiliser ici,  car le fuel et le carbopol ne sont 

pas transparents . Pour la même raison de non transparence des produits ,  nous 

ne pouvons pas retenir l ' anémométrie à laser . 

Nous avons en définitive utilisé l ' anémométrie thermique à tempéra

ture constante ,  qui a déj à été retenue pour étudier des écoulements simples 

de fluides visqueux (JAMES et ACOSTA, 1 970 ; METZNER et ASTARITA, 1 96 7  ; 

SERTH et KISER, 1 970 ; SMITH et coll . ,  1 967) . 

3 . 2  PRINCIPE DE L 'ANEMOMETRIE THERMIQUE 

Un cylindre de petite taille (longueur voisine de 1 rom et diamètre 

voisin de 60 �m) est maintenu à une température constante supérieure à celle 

du fluide d ' environ 20° . Par convection forcée , il  est refroidi par le 

fluide. La puissance électrique nécessaire pour le maintenir à température 

constante est mesurée par un appareillage électronique adéqua t .  
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Cette puissance s ' écrit 

PCTA 
= E l (3 . 1 6) 

PCTA 
E2 

( 3 . 1 7) ou = --

RCTA 

La puissance est également proportionnelle au coefficient d ' échange 

thermique h entre la  sonde et le fluide , m 

h A I1T ( 3 . 1 8 )  m 

Par conséquent , 

potentiel entre les deux 

h est proportionnel au carré de la différence de m 
bornes de la sonde : 

( 3 . 1 9) 

Or le transfert thermique entre un cyl indre immergé dans un fluide 

et ce fluide en mouvement peut être représenté par une loi du type : 

Nu f (Re , pr) ( 3 . 20) 

h m DS où Nu 
� 

et dans le cas d ' un fluide newtonien 

DS V"" PF CpF llF Re = et Pr 
llF kF 

dans le cas d ' un fluide pseudoplastique suivant la loi d ' Ostwald de Waele 

2-n 
D 

n 
PF V"" S Re = 

m 

V 
Pr = CpF 

m (�) n-l (voir annexe 5) et � DS 

Ainsi le transfert thermique est-il influencé par la températur e ,  

par les caractéristiques de la sonde et d u  fluide e t  par l a  vitesse d ' appro

che du fluide. Les caractéristiques de la sonde (broches , dimensions exactes , 

imperfection des cylindre s ,  • . . •  ) sont difficiles à évaluer . C ' est pourquo i ,  

l ' équation ( 3 . 20) doit-elle être déterminée expérimentalement, à l ' occasion 



d ' un é talonnage . Dans ce cas , une relation entre la tension E et la vitesse 

Voo est recherchée . 

3 . 3  ETALONNAGE DES SONDES ANEMOMETRIQUES 

3 . 3 . 1 �EE�E�ill�g� 

L ' apparei llage utilisé (voir figure 3-7) se compose d ' un canal c ir

culaire dont le diamètre moyen est égal à 1 , 80 m ; ce canal est situé à l ' in

térieur d ' une cuve de 2 m de diamètre . La sonde est déplacée dans le canal 

où le fluide est immobi l e ,  à une vitesse constante .  

La section du canal est rectangulaire : 0 , 1 5  m de hauteur, 0 , 1 0  m 

de largeur. Le canal circulaire est rempli de 50 litres de liquide , fuel ou 

carbopol . Celui-ci est maintenu à une température constante par un écoule

ment permanent d ' eau dans la cuve extérieure . La régulation de température 

utilise un serpentin réfrigérant et un ensemble de résistances chauffantes 

de puissance 4 , 5  kW ; cette régulation est commandée en tout ou rien à partir 

d ' un thermomètre à contac t .  Elle permet d ' obtenir à l ' intérieur du canal 

c irculaire une température précise à O , l ° C .  Notons ici que la mise en tempé

rature des deux fluides est très longue , et demande pour des températures 

courantes ( inférieures à 30°C) environ vingt heures . 

Un axe central soutient le bras tournant qui porte la sonde . Cet 

axe est mis en rotation par un moteur d ' entraînement de faible puissance 

(300 W) . Les connexions électriques avec la sonde sont réalisées grâce à 

des contacts à mercure.  

La vitesse est  déterminée grâce à la  mesure du temps nécessaire à 

la sonde pour effectuer un nombre entier de tours . Cette détermination est 

simple et précise : la vitesse de déplacement de la sonde est rigoureusement 

constante et elle est connue avec une précision de l' ordre de 0 , 2% .  Aj outons 

que le choix de ce grand diamètre est tel que la sonde avant de revenir dans 

son propre sillage doit parcourir 5 , 65 m,  ce qui évite tout effet d ' entraî

nement du liquide. Par ailleurs , les différences de position radiale et donc 

de vitesse des différentes parties de la sonde cyl indrique sont négligeables .  

3 .  3 . 2 ���!!g�!� 

Nous avons util isé des sondes à film cyl indrique DISA 5 5  R l l mainte

nues à température constante par un pont de mesure DISA 55 MO l .  La tension E 
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a été relevée grâce à un voltmètre DISA 55 D3 1 .  Nous présentons un exemple 

de résultats sur les figures 3-8 à 3- 1 0 .  

Etalonnage dans du fuel 

Les figures 3-8 et 3-9 sont consacrées à des étalonnages dans le 

fue l ,  à 20°C,  avec deux sondes différentes . Dans les deux cas , les enregis

trements  sont comparables : la tension aux bornes de la sonde , portée en 

ordonnée , augmente avec la vitesse,  portée en abscisse . 

Par régress ion linéaire , nous avons déterminé la loi de refroidis

sement de la sonde 1 : 

E = 2 , 6 8  + 4 , 6 7  V� , 255 0 . 2 1 )  

et celle de la sonde 2 

E 2 , 1 3  + 3 , 88 V�, 29 7  0 . 22) 

La différence entre les deux lois provient de différences géomé

triques entre les deux sondes . Notons que les exposants 0 , 255 et 0 , 297 sont 

en bon accord avec l ' ensemb le des relations de transfert thermique entre 

un cylindre et le milieu environnan t .  En effet , généralement , l ' équation 

( 3 . 20) est telle que le nombre de Nusse1t est proportionnel à la racine 

carrée du nombre de Reynolds . Donc , la tension E devrait être proport ionnelle 
à VO , 25 

00 
• 

Sensibilité directionnelle 

Sur la figure 3-9 ,  apparaît également le refroidissement longitudinal 

du film (position à 0 ° ) . Dans ce cas , l ' angle . a défini sur la figure 3- 1 1 

est égal à 0° . 

Il a été montré plusieurs fois (références données par COMTE-BELLOT 

en 1 973) que la loi de refroidissement était , quel que soit l ' angle .a, iden

tique aux lois (3 . 2 1 )  ou ( 3 . 22) , en remplaçant V"" par (Voo) � qui est défini 

par : 

0 . 23)  



3-1 2  

Le coefficient k est appelé coefficient de refroidissement longitudi
nal. La sonde 2 dont les lois de refroidissement apparaissent sur la figure 3-9 
suit moyennement cette loi puisque le coefficient k varie de 0 , 34 à 0 , 4 2 ,  
admettant une valeur moyenne de 0 , 3 9 .  Les sondes à film cylindrique DISA 5 5  R1 1 
ont généralement un coefficient k voisin de 0 , 40 (�ERTRAND , 1 977) . Une étude 
théorique de transfert thermique (CHAMPAGNE , 1 967 , cité par COMTE-:BELLOT , 1 973) 
a montré que ce coefficient ne dépendait que du rapport diamètre du cylin·dre 
sur longueur du cylindre , et était indépendant des autres propriétés de la 
sonde ,  du fluide et de la température . 

Etalonnage dans du carbopol 
La figure 3- 1 0  représente la loi de refroidissement d ' une sonde dans 

du carbopol de concentration 0 ,05% en masse et à 20·C ; l ' indice de comporte
ment fluide de ce produit est égal à 0 , 50 (tableau 3- 1 ) . La loi de refroidis-
sement est : 

E = 4 , 58 + 8 , 3 7  v�, 267 (3 . 24) 

Cette loi est en tout point comparable aux équations (3 . 2 1 )  et 
(3 . 22) . Le caractère non-newtonien du fluide ne modifie que très peu la loi 
de refroidissement de la sonde, ainsi que l ' attestent les équations (A. 64) 
et (A. 65) de l ' annexe 5 .  

L ' étude du refroidissement longitudinal de cette sonde conduit à 

un coefficient k compris entre 0 , 34 et 0 , 40 ,  comme dans le cas précédent . 

• Effet de broches 
Pour les trois sondes dont les résultats sont donnés ici , nous avons 

vérifié que les faire avancer dans le canal circulaire ave·c les· positions A 
et C de la figure 3- 1 1 ,  donnait la même tension E .  Par conséquent ,  l ' influence 
des broches de la sonde n ' est pas perceptible .  

3 . 4  MESURE DE LA VITESSE EN CUVE AGITEE 

Comme pour l ' analyse théorique , nous avons choisi d ' effectuer les 
mesures de vitesse dans un repère lié au mobile d ' agitation : la sonde est 
donc fixée à l ' agitateur et tourne avec lui . 
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Cette solution présente deux avantages importants : 
- elle élimine toutes les difficultés que présente la mise en place 

d ' une sonde immobile dans un milieu au sein duquel tourne un mobile de taille 
importante , 

- elle s itue la sonde dans un champ Je vitesses permanent et évite 
les fluctuations périodiques , liées à la rotation du mobile que subirait 
une sonde fixe par rapport à la cuve. 

Les mesures ont toutes été réalisées dans le cas d ' écoulements en 
régime laminaire. Dans ces conditions et dans le cas le plus général de 
mouvements de direction quelconque, le problème comporte trois inconnues , 
les trois composantes v , ve et v de la vitesse. r z 

Chaque mesure avec la sonde thermique fournit une information et 
donc pour disposer d ' autant de données que d' inconnues , il faut réaliser , 
en chaque point , trois mesures correspondant à trois orientations indépen
dantes de la sonde . Nous avons retenu de disposer la sonde parallèlement 
aux trois axes de coordonnées du système cylindrique utilisé au cours de ce 
travail (voir figure 3-1 1 ) .  

Dans ces conditions , on peut écrire les trois équations 

2 k2 v 2 2 2 ( 3 . 26) vA 
= + ve + v r z 

2 2 k2 2 2 (3 . 27) vB 
= V ' + ve + v r z 

2 2 2 + k2 2 (3 . 28) Vc = v + ve v r z 

Les équations ( 3 . 26) à ( 3 . 28) constituent un système de Kramer, 
dont la résolution conduit à : 

2 -v 
I vr l = ( A 

2 vA 
I ve l = ( 

2 
et I Vz l  = ( vA 

( 1  + k2) + vB 
2 2 - k - k4 

2 ( 1  + k2) - vB 
2 - k2 _ k4 

2 + vB 
2 - v ( 1  C 

2 - k2 _ k 4 

2 2 + vC ) 1 / 2  (3 . 29) 

2 + Vc 1 /2 ) ( 3 . 30) 

+ k2) 
) 1 /2 ( 3 . 3 1 )  
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Il est possible de simplifier grande,ment l e  problème s i  on suppose 
qu ' il n ' y  a pas d ' écoulement 
la plus grande partie de nos 

axial , v = O. Dans ce cas , qui correspondra ,à z 
expériences , le problème ne comporte plus que 

deux inconnues , ne nécessite donc plus que deux oriei)tations 'de, la sonde e,t 
conduit aux résultats , 

Ivr l = 

Ive l = 

Remarques 

2 k2 2 
( 

vA + vB 1 / 2  ) 
1 - k4 

2 2 2 vA - k vB 1 /2 ( 4 ) 1 - k 

( 3 . 33) 

( 3 . 34) 

- La technique retenue ne permet pas de déterminer l,e signe de la 
vitesse ; ceci est une limitation de la méthode ,  car pour mettre en évidence 
les circulations dans la cuve , nous devons le supposer. Notons ici que les 
méthodes numériques ne présentent pas cet inconvénient . 

- Les équations ( 3 . 30) et (3 . 34) expriment C� v1tesse tangentielle 
dans un repère lié à l ' agitateur. Pour obtenir cette vitesse dans un repère 
fixe , nous avons supposé que la vitesse tangentielle du liquide était tou
j ours inférieure à la vitesse tangentielle de l ' agitateur prise sur le même 
rayon ; donc , en repère fixe , si Vz est nul 

2 2 2 vA k vB 1 /2 ve = 2 11 Nr - ( ) 
1 - k4 

(3 . 35) 

Afin de nous assurer que le régime d ' écoulement demeurait bien 
laminaire, nous avons réalisé des mesures de fluctuations de vitesse à l 'aide 
d ' un voltmètre DISA 55 D35 . Les fluctuations du signal brut sont toujours 
restées inférieures à 0 ,005 fois la valeur moyenne . En enlevant l 'agitateur 
et en faisant tourner la sonde seule dans le liquide, nous avons observé 
des fluctuations du même ordre . Nous pensons donc que ces fluctuations sont 
dues à de légères vibrations du système et non pas à de la, turbulence. 
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4 - DISPOSITIF D 'AGITATION MECANIQUE -

Nous avons retenu, pour ce travail ,  une cuve cylindrique à fond 
plat remplie de 200 litres de liquide . Le diamètre de la cuve est de 634 mm 
la hauteur de liquide dans la cuve est égale à ce diamètre . Pour tenter 
d ' éliminer le plus grand nombre de vibrations , la cuve est supportée par un 
chassis indépendant de celui qui soutient le mobile et son moteur d ' entraî
nement . La thermorégulation est assurée par une circulation, dans une double 
enveloppe, d ' un fluide ca1oporteur qui assure à l ' intérieur de la cuve une 
homogénéité de température à 0 , 2 °C près . 

La géométrie des trois agitateurs utilisés sera précisée lors de la 
présentation des résultats dans la deuxième partie. Nous dirons simplement 
ici que l ' épaisseur de l ' acier inoxydable avec leque1 .i1s sont construits 
est de 2 mm, valeur nécessaire pour qu ' i ls restent rigides . Les mobiles sont 
placés à une distance de 20 mm du fond de la cuve , leur partie supérieure 
affleure la surface libre du liquide . 

La vitesse de rotation des agitateurs est déterminée par mesure du 
temps nécessaire pour accomplir un nombre entier de tours : cette méthode 
est très précise. 

Détermination de la puissance d ' agitation 
Le système de support adopté qui coince l 'arbre entr·e deux pointes 

montées sur roulement , laisse le stator du moteur d ' entraînement libre de 
suivre le rotor dans sa rotation (figure 3- 1 2) . Le couple nécessaire pour 
maintenir le stator immobile ou couple résistant , est égal au couple moteur , 
c ' est-à-dire au couple nécessaire pour agiter le fluide , augmenté de l ' en
semble des pertes . 

Ces pertes comprennent les pertes par frottement dans le moteur, 
les pertes par effet Joule , les pertes dans les divers roulements, etc • • • •  

En toute rigueur , la somme des pertes, à vitesse de rotation donnée augmente 
légèrement avec le couple . En négligeant ces variations ,  nous avons réalisé 
la mesure des pertes à vide , en faisant varier la vitesse de rotation de 
l ' agitateur dans la cuve vide. Pour les trois agitateurs ,  la masse nécessaire 
pour maintenir le stator fixe peut être représentée par l ' équation suivante : 

mO = 0 , 092 + 0 , 0 186 N (3 . 36) 
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S i  ml est la masse nécessaire pour maintenir le stator fixe lorsque 
la cuve est remplie de liquide , le couple sur l ' arbre d '  agitation, � , est 
alors : 

� = (3 . 3 7) 

La puissance consommée par le mobile devient alors" 

( 3 . 38) 

où p est le rapport entre les diamètres des poulies du système d ' entraine
ment et de réduction de vitesse (p > 1 ) . En portant (3 . 36) dans ( 3 . 38) et 
en tenant compte du fait que 1 = 0 , 25 m, on obtient la puissance en watts , 
soit : 

P = 48 , 54 ml N - 4 , 466 N - 0 , 903 N2 ( 3 . 39) 

- 1  N étant en tours . s  e t  ml en kilogrammes. 

5 - CONCLUSION -

Au cours de ce chapitre , nous venons de décrire les techniques et 
dispositifs expérimentaux qui ont été mis en oeuvre au cours de ce travail .  

Si les diverses mesures rhéologiques ou de puissance d ' agitation ne 
présentent aucune originalité, par contre , à notre connaissance, l ' anémo
métirie thermique, avec une sonde tournante n ' avait encore j amais été utilisée , 
pour déterminer les profils de v"i tesse au sein de fluides consistants méca
niquement agités . 

Nous tenons à dire ici que si , dans le principe, ""ce" type de mesure 
ne présente pas de difficulté apparente "-beaucoup moins en tout cas que 
lorsqu ' i l s ' agit de fluides peu" visqueux et d ' écoulements turbulents- il 
nécessite cependant beaucoup de soin pour obtenir une précision des données 
qui soit convenable .  Nous pouvons signaler, en particulier, "les difficultés 
de thermostatage de ces " milieux très visqueux ainsi que les difficultés de 
mise en place des sondes pour réaliser plus ieurs orientations différentes ,  
mais au même point . 
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Nous avons déjà indiqué que , dans ce travail ,  l ' approche expérimen
tale a été surtout exploitée comme un . moy'm de confirmer les. résultats obte
nus par le calcul . Il n' en reste pas moins que la technique mise au point 
est maintenant disponible pour traitér de cas plus complexes pour lesquels 
l 'approche théorique ne serait plus praticable. C ' est ainsi que des travaux 
sont actuellement en cours , dans notre laboratoire, pour déterminer par 
anémométrie thermique , la structure des écoulements tridimensionnels  générés 
par un ruban hélicoïdal. 
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CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE 

Dans les trois premiers chap!tres de ce mémoire , nous venons de faire 
le point des connaissances actuelles et de présenter les méthodes ,  techniques 
et appareillages que nous avons conçus pour essayer de progresser. 

Rappelons que notre propos est de contribuer à combler la lacune 
importante que nous avons notée en ce qui concerne la connaissance de la 
structure fine des écoulements de fluides consistants au sein de cuves méca
niquement agitées . 

L ' approche théorique que nous proposons est , par sa nature même , 
l imitée au cas relativement simple d ' écoulements plans (composante axiale 
nulle) . Elle permet ,  cependant , d ' étudier trois mobiles importants dans la 
pratique , les agitateurs à pales , à ancre et barrière . Nous verrons que 
l ' approche théorique est extrêmement puissante et qu ' elle fournit réel lement 
la totalité des données susceptibles d ' intéresser l ' utilisateur . 

Comme la voie théorique nécessite l ' émission d ' un certain nombre 
d ' hypothèses , notre travail n' aurait pas été entièrement convaincant si 
nous n ' avions soumis les résultats obtenus à confrontation avec des données 
expérimentales . Voilà pourquoi nous avons consacré une part importante de 
notre étude à la mise au point des techniques et dispositifs expérimentaux 
que nous venons de présenter et qui nous ont permis d ' obtenir la confirma
tion nécessaire . 

Rappelons , pour terminer ,  que si les techniques anémométriques n ' ont 
été utilisées , ici , que pour confirmation de l ' approche théorique , elles 
sont maintenant disponibles pour analyser le cas de systèmes pour lesquels 
la théorie demeure encore impuissante .  
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- INTRODUCTION DE LA DEUXIEME PARTIE -

Les méthodes numériques que nous avons présentées dans la première 
partie de ce mémoire permettent d ' obtenir une quantité considérable de 
résultats qu ' il n ' est pas possible de retranscrire intégralement .  Nous en 
avons donc sélectionné arbitrairement certains qui nous ont paru signifi
catifs .  Il n ' en demeure pas moins que l ' utilisateur d ' un des mobiles que 
nous avons étudiés aurait intérêt à analyser la totalité des informations 
qui sont disponibles au Laboratoire de Génie Chimiqup. , sous forme de ta
b leaux de valeurs tels que l ' ordinateur les a fournis. 

Pour chacun des trois mobiles étudiés , nous avons généralement 
fait varier le nombre de Reynolds , les paramètres rhéologiques et la géo
métrie .  En ce qui concerne ce dernier point , ceci nous amène à présenter 
successivement et à comparer entre eux divers résultats relatifs à des 
systèmes différents , qui n' ont plus la même forme, pour lesquels le 
nombre de Reynolds n ' a  plus la même signification puisque rapporté à une 
dimension caractéristique dont la définition a varié. Si ' ces comparaisons 
n ' offrent pas toute la rigueur souhaitable ,  elles n ' en sont pas moins 
précieuses pour le praticien qui doit rechercher la géométrie la plus utile 
pour résoudre le problème particulier qui se pose à lui . Nous en avons 
donc développé certaines , que nous présentons dans la suite sous la forme 
qui nous a paru la moins approximative (souvent à vitesse de rotation 
constante) et sans j amais revenir sur les imperfections que nous venons de 
signaler ici .  

En début de chacun des trois chapîtres suivants , nous précisons 
la géométrie des systèmes étudiés et pour lesquels les résultats sont dis
ponibles , même s ' i ls ne sont pas toujours détaillés dans ce mémoire. 

La gamme de variation du nombre de Reynolds présente un borne supé
rieure , imposée par les méthodes numériques et au-delà de laquelle il n ' y  
a plus convergence .  De la même façon, pour un fluide pseudoplastique , il 
existe une borne inférieure

.
pour les variations de l ' indice de comportement 

fluide : nous avons constaté que cette borne inférieure est plus basse dans 
le cas d ' un fluide dont le comportement est représenté par le modèle de 
Carreau que lorsqu ' on utilise le modèle d ' Ostwald de Waele. 

Au chapître 2,  nous avons indiqué que la méthode A.D . I .  permet 
d ' évaluer le temps de mise en régime hydrodynamique d ' une cuve agitée. 



Les divers essais que nous avons réalisés ne nous ont cependant pas 
donné entière satisfaction au plan de la qualité . Nous discuterons de ce 
point dans le cours du chapître 4 et nous nous limiterons ,  à titre d ' exemple, 
à présenter les variations des fonctions courant et. rotationnel à la paroi 
d 'une cuve équipée d ' un agitateur bipale . 

De façon ·générale, les chapîtres 4 à 6 sont de nature essentielle
ment descriptive : nous y présentons ,  pour une grande part ,  les résultats 
de l ' analyse théorique e t ,  beaucoup plus brièvement ,  les résultats expéri
mentaux avec lesquels les comparaisons sont possibles . Nous avons réservé 
la discuss i.on des résultats et la recherche de conclusions un peu générales 
pour la troisième partie de ce mémoire . 

La présentation des résultats pour l ' agitateur bipale, pour l ' agi
tateur à ancre et pour l ' agitateur barrière se fera selon le même schéma . 
Nous donnerons successivement les résultats relatifs à : 

- la fonction courant 
- la fonct ion rotationnel 
- les deux composantes de la vitesse 
- la contrainte de cisaillement et la contrainte normale 
- la viscos ité apparente 
- le taux de dissipation visqueuse 
- la puissance d ' agitation. 
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1 - INTRODUCTION -

Ce chapitre est entièrement consacré à la pré'sentation des résultats 
concernant l 'agitateur b ipale . La figure 4- 1 précise la nomenclature relative 
à ce mobile, ainsi que les dimensions caractéristiques . Il est formé de deux 
pales planes verticales dont la hauteur est au moins égale à celle du liquide 
dans la cuve . Ces deux pales sont fixées sur un arbre central cylindrique de 
dimension 

D; = 0 , 04 1 7 .  Quatre rapports entre les diamètres de l ' agitateur et 
de la cuve ont été retenus , soit 0 , 336 , 0 , 508 , 0 , 6 56 et 0 , 828 les analyses 
expérimentales ont été réalisées avec un mobile de diamètre 322 mm, ce qui 
correspond à � = 0 , 508 . 

Les résultats numériques qui sont présentés ici ont été obtenus à 

l 'aide de l ' une ou l ' autre des deux méthodes numériques que nous avons 
utilisées ; elles fournissent des données strictement équivalentes . L ' ensemble 
des résu1t'ats disponibles est indiqué sur les tableaux 4- 1 et 4-2 ; nous 
choisissons de ne présenter que ceux qui nous semblent les plus significatifs '. 

2 - FONCTION COURANT -

2 . 1 GENERALITES 

Rappelons que les lignes de courant sont les lignes ' le long desquelles 
la fonction courant est constante. Ces lignes sont en tout point tangentes 
à la vi tesse . Nous présentons , sur la figure 4-2 ,  les lignes de courant pour 
D 
T = 0 , 508 ,  Re = 0 , 082 et pour un fluide newtonien. Il  est clair , sur cette 
figure , qu ' i l existe dans la cuve deux zones di fférentes , séparées par la 
ligne fermée �* = O. Loin de l ' agitateur , le l iquide tourne autour de l ' axe 
de la cuve'. Dans la région voisine de l 'agitateur , les lignes de courant 
sont fermées sur elles-mêmes ,  démontrant ains i .  l ' existence d ' un tourbillon 
qui tourne avec l ' agi tateur. Précisons que ce résultat présente un çaractère 
très général et a été retrouvé dans tous les cas que nous avons traités ,  
avec des fluides newtoniens ou non. 

2 . 2  INFLUENCE DE DIT 

Les figures 4-3 et 4-4 représentent les variations de 4>* en fonction 
de la position radiale r* pour deux angles différents , :  e* = 0 (prolongement 
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TABLEAU 4- 1 - Résultats disponibles pour L'Agitateur' Bipale . Fluide newtonien 

DIT Re 

0 , 336 0 , 036 
0 , 360 
3 , 60 
7 , 2 1  

0 , 508 0 , 082  
0 , 1 00 
0 , 24 7  
0 , 823 
1 , 00 
2 , 4 7  
4 , 1 2  
8 , 23 

1 0 , 00 
. 1 2 ,3 5  
1 6 ,46 
24 , 6 9  
3 2 , 92 . 
3 7 , 86 
44 , 45  

0 , 656 0 , 1 3 7  
1 , 3 7  

1 3 , 70 

0 , 828 0 , 2 1 8 
2 , 1 8 

2 1 , 8 2  
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TABLEAU 4-2 - Résultats disponibles pour l ' Agitateur Bipale .  
Fluide non-newtonien. Rapport de diamètres � = 0 , 508 

Modèle d ' Ostwald de Waele 

n Re 

0 , 7  0 ,  1 
1 

1 0  

0 , 8  0 ,  1 
1 

1 0  

0 , 9  0 , 1 
1 

10 

1 , 1 0 ,  1 
1 

1 0  

1 , 2  0 , 1  
1 

1 , 3  
, 

0 , 1 

Modèle de Carreau 

n À* Re 

0 , 4  1 0 , 30 1  

0 , 5  1 0 , 25 1  

0 , 6  1 0 , 209 
2 

1 0  

0 , 7  1 0 , 1 74 

0 , 8  1 0 , 1 44 
2 

1 0  
1 00 

0 , 9  1 0 , 1 20 



4-5 

11 de l ' agitateur) et a* = 2 (médiatrice de l 'agitateur) . 

Pour les quatre tailles d ' agitateurs ,  le  cas présenté correspond à 
un fluide newtonien avec une vitesse de rotation de l 'agitateur constante 
(N = Il R� , ce qui dans la cuve expérimentale , pour l ' agitation du fuel à 
30°C �o�respond à une vitesse de rotation , égale à 9', 65 ,tours .mn- 1 ) .  Dans 
les quatre cas , l ' allure de variation est la même . Pour a* = 0 ,  soit sur 
l ' agitateur , la fonction courant est nulle ,  puis à partir' de l ' extrêmité des 
pales , décroît j usqu ' à  la valeur négative correspondant à la paroi . Sur la 
'd ' . d 1 "  a* 11 1 f "  d '  b d me 1atr1ce e ag1tateur , = 2 '  a onct1on courant augmente a or , 

passe par une valeur maximale et décroît ensuite j usqu ' à  la valeur de la 
paroi .  La figure 4-4 montre que la taille de la zone de recirculation au 
v01s1nage de l ' agitateur , limitée par la ligne 4>* = 0 ,  augmente avec le 

D diamètre de l ' agitateur. En outre , la valeur maximum de 4>* augmente avec T' 
indiquant des mouvements de plus en plus intenses . En nous inspirant du 
développement de l ' annexe 2 ,  nous pouvons écrire : 

et donc 

4>p* = 4>p* - 4>* (extrêmité des pales) 

car 4>* (extrêmité des pales) = 0 

4> * P 

(4 . 1 ) 

( 4 . 2) 

Cette équat ion (4 . 2) indique ,que la fonction courant en paroi est 
égale au débit de fluide par unité de hauteur , passant entre l ' extrêmité de 
la pale et la paroi de la cuve . 

L ' intégration de cette éq�ation permet d ' établir l ' équation suivante , 
donnant la valeur de la vitesse moyenne entre l ' extrêmité de la pale et la 
paroi de la cuve : 

4> * P 
D 1 - 

T 
(4 . 3) 

Les valeurs correspondantes , exprimées dans le cas d ' un repère lié 
à l ' agitateur , sont rassemblées dans le tableau 4-3 . La vitesse moyenne est 
fonction décroissante de la taille de l ' agitateur , mais ces variations 
demeurent modérées . , 



D 
T 

0 , 828 

0 , 656 

0 , 508 

0 , 336 

4-6 

TABLEAU 4-3 - Valeurs de < Ve* >e*=o . -'  , 
Exemples donnés sur les figures 4-3 et 4-4 

<P * p < ve* >9*=0 

- 0 ,  1 20 - 0 , 698 

- 0 , 2 3 1  - 0 , 672 

- 0 , 3 1 1 - 0 , 632 

- 0 , 404 - 0 , 608 
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2 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

La figure 4-5 présente les lignes de courant dans le cas d 'un 
f luide newtonien, d ' un diamètre � = 0 , 508 et poùr un nombre de Reynolds 
égal à 37 , 8 6 .  En comparant cette figure à la figure 4-2 , deux différences 
essentielles apparaissent : la zone de recircu1ation est plus grande dans 
le cas du grand nombre de Reynolds , puisque la ligne $* = ° est pratiquement 
confondue avec la circonférence décrite par l ' extrêmité des pales . De plus , 
les tourbillons perdent de leur symétrie par rapport à la médiatrice de 
l ' agitateur. 

Rappelons ici que , dans le repère lié à l ' agitateur, la cuve et 
le liquide tournent dans le sens des aiguilles d ' une montre. 

Les figures 4-6 et 4-7 présentent les variations de $* en fonction 
de la position radiale r* dans le prolongement et sur la médiatrice de l ' agi

D tateur , pour un fluide newtonien et un rapport T = 0 , 508 . 

La valeur de la fonction courant en paroi augmente avec le nombre 
de Reynolds : 

et 

$ * p - 0 , 32 7  

� * = - ° 299 �p , 

pour Re 0 , 082 

pour Re 44 , 45 

La figure 4-8 précise cette évolùtion .  Lorsque le nombre de Reynolds 
augmente ,  le débit entre l ' extrêmité de la pale et la paroi de la cuve diminue. 

2 . 4  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

En première approximation , pour une valeur donnée du nombre de 
Reynolds , la distribution de ' la fonction courant à l ' intérieur de la cuve se 
révèle pratiquement indépendante de' la valeur de l ' indice de comportement 
fluide , dans la plage des valeurs couverte dans ce travail et qui est 

0 , 7  < n < 1 , 3 pour un fluide ' suivant la loi d ' Ostwald de Wae1e 

0 , 4  < n < pour un fluide suivant la loi de Carreau . 
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2 . 5  MISE EN REGIME 

Nous avons défini au paragraphe 3 . 3 . 3  du chapître 2 les conditions 
initiales dans lesquelles se trouvait le système . Sur la figure 4-9 , nous 
matérialisons pour $* ces conditions initiales . , Il se trouve que , sur la 
position angulaire , e* = 0 et pour r* = � , existe une discontinuité . Cette 
discontinuité signifie qu ' en un point de la cuve agitée , il y a création 
de débit . 

En programmant la méthode A .D . I .  avec de telles conditions ini
tiales , le calcul diverge immédiatement . A cause des difficultés numéri
ques rencontrées et sur lesquelles nous n ' avo'ns pas fait porter notre 
effort principal , cette question de mise en régime n ' a  pas été étudiée 
en détail .  

Les conditions initiales ont été modifiées et nous nous sommes 
donc éloignés de la réalité physique du temps t* = O .  

Les modifications suivantes ont été introduites 

e* 0 ,  ' r* D - = T 

r* D 
= -T 

+ 0 , 0246, 

+ 0 , 049 1 , 

$* - -3 0 , 1 67 1 1 , 736 . 1 0  

-2 $* = 0 , 333 1-1 , 736 . 1 0  

En faisant cette approximation, nous écrivons que l a  fonction courant 
varie linéairement de l ' extrêmité de la pale jusqu ' au troisième point dE> 
maillage après cette pale . '  

et 

et 

:: . ::: : 4 ' } 
e* = 1 1 , 2 0  } 
e* 1 6 8 , 8 0  

D rA < r* ( T' 

D rA < r* � T' 

$* 2 2 = 0 ,  1 67 ( rA - r* ) 

Pour ces dernières positions angulaires , nous écrivons que $* varie 
linéairement en fonction de e* pour les trois premières positions angulaires 
du maillage , sur les positions radiales correspondant au déplacement de 
l ' agitateur . 
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Ces modifications devraient n ' avoir pas d ' incidence sur le temps 

de mise en régime calcul é .  Nous n' avons pas sur ce point préc i s ,  effectué 

de contrôle expérimental .  Ceci fait que, les divers essais réalisés ne 

nous donnent pas entière satisfaction .  

Les résultats fournis montrent néanmoins les al lures de variation 

de �*. La figure 4- 1 0  montre un exemple de résultats , en présentant les va

· riations de la fonction courant en paroi , en fonction du temps .  Les condi-
D t ions sont : T = 0 , 50 8 ,  n = 1 et Re = 1 6 , 46 .  Il est à noter que le démarrage 

conduit à de brusques variat ions de �p* : passage de - 0 , 499 à - 0 ,585 sur 

les premiers pas de temps . Ensuite ,  la fonction courant croît régulièrement 

j usqu' à la  valeur de �p* = - 0 , 306 (valeur du régime permanent calculée par 

la méthode i térative de Gauss Seidel) . Lorsque �p* devient supérieur à 

- 0 , 3 1 2  (valeur différente de - 0 , 306 à moins de 2%) , le calcul est arrêté .  

Le temps adimensionnel t* requis pour obtenir cette valeur de la fonction 

courant en paroi est égal à 6 , 4  : il s ' agit simplement ,  répétons-le ,  d ' un 

ordre de grandeur du t emps de mise en régime . 

Dans le cas d ' agitat ion de fuel dans la cuve de 200 l i tres , à 30°C ,  

pour 

0 , 32 

que 
- 1  s 

le nombre de Reynolds soit égal à 1 6 , 4 6 ,  N doit ê tre 

( 1 9  3 - 1 ) b '  d '  , tours .mn et nous 0 tlen rlons t = 3 , 2 s ( t =  

égal à 
t* 

21TN) ' 

Nous pouvons noter la  valeur très faib le de ce temps de mise en 

régime qui correspond à peine à une révolution comp lète de l ' agitateur dans 

la  cuve . 

3 - FONCTION ROTATIONNEL -

3 . 1  GENERAL ITES 

De manière générale,  que l le que soit. la valeur du nombre de Reynolds , 

que lle que soit la nature du fluide , quel que soit le diamètre de l ' agitateur , 

la fonc t ion rotat ionnel w* présente toujours la même allure de variat ions . 

Ains i dans le prol ongement de l ' agitateur (8*  = 0) , la figure 4- 1 1 ,  

par exemp le,  montre que w* , nul sur l ' arbre , augmente,  passe par un maximum 

e t  décroît très rapidement jusqu ' à  un minimum assez important situé à 

l ' extrêmité de la pale : en ce point précis , l ' écoulement est très fortement 

cisai l I é .  Au-delà de l ' agitateur , au se in du liquide , w* augmente à nouveau 
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pour atteindre la valeur en paroi ,  qui est toujours comprise entre - 1  et 
"; 3 .  

Sur la médiatrice de l ' agitateur (e* = %) , la figure 4- 1 2 ,  par 
exemple, met en évidence la décroissance continue de w* , d ' une valeur com
prise entre 1 et 4 sur l ' arbre à la valeur de paroi ,  comprise entre - 1 et 
-4 . 

3 . 2  INFLUENCE DE DIT 

Cette influence apparaît nettement sur les figures 4- 1 1  et 4- 1 2 .  
D On Y observe que lorsque T augmente, les valeurs maximales de w* augmentent ,  

alors que les valeurs minimales diminuent. Cette proposition est aussi bien 
11 vérifiée pour e* = 0 que pour e* = 2. 

Il nous semble nécessaire d ' insister sur l ' importance que peut 
prendre, en valeur absolue, le rotationnel en bout de pale ; cette position 
s ' avère ainsi ,  tout à fait remarquable. On peut noter par ail leurs l ' exis
tence, près de la paroi de la cuve , de larges zones à rotationne1 constant 
tant que � demeure relativement faible .  

3 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Les figures 4- 1 3  et 4 - 1 4  présentent un exemple d ' influence du 
nombre de Reynolds . On observe des variations nettes dans la zone de recir
cula�ion avec , en particulier , une augmentation de la valeur du maximum, 
pour e* = O .  La valeur du minimum en bout de pale est très peu affectée par 
les variations de Re mais ,  par contre , le rotationnel au sein du liquide 
devient plus rapidement constant pour les fortes valeurs de Re . 

3 . 4  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

Comme le démontre la figure 4- 1 5 ,  les variations de l ' indice de 
comportement provoquent des évolutions presqu' insensibles �u profi l  de ro
tationnel ,  sauf en ce qui concerne les valeurs en bout de pale : plus n 
est faible ,  plus le minimum observé est accusé. 
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3 . 5  REGIME TRANSITOIRE 

Nous avons représenté sur la figure 4- 1 0  les variations de w* 
au point r* = 1 et e* = l' en fonction de t* , à partir de l ' état initial 
du paragraphe 3 . 3 . 3  du chapître 2 .  La fonction rotationnel varie brusque
ment de -2 à une valeur de l' ordre de - 1 1  sur les premiers pas de temps ,  
pour ensuite croître de façon monotone vers la valeur du régime permanent , 
w* = - 2 , 5 1 .  

Il est normal que les variations soient très fortes sur les pre
miers pas de temps . Néanmoins , si elles sont si prononcées , c ' est proba
blement parce que l ' initialisation ne représente pas la réalité physique 
nous sommes en ·présence de phénomènes parasites, dûs à des raisons numé
riques . 

4 - COMPOSANTES DE LA VITESSE -

4 . 1 GENERALITES 

Les composantes de la vitesse apparaissent sur les figures 4- 1 6  

à 4-24 .  Nous avons choisi de donner des résultats pour les trois cas de 
fluides étudiés : 

les figures 4- 1 6  à 4-20 sont consacrées à un fluide newtonien, 
agité par le bipale de dimension � = 0 , 828,  à un nombre de 
Reynolds égal à 2 1 , 82 ; 

- les figures 4-2 1 et 4-22 concernent un fluide dilatant (n = 1 , 1 ) 

agité par le bipale de dimension � = 0 , 508 à Re = 1 0  

- les figures 4-23 et 4-24 présentent l ' agitation d ' un fluide 
pseudoplastique suivant la loi de Carreau (n = 0 , 4 ,  À* = 1 ) ,  

par un bipale tel que � = 0 , 508,  à Re = 0 , 30 1 .  

Ces neuf figures montrent clairement que la composante radiale 
est faible devant la composante tangentielle . 

La figure 4- 1 6  est une il lustration des variations de v * en r 
fonction de r* pour une posi tion angulaire e* = 0, 1 0 ,  c ' est-à-dire légère-
ment en aval des pales . Le changement de signe de v * indique que , le r 
long de la pale, le liquide a tendance à s ' écouler vers l ' intérieur de la 
cuve ; par contre , à partir de l ' extrêmité de celle-c i ,  i l  s ' écoule vers 
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l ' extérieur. Les valeurs positives de v * présentées sur cette figure sont . r 
les plus importantes pour l ' ensemble de la cuve . 

L ' écoulement généré par l ' agitateur bipale est donc essentiellement 
un écoulement tangentiel .  Les commentaires ci-dessous ne concernent donc 
plus que la composante tangentielle . 

4 . 2  INFLUENCE DE DIT 

Nous avons représenté sur les figures 4-25 et 4�26 les variations 
de la composante tangentielle de la vitesse · ve* en fonction de la position 
radiale , pour un fluide newtonien , et pour les quatre géométries d ' agita
teur étudiées à même vitesse de rotation. 

La figure 4-25 décrit ve* dans le prolongement de l 'egitateur 
(e* = 0) . Sur la pale , ve* est égal à la vitesse de cette pale ; à partir 
de l ' extrêmité des pales , la décroissance de ve* est d ' autant plus rapide 

D que T est grand. 

La figure 4-26 représente les variations de ve* sur la médiatrice 
de l ' agitateur (e* = 1) ' Lorsque � augmente, le maximum de ve* augmente 
et est décalé vers les grands rayons .  Cette observation confirme cel le du 
paragraphe 2 . 2  annonçant une région de recirculation d ' autant plus 
' d  D eten ue que T augmente. 

4 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Les figures 4-27 et 4�28 présentent l ' influence du nombre de 
Reynolds sur les profils de vitesse tangentielle , dans le cas d ' un fluide 
newtonien . Pour e* = 0 ,  on observe que plus Re est important , plus les 
variations de ve* sont lentes entre l ' extrêmité de la pale et la paroi 
de la cuve . A nombre de Reynolds élevé, on note une importante zone où le 
profil de ve* est sensiblement linéaire , ce qui correspond aux valeurs 
constantes du rotationnel observées précédemment (figure 4- 1 3) .  

1T Pour e* = 2' les variations de ve* ne sont importantes que dans 
la zone de recirculation où la vitesse tangentielle augmente avec Re . On 
peut encore analyser les variations de ve* avec la position ou le nombre 
de Reynolds en examinant les tableaux 4-4 et 4-5 qui sont consacrés en 
priorité , à une comparaison entre les valeurs calculées et les données de 
l ' expérience , mais sur lesquels les évolutions apparaissent clairement . 



4- 1 3  

4 1 ' d  * et compa'raison avec les valeurs ' TABLEAU 4- - Va eurs mesurees e ve -3 
numériques . Cas' du fluide newtonien (fuel 3 1 °C ,  p = 1 0 7 7  kg.fi ) 

e* = 0 

Re = 4 , 1 2  Re = 1 6 , 46 Re = 37 , 86 
r* Ecart Ecart Ecart Exper . Numer . (7.)  Exper . Numer . 0:) Exper. Numer . (7.) 

0 , 509 0 , 509 0 , 509 0 ,509 

0 , 522 0 , 3 78 0 , 423 1 1  , 9  0 , 385 0 , 424 1 0 ,  1 0 , 40 1  0 , 427 6 , 5  

0 , 533  0 , 350 0 , 352 0 , 358 
f-'-- -
0 , 6 3 1  0 , 087  0 , 1 44 6 5 , 5  0 , 1 08 0 , 1 8 1  6 7 , 6  0 , 1 22 0 , 2 1 5  7 6 , 2  

0 , 730 0 , 067 0 , 0 70 4 , 5  0 , 074 0 , 1 2 9 74 , 3  0 ,08 1  0 , 1 56 92 , 6  

0 , 8 7 7  0 , 0 1 8  0 , 0 1 3  3 8 , 5  0 , 027 0 , 055 1 03 , 7  0 , 08 1  0 , 066 22 , 7  

e* = 0 59 (34 0 )  , 
Re = 4 , 1 2  Re = 1 6 , 46  Re = 37 , 86 ' 

r* Ecart Ecart Ecart Exper . Numer . (%) 
, Exper . ' Numer . (7.) Exper. Numer . (7.) 

0 , 2 1 4  0 , 201 0 , 227 1 2 , 9  0 , 227 0 , 260 1 4 , 5  0 , 263 0 , 280 6 , 4  

0 , 3 1 2  0 , 243 0 , 286 1 7 , 7  0 , 289 0 , 325 1 2 , 5  0 , 330 0 , 348 5 , 5  

0 , 435 0 , 258 0 , 293 1 3 , 6  0 , 2 9 1  0 , 325 1 1  , 7 0 , 3 1 9  0 , 3 4 1  6 , 9  

0 , 509 0 , 264 0 , 268 1 , 5  0 , 230 0 , 294 27 , 8  0 , 357 0 , 307 1 6 , 3  

, 0 , 6 3 1  0 , 23 1  0 , 207 1 1  , 6  0 , 1 97 0 , 222 1 2 , 7  0 , 2 7 7  0 , 23 1  1 9 , 9  

0 , 730 0 , 203 0 , 1 55 3 1 ,  a 0 , 1 26 0 ,  1 6 1  27 , 8  0 , 1 5 9  0 , 1 64 3 ,  1 

0 ;877  0 , 1 00 0 , 073 37 , 0  0 , 098 0 , 074 32 , 4  0 , 098 0 , 07 1  38 , 0  



TABLEAU 4-4 ( suite) 

e* = 1 08 (62 ° )  , 

Re = 4 , 1 2  
r* Ecart Exper . Numer. (%) 

0 , 2 1 4  0 , 279 0 , 236 1 8 , 2  

0 , 3 1 2  0 , 285 0 , 272 4 , 8  

0 , 435 0 , 277 0 , 2 7 1  2 , 2  

0 , 509 0 , 1 97 0 , 253 28 , 4  

0 , 63 1  0 , 1 74 0 , 208 1 9 , 5  

0 , 730 0 , 1 24 0 , 1 62 30 , 6  

0 , 877 0 ,  1 1 1  0 , 080 38 , 8  

e* = 1 , 57 (90°) 

Re = 4 , 1 2 
r* Ecart Exper . Numer . (%)  

0 , 2 1 4  0 , 230 0 , 244 6 ,  1 

0 , 3 1 2  0 , 24 1  0 , 276 1 4 , 5  . 

0 , 435 0 , 247 0 , 2 7 1  9 , 7  

0 , 509 0 , 2 1 8  0 , 2 5 1  1 5 , 1  

0 , 63 1  0 , 1 6 7  0 , 203 2 1 , 6  

0 , 730 0 , 1 35 0 , 1 55 1 4 , 8  

0 , 877 0 , 070 0 , 076 8 , 6  

4- 1 4  

Re = 1 6 , 46 Re = 3 7 , 86 
Ecart Ecart Exper . Numer. (%) Exper. Numer. (%) 

0 , 304 0 , 285 6 , 7  0 , 3 7 1  0 , 298 24 , 5  

0 , 3 2 1  0 , 322 0 , 3  0 , 402 0 , 33 7  1 9 , 3  

0 , 308 0 , 308 0 , 0  0 , 39 1  0 , 327  1 9 , 6  

0 , 293 0 , 280 4 , 6  0 , 362 0 , 300 20 , 7  

0 , 225 0 , 2 1 3  5 , 6  0 , 28 1  0 , 226 24 , 3  

0 , 1 93 0 , 1 54 25 , 3  0 , 223 0 , 1 58 4 1 , 1  

0 , 107 0 , 069 55 , 1 0 , 1 1 3  0 , 067 68 , 7  

Re = 1 6 , 46 Re = 3 7 , 86 
Ecart Ecart Exper. Numer . (%) Exper . Numer. (%)  

0 , 25 1  0 , 288 1 4 , 7  0 , 284 0 , 290 2 ,  1 

0 , 284 0 , 325 1 4 , 4 0 , 3 1 7  0 , 333 5 , 0  

0 , 279 0 , 3 1 3  1 2 , 2  0 , 328 0 , 337  2 , 7  

0 , 298 0 , 284 4 , 9  0 , 299 0 , 3 1 0  3 , 7  

0 , 1 84 0 , 2 1 1 1 4 , 7  0 , 1 97 0 , 228 1 5 , 7  

0 , 1 09 0 , 1 46 33 , 9  0 , 1 30 0 , 1 54 1 8 , 5  

0 , 050 0 , 06 1  0 , 22 0 , 059 0 , 063 6 , 8  



TABLEAU 4-4 (suite) 

e* 2 06 ( 1 1 8 °) , 

r* 
Exper. 

0 , 2 1 4  0 , 2 1 9  

0 , 3 1 2  0 , 263 

0 , 435 0 , 29 1  

0 , 509 0 , 282 

0 , 6 3 1  0 , 2 1 9  

0 , 730 0 , 1 73 

0 , 8 7 7  0 ,  1 2 1  

e* 2 55 ( 1 46 ° )  , 

r* 
Exper. 

0 , 2 1 4  0 , 273 

0 , 3 1 2  0 , 3 4 1  

0 , 435 0 , 368 

0 , 509 0 , 340 

0 , 63 1  0 , 256 

0 , 730 0 , 1 84 

0 , 87 7  0 , 080 . 

Re = 4 , 1 2  
Ecart Numer . (%)  

0 , 25 1  1 4 , 6  

0 , 293 1 1 , 4 

0 , 287 1 , 4  

0 , 26 1  8 , 0  

0 , 1 96 1 1  , 7 

0 , 1 40 23 , 6  

0 , 063 92 , 1  

Re = 4 , 1 2  
Ecart Numer. (%) 

0 , 244 1 1  , 9 

0 , 320 6 , 6  

0 , 339 8 , 6  

0 , 300 1 3 , 3  

0 , 1 92 33 , 3  

0 , 1 1 0 67 , 3  

0 , 03 1  1 58 , 1 
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Re = 1 6 ,46 Re = 3 7 , 86 
Ecart Ecart Exper. Numer . (%) Exper . Numer . (%) 

0 , 22 1  0 , 279 26 , 2  0 , 220 0 , 273 24 , 1  

0 , 267 0 , 333 24 , 7  0 , 296 0 , 338 1 4 , 2  

0 , 300 0 , 335 1 1  , 7 0 , 324 0 , 360 1 1  , 1 

0 , 284 0 , 302 6 , 3  0 , 299 0 , 330 1 0 , 4  

0 , 1 96 0 , 2 1 3  8 , 7  0 , 247 0 , 230 7 , 4  

0 , 1 26 0 , 1 38 9 , 5  0 , 200 0 , 1 50 33 , 3  

0 , 086 0 ,052 65 , 4  0 , 095 0 , 060 58 , 3  

Re = 1 6 , 46 Re = 37 , 86 
Ecart Ecart Exper . Numer . (%) Exper. Numer . (%)  

0 , 2 73 0 , 254 7 , 5  0 , 280 0 , 247 1 3 , 4  

0 , 350 0 , 34 1 2 , 6  0 , 350 0 , 342 23 , 4  

0 , 373 0 , 378 1 , 3  0 , 380 0 , 397 4 , 5  

0 , 35 1  0 , 340 3 , 2  0 , 362 0 , 362 0 , 0  

0 , 270 0 , 2 1 4  26 , 2 0 , 281 0 , 227 23 , 8  

0 , 1 90 0 , 1 25 52 , 0  0 , 200 0 , 1 45 3 7 , 9  

0 , 086 0 , 042 1 04 , 8  0 , 090 0 , 058 55 , 2  



e*  - ° -

r* 

0 , 509 

0 , 522  

0 , 533 

0 , 6 3 1  

0 , 73 0  

0 , 877  
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TABLEAU 4-5 - Valeurs mesurées de ve * et comparaison avec les valeurs 
numérique s .  Cas du carbopol 0 , 05% en poids ,  20°C,  
P = 1 005 kg .m-3 

Re = 1 Re = 1 0  

Exper. Numer . Ecart (%) Exper. Numer . Ecart (%) 

0 , 509 0 , 509 

0 ,3 7 5  0 , 400 6 , 7  0 , 3 2 7  0 , 396 2 1 , 1 

0 , 3 1 7  0 , 300 

0 , 145 0 , 1 3 7  5 , 8  0 , 1 66 0 , 1 24 33 , 9  

0 , 080 0 , 068 1 7 , 6  0 , 1 20 0 , 084 42 , 9  

0 , 052 0 , 0 1 4  2 7 1 , 4  0 , 068 0 , 029 1 34 , 5  

e* = ° 5 9  (34°)  , 

Re = 1 Re = 1 0  
.r* 

Exper. Numer . Ecart (%)  Exper. Numer.  Ecart (%) 

0 , 2 1 4  0 , 250 0 , 226 1 0 , 6  0 , 287  0 , 260 1 0 , 4  

0 , 3 1 2  0 , 3 1 6  0 , 297 6 , 4  0 , 298 0 , 326 9 , 4  

0 , 435 0 , 3 4 1  0 , 308 1 0 , 7  0 , 334 0, 308 8 , 4  

,. 

0 , 509 0 , 332 0 , 273 2 1 , 6 0 , 299 0 , 26 1  1 4 , 6  

0 , 6 3 1  0 , 282 0 , 1 95 44 , 6  0 , 2 1 1 0 , 1 73 2 2 , 0  

0 , 730 0 , 1 24 0 , 1 37 1 0 , 5  . 0 , 130 0 , 1 1 4 1 4 , 0  

0 , 877  0 , 072 0 , 059 2 2 , 0  0 , 080 0 , 045 77 , 8  



- , 

r* 
EKper. 

0 , 2 1 4  0 , 224 

0 , 3 1 2  0 , 263 

0 , 435 0 , 267 

0 , 509 0 , 246 

0 , 6 3 1  0 , 2 1 1  

0 , 730 0 , 1 80 

0 , 8 7 7  0 , 093 

- , 

r* 
Exper .  

0 , 2 1 4  0 , 230 

0 , 3 1 2  0 , 268 

0 , 435 0 , 279  

0 , 509 0 , 25 1  

0 , 6 3 1  0 , 208 

0 , 730 0 , 1 75 

0 , 87 7  0 , 1 29 
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TABLEAU 4-5 (suite) 

Re = 1 

Numer. Ecart (%) 

0 , 232 3 , 6  

0 , 278 5 , 7  

0 , 276 3 , 4  

0 , 255 3 , 7  

0 , 204 3 , 4  

0 , 1 54 1 6 , 9  

0 , 0 7 1  3 1 , ° 

Re = 1 

Numer. Ecart (%) 

0 , 235 2 , 2  

0 , 275 2 , 6  

0 , 272 2 , 6  

0 , 252 0 , 4  

0 , 204 2 , 0  

0 , 1 55  1 2 , 9  

0 , 0 7 1  8 1 , 7  
"---- -

Re c 10 

EKper. Numer .  Ecart Cr,) 
0 , 260 0 , 282 8 , 5  

0 , 3 1 0  0 , 323 4 , 2  

0 , 3 1 6  0 , 293 7 , 8  

0 , 280 0 , 250 1 2 , 0  

0 , 23 7  0 , 1 66 4 2 , 8  

0 , 200 0 , 106 88, 7 

0 ,099 0 , 04 1  1 4 1 , 5  

Re = 1 0  

Exper . Numer. Ecart (%) 

0 , 2 9 1  0 , 284 2 , 5  

0 , 340 0 , 32 7  4 , 0  

0 , 353 0 , 303 1 6 , 5  

0 , 3 1 5  0 , 258 22 , 1  

0 , 243 0, 1 6 1  50 , 9  

0 , 207 0 , 095 1 1 7 , 9  

0 , 1 30 0 , 033 293 , 9  



e*  = 2 06 ( 1 1 8 ° )  , 

r* 
Exper .  

0 , 2 1 4  0 , 2 1 4  

0 , 3 1 2  0 , 269 

0 , 435 0 , 280 

0 , 509 0 , 2 1 3  

0 , 6 3 1  0 , 1 6 0  

0 , 730 0 , 1 2 1  

0 , 87 7  0 , 08 2  

e* 2 55 ( 1 46 ° )  , 

r* 
Exper . 

0 , 2 1 4  0 , 2 1 6  

0 , 3 1 2  0 , 296 

0 , 435 0 , 3 1 8  

0 , 509 0 , 262  

0 , 6 3 1  0 , 1 92 

0 , 730 0 , 1 27 

0 , 87 7  0, 090 
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TABLEAU 4-5 (suite) 

Re = 1 

Numer . Ecart (%) Exper. 

0 , 237 1 0 , 7  0 , 250 

0 , 286 6 , 3  0 , 307 

0 , 283 1 , 1 0 , 324 

0 , 258  2 1 , 1  0 , 246 

0 , 1 98 23 , 8  0 , 1 76 

0 , 1 4 5  1 9 , 8  0 , 1 29 

0 , 066 24 , 2  0 , 094 

Re = 1 

Numer . Ecart (%) Exper . 

0 , 23 1  6 , 9  0 , 234 

0 , 309 4 , 4  0 , 326 

0 , 328 3 , 1  0 , 334 

0 , 288 9 , 9  0 , 287 

. 0 , 188 2,  1 0 , 2 1 3  

0 , 1 1 8  7 , 6 0 , 1 46 

0 , 044 1 04 , 5  0 , 1 06 

Re = 1 0  

Numer. Ecart (%) 

0 , 274 9 , 6  

0 , 33 7  9 , 8  

0 , 3 3 1  2 , 2  

0 , 278  1 3 , 0  

0 , 1 5 6  1 2 , 8  

0 , 083 5 5 , 4  

0 , 025  276 , 0  

Re = 1 0  

Numer. Ecart (%) 

0 , 25 1  7 , 3  

0 , 342 4 , 9  

0 , 382 1 4 ,4 

0 , 3 1 9  1 1  , 1 

0 , 1 46 45 , 9  

0 , 070 1 0 8 , 6  

0 , 0 1 7  523 , 5  
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4 . 4  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

L ' indice de comportement fluide a peu d ' influence sur les varia

tions de ve* .  Signalons simplement qu ' à  l ' extrêmité des pales , le gradient 
. dVe* . 

de v1tesse 
dr* augmente en valeur absolue lorsque le caractère pseudo-

plastique du fluide s ' accroît : ce point sera commenté dans le paragraphe 

consacré à l ' étude des contraintes . 

4 . 5  COMPARAISON AVEC LES DETERMINATIONS EXPERIMENTALES 

Les dispositifs et les techniques de mesure anémométriques ont 

été décrits  au chapitre 3 .  Les expériences ont été réalisées dans le 
D cas d ' un rapport T = 0 , 508 . 

I l  faut insister , tout d ' abord , sur le fait que, à la précision 

des mesures prè s ,  les hypothèses émises pour réaliser le traitement numérique , 

ont toutes été vérifiées : 

- la composante axiale n ' est  j amais perceptible ; 

- à moins de 1 %  près , toutes les mesures se sont avérées indépen-

dantes de la position axiale, tant que la distance au fond de la cuve est 

restée supérieure à 80 mm. Au-dessous de cette côte , la vitesse axiale n ' est  

plus négligeable et la  vitesse tangentielle est plus faible qu ' aux autres 

côte s .  

En outre , l e  fait que l a  composante radiale soit négligeab le 

devant la composante tangentielle a été observé expérimentalement ,  ce qui 

confirme les résultats du calcul . 

Nous présentons donc dans les tableaux 4-4 et 4-5 diverses valeurs 

de la composante tangentielle de la vitesse.  

L ' examen de ces tableaux, l ' urt relatif à du fuel de rhéologie 

newtonienne , l ' autre à une solution pseudoplastique de carbopol , met en 

évidence un bon accord entre valeurs expérimentales et valeurs issues du 

calcul numérique. L ' écart moyen en effet est dans le cas du fuel de 1 5 , 2% ,  

dans le cas du carbopol de 1 7 , 2% .  Signalons à ce suj et que les écarts 

des tableaux 4-4 et 4-5 représentent la différence en valeur absolue des 

deux vitesse s ,  divisée par la plus petite des vitesses . 

Deux points particuliers cependant , méritent un commentaire 

supplémentaire 
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- à l ' extrêmité des pales (e* � 0 ,  r* � 0 , 509) , les valeurs numéri

ques calculées correspondent aux vitesses tangentielles de la pale . Les va

leurs expérimentales sont déterminées au sein du liquide, pour un rayon 

très proche de celui de l ' extrêmi té de la pale (supérieur seulement de 

4 mm, r* � 0 , 522) . 

Dans les tableaux 4-4 et 4-5 " nous rapportons la valeur numérique 

à l ' extrêmité des pales ainsi que celle obtenue pour le premier point de 

maillage suivant , r* � 0 , 533 .  La valeur expérimentale est à chaque fois 

comprise entre ces deux valeurs numériques . Bien que dans cette zone , les 
. 1 ave* . . 1 1 • gradients de v�tesse � I so�ent �mportants ,  nous avons ca cu e par 

ar 
interpolation linéaire une valeur numérique pour r* � 0 , 52 2 .  Cette vitesse 

calculée est toujours supérieure à la vitesse expérimentale ; ceci est 

normal car la concavité des courbes (voir figure 4-27) montre que, par 

interpolation linéaire, e lle est légèrement maj orée . Nous obtenons néanmoins 

un accord très sati sfaisant . 

- pour les petites valeurs de la vitesse, qui correspondent souvent 

aux grands rayons (r* � 0 , 8 7 7 ,  par exemple) , les écarts entre valeurs expé

rimentales e t  valeurs numériques sont généralement importants .  Rappelons à 

ce propos que les valeurs expérimentales des tableaux 4-4 et 4-5 représen

tent la différence entre la vitesse tangentielle de l ' agitateur e t  une 

valeur issue des lectures sur les voltmètres (équation 3 . 35 du chapître 3) . 

Une faible erreur sur cette dernière provenant par exemple d ' une imprécision 

'de mise en place des sondes ,  d ' incertitudes de lecture , etc • • •  , entraîne un 

écart importan t .  A t i tre d ' exemple,  pour e* � 1 , 08 et r* � 0 , 877 dans le cas 

où Re � 3 7 , 86 et pour le f luide newtonien , l ' écart observé est de 68 , 7% .  

La valeur lue , e t  donc en repère tournant , correspondait à I ve* 1 � 0 , 764.  

La vitesse tangentielle calculée par analyse numérique était en repère 

tournant égale à 0 , 8 1 0 .  L ' écart est alors de 6% : l ' accord est donc b ien 

meilleur que ne le laisse supposer une première lecture des tableaux 4-4 

et 4-5 . 

Ajoutons que pour ces grands rayons ,  la valeur numérique est pra

tiquement toujours inférieure à l ' expérimentale. En repère tournan t ,  la 

valeur expérimentale est donc légèrement sous-estimée . Dans cette région, 

loin de l ' agitateur , il est  possible que la sonde en mouvement crée un 

sillage et que lorsqu' elle y retourne , elle enregistre une vitesse plus 

faible que la vitesse due uniquement à l ' agitateur. 
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5 - CONTRAINTES -

5 . 1 GENERALITES 

Dans le cas général ,  les composantes des contraintes cons tituent 

un tenseur du second ordre dont la symétrie permet de réduire le nombre 

d ' inconnues à six, trois contraintes normales et trois contraintes de ci-

saillement .  Dans le cas plus simple,  que nous considérons ici,  d ' écoule-

ments plans , seules les composantes 'rr ' Le e '  're et 'er demeurent non 

nulles . ; en raison de la symétrie du tenseur , 'rS = 'Sr ' et on démontre 

facilement que pour un f luide incompressible , = - Le e ' Ainsi,  le pro-. rr 
b lème que nous examinons ne comporte-t-il plus que deux inconnues .  

Nous présentons sur les figures 4-29 à 4-33 les 
aVr* 

2 n* ar* ) tanées de la contrainte normale , * (, * rr rr 
= -

évolutions simul

et de la contrainte 

de c isail lement 
a = - n* rr* - ar* 

av * 1 r 7) ' + r* ae* - . 

pour cinq angles différents compris entre 6 °  et 1 74 ° .  Nous avons 

l ' exemple d ' un fluide dilatant (n = 1 , 1 )  agité par un bipale tel 

à Re = 1 0  • 

. e*  = 6 °  (figure 4-29) 

choisi 
D que - = T 

En aval de la pale , la contrainte normale présente un minimum 

très accentué pour les rayons juste inférieurs à celui correspondant à 

0 , 508 ,  

l ' extrêmi té de la  pale en ces ·points , la composante radiale de la vitesse 

augmente assez fort.ement avec r* : le f luide est  chassé vers la paroi de 

la cuve. 

La contrainte de cisaillemen t ,  quant à elle,  pas se par un maximum 

très marqué pour les rayons immédiatement supérieurs à celui correspondant à 

l ' extrêmi té de la pale : c ' es t  en ces points que la vitesse angulaire du 

f luide décroît le p lus vite. Nous pouvons remarquer que, pour cette région, 

les deux contraintes atteignent des valeurs absolues du même ordre de gran

deur , alors que la vitesse radiale est  toujours plus faible que la vitesse 

tangentielle. 

• e *  = 45° (figure 4-30) 

Les variations de , * et , S* en fonction .de r* sont nettement rr r . . 

moins tourmentées .  Hors la région du mobile,  la contrainte normale , * es t  rr 
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proche de zéro . La contrainte de cisaillement varie de -0 , 94 à 0 , 76 en 

passant par un maximum, correspondant approximativement au rayon ·de l '  ex

trêmité des pales , égal à 0 , 94; pour l ' angle de 6 ° ,  le maximum était de 

2 , 63 (figure 4-29) . 

Cette figure nous permet d ' illustrer l ' influence de l ' arbre 

d ' agitation : alors que pour un angle de 6° (figure 4-29) , au point de 

rencontre arbre-pale d ' agitation, les deux contraintes étaient pratique

ment nul les , pour un angle de 45° ,  elles sont en valeur absolue relative

ment importantes : 'rr* = 0 , 84 et 're* = -0 , 94 .  Ainsi ,  en-dehors de l ' angle 

mort au raccordement arbre-pale, l ' arbre exerce-t-i1 des contraintes 

appréciables sur le liquide . 

Pour un rayon supérieur à 0 , 5  environ , la contrainte de cisaille

ment apparaît relat ivement indépendante de r* : ce phénomène se poursuit 

de 45° jusqu ' à  environ 1 20 ° ,  créant ainsi une région importante à contrainte 

constante . 

. e* 90° ( figure 4-3 1 )  

La contrainte normale est sensiblement nulle pour toutes les valeurs 

de la posit ion radiale . La contrainte de cisai llement augmente COmme dans le 

cas précédent , mais l ' amplitude de variations est p lus grande puisque 're* 

sur l ' arbre est égal à - 1 , 86 • 

• e*  1 35 °  (figure 4-32)  

Nous avons pu observer que lorsque le  nombre de Reynolds est faible , 

les évolut ions de 're* pour e* égal à 1 35°  sont identiques à celles obtenues 

pour un angle égal à 45°  ; les 

absolue, mais de si gne opposé .  

évolutions de , * sont identiques en valeur rr 
Dans le cas présenté ici où le nombre de 

Reynolds est déjà élevé pour un régime laminaire,  quelques diff.érences appa

raissent entre les figures 4-30 et 4-32 ; la contrainte normale atteint 

des valeurs absolues parfois plus importantes 

- le maximum de , * est égal à 0 , 5 1  ; le minimum pour e* 45°  rr 
était de -0 , 3 1  ; 

- le minimum de , * est égal à -0, 84. ; le  maximum pour e*  = 45 ° rr 
é tait de 0 , 84 .  Notons ici que dans la région de l ' arbr e ,  une 

symétrie presque parfaite existe .  
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La contrainte de cisaillement att.eint un maximum de 1 , 23 

( 0 , 94 précédemment) et , pour .cet angle , il  n ' est pas possible de discerner 

une zone où la contrainte serait uniforme • 

• e* � 1 74°  ( figure 4-33) 

Les deux contraintes présentent toutes deux un maximum très marqué . 

La valeur de 2 , 7 1 pour Tre* est très comparable à celle de la figure 4-29 

(Tre* � 2 , 53 pour r* � 0 , 533) . Par contre le maximum de T * (T * c 1 , 3 1  rr rr 
pour r* � 0 , 484) est de l' ordre de la moitié de la valeur absolue du minimum 

de la figure 4-29 . 

Notons qu' en paroi de cuve , pour les deux positions e* = 6°  et 

e* � 1 74 ° , les deux contraintes sont très faibles , indiquant une agitation 

peu intense . 

Dans toute la suite , nous limitons notre analyse à la contrainte 

de cisail lement . 

5 . 2  INFLUENCE DE DIT 

Les figures 4-34 et 4-35 représentent les variations de tr e* en 

fonction de r * ,  dans le prolongement de l ' agitateur (e* · = 0) et  sur la mé

diatrice de celui-ci (e* = �) , à même vitesse de rotation pour les quatre 

agitateurs étudiés . Le liquide est newtonien. 

Les allures de variation sont semblables , quel que soit le rapport �. De l ' arbre d ' agitation jusqu ' à  l ' extrêmité de la pale, Tre* augmente , 

passe par un maximum puis décroît j usqu ' à  une valeur négative. A l ' extrêmité 

de la pale , Tre* subit une augmentation brutale et atteint sa valeur maximale 

pour tout le volume· de la cuve ; cette valeur maximale augmente très forte

ment avec le rapport �, puisque par exemp le pour � � 0 , 336 , Tre* vaut 2 , 4  à 

l ' extrêmi té des pales et  pour � = 0 , 82 8 ,  Tre* vaut 1 3 , 1 .  

Sur la médiatrice de l ' agitateur, Tre* augmente de l ' arbre j usqu ' à  

un point situé sur un rayon augmentant avec �'. puis. décroît très lentement 

j usqu ' à  la paroi de la cuve . Lorsque � augment e ,  l ' amplitude de variation 

de la contrainte de cisaillement devient p lus importante ; d ' autre par t ,  la valeur 
Tf D en paroi pour e* = 2 augmente avec T' 
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5 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

L ' influence du nombre de Reynolds sur la contrainte de cisaillement 

'r9* est i l lustrée ici par le tableau 4-6 et les figures 4-36 et 4-37 .  

Le tableau 4-6 donne , pour le mobile de taille � - 0 , 508,  la valeur maximale 

. de la contrainte de cisail lement , c ' est-à-d.ire la valeur à l ' extrêmité des 

pale s .  Lorsque le nombre de Reynolds demeure petit (Re < 2) , 'r9* n ' es t . 

pas affecté par Re ; au�del à ,  'r9* augmente légèrement avec Re . Pour une 

variation du · nombre de Reynolds allant de presque 0 à 20 environ, 'r9* est 

mult iplié par un peu moins de 1 , 1 .  

En paroi de cuve , quel le que soit la nature du f luide , les 

figures 4-36 et 4-37 montr.ent que la contrainte de cisaillement est minimale 

en face de l ' extrêmité des pales (9* = 0 et e* = rr) ; à petit nombre de 

Reynolds (Re < 1 ) ,  le maximum de 're* en paroi ,  est obtenu sur. la médiatrice 

de l ' agitateur . A haut nombre de Reynolds , ce maximum se déplace vers la 

pale amont et est s i tué entre 40' et 50' . Notons ic i que les valeurs de 're* 

en paroi de cuve sont très faib le s ,  comparées aux valeurs aux extrêmités 

des pales . 

5 . 4  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

La contrainte de cisaillement est très influencée par l ' indice de 

.comportement f luide . Considérons par exemple un f luide à comportement rhéo

logique de Carreau. Pour À* = 1 ,  lorsque n passe de 0 , 4  à 1 ,  à faible Re , 

'ra* est multiplié par 3 , 3  ( tableau 4-7) . 

TABLEAU 4-7 - Valeurs maximales de 'ra* : variations en fonction 

de n (modèle de Carreau) dans le cas où � = 0 , 508 ; 

0 , 1 2  < Re < 0 , 30 et À* = 1 

a* = 0 r* = 0 , 508 

n 0 , 4  0 , 5  0 , 6  0 , 7  0 , 8  0 , 9  1 , 0  

'ra * 1 , 85 2 , 39 2 , 96 3 , 57 4 , 42 5 , 1 9  6 , 08 
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TABLEAU 4-6 - Valeurs maximales de , e* D r . 
dans le .cas ou T = 0 , 508 

0 , 082 0 , 247 0 , 823 2 , 47  4 , 1 2  8 , 23 1 2 , 53 

6 , 1 3  6 , 1 3  6 , 1 3 6 , 1 6  6 , 3 9  6 , 4 3  6 , 56 

· n = 0 , 7  (modèle d ' Ostwald de Waele) 

Re 0 , 1 0  1 , 00 1 0 ,00 

cre 
* 3 , 76 3 , 76 4 , 39 

· n = 0 , 8  (modèle d ' Ostwald de Waele) 

Re 0 , 1 0  1 , 00 1 0 ,00 

* 
cre 4 , 47 4 , 4 9  4 , 6 9  

. 

• n = 0 , 9  (modèl e  d ' Ostwald de Waele) 

Re 0 , 1 0  1 ,  OÙ 1 0 , 00 

* 
cre 5 , 26 5 , 2 9  5 , 29  

.variations en  fonction de  Re 

16 ,46  2 4 , 6 9  3 2 , 92 3 7 , 86. 44 , 45 

6 , 70 6 , 70 6 , 77 6 , 8 1  7 , 04 
. 



4-26 

Les figures 4-38 et 4-39 donnent les variations 

en fonction de r* pour deux positions angulaires (6* ,. 6°  

de 'r6* et  

; " 6* = 4 5 ° )  

, * rr 
dans 

le cas d ' u� fluide p seudop1as tique (n = 0 , 4 ) . Si nous comparons ces 

figures à celles obtenues pour les mêmes position"s angulaires (figures 

4-29 et 4-30) , mais avec n = 1 , 1 ,  il apparaît que les valeurs absolues des 

contraintes sont en tout point supérieures dans le Cli'S où 'n = 1 , 1 .  

(Les nombres de Reynolds sont différents ,  mais nous avons vérifié au para

graphe précédent la faiblesse de l ' influence de Re , )  

6 - VISCOSITE APPARENTE -

6 .  1 GENERALITES 

Rappelons que nous avons chois i ,  dans la mise en équation retenue 

ic i ,  d ' utiliser le concept de fluide newtonien généralisé et de viscosité 

apparente . La viscosité apparente n ' est  pas une propriété physique du 

fluide , mais une fonction de la posi tion ou, plus précisément , de l ' état 

des contraintes au point considér é .  Ainsi ,  pour un fluide pseudop1as tique , 

la viscosité apparente est-elle d ' autant plus faible que les contraintes 

sont importantes ; les variations sont inversées dans le cas d ' un fluide 

di latant . 

Dans ces conditions , la viscosit� apparenté apparaît comme un 

indice de l ' état des contraintes au point considéré.  Cet indice , de carac

tère scalaire , est  donc global et par là même , relativement simple.  

pré'cisons cependant qu' il subit des  variations d ' autant plus intenses que 

le caractère non newtonien du fluide est accentué . A contrario,  cet indice 

n ' a  plus aucune signification pour un fluide newtonien. 

6 . 2  RESULTATS 

La figure 4-40 représente les variations de la viscosité apparente 

n" en fonction de r* pour e* = 0 (prolongement de l ' agitateur) . 

Pour un fluide pseudop1astique ,  la viscosité apparente est  impor

tante sur l ' arbre d ' agitation , ell� décroît ensuit e ,  augmente vers un maxi

mum local puis devient minimale à l ' extrêmité de la pale .  De là , elle 

augmente régulièrement j usqu ' à  la valeur" de la paroi . Deux séries de 
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résultats sont présentés en ce qui conc.erne le coas pseudoplastique 

(ic i ,  n = 0 , 7 )  Re '= 0 , 1  e t  Re = 1 .  Sauf pour les extrema, le nombre de, 

Reynolds a assez peu d ' influence sur la viscosité apparente . Pour Re = 0 , 1 ,  

la valeur de n* à la paroi de la cuve est très importante , n* = , 7 , 08 ; à 

faible nombre de Reynolds ,  il  est probable que cette zone est très peu 

agi tée . 

Pour un f l,uide dilatant , des résultats inverses sont obtenus : 

max'mum à l ' extrêmité  de la pale , minimum pour un rayon r* égal à 0 , 90 2 .  

On peut noter que l a  figure 4-4 1 présente les mêmes évolutions 

en fonction de la position radial e ,  mais pour e* = �, soit sur la médiatrice 

de l ' agitateur . A partir de r* = 0 , 3 ,  la viscosité apparente demeure sensi

blement cons tante jusqu ' à  , la paroi de la cuve et égale à une valeur proche 

de 1 pour les trois cas présentés . 'Rappelons 'ici que les deux contraintes 

étaient sensiblement constantes pour la région considérée : voir figures 

4-3 1 et 4-35 . 

Sur la figure , 4-4 1  , un maximum 

r* = 0 ,  1 1 5 dans le cas où n = 0 , 7  et Re 

zone sont , en effe t ,  extrêmement faibles 

de n* 

= 0 , 1 -

(, * rr , 

égal à 2 , 93 est 

Les contraintes 

= -0 , 1 3  et 're* 

observé pour 

dans cette 

= 0 , 02) . 

Sur la figure 4-42 ,  nous avons représenté les variations de la 

viscosité apparente en paroi en fonction de l ' angle e * .  Pour le cas dila

tant (n = 1 , 3 ; Re = 0 , 1 ) ,  l ' amplitude de variation de n* est relativement 

faible (de 0 , 52 à 0 , 92) . Par contre pour un ' f luide, pseudoplastique l ' ampli

tude ,des variations . . de n* est beaucoup plus importante (par exemple"  pour 

Re = 0 , 1  et dans le cas présenté ici , n = 0 , 7 ,  n* évolue de 1 , 1 6 à 7 , 28) . 

Les maxima sont obtenus dans le prolongement exact de' l ' extrêmité des pales 

pour un nombre de Reynolds faib l e .  Pour Re = l ,  le maximum est  obtenu pour 

e* = 1 74 0  (n* = 3 , 76 )  ; pour Re = 1 0 ,  il  est obtenu pour e*  = , 163 0 (n* = 3 , 76) . 

Ces résultats montrent,  qu ' en paroi de cuvè , il  existe, une zone 

à faibles contraintes .  Toutefois', lorsque Re augmente, les figures 4-36 et 
4-37 montrent que les contraintes de cisail lement en paroi tendent à s ' uni

formiser ; i l  en va de même pour les viscosités apparentes .  
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7 - TAUX DE DISSIPATION VISQUEUSE -

7 . 1 GENERALITES 

Le taux de dissipation visqueuse représente la quantité d ' énergie , 

par uni tés de temps et  de volume , transformée irréversiblement en chaleur 

par l ' intermédiaire des frottements visqueux. Il est évidemmen·t intéressant 

de connaître la distribution de cette grandeur dans la cuve · pour préciser 

dans quelles zones les dégradations sont les plus intenses .  Par ailleurs , 

cette donnée suggère à quels endroits de la cuve existent des risques . 

d '·échauffement local , si  la cinétique de transfert de chaleur vers l ' exté-· 

rieur (que nous n ' avons pas étudiée) n ' est  pas suffisamment rapide. 

7 . 2  RESULTATS 

Nous avons choisi d ' il lustrer les variations de � * en présentant . D v 
les résultats relatifs aux conditions T = 0 , 508 ,  Re = 0 , 1 ,  n = 0 , 7  (modèle 

d 'Ostwald de Waele) . Les variations en fonction de r*,  pour c inq positions 

angulaire s ,  apparais sent sur · les figures 4-43 à 4-47 .  Un maximum pour � * v 
apparaît pratiquement toujours pour r* = .0 , 508 ; ce maximum décroît fortement 

Tf · . ·9 Tf ,  lorsque e* passe de 0 à "2 ; il augmente ensu�te de * = "2 a e* = Tf .  Notons 
. que pour les faibles valeurs de Re , les profils spnt sensiblement symétriques 

par rapport à la médiatrice de l ' agitateur : les figures 4-43 et 4-47 

d ' une par t ,  les figures 4-44 et 4-46 d ' autre part , sont pratiquement iden

tique s .  

L e  tableau 4-8 donne les valeurs maximales 

visqueus e ,  pour l ' ensemb le de la cuve ., correspondant 

e* = o .  

du. taux d e  dissipation 

aux point r* = � = 0 508 T ' , 

Nous observons d ' abord que ces maxima sont importants (plusieurs 

dizaines d ' unités) par comparaison avec l es valeurs observées ail leurs dans 

la c1,lve . En second lieu,. nous notons q�e le maximum de dissipat ion vis

queuse � 1, augmente avec le nombre de Reynolds : ce résultat doit être" nuancé v 
en notant que plus l ' indice de comportement est grand , moins l ' augmentation 

de � * est rapide . Enfin � * maximum diminue lors,que n augmente,  quel que v ' v 
soit le nombre de Reynolds . 

La figure 4-48 montre , pour un angle égal à 6 0
. 

et pour � = 0 , 508,  

les variations de � * en fonction de r* pour plusieurs fluides de rhéologies . v 
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TABLEAU 4-8 - D Valeur de la dissipation visqueuse 4> * pour - = 
e*  = 0 ,  r* = 0 , 508 v T 0 , 508 

n = 0 , 7  

n = 0 , 8  

n == 0 , 9  

n. == 

Re 0 , 1 00 

4> * v 3 7 ,  1 

n = 1 , 1  

n = 1 , 2 

n = 1 . ,3  

Re 

4> * v 

Re 

4> * v 

Re 

4> * v 

0 , 247 

37 , 7  

Re 

4> * v 

Re 

4> * v 

Re 

4> * v 

0 , 1 

5 8 , 6  

0 ,  1 

48 , 7  

0 , 1  

42 , 3  

0 , 823 2 , 47  

38 , 4  44 , 0  

- 0 ,  1 
-: 

3 2 , 7  

0 , 1  

30 , 3  

0 , 1  

27 , 2  

1 1 0  

6 0 , 2  1 34 , 8  

1 1 0  

5 1 , 3  74 ,0  

1 1 0  

44 , 4  5 7 , 9  

4 , 1 2  8 , 23 1 2, 3 5  1 6 , 46  2 4 , 6 7  32 , 92 3 7 , 8 6  

5 3 , 8  60 ,4  63 , 7 - 66 , 1 62 , 6  6 1 , 3  - 6 1 , 2 

1 1 0  

3 3 , 7  46 , 1 

1 

30 , 7  

44 , 45 

64 , 9  
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différentes . On observe dans tous les cas , un maximum 'au droit de l ' extrêmité 

, des pales . Nous avons retenu pour cette figure des exemples ,où le ,nombre de ' 

Reynolds demeure faible et n ' a  encore que p'eu d ' influence sur cp * ; pour v 
r* = 0 , 508 ,  il 'apparaît clairement que CPv* diminue lorsque n augmente 

(pour n = 0 , 4 ,  cp * = 1 1 , 5 ; pour n = 0 , 7 ,  cp * = 8 , 5  et pour n = 1 , 3 ,  v , v 
cp * = 5 , 9) . Cette tendance' est déj à inversée pour r* = 0 , 607 où cp * = 1 , 2  v " v 
pour n = 0 , 4 ,  CPv* = 1 , 5 pour n = 0 , 7  et CPv* = 2 , 0  pour n = 1 , 3 .  

8 - PUISSANCE D 'AGITATION -

Rappelons que la puissance d ' agitation constitue un résultat 

macroscopique, obtenu par intégration sur l"  ensemb,le de la cuve . C ' est une 

donnée importante pour le praticien et assez facile à mesurer ; nous allons 

donc pouvoir ici effectuer une deuxième série de comparaisons entre résul

tats théoriques et expérimentaux . 

Nous présentons dans les tableaux 4-9 et 4- 1 0  l ' ensemble des 

résultats obtenus par le calcul et dans les tableaux 4- 1 1  et 4- 1 2  les 

données de l ' expérience ,  respectivement pour les fluides newt,oniens et 

non-newtoniens . 

Les résultats les p lus complets sont ceux fournis par la théorie. 

Nous observons que , quelles que soient la géométrie considérée et la rhéolo

gie du fluide , le produit NpRe a tendance "à augmenter avec Re, de manière 

presqu' imperceptible à faible Re (Re < 1 ) ,  de plus en plus vite au fur et  

à ' mesure que Re croî t .  

s i  nous nous en tenons aux très faibles nombres de Reynolds , 

les résultats du tableau 4-9 montrent que , lorsque � augmente , le produit 

NpRe commence à diminuer ,  pass� par une valeur minimale , puis augmente 

ensuite .  

Que c e  soit pour le modèle d ' Ostwald de Waele o u  pour le modèle 

de Carreau à À* constant , NpRe augmente' nettement avec l ' indice de compor

tement fluide . Ajoutons ici que , à n constant , NpRe diminue lorsque À* 

augmente. 

Volontairement , nous nous limitons ici à de brefs commentaires , 

, car le sujet sera repris au chapitre 8 .  Nous voulons simplement faire re

marquer que les évolutions de Np Re avec Re et n sont très semblables à 
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TABLEAU 4-9 - Puissance d ' agitation dans le cas de fluides newtoniens 

DIT Re Np NpRe 
c 

0 , 336 0 , 036 5893 2 1 2  
. 

0 , 360 592 , 8  2 1 3  

3 , 60 6 9 , 3 3  250 

7 , 2 1  37 , 1 5  268 
. 

0 , 508 0 , 082 2 1 70 1 78 

0 , 1 00 1 75 1  1 75 

0', 247  723 , 5  1 79 

0 , 823 2 1 8 , 0  1 79 

1 , 00 1 75 , 8  1 76 

2 ,4 7  75 , 0  1 85 

4 , 1 2  . 46 , 79 1 93 

8 , 23 2 5 , 07 206 

1 0 , 00 2 0 , 08 20 1  

1 2 , 35 1 7 , 3 5  2 1 4  

1 6 , 4 6  1 3 , 34. 220 

2 4 , 6 9  9 , 1 36 226 

3 2 , 92 6 , 993 230 
. 3 7 , 86 6 , 140  232 

44 , 45 5 , 3 1 8  236 
. 

0 , 656 0 , 1 37 1 328 1 82 

1 , 37  1 33 ,  1 1 82 

1 3 , 70 1 4 , 6 7  20 1  

0 , 828 0 , 2 1 8  1 04 1  227  

2 , 1 8  1 04 , 3  228 

2 1 , 82 1 1 , 06 241  
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TABLEAU 4- 1 0  - Puissance d ' agitat ion dans l e  cas d e  f luides non-newtoniens 
D T = 0 , 508 

Modèle d ' Ostwald de Waele 

n Re Np NpRe 

0 , 7  0 ,  1 973 , 8  9 7 , 4  

1 98 , 44 98 , 4  

1 0  1 1 , 35 
. 

1 1 3 , 5  

0 , 8  0, 1 . 1 1 89  1 1 9  

1 1 2 0 , 2  1 20 

1 0  1 3 , 73 1 3 7  

0 , 9  0 ,  1 1 4 4 1  1 44 

1 1 4 5 , 5  146  

1 0  1 6 , 64 1 66 

1 , 1 0 ,  1 2 1 27 2 1 3  

1 . 2 1 4 , 3  2 1 4  

1 0  24 , 32 243 

1 , 2  0 , 1  2606 26 1  

1 260 , 6  2 6 1  

1 , 3  0 , 1  3 1 50 3 1 5  

Modèle de Carreau 

n À* Re Np NpRe 

0 , 4  1 0 , 30 1  . 422 , 8  1 2 7  

0 , 5  1 0 , 2 5 1  536 , 0  1 34 

0 , 6  1 0 , 209 686 , 3  1 43 

2 572 , 9  1 20 

1 0  320 , 5  66 , 9  

0 , 7  1 0 , 1 74 8 7 8 , 9  1 53 

0 , 8  1 0 , 1 44 1 098 1 59 

2 1 007 1 46 

1 0  749 , 9  1 08 

100 474 , 0  68 , 5  

0 , 9  1 0 , 1 20 1 389 1 6 7 , 0  
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TABLEAU 4- f l  - Puissance d ' agitat ion dans le cas du fuel 
D expérimentale . T = 0 , 508 

Re Np NpRe 

2 , 88 63 , 1 0 1 82 
5 , 1 3 40, 74 209 
7 , 24 25 , 70 186  
9 , 1 2  2 0 , 8 9  1 9 1  

1 2 ,02 1 5 , 1 4  1 82 
1 6 , 2 2  1 1  ,48 1 86 
1 9 , 50 1 0 , 23 1 99 
23 , 44 1 0 , 00 234 
32 ,36  8 , 1 3  263 
63 , 1 0 6 , 3 1  398 

détermination 

TABLEAU 4- 1 2  - Puissance d ' agitat ion dans le 

détermination expérimentale . 

cas du carbopol 
D T = 0 , 50� ; n = 0 ,5 

Re Np NpRe 

3 , 1 6 20 , 42 64 , 5  
7 , 08 1 0 , 23 72 ,4  

1 0 , 00 7 , 4 1  . 74, 1 
1 5 ,85 5 , 89 93 , 4  
1 9 , 50 5 , 37 1 04 , 7  
2 3 , 44 4 , 68 1 0 9 , 7  
3 1 , 6 0  4 , 47  1 4 1 , 3  
63 , 1 0 3 , 80 239 , 8  
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celles de Tre* en bout de pale .  Conune l ' essentiel de la .puissance mécanique 

est dissipé au niveau de l ' extrêmité des pale s , ' cette observation nous 

. semble raisonnable.  

Comparaison avec les déterminations expérimentales 

La méthode de mesure de puissance a été décrite au chapitre 3 .  

·La figure 4-49 représente,  en coordonnées logarithmiques ,  les variations 

du · nombre de puis sance Np avec le nombre de Reynolds Re pour les deux 

liquides testés • .  L ' accord entre les valeurs expérimentales et les valeurs 

numériques (cas du fue l ,  n = 1 )  est tout à fait satisfaisant . 

9 - CONCLUSION :-

Nous venons de présenter les· résultats . principaux des divers tra

vaux que nous avons effectués . dans les cas d ' agitation, en. régime laminaire, 

de mi lieux cons istants ,  newtoniens ou non, par un agitateur b ipale .  

Nous voulons , en premier lieu, insis ter sur le  bon accord qui a 

été observé .entre résultats de l ' analyse numérique et résultats expérimen

taux. La concordance est quasiment parfaite en ce ' qui concerne la puissance 

d ' agitat ion , de qualité p�us faible en ce qui concerne les données locales ' 

de vitesse tangentielle ; mais ,  les hypothèses de base de la 'modé lisation 

(v = 0 et l.- = 0) ont été nettement confirmées et les écarts observés z . . dz 
résultent , à notre avis ,  beaucoup plus d ' erreurs expérimentales, que d ' une 

éventue lle incorrection ' de la méthode numérique. 

La seconde remarque qui se dégage nettement concerne les possibi

lïtés de la voie théorique . Après notre présentation, volontairement limitée 

aux informations qui nous ont paru les plus significative s ,  la puissance de 

l ' approche numérique ne peut être contestée par personne . I l  est certain 

que , dorénavant , l ' ingénieur du génie chimique pourra .obtenir , par cette voie,  

toute information de caractère hydrodynamique qui lui serait nécessaire. 

Nous pensons d ' ailleurs que la nature et la qualité des résultats ainsi obte

nus permet tent au chercheur d ' envisager des traitements  et développements 

ultérieur s ,  sur lesquels nous reviendrons dans nos conclusions générales , 

dans d ' excellentes condit ions économiques , puisqu' aucun investissement de 

. nature expérimentale n ' es t  néces saire . 
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1 - INTRODUCTION -

Ce chapitre 5 est consacré à la présentation des résultats bruts 

relatifs aux écoulements générés par un agitateur à ancre . La nomenclature 

et les dimensions caractéristiques sont précisées sur la figure 5- 1 .  Ce 

mobile est formé de deux bras plans verticaux de hauteur au moins égale 

celle du liquide dans la Leur largeur w w 0 , 0737 .  cuve . est telle que T = 
Quatre diamètres d ' agitateurs ont été retenus , 

. D soit T = 0 , 730 ; 0 , 779  

0 , 828 et  0 , 92 6 .  Les  analyses expérimentales ont été réalisées avec un 
D mobile tel que T = 0 , 77 9 .  

à 

Les analyses du chapitre précédent nous ont montré qu' un f luide 

à comportement rhéologique d ' Ostwald de Waele ou un fluide à comportement 

rhéologique de Carreau, à même indice de comportement et à coefficient 

À* = 2n (À= 1 )  conduisent à des schémas d ' écoulement sensib lement identi.,. 

ques .  Nous avons également observé qu ' il est plus facile de résoudre les 

problèmes numériques dans le cas du modèle de Carreau : nous discuterons 

plus en détai l ces deux observations dans le chapitre 8 .  

C ' est  pourquoi nous ne présentons ici que des résultats acquis 

dans le cas de fluides représentés par le modèle de Carreau ; nous avons 

délibérément choisi À* = 1 .  

L ' ensemble  des cas qui ont été analysés est  précisé sur le 

tab leau 5- 1 .  

2 - FONCTION COURANT -

2 .  1 GENERALITES 

La figure 5-2 · présente la distribution des lignes de courant 

dans le cas où � = 0 , 730 et pour Re = 0 , 1  et n = 1 .  Quels  que · soient le 

nombre · de Reynolds , l ' indice de comportement fluide et le diamètre du 

mobile étudié , il existe pour une ancre cinq zones d ' écoulement 

- près de l ' arbre à l ' intérieur de la ligne fermée $* = 0 ,  

existe une zone de recirculation qui suit l ' agi-tateur dans sa rotation. 

Cette zon.e est de p lus faible surface que dans le cas de l ' agitateur bipale 

- ensuite , de cette ligne cf>* = 0 ,  j usqu ' à  la ligne de courant 

cf>* = - 0 , 1 09 7 ,  qui correspond à la valeur de la fonction courant sur les 
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TABLEAU 5-1 - Résultats disponibles pour l ' agitateur à ancre 

DIT 

0 , 730 

0 , 779  

0 , 828 

0 , 926 

CIT 

0 , 1 35 

0 ,  1 1 1  

0 , 086 

0 , 037  

. 

n 

1 

0 , 75 

0 , 8  

0 , 9  

1 

0 , 65 

0 , 7  

0 ,.8 

0 , 9  

1 

0 , 9  

1 

Re 

0 , 069 

0 , 1  

1 

0 , 25 7  

0 , 257 

0 , 257 

0 , 1  

0 , 25 7  

1 

1 0  

20 

1 

1 

0 , 1 

1 

1 0  

0 , 1  

1 

1 0  

0 , 1  

1 
1 0  

0 , 399 

0 , 332 
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deux bras de l ' ancre , existe une première zone animée d ' un mouvement de 
rotation autour de l ' axe ; 

au-delà de cette ,ligne et jusqu ' à  la paroi de la cuve , on 
observe une seconde zone en rotation autour de l ' axe ; 

- deux autres zones de recirculation, de faible extension, 
apparaissent au voisinage immédiat des deux pales constituant l ' ancre en 
amont et en aval de chacune d ' elles. Ces zones sont délimitées par deux 
lignes �* = - 0 , 1 097 (dans le cas de la figure 5-2) . 

2 . 2 INFLUENCE DE DIT 

Les figures 5-3 et 5-4 représentent les variations de la fonction 
courant �* en fonction de la position radiale r* pour deux angles diffé
rents ,  e* = 0 (prolongement de l ' agitateur) et e* = � (médiatrice de 
l ' agitateur) . 

Sauf pour le cas � = 0 , 926 , la fonction courant , pour e* = 0 ,  

décroît de la valeur zéro sur l ' arbre , jusqu ' à  la valeur sur les bras de 
l ' ancre où elle demeure constante ; elle décroît, ensuite, j usqu ' à  la 
valeur de la paroi . Notons que , dans les trois cas correspondant aux plus 
petits diamètres , la valeur sur la pale augmente en valeur absolue avec 
le rappor't � : ceci signifie que le débit de fluide entre l ' arbre d '  agita

D tion e): la pale augmente ' avec r. 
Dans le cas ; souvent plus intéressant pour la pratique, où 

D 
r = 0 , 926 ,  la fonction courant augmente d ' abord, passe par un maximum et 
décroît ensuite jusqu ' à  la valeur de la pale ; la fonction courant devient 
nulle pour r* = 0, 558 de l ' arbre j usqu ' à  ce point existe une zone de 
rouleaux qui tournent avec l ' agitateur . La figure 5-4 montre que la posi
tion radiale fermant cette zone pour e* = � est r* ' = 0 , 8 7 7 .  La première 
région décrite au paragraphe 2 . 1 est , dans ce cas de très grande surface. 

Pour les trois autres mobiles , la figure 5-4 nous montre que 
cette région est relativement limitée et très correctement i llustrée par 
la figure 5-2 .  

Le débit de fluide , par unité de hauteur , entre l ' extrêmité de 
la pale et la paroi de la cuve , est donné par : 

� * - �* P extrêmité Jr* =D 1 
(ve*) e* = 0 dr* r* =r 

(5 . 1 )  
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L ' intégration de (5 . 1 )  donne la vitesse moyenne entre l ' extrêmité 
de la pale et la paroi de la cuve : 

= 
cp * - cp* p ' extrêmi té . D 1 - -T 

( 5 . 2) 

Les valeurs . correspondantes , exprimées dans un repère lié à 
l ' agitateur, sont rapportées dans le tableau 5-2 : aucune variation régu
lière n ' apparaît clairement . 

TABLEAU 5-2 - Valeurs de < v9* > 9* = 0 n = et Re z 0 , 1  

DIT cp* (paroi) cp* (extrêmité de pale) < v9* >e*=o 

0 , 730 - 0 ,293 - 0 , 1 1 1  - 0 , 6 74 

0 , 779 - 0 , 305 - 0 , 1 48 - 0 , 7 1 0  

0 , 828 - 0 , 266 - 0, 1 77 - 0 , 5 1 7  

0 , 926 - 0 , 1 02 - 0 ,060 - 0 , 568 

2 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Les figures 5-5 et 5-6 illustrent les variations de la fonction 
courant cp* en fonction de la position radiale r*, d ' une part sur la posi
tion angulaire correspondant aux pale s ,  d ' autre part sur la médiatrice de 
l ' agitateur : . le cas choisi est celui d ' un fluide newtonien, agité par un 
mobile de diamètre � = 0 , 77 9 .  

La  fonction courant en paroi augmente avec le nombre de  Reynolds . 
Pour Re = 0 , 1 ,  cp * = - 0 , 305 et pour Re = 20, cp * = - 0 , 280. La tendance p p 
est la même pour la valeur de la fonction courant sur la pale de l ' agita-
teur . Par conséquent , lorsque le nombre de Reynolds augmente , le débit 
entre l ' arbre d ' agitation et l ' extrêmité interne de la pale diminue . D 'ail
leur s ,  de manière globale , le . débit de circulation .entre l ' arbre et la paroi 
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-- -- _ .  

de la cuve diminue . Par contre·, le débit de liquide entre l ' extrêmité externe 
de la pale et la paroi de la cuve ne semble pas affecté par le nombre . de 
Reynolds . 

Les premiers points de la figure 5-6 montrent que la zone de 
recircu1ation qui suit l ' agitateur dans sa rotation est de plus grande sur
face , lorsque le nombre de Reynolds est plus faible ; sur cette position 
angulaire , elle n' apparaît p lus à Re = 20.  

2 . 4  INFLUENCE DE L' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

La figure 5-7 représente les variations de $* en fonction de la 
position radiale ,  pour un angle e� en aval de la pale , égal à i. Le cas 
présenté sur cette figure (Re = 0 , 257 % = 0 , 7 79) montre qu' en première 
approximation , l ' indice de comportement fluide n' affecte pas grandement 
les variations de la fonction courant. Toutefois ,  lorsque n augmente, la 
fonction courant en paroi diminue légèrement . A nombre de Reynolds constant , 
le débit de liquide entre l ' arbre d' agitation et la paroi de la cuve 
semble augmenter un peu avec l ' indice de comportement fluide . Les résultats 
mentionnés dans le tableau 5-3 illustrent cette observation. 

3 - FONCTION ROTATIONNEL -

3 . 1  INFLUENCE DE DIT 

Nous avons porté sur les figures 5-8 et 5-9 les variations de la 
fonction rotationne1 en fonction de la position radiale r* pour un fluide 
newtonien et dans le cas d ' un faible nombre de Reynolds (Re = 0 , 1 ) .  

Pour la position angulaire e* ° (figure 5-8) , w* est d ' abord relativement 
faible sur l ' arbre d ' agitation, puis augmente jusqu ' à  l ' extrêmité interne 
de la pale : la valeur en ce point constitue d ' ailleurs le maximum de w* 

D pour l ' ensemble de la cuve ; ce maximum augmente avec le rapport T' Sur la 
pale de l ' ancre , w* décroît de façon lente et régulière ; en effet, w* 
s 1 écrit alors : 

w* 
élv * r - r* éle* ( 5 . 3 )  
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TABLEAU 5-3 - Valeurs de la fonction courant en paroi de cuve et 
sur les pales de l ' agitateur 

. 

n DIT Re cp* (paroi) cp* (pale) 
.. 

1 0 , 730 0 , 069 - 0 , 322 - 0 , 1 36 
c 0 , 1 0 ,293 0 , 1 1 0  - -

1 - 0 , 293 - 0 , 1 04 

0 , 779 0 , 1  - 0 , 305 - 0 , 1 4 7  
0 , 257 - 0 , 277 - 0 , 1 23 
1 - 0 , 282 - 0 , 1 22 

1 0  - 0 , 280 - 0 ; 1 2 2  
. 20 - 0 , 280 - 0 , 1 24 

Re DIT n cp* (paroi) cp* (pale) 

0 , 257  0 , 779 0 , 75 - 0 , 294 - 0 , "1 38 
0 , 8  - 0 , 292 - 0, 1 40 
0 , 9  - 0 , 268 - 0 , 1 53 
1 - 0 , 277 - 0 , 1 23 

0 , 1 0 , 828 0 , 8  - 0 , 280 - 0 , 1 78 
0 , 9  - 0 , 270 - 0 , 1 60 
1 - 0 , 266 - 0 , 1 77 
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Sur l ' extrêmité externe de la pale,  w* décroît brusquement . 

Généralement , la valeur obtenue en ce point constitue un minimum pour 

toute la cuve agitée. Ins istons ici sur l ' importance , en valeur absolue ,  

du rotationnel aux extrêmi tés des pales : i l  existe , là , deux régions 

d ' écoulement très fortement cisai l l é .  La fonction rotationnel croît ensuite 

j usqu ' à  la valeur de la paroi sans que , comme dans le cas de l ' agitateur 

bipale , nous observions une pl age à w* constant . 

Sur la médiatrice de l ' agitateur (8*  = 1) ' w* décroît de façon 

monotone de l ' arbre d ' agitation à la paroi de la cuve. La valeur maximale 

obtenue sur l ' arbre augmente avec le rapport DIT , alors que la valeur 

minimale en paroi de cuve diminue , indiquant ainsi que l ' amplitude de 

variation de w* augmente avec DIT. 

Sur ces figures 5-8 et 5-9 ,  les résultats relatifs au rapport 
D T = 0 , 926 sont donnés pour une nombre de Reynolds égal à 0 , 3 3 .  Ceci ne 

nuit pas ,aux comparaisons effectuées car , comme nous allons le voir 

ci-dessous , l ' inf luence du nombre de Reynolds sur W' est très peu marquée.  

3 . 2  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Les figures 5- 1 0  et 5- 1 1  représentent l ' influence du nombre de 

Reynolds sur la fonction rotat ionne l .  En première approximation, dans le  

prolongement de l ' agitateur , w* varie peu avec Re . Toutefois , sur la pale 

de l ' ancre , l ' amplitude de variation de w* augmente avec Re : ce fait a 

été observé lors de la présentat ion de l ' agitateur bipale (voir figure 4- 13 ) . 
Par conséquent , la zone fortement cisaillée autour de l ' extrêmité des pales 

s ' é largit lorsque Re augment e .  

A R e  = 20 , sur l a  fi gure 5- 1 1 ,  nous observons un maximum à 

partir duquel w* décroît j usqu ' à  la valeur de la paroi . 

3 . 3  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

L ' ensemble des résultats a montré que les variations de l ' indice 

de comportement f luide provoquaient des évolutions presque insens ibles du 

profil de rotationnel .  



5-9 

4 - COMPOSANTES DE LA VITESSE -

4 .  1 GENERALITES 

Les figures 5- 1 2  à 5- 1 7  représentent les variations des deux com
posantes non nulles de la vitesse (vr* ,  ve*) en fonction de la position ra
diale dans le cas du rapport de diamètres � = 0 , 828 . Les résultats des 
figures 5- 1 3  à 5- 1 7  correspondent à un fluide newtonien et un nombre de 
Reynolds égal à 1 0 .  En comparant les figures 5- 1 2  et 5- 1 3 ,  il apparaît que 
pour les deux cas représentés ici, les allures de variation sont identiques .  
C ' est ainsi que pour une position angulaire de 6° en aval de la pale, la 
vitesse tangentielle augmente lentement j usqu ' aux positions radiales corres
pondant à la pale, puis décroît ensuite jusqu ' à  devenir nulle en paroi .  
Notons qu ' en passant de l ' angle correspondant à la pale (e* = 0 )  à e* = 6 ° ,  
la vitesse tangentielle maximale décroît de 0 , 83 à 0 , 67 (Re = 1 ; n = 0 .65) 
et de 0,83 à 0 , 6 1  (Re = 1 0  ; n = 1 ) : nous reviendrons plus tard sur les 
quelques différences entre les deux courbe s .  La vitesse radiale est d ' abord 
négative . passe par un minimum égal. à - 0 , 1 7  (Re = 1 ; n = 0 .65) ou à 
- 0 , 25 (Re = 1 ° ; n = 1 )  ; v * augmente ensuite vers un maximum local r 
compris entre 0 , 1 1  et 0 , 1 2  et diminue jusqu ' à  zéro en paroi . Devant la 
pale donc et séparés par la ligne de courant se fermant sur la pale, exis-
tent deux courants qui divergent le courant interne est poussé vers 
l ' intérieur de la cuve , alors que le liquide près de la paroi se déplace 
vers l ' extérieur . Dans cette région de la paroi, il est possible, parfois , 
d ' observer une vitesse tangentielle négative . 

Pour un angle de 45° en aval de la pale ( figure 5- 1 4) , les carac
téristiques de l ' écoulement sont déj à totalement différentes ; la vitesse 
tangentielle, au lieu d ' être seulement important.e dans la région de la 

, 

pale, est beaucoup mieux distribuée le maximum est maintenant égal à 
0 , 33 et est approximativement situé à la position radiale r* = 0 , 5 .  
La vitesse radiale est partout négative, mais demeure faible en valeur 
absolue. Sur la médiatrice de l ' agitateur (figure 5- 1 5) ,  la vitesse tangen
tielle présente un profil identique à celui de la figure précédente ; la 
vitesse radiale est pratiquement nulle . 

Sur la position angulaire e* = 1 35° , le profil de ve* est encore 
identique , mais le maximum est supérieur à celui du cas précédent et ,  
surtout , est déplacé vers la périphérie de la cuve , alors que v * prend r 
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des valeurs positives près de l ' arbre d ' agitation. Globalement ,  à partir 

de cette position angulaire , le liquide est chassé du centre vers la paroi 

de la cuve . 

Juste derrière la pale ,  e* = 1 74 °  (figure 5- 1 7) , la vitesse tan

gentielle présente sensib lement la même allure qu ' en aval : le maximum 

est toutefois plus accentué ( 0 , 70 au l ieu de 0 , 6 1 ) .  Sur les positions ra

diales correspondant aux extrêmités des pales , v * est de signe opposé r 
à ce qu ' il était pour e* = 6° (figure 5- 1 3 ) . 

4 . 2  INFLUENCE DE DIT 

Les phénomènes décrits précédemment se retrouvent pour les autres 

rapports DIT. Indiquons simplement que , lorsque DIT augmente , les valeurs 

sur les pales augmentent et les maxima qui correspondent aux positions 

angulaires immédiatement en amont ou en aval des pales augmentent égale

ment , aussi bien en ce qui concerne la vitesse tangentielle que la vitesse 

radiale .  

4 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Les figures 5- 1 2  et 5- 1 3  montrent l ' influence simultanée du 

nombre de Reynolds et de l ' indice de comportement fluide . Il  est apparu 

que lorsque Re et n augmentent,  ve* sur la position radiale correspondant 

à la pale,  diminue plus vite lorsque e *  passe de 0° à 6 ° .  Par contre, la 

vitesse radiale augmente en valeur absolue . 

La figure 5- 1 8  traduit l ' influence,  sur ve*, de Re seul , dans 

le prolongement de l ' agitateur . Nous ferons deux remarques 

de r* = � j usqu ' à  r*  = 1 ,  ve* semb le augmenter avec Re , ·  

(phénomène également noté dans l e  cas de l ' agitateur bipale) 

juste avant l ' extrêmité  interne de la pale, ve* diminue avec Re . 

4 . 4 INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

La figure 5- 1 9  présente un exemp le caractéristique. S ' il est cer

tain que les variations de n ne transforment pas de façon radicale la forme 

des profils de vitesse,  des différences significat ives apparaissent cepen

dant . Entre l ' arbre et la pal e ,  ve* augmente quand n diminue, alors qu' on 

observe le phénomène inverse entre la pale et la paroi de la cuve. 
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4 . 5  COMPOSANTES DE LA VITESSE A r* = r*IY ET r* � DIT 

Nous présentons sur les figures 5-20 à 5-23 les variations des 
deux composantes de la vitesse , .  pour les deux positions radiales corres
pondant aux extrêmités d ' une pale , en fonction de la position angulaire . 
Ces quatre .figures montrent 
symétrique par rapport à· e* 

que 11 = 2" 

le profil de vitesse tangentielle est 
, alors que le 

est antisymétrique ( symétrique avec changement 
profil de vitesse radiale 
de signe) . Nous ajouterons 

que lorsque D/T augrnente , l ' amplitude de variations de ve* est plus grande , 
et les maxima et minima de v * sont plus importants en vllleur absolue. r 

4 . 6  COMPARAISON AVEC LES DETERMINATIONS EXPERIMENTALES 

Rappelons que les vérifications expérimentales ont été réalisées 
dans le cas du mobile de diamètre tel que � = 0 , 779 . Les premières expé-
riences réalisées ont permis de vérifier sans restriction les hypothèses 
à la base de la résolut·ion numérique , à savoir 

la composante axiale de la vitesse n ' est jamais perceptible, 
sauf au fond de la cuve 

- les vitesses sont indépendantes de la position .axiale , pour 
autant que la distance au fond de la cuve soit supérieure à 

1 00 mm. En effet , le fond de la cuve provoque une diminution 
de vitesse, alors . que le bras de hauteur 20 mm reliant les 
deux pales de l ' ancre , génère une faible composante axiale . 

Les mesures ont aussi montré que la composante radiale demeure , 
en général, faible devant la composante angulaire . Nous nous limitons donc 
à comparer les valeurs expérimentales et numériques de la vitesse angu
laire, pour un fluide newtonien (fuel) dans le tableau 5-4 et .pour un 
fluide pseudoplastique (carbopol) dans le tableau 5-5 .  
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TABLEAU 5-4 - Valeurs mesurées de ve* et comparaison avec les valeurs 

numériques . Cas du fuel à 1 9°C (p = 5 , 766 poiseuilles)  

Déterminations expérimentales effectuées à la côte z* = 0 , 6 7 9  

r *  Re ve* (exp . )  ve* (num. ) /';ve*/Ve* (%) 

0 , 506 1 , 00 0 , 294 0 , 245 2 0 , 0  

1 , 57  0 , 296 0 , 245 2 0 , 8  

1 , 68 0 , 285 0 , 245 1 6 , 3  

1 , 95 0 , 283 0 , 245 1 5 , 5  

r *  Re ve * (exp . )  Ve * (num. ) /';ve */ve* (%) 

0 , 506 0 , 97 0 , 386 0 , 322 1 9 , 9  

1 , 07 0 , 379 0 , 322 1 7 , 7  

1 , 27  0 , 378 0 , 322 1 7 , 4 

1 , 57  0 , 3 7 1  0 , 322 1 5 , 2  

r* Re ve* (exp . )  Ve* (num. ) /';ve*/ve* (%) 

0 , 506 1 , 1 9 0 , 397 0 , 3 1 3  26 , 8  

1 , 34 0 ,330 0 , 3 1 3  5 , 4  

1 , 50 0 , 398 0 , 3 1 3  2 7 , 2  

1 , 78 0 , 395 0 , 3 1 3  26 , 2  

r* Re ve* (exp . )  ve* (num. ) /';ve*/ve * (%) 

0 , 506 0 , 8 1  0 , 345 0 , 3 1 8  8 , 5  

1 , 1 4  0 , 350 0 , 3 1 8  1 0 ,  1 

1 , 34 0 , 388 0 , 3 1 8  2 2 , 0  



e* = 2 , 44 ( 1 40") . 

r* Re 

0 , 506 0 , 4 3  

0 , 74 

1 , 09 

e* = 2 ,79 ( 1 60")  

r* Re 

0 , 506 0 , 74 

0 , 87 

1 ,33 
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TABLEAU 5-4 (suite) 

ve* (exp . )  ve* (num. ) 
0 , 265 0 , 325 

0 , 256 0 , 325 

0 , 304 0 , 325 

ve* (exp . )  ve* (num. ) 
0 , 1 98 0 , 304 

0 , 285 0 , 304 

0 , 326 0 , 304 

e* 1 , 57  (90" médiatrice de l ' agitateur) 

r* Re ve* (exp . )  ve* (num. ) 

0 , 506 0 , 28 0 , 3 9 1  0 , 308 

0 , 29 0 , 4 1 6  0 , 308 

0 , 4 2  0 , 392 0 , 308 

0 , 43 0 , 364 0 , 308 

0 , 56 0 , 383 0 , 308 

0 , 68 0 , 352  0 , 308 

1 , 1 2  0 , 347  0 , 308 

1 , 22 0 , 360 0 , 308 

1 , 34 0 , 365 0 , 308 

1 0 , 1 5  0 , 404 0 , 328 

1 8 , 00 0 , 362  . 0 , 324 

25 , 55 0 , 363 0 , 320 

6ve*/ve* (7.) 
2 2 , 6  

2 7 , 0  

6 , 9  

6ve*/ve* (::0 
53 , 5  

6 , 7  

7 , 2  

6ve*/ve* (%) 

26 , 9  

35 , 1  

2 7 , 3  

1 8 , 2  

24 , 4  

1 4 , 3  

1 2 , 7  

1 6 , 9  

1 8 , 5  

23 , 2  

1 7 , 3  

1 3 , 4  



e* = 1 , 5 7  (90· 

r* Re 

0 , 3 2 2  3 , 68 

3 , 89 

4 , 28 

4 , 36 

5 , 70 

5 , 78 

6 , 39 

2 6 , 75 

2 6 , 88 

45 , 03 

5 2 , 3 5  

0 , 40 1  3 , 35 

6 , 7 7  

8 , 75 

0 , 648 20 , 3 2  

2 2 , 44 

2 6 , 0 7  

2 7 , 07 

3 0 , 60 

33 , 1 3 

3 4 , 58 

36 , 48 

3 7 , 6 1  

4 0 , 4 5  

4 1 , 38 

4 4 , 63 

4 5 , 8 9  

4 9 , 98 

0 , 837 2 , 55 

9 , 34 

1 4 , 1 6  
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TABLEAU' 5-4 ( suite) 

médiatrice de l ' agitateur) 

ve* (exp . )  ve* (num. ) 

0 , 3 1 7  0 , 288 

0 , 3 1 6  0 , 287 

0 , 3 1 7  0 , 286 

0 , 3 1 1  0 , 285 

0 , 3 1 6  0 , 280 

0 , 3 1 5  0 , 279 

0 , 3 1 5  0 , 277 

0 , 292 0 , 1 97 

0 , 293 0 , 1 97 

0 , 283 0 , 1 26 

0 , 290 0 , 098 

0 , 353 0 , 320 

0 , 344 0 , 3 1 1  

0 , 34 1  0 , 306 

0 , 495 0 , 3 30 

0 , 458 0 , 357 

0 , 486 0 , 368 

0 , 483 0, 372 

0 , 492  0 , 383 

0 , 536 0 , 39 1  

0 , 490 0 , 396 

0 , 5 1 9  0 , 402 

0 , 5 2 1  0 , 405 

0 , 5 1 3  0 , 4 1 4  

0 , 524 0 , 4 1 7  

0 , 500 0 , 428 

0 , 53 1  0, 432 

0 , 492 0 , 445 

0 , 282 0 , 1 5 9  

0 , 1 6 7 0 , 1 86 

0 , 326 0 , 206 

t:.ve*/ve* (%) 

1 0 ,  1 

1 0 ,  1 

1 0 , 8  

9 , 1  

1 2 , 9  

1 2 , 9  

1 3 , 7  

48 , 2  

48 , 7  

1 24 , 6  

1 95 , 9  

1 0 , 3  

1 0 , 6  

I l , 4  

50 , 0  

28 , 3  

32 , 1  

29 , 8  

28 , 5  

3 7 , 1 

23 , 7  

2 9 , 1 . 

28 , 6  

23 , 9  

25 , 7  

1 6 , 8  

2 2 , 9  

1 0 , 6  

7 7  , 4  

I l  , 4  

58 , 3  
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• Tableau 5-4 

Pour les nombres de Reynolds de ce tableau, les valeurs numériques 

ont été calculées par extrapolation ou interpolat ion entre l ' ensemble  de 

nos résultat s .  
� *  

Nous avons sur ce tableau rapporté l ' écart ___ 6_ , calculé comme v6* 
au chapître précédent : la différence entre les deux déterminations e s t  

divisée par l a  plus petite vitesse en valeur absolue . L ' écart moyen e s t  

d ' environ 26% , ce qui e s t  relativement élevé . Remarquons toutefois que 

l ' écart moyen correspondant aux cas où Re est supérieur à 20 est  égal à 

43% . Pour la position radiale r* = 0 , 837 , cet écart est  égal à 49%.  Si  

nous ne tenons pas compte des résultats obtenus dans ces deux situations , 

l ' écart moyen devient égal à 1 7% .  

En ce qui concerne les résultats relatifs à la posi tion radiale 

r* ' = 0 , 83 7 ,  nous avons déj à s ignalé (paragraphe 4 . 5  du chapître 4) que pour 

ces grands rayons , la technique de la sonde tournante était peu adaptée 

pour la détermination des vitesses dans un repère fixe . A t itre d ' exemple,  

les valeurs en repère mobile,  pour Re = 

(ve*) = 0 , 63 1 . L ' écart n ' est plus de num 

1 4 , 1 6 ,  sont (ve*) exp 
58 , 3% mais de 2 3 , 5 % .  

= 0 , 5 1 1 de 

Aux nombres de Reynolds supérieurs à 20 ,  les vitesses expéri

mentales deviennent systématiquement supérieures aux vitesses numériques .  

Dans ce  cas , les  valeurs numériques qui sont obtenues par extrapolation 

sont sûrement moins correctes que les expérimentales. Sur la posi tion TI angulaire concernée (e*  = 2) ' à partir de Re = 20 , ve* augmente de manière 

sensible avec Re. 

Nos résultats expérimentaux d ' ail leurs , dans leur ensemb l e ,  per

mettent de préciser l ' influence de Re sur ve * .  Sur la position radiale 

r* = 0 , 506 , c ' es t-à-dire pour r* < r*
IY

' de e* = ° jusqu ' à  e* = �, lorsque 

Re augmente , ve* diminue légèrement . De e* = � jusqu ' à  e* = TI,  l ' effet 

contraire est observé. Retenons que sur une large gamme de nombres de 

Reynolds , Re pouvant at teindre 5 0 ,  les variations relatives de ve* n ' ex

cèdent pas 1 0 % .  
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TABLEAU 5-5 - Valeurs mesurées de ve* et comparaison avec les valeurs 

numériques . Cas du carbopol 0 , 05% en poids , 20 D C ,  

r* 

0 , 803 

0 , 803 

0 , 869 

0 , 869 

-3 -1 n-2 . 
p = 1 005 kg . m  , m = 5 , 30 kg.m . s  , n = 0 , 50 

Re ve* (exp . )  ve* (num . )  b.ve*/ve* 

2 , 1 0  0 , 3 7 1  0 , 387 4 , 3  

8 , 85 0 , 403 0 , 387  4 , 1  

1 , 44 0 , 224 0 , 1 24 8 0 , 6  

1 0 , 7 7  0 , 1 8 6  0 , 1 30 43 , 1  

(%) 

• ces déterminat ions expérimentales ont été effectuées à la côte z *  = 0 , 679 .  

r* z·* Re ve* (exp . )  ve* (num. ) b.ve*/ve* (%) 

0 , 6 1 6  0 , 6 79 2 , 85 0 , 335 0 , 5 0 1  4 9 , 6  

0 , 6 1 6  0 , 6 79 9 , 75 0 , 444 0 , 483 8 , 8  

.0 , 6 1 6  0 , 6 79 2 8 , 56 0 , 502 0 , 4 5 1  1 1 , 3 

0 , 742 0 , 07 1  2 , 03 0 , 357 0 , 497 3 9 , 2  

0 , 742 0 , 0 7 1  2 , 85 0 , 496 0 , 535 7 , 9  

0 , 742 0 , 0 7 1  4 , 02 0 , 467 0 , 529 1 3 , 3  

0 , 742 0 , 0 7 1  1 2 , 40 0 , 49 1  0 , 495 0 , 8  

0 , 742 0 , 0 7 1  1 3 , 99 0 , 479 0, 490 2 , 3  

r* z *  Re vet' (exp . )  ve* (num. ) b.ve*/ve* (%) 

0 , 742 0 , 0 7 1  2 , 99 0 , 3 7 1  0 , 3 74 0 , 8  

0 , 742 0 , 0 7 1  8 , 1 4  0 , 324 0 , 348 7 , 4  

0 , 742 0 , 0 7 1  1 8 , 6 2  0 , 307 0 , 322 4 , 9  



r* z *  Re 

0 , 742 0 , 0 7 1  4 , 39 

0 , 0 7 1  2 1 , 50 

0 , 1 1 8 4 , 1 2  

0 , 1 1 8 1 1 ,84  

0 , 1 82 3 , 5 7  

0 , 1 8 2  1 6 ,47  

0 , 585 3 , 0 9 

0 , 585 1 0 , 47 

0 , 6 79 3 , 07 

0 , 6 7 9  1 1  , 23 

0 , 790 2 , 75 

0 , 790 9 , 98 

e* = 0 , 66 (38°)  

r* z *  Re 

0 , 6 1 6  0 , 6 79 4 , 1 6  

0 , 6 1 6  0 , 679 1 7 ,  1 3  

0 , 742 0 , 0 7 1  4 , 04 

0 , 742 0 , 07 1  1 3 , 7 1  

r* z *  Re 

0 , 742 0 , 0 7 1  3 , 1 0  

0 , 74 2  0 , 0 7 1  1 5 , 68 
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TABLEAU 5-5 ( suite) 

ve* (exp . )  

0 , 33 1  

0 , 24 1  

0 , 4 1 3  

0 , 408 

0 , 401  

0 , 439 

0 , 3 6 1  

0 , 343 

0 , 430 

0 , 343 

0 , 426 

0 , 344 

ve* (exp . )  

0 , 407 

0 , 427 

0 , 2 1 0  

0 , 250 

ve* (exp . )  

0 , 263 

0 , 280 

ve* (num. ) 

0 , 345 

0 , 302 

0 , 344 

0 , 3 1 5  

0 , 349 

0 , 309 

0 , 332 

0 , 298 

0 , 332 

0 , 298 

0 , 334 

0 , 299 

ve* (num. ) 

0 , 356 

0 , 337 

0 , 297 

0 , 274 

ve* (num. ) 

0 , 2 7 1  

0 , 264 

/::'ve*/ve* (%) 

4 , 2  

2 5 , 3  

20 , 1  

! 29., 5 

1 4 , 9  

4 2 , 1 

8 , 7  

1 5 ,  1 

2 9 , 5  

1 5 ,  1 

2 7 , 5  

1 5 ,  1 

/).ve*/ve * (%) 

1 4 , 3  

26 , 7  

4 1 , 4  

9 , 6  

/).ve*/ve* (%) 

3 , 0  

6 ,  1 
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TABLEAU 5-5 (suite) 

r* z *  Re ve* (exp . )  

0 , 6 1 6  0 , 6 7 9  0 , 77 0 , 044 

0 , 6 1 6  0 , 679  7 , 53 0 , 345 

0 , 742 0 , 0 7 1  4 , 69 0 , 204 

0 , 742 0 , 07 1  1 8 , 58 0 , 297 

e* 1 , 57 (900  médiatrice de l ' agitateur) 

r* z *  Re ve* (exp . )  

0 , 205 0 , 679  3 , 30 0 , 1 23 

0 , 205 0 , 679  1 2 , 60 0 , 1 25 

0 , 4 2 7  0 , 679  2 , 30 0 , 357 

0 , 42 7  0 , 6 7 9  2 , 74 0 , 340 

0 , 42 7  0 , 679 23 , 1 3  0 , 34 1  

0 , 506 0 , 679  1 , 3 1  0 , 256 

0 , 506 0 , 6 7 9  1 , 5 1  0 , 252 

0 , 506 0 , 679  1 9 , 3 3  0 , 424 

0 , 6 1 6  0 , 679  1 , 87 0 , 3 1 6  

0 , 6 1 6  0 , 679  1 5 , 29 0 , 4 3 1  

0 , 632 0 , 67 9  2 , 46 0 , 334 

0 , 742 0 , 0 7 1  1 , 56 0 , 1 9 1  

0 , 742 0 , 0 7 1  1 , 74 0 , 1 8 2  

0 , 742 0 , 0 7 1  2 , 43 0 , 202 

0 , 742 0 , 0 7 1  1 2 , 3 7  0 , 278 

0 , 742 0 , 0 7 1  1 7 , 43 0 , 297 

0 , 742 0 , 1 8 2  4 , 30 0 , 239 

0 , 742 0 , 1 8 2  1 3 , 79 0 , 256 

0 , 742 0 , 245 3 , 86  0 , 258 

0 , 742 0 , 245 1 0 , 28 0 , 246 

0 , 803 0 , 679  2 , 77 0 , 2 7 1  

0 , 803 0 , 679  7 , 88 0 , 254 

ve* (num . )  I::.ve*/ve* (%) 

0 , 297 -

0 , 3 1 3  1 0 , 2  

0 , 24 1  1 8 ,  1 

0 , 264 1 2 , 5  

ve* (num . )  I::.ve*/ve* (%)  

0 , 1 74 4 1 , 5  

0 ,  1 1 2 1 1 , 6 

0 , 327  9 , 2.. 

0 , 326 4 , 3  

0 , 282 20 , 9  

0 , 328 28 , 1  

0 , 328 30 , 2  

0 , 325 30 , S  

0 , 300 5 , 3  

0 , 342 26 , 0  . 

0 , 296 1 2 , 8  

0 , 228 1 9 , 4  

0 , 229 25 , 8  

0 , 232  1 4 , 9  

0 , 279 0 , 4  

0 , 302 ' · 1 , 7  

0 , 24 1  0 , 8  

0 , 285 1 1  , 3  

0 , 239 7 , 9  

0 , 269 9 , 3  

0 , 1 88 44 , 1  

0 , 2 1 1 20 , 4  



r* z *  Re 

0 , 6 1 6  0 , 679 4 , 44 

0 , 6 1 6  0 , 679  2 1 , 5 7  

0 , 742 0 , 0 7 1  1 , 87 

0 , 742 0 , 07 1  5 , 05 

0 , 74 2  0 , 0 7 1  1 1  , 30 

0 , 74 2  0 , 07 1  1 3 , 8 5  

r* z * Re 

0 , 742 0 , 07 1  3 , 22 

0 , 742 0 , 0 7 1  1 1 , 75 

r* z * Re 

0 , 6 1 6  0 , 679  3 , 29 

0 , 6 1 6  0 , 679 2 3 , 5 1  

r* z * Re 

0 , 6 1 6  0 , 6 79 9 , 63 

0 , 6 1 6  0 , 679 2 9 , 9 7  
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TABLEAU 5-5 (suite) 

ve* (exp . )  

0 , 408 

0 , 440 

0 , 288 

0 , 3 1 3  

0 , 287  

0 , 325 

ve* (exp . )  

0 , 227  

0 , 305 

ve* (exp . )  

0 , 453 

0 , 565 

ve* (exp . )  

0 , 504 

0 , 570 

Ve* (num. ) 

0 , 336 

0 , 397 

0 , 263 

0 , 287 

0 , 330 

0 , 348 

ve" (num. ) 

0 , 303 

0 , 364 

ve* (num. ) 

0 , 393 

0 , 469 

ve* (num. ) 

0 , 484 

0 , 548 

6ve*/ve* (%) 

2 1 , 4  

1 0 , 8  

9 , 5  

9 ,  1 

1 5 , 0  

7 ,  1 

6ve*/ve* (%) 

3 3 , 5  

1 9 , 3  

6ve*/ve* (%) 

1 5 , 3  

20 , 5  

6ve*/ve* (%) 

4 , 1  

4 , 0  



5-20 

• Tableau 5-5 

Comme dans le cas précédent , les vitesses tangentielles prove

nant de l ' analyse numérique , ont été pour les divers nombres de Reynolds , 

calculées par interpolation ou extrapolation. Sur ce tableau apparais sent 

des résultats acquis à plusieurs côtes z* et en particulier à z *  = 0 , 07 1 ,  

soit à 45 mm du fond de la cuve. A cette hauteur , la composante axiale 

n ' est  pas perceptible,  mais les signaux anémométriques ne sont pas iden

tiques à ceux obtenus aux côtes z > 1 00 mm : la vitesse tangentielle 

est plus faible.  La comparaison d ' ailleurs avec la valeur numérique montre 

que pour z* = 0 , 07 1 ,  les valeurs numériques sont supérieures aux valeurs 

expérimentales (23 fois sur 27) ; pour les autres côtes,  les valeurs expé

rimentales sont légèrement supérieures aux valeurs numériques (34 fois 

sur 44) . 

De façon générale , un bon accord est  observé entre vitesses 

numériques et expérimentales . Les points de plus 

pondent aux valeurs les p lus petites (e* = 0, r* 

grand désaccord corres-
11 = 0 , 869 , e*  = 2' 

r* = 0 , 205 ,  etc • . . • .  ) .  Si nous ne tenons pas compte de ces points,  l ' écart 

moyen se situe aux alentours de 1 4% ; il est très satisfaisant car il  

est  du  même ordre que la  précision attendue de l ' anémométrie à film chaud . 

Les possibilités d ' erreur sont en effet nombreuses : étalonnage des sondes , 

position de celles-ci en cuve agitée , mauvaise distribution de températu

res en cuve agitée , surchauffe du film chaud non constante, etc • • . •  

5 - CONTRAINTES -

5 . 1 GENERALITES 

Nous présentons sur les figures 5-24 à 5-35 les évolutions simul

tanées de la contrainte normale , * et de la contrainte de cisaillement rr 
're* pour deux conditions différentes : 

- pour la première 

à 5-29) 

- pour la seconde 

à 5-35) . 

D T = 0 , 77 9 ,  n = 1 et  Re = 20 (figures 5-24 

� = 0 , 828,  n=0 , 65 et Re = 1 (figures 5-30 
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Dans le cas d ' un fluide newtonien, pour la positiori angulaire · 

correspondant aux pales de l ' ancre (8* = 0) , la contrainte de cisaillement 

présente deux extrema très marqués · - 4 , 6  pour l ' extrêmité intérieure de 

la pale et 1 2 , 1  pour l ' extrêmité extérieure (figure 5-24) . La caractéris

tique es sentielle de la contrainte normale T· *, est  que , à . chaque extrê-rr 
mité de pale et surtout pour l ' extrêmité intérieure,  on observe un mini-

mum très accentué , ce qui signifie qu ' en ces points , v * varie fortement r 
avec r*.  

Très légèrement en aval de la pale, pour la position angulaire 

8* = 6 ° , les ex·trema sont déj à beaucoup plus faibles : le minimum de Tre* 
est  égal à - 0 , 8 6 ,  le maximum à 3 , 8 8  (figure 5-25 ; l ' échel le est  diffé

rente de celle de la figure 5-24) . Notons que le minimum est  déplacé vers 

le centre de la cuve , le maximum vers la paroi . Pour ce qui est de la 

contrainte normale ,  sa valeur absolue est importante dans la .zone corres

pond�nt au passage des pales , en accord avec les variations rapides de v * r 
observées dans cette région (voir figure 5-1 3) .  

Pour des angles allant approximativement de 45°  à 1 35 °  (figures 

5-26 à 5-28) , la contrainte de cisaillement offre sensib lement les mêmes 

allures de variation : d ' une valeur généralement positive au niveau de 

l ' arbre central ,  e lle décroî t ,  pas se par un minimum situé aux alentours 

de r* 0 , 3 ,  puis augmente jusqu ' à  un maximum voisin de la paroi de la 

cuve . 

Dans ces régions , il  n ' est  pas possible de mettre en évidence 

une al lure de variation systématique pour la . contrainte normale. Nous 

retiendrons que les valeurs sont du même ordre · que cel les de la contrainte 

de c isail lemen t ,  souvent un peu plus faible s .  

Pour l a  position angulaire e* = 174° (6°  en amont de l a  pale) , 

les variations sont comparab les à ce qu ' elles étaient pour l ' angle de 6 °  

en aval de la pale ; il  en e s t  de même pour T * mais avec un changement rr 
de signe (figure 5-29) . 

Les descriptions ci-dessus correspondent également à la seconde 

condition : les al lures de variation sont indépendantes de �, Re et n ; 

seules les valeurs changent de façon significative (figures 5-30 à 

5-35) . 
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5 . 2  INFLUENCE DE DIT 

D Pour l ' agitateur à ancre,  faire varier le rapport r revient à 

déplacer le bras de l ' ancre qui conserve toujours la même largeur. Pour 

les quatre géométries considérées ici,  nous faisons la comparaison pour 

un f luide newtonien et à nombre de Reynolds constant (Re = 1 )  : dans ce 

cas , la comparaison est réalisée à vitesse de rotation variable.  

L ' examen des figures 5-24 à 5-35 montre 

contrainte de cisaillement maximum est observée à 
D Tre* = 1 2 , 1 (r = 0 , 779 ,  Re = 20 et n = 1 )  et  Tre* 

clairement que la 
D e* = 0 et r* = r : 

D 
= 6 , 2  (r = 0 , 82 8 ,  

Re = et n = 0 , 65) . Nous rapportons des valeurs maximales sur le tableau 

5-6 : il semble que la contrainte de cisaillement maximale augmente avec 
D . . , . 

le rapport r ; cette evolut10n n est cependant pas nette. 

5 . 3  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

tableau 

n = 1 et  

L ' influence de Re est illustrée par certains résultats du 

5-6 et par la figure 5-36 . Pour deux cas particuliers (� = 0 , 779  ; 
D r = 0 , 828 ; n = 0 , 8) , nous donnons les variations de la valeur 

maximale de la contrainte de cisaillement en fonction du nombre de Reynolds .  

T e* en bout de  pale augmente avec Re , mais très modérémen t ,  puisque , par r . 
exemple,  pour un nombre de Reynolds allant de 0 ;  1 à 20,  pour un fluide 

newtonien, Tre* est simplement mul tiplié par 1 , 06 environ. 

La figure 5-36 représente les évolutions de T e* en paroi de cuve . . r 
En face des pales (e* = 0 ou e* = TI) , un minimum local est observé , alors 

que pour des. posit ions angulaires proches des pales ( 1 00  et 1 70 0  environ) , 

c ' est un maximum qui apparaît .  A 
un minimum local au voisinage de 

petit nombre de Reynolds , nous observons 
TI e* = 2' Lorsque le nombre de Reynolds 

augment e ,  ce minimum se . déplace vers l ' amont . 

5 . 4  INFLUENCE DE L ' INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE 

Sur le tableau 5-6 , la contrainte maximale est donnée pour plu

deux situations (� = 0 , 828 sieurs indices de comportement f luide,  
D 

. 
et Re = 1 ; r = 0 , 779 et Re = 0 , 26) . A 

dans 

chaque fois Tre* augmente avec n .  

Une comparaison méticuleuse des figures 5-24 à 5-35,  prises 
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TABLEAU 5-6 - Valeurs de 're* à l ' extrêmité extérieure des pale s ,  

pour Re = 1 e t  pour un fluide newtonien 

DIT 0 , 730 0 , 779  0 , 828 0 , 926 (Re = 0 , 33) 

're* (maxi) 9 , 75 1 0 ,87  8 , 45 1 7 , 3 1  

, pour DIT = 0 , 779 e t  pour un fluide newtonien 

Re 0 , 1  0 , 26 1 1 0  20 

're * (maxi) 1 1 , 40 1 0 , 8 7  1 1 , 5 8  1 1 , 73 1 2 , 04 . 

, pour DIT 0 , 828 et pour n = 0 , 8  

Re 0 , 1  1 1 0  

're * (maxi) 6 , 1 8 9 , 62  9 , 70 

,. pour DIT 0 , 828 et pour Re 

Re 0 , 6 5  0 , 7  0 , 8  0 , 9  1 

're * (maxi) 6 , 24 5 , 98 9 , 62 1 2 , 57 8 , 45 

, pour DIT 0 , 77 9  et pour Re 0 , 26 

n 0 , 75 0 , 8  0 , 9  1 

'r6 
* (maxi) 6 , 25 6 , 8 1  5 , 4 1  1 0 ,87  
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deux à deux pour la même 
D p lus grand (n = 1 )  (T et 

position angulaire nous indique que lorsque n e s t  

R e  n ' ayant pas d ' inf luence nette) , l e s  extrema de 

Tr8* sont p lus importants . 

6 - VISCOSITE APPARENTE -

6 .  1 GENERALITES 

Rappe lons que , dans ce chapître,  nous n ' avons étudié que les 

fluides dont le comportement rhéologique est  représenté par le  modèle de 

Carreau. Lorsque les contraintes sont faibles , la viscosité apparente 

au point considéré approche la viscos ité du fluide au repos (n* = 1 ) .  

Inversement ,  lorsque l ' agitation est  intens e ,  n* est  proche de zéro . 

6 . 2  RESULTATS 

Nous présentons des résultats de viscosité apparente en trois 

zones de la cuve : dans le 

médiatrice de ce lui-ci (8* 

prolongement de l ' agitateur (8* = 0) , sur la 11 = 2) et en paroi de cuve . 

Les trois premières figures (figures 5-37 à 5-39) présentent 

les variations de n* , pour � 0 , 828 et Re = 1 ; le paramètre est l ' indice 

de comportement fluide ( 0 , 6 5  < n < 1 )  

5-40 à 5-42)  concernent le 

le nombre de Reynolds (0 , 1  

cas où 

< Re < 

D - = T 
1 0) • 

les trois autres figures ( figures 

0 , 828 et n = 0 , 8  ; le paramètre est  

Dans le prolongement de l ' agitateur (figures 5-37 et 5-40) , 

entre l ' arbre d ' agitation et l ' extrêmi té interne de la pale , n* demeure à 

un niveau relativement élevé (n* > 0 , 7) .  n* admet un minimum local sur 

l ' arbre (cisail lement . assez important ) ,  augment e ,  passe par un maximum, 

puis décroît j usqu ' à  un minimum local assez proche de la première extrêmité 

de la pale . Juste avant la pale, un maximum local est  observé. 

Sur le bras de l ' ancre , aux deux extrêmités , deux minima très 

marqués ,  généralement comparab les apparais sent . Ces minima indiquent les 

deux points les plus cisaillés de la cuve . Sur la pale, en un point p lus 

proche de l ' extrêmi té extérieure que de l ' intérieure , n* est très proche 

de 1 .  En ce point , le f luide est quasiment au repos , puisque suivant l ' agi

tateur dans sa rotat ion. 
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Sur la médiatrice ,de l ' agitateur (figures 5-38 et 5-4 1 ; l ' échelle 

est différente de celle des figures 5-37 et 5-40) , la viscosité apparente 

varie beaucoup moins que pour e* = 0 ,  puisqu' elle demeure comprise entre 

0 , 88 et 1 ,  pour les cas représentés ici.  Remarquons que pour r* voi s in de 

0 , 3 ,  existe un point où n* = 1 : il s ' agit du centre du plus petit rouleau 

tournant à la même vitesse angulaire que l ' agitateur. En paroi de cuve 

(figures 5-39 et 5-42) ,  les variations de n* avec e* sont de moyenne impor

tance , puisque n* évolue de 0 , 7  à 1 .  Signalons deux minima locaux pour des 

angles voisins de 1 00 ' et 1 70° , et un maximum local sur la médiatrice de 

l ' agitateur , sauf pour Re = l a  (figure 5-42) . 

, Un examen attent if des figures 5-40 à 5-42 montre que lorsque 

Re = 1 0 ;  j amais la viscosité apparente 'n ' atteint la valeur 1 : seul un 

point sur la pale fait exception ; en un autre poin t ,  mais sur l ' arbre , 
à e* = �, n* est  proche de 1 .  Il  apparaît donc qu' augmenter le nombre 

de Reynolds diminue l ' importance des zones morte s .  

7 - TAUX DE DISSIPATION VISQUEUSE -

7 . 1 GENERALITES 

Une valeur élevée du taux de dissipation visqueuse est  l ' indice de 

la présence de forts gradients de vitesse e t  désigne les zones où existent ' 

des risques d ' échauffement local . 

7 . 2  RESULTATS 

Les figures 5-43 à 5-48 constituent un exemple caractéristique 

des évolutions de �v*.  Le système choisi correspond à � = 0 , 779 ; 

Re = 0 , 257 et n = 0 , 75 .  

Le maximum de � * est obtenu à l ' extrêmité externe de la pale v 
(figures 5-43,  où � * = 1 52 ) . A l ' extrêmité interne , � * ne vaut que v max v 
30 .  Très près des pales , aussi  bien en position radiale qu' angulaire, les 

valeurs de � * sont encore importantes v 

e*  0 ,  r *  = 0 , 803 � * 80 (figure' 5-43) v 

e *  6°  r*  = 0 , 779  � * = 23 (figure 5-44) , v 

e* 1 74 ° ,  r* = 0 , 779  � * 24 (figure 5-48) . v 
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Dans le coeur de la cuve (figures 5-45 à 5-47) , $v* demeure 

touj ours inférieur à 2 : nous ne commentons pas ici les évolutions enre

gistrêes . Nous nous attachons. plutôt à l ' examen des valeurs maximales 

de $v* qui sont présentées dans le tableau 5-7 ,  dans le cas où � ='  0 , 828 . 

Le taux de dissipation visqueuse augmente avec le nombre de 

Reynolds et ·semble diminuer quand l ' indice de comportement fluide augmente. 

Signalons cependant les deux exceptions : n = 0 , 9  et Re = 0 , 1  ; 

n = 0 , 7  et Re = 1 .  

TABLEAU 5-7 - Valeur de la dissipation visqueuse $ * 
D v 

pour T = 0 , 828 , 9* = 0 ,  r* = 0 , 828 

� 0 , 65 . 0 , 7  0 , 8  0 , 9 · 

0 , 1  1 02 , 3 1 3 0 , 8  

1 384 , 6  1 9 8 , 2  3 1 9 , 1 288 , 3  

1 0  341 , ° 305 , 7  

8 - PUISSANCE D ' AGITATION -

8 . 1 RESULTATS 

1 

57 , 9  

7 1 , 4  

280 , 8  

Nous présentons , dans les tableaux 5-8 , l ' ensemble des résultats ·· 
obtenus par voie numérique , au cours de ce .travai l .  On peut observer que, 

en première approximat ion , et sur la plage de nombres de Reynolds couverte 

(le  maximum est  Re = 20) , le produit NpRe demeure sensiblement constant . 



5-27 

TABLEAU 5-8 - Puissance consommée par un agitateur à ancre. Fluide newtonien 

et pseudop1astique suivant le modèle de Carreau : À* = 1 

• Fluide newtonien 

DIT Re Np NpRe 

0 , 730 0 , 069 2 1 44 149  

0 , 1 00 1 488 1 49 

1 1 4 6 , 9  1 4 7  

0 , 7 7 9  0 , 1 00 1 468 1 4 7  

0 , 257 582 , 5  1 50 

1 1 4 7 , 9  1 48 

1 0  1 5 , 99 1 60 

20 9 , 026 1 80 . 

0 , 828 0 , 1 00 1 826 1 83 

1 1 74 , 9  1 75 

1 0  1 6 , 26 1 63 

0 , 926 0 , 332 683 , 6  227  

• Fluide pseudop1astique 

DIT n Re Np NpRe 

. 0 , 779  0 , 75 0 , 257 450 , 1  1 1 6 

0 , 8  0 , 257  477 , 0  1 23 

0 ,9 0 , 257 653 , 2  1 68 

0 , 8 28 0 , 65  1 1 0 1 , 4  1 0 1  

0 , 7  1 1 1 1 , 6 1 1 2 

0 , 8  0 , 1 00 1 347 1 35 

1 1 2 1  , 9  1 22 

1 0  1 3 , 5 1  135  

0 , 9  0 , 1 00 1 433 143  

1 1 3 8 , 7  1 39 

1 0  1 5 , 03 1 5 0  

0 , 926 0 , 9  0 , 399 523 , 5  209 
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Plus en détail , on peut noter soit · de légères augmentations de ce produit 

avec Re (par exemple,  � .= 0 , 77 9  ; n = 1 ) ,  soit des diminutions limitées 
D (r = 0 , 828 ; n = 1 ) .  Il  est intéressant de remarquer que le produit NpRe 

est à peu près indépendant de � pour les plus faibles valeur s ,  puis aug-
. D mente ensu1te avec, !. 

En ce qui concerne l ' influence de. l ' indice de comportement fluide , 

en règle générale , le produit NpRe diminue avec n .  Nous signalons cependant 

l ' exception qui apparaît , pour � = 0 , 779,  lorsqu ' on passe de n = 1 à 

n = 0 , 9 .  

8 . 2 COMPARAISON AVEC LES DETERMINATIONS EXPERIMENTALES 

Pour le rapport des diamètres � = 0, 779,  la figure 5-49 repré

sente , en échelles logarithmiques , les variations du nombre de puissance 

Np en fonction du nombre de Reynolds Re , obtenues pour les deux liquides 

re tenus au cours de ce travai l .  Sur le tableau 5-9, nous donnons les 

valeurs du produit NpRe . L ' accord entre valeurs expérimentales et résul

tats du modèle numérique est  satisfaisant : nous y reviendrons au 

chapître 8 .  

9 - CONCLUSION -

Dans le cas de l ' agitateur à ancre , nous venons d ' observer �ne 

seconde fois la puissance de l ' analyse numérique qui fournit une .quantité 

considérable de résultats , que nous n ' avons d ' ailleurs pas tous présentés . 

Toujours pour la seconde foi s ,  l ' accord très satisfaisant entre 

données numériques et données expérimentales permet de renforcer la cré

dibilité de l ' analyse théorique ; en particulier , les hypothèses essen

tielles émises pour cons ti tuer le modè le hydrodynamique ont été confir

mées avec une grande précis ion. 

A l ' is sue des deux premiers chapitres consacrés à un examen 

détaillé des résUltats relatifs aux agitateurs à pales et à ancre et en 

première approximation , il apparaît que, l ' influence du nombre de Reynolds 

sur les distributions de toutes les grandeurs analysées et en particulier 

des vitesses et des contraintes est  très faible , sensiblement nul le dans 

la gamme des faib les valeurs de Re . Au plan macroscopique, rappelons que 
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TABLEAU 5-9 - Puissance consommée par ' un agitateur à ancre.  
, Déterminations expérimentales pour � = 0 , 779 

Fuel 

Re Np NpRe 

3 , 72 40 , 74 1 52 

3, 89 34 , 6 7  1 35 

4 , 37 34 , 0 1  1 4 9  

5 , 75 26 , 00 1 4 9  

6 , 46 24 , 55 ' 1 59 

9 , 77 1 9 , 05 1 86 

1 3 , 43 1 3 , 65 1 83 

1 9 , 95 1 1 , 48 229 

2 2 , 3 9  1 0 , 00 224 

• Carbopol 

Re Np NpRe 

4 , 07 1 0 , 00 4 , 07 

5 , 75 7 , 24 4 1 , 6  

7 , 55 5 , 75 43 , 4  

9 , 46 4 , 42 4 1 , 8  

1 3  , 80 3 , 72 5 1 , 4  

1 5 , 85 2 , 96 46 , 9  

1 9 , 50 2 , 54 49 , 5  

22 , 80 2 , 36 53 , 8  
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> • le produit du nombre de pU1ssance par le nombre de Reynolds demeure 

également sensiblement cons tan t .  

Ainsi ,  à l ' usage de l ' ingénieur, pouvons-nous dégager de 

l ' ensemb le complexe de données fournies par l ' étude numérique, les t endan

ces finalement très simples que nous venons de proposer. 
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1 - INTRODUCTION -

Ce chapître est consacré à la présentation des résultats bruts 

relatifs à l ' agitateur-barrière . La nomenclature et les dimensions ca

ractéris tiques des six mobl1es qui ont été examinés sont précisées sur 

la figure 6- 1 et dans le tableau 6- 1 .  

TABLEAU 6-1 - Géométries étudiées 

Géométrie DA/T DYO /T DpO /T Dy/T D/T 

1 0 , 04 1 7  0 , 1 65 0 , 3 1 2  0 ,484 0 , 6 3 1  

2 0 , 04 1 7  0 , 189  0 , 337 0 , 509 0 , 6 56 

3 0 , 04 1 7  0 , 263 0 , 4 1 0  0 , 582 0 , 730 

4 0 , 04 1 7  0 , 3 6 1  0 , 509 0 , 6 8 1  0 , 828 

5 0 , 1 6 7  0 , 252 0 , 380 0 , 530 0 , 6 1 5  

6 0 , 250 0 , 3 2 7  0 , 442 0 , 577  0 , 6 1 5  

Dans tous les cas , l ' agi tateur..,barrière est  formé de quatre bras 

p lans verticaux (deux de chaque . côté de l ' arbre d ' agitation) , de hauteur 

suffisante pour dépasser le niveau du · liquide dans la cuve. 

Pâur les géométries numéros 1 à 4 ,  nous avons maintenu constants 

les largeurs de bras et l ' espacement entre eux : les deux largeurs sont 

égales à 0 , 1 4 7 ,  
. 
l ' espacement à 0, 1 72 .  Seules changent les dis tances par 

rapport à l ' arbre d ' agitation et la paroi de la cuve . 

Pour les géométries numéros 5 et 6 ,  nous avons fait varier le 

diamètre de l ' arbre central . 

sultats 

Volontairement ici , nous raccourcis sons la présentation des ré

nous limitons les commentaires sur les influences du nombre de 
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Reynolds et de l ' indice de comportement fluide ; nous ne commentons plus 

les résultats de viscosité apparente.  Sauf avis contraire, les données 

fournies ci-après concernent un f luide newtonien. 

2 - FONCTION COURANT -

2 .  1 GENERAL ITES 

La figure 6-2 présente un exemple caractéristique de répartition 

des lignes de . courant dans le cas de la géométrie numéro 4 ,  pour un nombre 

dé Reynolds égal à 0 , 1 .  Pour l ' agitateur-barrière, on peut distinguer deux 

grandes zones d ' écoulement : 

à l ' intérieur de la ligne de courant $* 

recirculation 

0 ,  une zone de 

en-dehors de cette zone, les ligne,s de courant entourent 

l ' arbre de l ' agitateur , dénotant une circulation de type 

tangentiel . 

Remarquons en amont · et en aval de chaque pale, des recirculations 

locales délimitées par les lignes de courant fermées sur chacune des pales 

($* = - 0 , 025 1  sur la première pale ; $* 0 , 0538 sur la seconde) . 

La distribution de la fonction courant est précisée par les 

quelques exemp les fournis sur les figures 6-3 pour e* = 0 et 6-4 pour 
'Tf e*  = 2. Trois cas sont présent é s ,  dont un non-newtonien (modèle de Carreau 

n = 0 , 9  ; À* = 1 ) .  Nous retenons que , que lle que soi t la géométrie exacte,  

les  variations importantes de $* sont observées au voisinage de la paroi .  

Nous pouvons déduire des valeurs de  la  fonction couran t ,  l ' im

portance du débit tangentiel entre l ' arbre et la première pale , entre les 

deux pales , et entre la dernière pale et la paroi de la cuve . Ces valeur s ,  

exprimées en termes de vitesses tangentielles moyennes par rapport à un 

référentiel tournant avec l ' agi tateur , sont présentées dans le tableau 6-2 .  

Elles sont négatives (vitesses de sens opposé à l a  rotation de l ' agitateur) 

et expriment l ' écart qui existe entre le mouvement réel et une rotation en 

b loc . On note que cet écar t ,  peu important au centre de la cuve, devient 

notable dans l ' espace entre la seconde pale et la paroi de la cuve ; ce 

résultat n ' est  pas surprenant dans la mesure où l ' élément qui freine est 

j ustement la paroi dé la cuve . 



Géométrie Re 

1 4 , 63 

2 5 

3 0 , 1 

4 0 , 1 

5 1 , 028 

6 1 , 028 

�* 

Première Deuxième 
pale pale Paroi 
l II P 

- 0 ,004426 - 0 , 0 1 898 - 0 , 2687 

- 0 , 0070 1 1  - 0 , 02277 - 0 , 2563 

- 0 , 0 1 50 1  - 0 , 03302 - 0 ,30 1 6  

- 0 , 025 1 2  - 0 , 05381 - 0 , 24 1 8  

- 0 ,002530 - 0 , 0 1 668 - 0 , 2724 

- 0 ,002464 - 0 , 0 1 53 9  - 0 , 2728 

< Ve* > 6*=0 

Arbre et première pale 

= 
� * l 

Dyo DA 
-- - -

T T 

- 0 , 030 

- 0 , 048 

- 0 , 068 

- 0 ,079 

- 0 , 030 

- 0 , 032 

. 

Première pale et 

= 

deuxième pale 

�I� - �� 
Dy DpO 

- - --

T T 

- 0 , 085 

- 0, 092 

- 0 , 1 05 

- 0 , 1 6 7  

- 0 , 094 

- 0 , 096 

TABLEAU 6-2 - Vitesses tangentielles moyennes dans le prolongement des pales ; 
cas newtonien 

Deuxième pale 
et paroi 

�p* - �II * = D 1 - -T 

- 0 , 677  

- 0 , 679 

- 0 , 995 

- 1 , 093 

- 0 , 664 

- 0 , 669 

� 

aI ..,. 
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Notons que , dans le cas de la géométrie numéro 4 ,  la vitesse tan

gentielle moyenne est inférieure à - l ,  ce qui signifie que , dans un repère 

lié à ,  la paroi de la cuve , le liquide circule en sens inverse de ce lui de 

l ' agi tateur . Nous' reviendrons sur êe phénomène lors de la présentation des 

distributions de vitesse . 

Les résultats obtenus pour les géométries numéros 5 e t  6 sont 

pratiquement identiques . Nous en déduisons que le diamètre de l ' arbre e t  

l a  largeur de l a  deuxième pale n ' ont pas d ' influence nette sur le,s vitesses 

tangentielles moyennes .  

2 . 2  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

Dans le cas de la géométrie numéro 2 ,  nous avons représenté sur 

la figure 6-5 les évolutions de $* en fonction de r* pour e* = 0 ,  pour 

plusieurs valeurs du nombre de Reynolds . Aucune influence nette ne se 

dégage de nos résultats , sinon une légère augmentation de $* avec Re au 

vois inage de la paroi de la cuve ., 

De même , l ' indice de comportement fluide, n, ni a aucune influence 

notable sur les variat ions de la fonction courant . 

3 - FONCTION ROTATIONNEL -

3 . 1 RESULTATS BRUTS 

Des exemp les de variations du rotationnel w* en fonction de la 

position radiale r* sont représentés sur les fi gures 6-6 à 6-8 . La figure 

6-6 concerne le prolongement des pales (e* = 0) , pour trois géométries 

différentes et avec trois nombres de Reynolds différent s .  

w* est d ' abord faible sur l ' arbre d ' agitation, puis augmente 

jusqu ' à  l ' extrêmité interne de la première pale où un maximum local est 

observé. En comparant les géométries numéros 1 et  4 où seule la position 

des pales par rapport à l ' arbre d ' agitation a été modifiée , nous consta

tons que plus la première pale est éloignée du centre , plus ce maximum 

local est important . Sur la pale , w* décroît ensuite de façon lente et 

régulière ; w* s'  écri t· en effet : 



w* = 

av * r 
r* ae* 

e t  est  proportionnel à -

6-6 

( 6 . 1 )  

r* 

Sur l ' extrêmité externe de la première pale, w* décroît brusque

ment et augmente ensuite. jusqu ' à  la deuxième pale . De celle-ci , jusqu ' à  

la paroi de la cuve , les phénomènes précédents se répètent avec une 

intensité plus grande . 

Les quatre extrêmités de pales apparaissent. donc comme des 

points où la fonction rotationnel est importante en valeur absolue . 

Sur la médiatrice de l ' agitateur (figure 6-7) , w* décroît de 

façon monotone de l ' arbre d ' agitation j usqu ' à  la paroi de la cuve . Ajoutons 

que les géométries numéros 1 et 4 conduisent ici à des résultats identi

ques : le diamètre du mobile n ' a  absolument aucune influence sur les va

leurs de la fonction rotationnel dans cette région de la cuve . Par contre , 

le diamètre de l ' arbre augmentant , la valeur de w* sur l ' arbre diminue : 

ce phénomène se retrouve lors de l ' écoulement de Couette entre deux cylin

dres coaxiaux (voir équation A . 20 de l ' annexe 1 ) .  

3 . 2  INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS 

La figure 6-8 i llustre l ' influence de Re sur les variations de 

w* avec r* dans le prolongement de l ' agitateur et pour la géométrie 

numéro 2 .  Dans la zone centrale , le nombre de Reynolds exerce peu d ' in

fluence ; les variations sont plus net tes près de la paroi , mais n ' appa

raissent pas monotones et sont donc difficiles à résumer. 

4 - COMPOSANTES DE LA VITESSE -

4 . 1 RESULTATS DE L ' ETUDE NUMERIQUE 

Des exemp les de variations des deux composantes de la vitesse , 

vr* et ve* ,  en fonct ion de la pos ition radiale sont donnés sur les figures 

6-9 à 6- 1 6  dans deux cas particuliers 

- géométrie numéro 4 

géométrie numéro 6 

(Carreau : n = 0 , 9  

Re 0 , 1  fluide newtonien 

Re 1 , 028 ; f luide pseudoplastique 

À* = 1 ) .  
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Pour la pos ition angulaire correspondant aux pales (figures 6-9 

et 6- 1 0) , la composante radiale est  nulle ; la composante tangentielle varie 

de la même manière pour les deux géométries considérées : augmentation de 

l ' arbre j usqu ' à  la première pale , décrochage entre les deux pales , décrois

sance de la deuxième pale j usqu ' à  la paroi.  

Pour un angle de 6 °  en avant des p ales , les variations des  vi

tesses apparais sent sur les figures 6-1 1 et 6-1 2 .  Pour la géométrie numéro 4 ,  

nous observons que la composante ·tangentielle admet deux maxima locaux 

correspondant aux deux pales ; pour la géométrie numéro· 6 ,  les allures de 

ve* traduisent peu l ' existence des deux pales . 

Nous remarquons qu ' en avant de la première pal e ,  v * est  négati f ,  r 
en avant de la . seconde , vr* est surtout positif : ceci 

pale intérieure pousse le liquide vers le centre de la 

signifie que la  

cuve , alors que la 

pale extérieure a t endance à le pousser vers la paroi de la cuve. 

De la ·figure 6- 1 3  à la figure 6- 1 5 ,  on observe dans le cas de la 

géométrie numéro 4 ,  l ' évolution des profils de vitesse lorsque l ' angle e* 

augmente de 450 .à 1 350 • Pour v e* ' l ' influence locale des paies n' apparait 

plus ; on ne trouve plus que des évolutions régulières avec un maximum. 

Les maxima locaux apparaissent à nouveau, à l ' amont des pale s ,  pour 

e* = 1 74 0  (figure 6- 1 6 ) . La composante radiale reste toujours plus faible .  

Elle  e s t  quas iment nulle pour e* = 900 (figure 6- 1 4 ) . Les deux enregistre

ments correspondant à e* 6 °  et e* = 1 74° sont identiques en ce qui con

cerne ve* ,  symétriques par rapport à l ' axe des abscisses en ce qui concerne 

v * .  r 

La figure 6- 1 7  cons titue un exemple des variations avec la posi

tion angulaire ; nous avons retenu quatre valeurs de r* correspondant aux 

extrêmités intérieures et extérieures des "deux pale s .  On notera encore une 

fois la symétrie des profils de ve* par rapport à e* = � et l ' antisymétrie 

de v *. On observera également les augmentations des composantes de la vi-r 
tesse à l ' extrêmité de la pale externe (r* = 0 , 828) . Enfin le rôle j oué 

par chacune des deux pales quant à l ' orientation du liquide dans la cuve 

apparaît de façon plus précise sur cette figure 6- 1 7  : de 00  à 90° , v * r 
est  positif ou voisin de zéro sur les rayons correspondant à la pale 

externe ; v * est négatif sur les rayons correspondant à la pale interne . r 
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4 . 2  COMPARAISON AVEC LES RESULTATS EXPERIMENTAUX 

Nous avons étudié expérimentalement le ·mobi1e de géométrie numéro 2 . ·  

Il  faut signaler que , pour des raisons mécaniques évidentes , les pales sont 

reliées dans leur partie inférieure par un bras de hauteur 20 mm ; e l les 

sont également reliées au niveau supérieur , mais le bras correspondant a 

toujours été maintenu émergé 

sur l ' écoulement . 

par conséquent ,  il  n ' exerce aucune influence 

Nous avons vérifié que les signaux anémométriques sont indépen

dants de la position axiale, pour autant que la distance au fond de· la 

cuve soit supérieure à 1 1 0 mm. Les décompositions du signal anémométrique 

ont montré que la composante axiale est négligeable , ce qui confirme la 

validité de l ' hypothèse émise lors du traitement nUmérique ; par ailleurs , 

la composante radiale s ' avère faible devant la composante tangentielle,  

ce qui est conforme aux résultats de l ' analyse numérique . 

Les vérifications expérimentales ont été effectuées à la côte 

z* = 0 , 499 (milieu de la cuve) , et pour un seul nombre de Reynolds , 

Re = 1 0 .  Nous n ' examinons que le cas d" fluide newtonien· (fuel lourd. à 

28°C) ; les résultats sont présentés dans le tableau 6-3 . 

Les valeurs numériques et expérimentales sont en bon accord pour 

les positions angulaires e* = 0 , 88 ,  e* = 1 , 47  et e* = 2 , 26 : l ' écart 

moyen est en effet de 1 3 % .  Cet écart se situe dans l ' interval le de confiance 

que l ' on peut accorder à l ' anémométrie thermique . 

Pour la position angulaire , e* = 2 , 85 ,  sauf pour le rayon 

r* = 0 , 65 6 ,  l ' accord n ' est  pas satisfaisant . Notons que les trois valeurs 

expérimentales sont inférieures aux valeurs numériques ; nous remarquons 

en outre qu' il s ' agi t des trois plus petites vitesses que nous ayons déter

minées lors de l ' étude de cet agitateur-barrière . Dans ce cas , nous l ' avons 

déj à signalé ,  l ' anémométrie thermique est peu précise . Ces résultats par 

conséquent ne remettent pas en cause les concordances entre résultats 

numériques et expérimentaux . 
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TABLEAU 6-3 - Valeurs mesurées de ve* et comparaison avec les 
valeurs numérique s .  

r* 

0 , 2 1 4 

0 , 4 1 0  

0 , 509 

0 , 656 

0 , 2 1 4  

0 , 4 1 0  

0 , 509 

0 , 656 

0 , 2 1 4  

0 , 4 1 0  

0 , 509 

0 , 656 

0 , 2 1 4  

0 , 4 1 0  

0 , 509 

0 , 656 

Mesures effectuées à la côte z* = 0 , 449 

Fluide newtonien fuel lourd à 28°C (� = 2 , 6 1 6  poiseuil les) 

GEOMETRIE numéro 2 
- 1  Re = 1 0  (N = 8 , 43 tours mn ) 

e* = 0 , 88 (5 1 ° ) 

(ve *) num. (ve*) exp . 

0 , 320 0 ,337 

0 , 468 0 , 464 

0 , 472  0 , 428 

0 , 406 0 , 364 

e* = 1 , 47  (84° )  

0 , 340 0 , 295 

0 , 454  0 , 539 

0 , 455 0 , 547 

0 , 398 0 , 325 

e* = 2 , 26 ( 1 29° ) 

0 , 279 0 , 343 

0 , 433 0 , 526 

0 , 467 0 , 495 

0 , 444 0 , 456 

e* = 2 , 85 ( 1 63 ° )  

0 , 2 2 1  0 , 039 

0 , 375 0 , 1 04 

0 , 484 0 , 260 

0 , 530 0 , 55 9  

b.ve* 
(%) Ecart 

ve* moyen 

5 , 3  

0 , 9  7 , 0  

1 0 , 3  

1 1  , 5  

1 5 , 3  

1 8 , 7 '  1 9 , 2  

20 , 2  

2 2 , 5  

2 2 , 9  

2 1 , 5 
1 3 , 3  

6 , 0  

2 , 7  

466 , 7  

260 , 6  sans 

86 , 2 signification 

5 , 5  
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5 - CONTRAINTES -

Les figures 6- 1 8 à 6-25 présentent des exemples des évolutions 
des deux contraintes , Trr* et Tre* ,  en fonction de la position radiale 
pour différentes positions angulaires .  Les allures et phénomènes caracté
ristiques observés se retrouvent , quels que soient la nature du fluide , 
le nombre de Reynolds , et dans une ·moindre mesure , la géométrie du mobile. 

Ainsi ,  les figures 6- 1 8  et 6- 1 9  concernant la position angulaire . 
e* = 0 et obtenues pour deux géom�tries différentes mettent-elles en évi
dence deux phénomènes : 

- la contrainte de cisaillement présente des extrema aux quatre 
extrêmités des pales : elle est négative aux extrêmités intérieures et 
moins importante en valeur absolue ; elle est positive �ux extrêmités exté
rieures et prépondérante sur la deuxième pale (la plus éloignée de l ' axe) ; 

-. p lus la deuxième pale est proche de la paroi, plus la contrainte 
de cisaillement sur l ' extrêmité extérieure est grande et plus la valeur de 
T· e* en paroi est faible : la figure 6-26 confirme cette deuxième remarque , r . 
ainsi que les figures 6-20 et 6-2 1 ,  relatives à la position angulaire 
e* = 6 0 •  Cette remarque peut , de plus·, être élargie au cas de la contrainte 
normale • .  

A e* = 6 0 , les maxima de Tre* et Trr* sont respectivement égaux 
à 6 , 5  et 4 , 7  pour la géométrie numéro 4 ; ils sont de 2 , 3  et 0 , 7  pour la 
géométrie numéro 6 : Re et n n ' influençant que très peu Tre* ,  les diffé
rences enregistrées sont imputables essentiellement aux différences de 
géométrie. Notons que les minima respectifs de Tre* et 
et - 5 , 4  pour la géométrie numéro 4 ,  de - 0 , 4  et - 2 , 7  

T * rr 
pour 

sont de - 5 

la géométrie 
numéro 6 .  Lorsque r* est inférieur à 0 , 3  environ, dans le cas de la géomé
trie numéro 4 ,  la contrainte de cisaillement demeure sensiblement homogène . 
Les figures 6-22 à 6-24 montrent les variations des contraintes dans la 
région centrale (450  < e* < 1

.
35 0 ) . Les évolutions de Tre* sont identiques 

pour e* = 450 et pour e* = 1 35 0  ; les maxima sont obtenus ·sur la paroi de 
la cuve et valent environ 1 , 4 .  Les extrema de Trr* sont observés sur l ' arbre 
d ' agitation . Nous pouvons noter que la zone 0 , 25 < r* < 0 ,30 est à con
traintes nulles ; elle correspond au centre de la zone de recircu1ation qui 
tourne avec l 'agitateur et qui a été observée sur les profils de fonction 
courant (figure 6-2 ) . 
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La figure 6-25 retrouve les phénomènes observés sur la fi
'
gure 6-20, 

avec une inversio.n de signe pour 'rr* ' 

La figure 6-26 présente les variations de la contrainte de cisail

lement en paroi de cuve, pour la géométrie numéro 2 et pour deux nombres 

de Reynolds , en fonction de la position angulaire . On observe des minima 

locaux en face des pales (e* • 0 et rr) et sur la médiatrice de l ' agitateur 

pour des nombres de Reynolds faib les . Lorsque Re augmente,  ce dernier mi

nimum se déplace vers la pale amont et i l  n ' y  a plus symétrie par rapport à 

e *  = .;. Les maxima sont observés à des pos itions angulaires voisines de 

1 0 ·  et 1 70 · .  Pour cette géométrie (� = 0, 656) , les amplitudes de variation 

de 're* en paroi demeurent modérées . 

6 - TAUX DE DISSIPATION VISQUEUSE -

Des exemples de résultats sont présentés sur les figures 6-27 
à 6-33 .  On observe que �v* passe par un maximum très accusé pour la posi

t ion radiale correspondant à l ' extr�mité extérieure de la deuxième pale , 

à la posit ion angulaire e *  = 0 (fi gure 6-27) et à un degré moindr e ,  à 

e* • 6 ·  (figures 6-28 et 6-29) e t  e* = 1 74· (figure 6-33) . 

En comparant les figures 6-28 et 6-29 , i l  appara!t que , à 

e* • 6 · ,  les maxima sont multipliés par 5 environ lorsqu ' on passe de la 

géométrie numéro 6 à la ,géométrie numéro 4 ,  c ' est-à-dire lorsqu ' on 

rapproche la ' pale extérieure de la paroi de la ,cuve . On peut observer, 

également , l ' augmentation du taux de dissipation visqueuse en paroi de 

cuve . 

Dans le coeur de la 

n ' appara!t pas c lairement sur 

cuve , l ' influence des pales de l ' agitateur 

les profils dè � * .  Il est intéressant de v ' 
remarquer le pas sage par zéro pour 0 , 25 < r* < 0 , 30 ,  ce qui correspond , 

aux valeurs nul les des ,deux contraintes dans cette région. Enfin, à une 

exception près , pour r* = 0 , 656, le tableau 6-4 indique que la diss ipation 

visqueuse ,aux extrêmités de s pales , augmente avec le nombre de Reynolds . 
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TABLEAU 6-4 - Dissipation visqueuse aux extrêmités des pales ; 

géométrie numéro 2 ,  fluide newtonien 

I� 0 , 1 89 0 , 337  0 , 509 0 , 656 
Re 

0 , 1  0 , 04 1 0 , 39 1 , 86 26 , 84 

5 0 , 3 6  1 1 , 72 4 , 73 72 , 1 2  

1 0  0 , 73 1 3 , 25 7 , 8 1  2 2 , 95 

7 - PUISSANCE D ' AGITATION -

Les résultats du tableau 6-5 et de la figure 6-34 , consacrés à 
la géométrie numéro 2 ,  indiquent que généralement , le produit NpRe est  

indépendant du nombre de Reynolds lorsque ce  dernier demeure faible 

(Re < 5) (notons l ' exception Re = 0 , 1 ) .  

Ce résultat semble ·absolurnent général, quel que soit le type 

d ' agitateur. En examinant les autres 

que . le produit NpRe augmente avec le 

géométries . D rapport Ï. 
( tableau 6-6) , il apparaît 

Les deux autres familles 

d ' agitateurs étudiées aux chapîtres 4 et 5 subissaient la même évolution. 

Sur la fi gure 6-34 apparaît la comparaison avec quelques données 

expérimentales obtenues avec du fuel lourd : l ' accord est  très convenable . 
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TABLEAU 6-5 - Puissance d ' agitation géométrie numéro 2 

Fluide Re Np NpRe 

newtonien 
0 , 1  2 1 0 1  2 1 0  

0 , 6 3  269 , 2  1 70 

1 1 6 9 , 8  1 70 . 

5 · 33 , 74 1 69 

1 0  2 3 , 0 1  . 230 

Fluide 

pseudoplastique : 5 32 , 58 1 6 3  
Carreau ; n = 0 , 9' 

À* = 1 

TABLEAU 6-6 - Puissance d ' agitation autres géométries 

fluide newtonien 

Géométrie Re Np NpRe 

1 4 , 6 3 3 6 , 06 1 6 7  

3 0 ,  1 2 1 34 2 1 3  

4 0 ,  1 2365 236 

5 1 , 028 1 6 2 , 5  1 6 7  

6 1 , 028 1 6 0 , 7 1 65 

6 
fluide 
pseudo- 1 ,028 1 5 1 , 0  1 5 5  
plas tique 
Carreau : 
n = 0 , 9 ; À* = 1  
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8 - CONCLUSION -

L ' étude des agitateurs-barrières, troisième géométrie que nous 

avons examinée au cours de ce travai l ,  confirme très largement les con

c lusions que nous avons dégag.ées à l ' issue des chapîtres 4 et 5 : 

puissance de la méthode numérique , bon accord entre données théoriques 

et expérimentale s ,  mais aussi faible influence du nombre de Reynolds 

sur la distribution de toutes les grandeurs adimensionnelles étudiées . 

Nous voulons ici ajouter quelques élément s  caractéristiques 

relatifs à l ' influence de l ' indice de comportement fluide . De façon très 

générale , il  apparaît que , lorsque n diminue , l ' importance de ·la dérivée dVe* :a,:* en bout des pales augmente alors que , près de la paroi de la cuve, 

se forme une zone peu agitée , de volume croissant . C ' es t  le seul élément 

général qui se dégage au plan local des · diverses évolutions que nous 

avons enregis trées en faisant varier l ' indice de comportement fluide . 

En ce qui concerne la puissance d ' agitation, le produit NpRe diminue 

avec n ,  dans tous les cas . 
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CONCLUSION DE LA DEUXIEME PARTIE 

Dans les chapitres 4 ,  5 et 6 de la deuxième partie,  nous · venons 

de présenter un grand nombre de résultats illustrés par 1 3 2  figures e t  

27  tableaux, pour quatre agitateurs bipales , quatre agitateurs à ancre 

e t  six agitateurs barrières . Pourtant , toutes ces données ne constituent 

que des échant illons de l ' ensemble d ' informations que nous avons obtenu, 

montrant ainsi toute la richesse de la procédure mise en oeuvre . Un 

élément très important du développement nous semble être le bon accord 

entre données numériques et expérimentales toutes les hypothèses 

émises lors de la mise en équation ont été vérifiées . Ains i ,  disposons

nous maintenant d ' une méthode performante et confirmée que l ' utilisateur 

peut exploiter pour résoudre les prob lèmes d ' agitation de milieux consis

tants qui intéressent l ' industrie.  Dans la trois ième partie de ce travail, 

nous al lons présenter un exemple d'exploitation, puis nous efforcer de 

mettre en évidence les enseignement s  généraux qui se dégagent de 

l ' ensemble de nos travaux. 



TROISIEME PARTIE 

ANALYSE ET EXPLOITATION DES RESULTATS 

CHAPITRE 7 APPLICATION A L ' AGITATION DU FROMAGE FONDU 

CHAPITRE 8 DISCUSSION DES RESULTATS 



- INTRODUCTION DE LA TROISIEME PARTIE -

La seconde partie de ce mémoire vient de consister essent iellement , 

en une longue énumération que nous avons tenté de rendre la moins fasti

dieuse possible des résultats essentiels que l ' analyse théorique permet 

d ' atteindre. Nous avons ainsi constitué un catalogue de données ou d ' éven

tuels utilisateurs pourraient puiser les informations qu' ils j ugent 

utiles . 

Notre travail ,  cependant , ne nous aurait pas semblé complet s i ,  

d ' une part ,  nous n ' avions pas proposé un exemple d ' exploitation, en relat ion 

avec des problèmes industriels concrets et s i ,  d ' autre part ,  nous n ' avions 

pas tenté d ' exploiter davantage la masse de résultats nouveaux que nous 

proposons , afin d ' en tirer des enseignements généraux et  d ' ouvrir de nou

velles voies de recherche. 

Les deux chap itres qui constituent cette troisième partie de notre 

mémoire sont consacrés à ces deux tâches différentes . 



C H A  P I T  R E 7 

APPLICATION A L ' AGITATION DU FROMAGE FONDU 

1 - INTRODUCTION 

2 - SITUATION DU PROBLEME 

3 - ANALYSE NUMERIQUE DE L ' AGITATION DU FROMAGE FONDU 

4 - ESSAIS PILOTES 

5 - CONCLUSION 
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1 - INTRODUCTION -

Disposer d ' une technique numérique comme celle qui a été déve

loppée au cours de ce travail permet à l ' ingénieur d ' envisager des amélio

rations très net tes des dispos itifs d ' agitation qu ' il utilise . En effet , 

sans avoir à réaliser d ' essais expérimentaux toujours longs et coûteux, 

il peut , par le calcul , chercher à mieux ajuster les diverses caracté

ristiques , vites s e s ,  contraintes ,  • • •  des mouvements créés par le mobile.  

Il  est  certain cependant , et nous allons le constater au cours 

de ce chapî tre , que les analyses locales détaillées que l ' on peut .ainsi 

pratiquer nécessltent , par ailleur s ,  des informations très précises sur 

la nature des problèmes à résoudre , les propriétés des produits mis en 

j eu et la cinétique d ' éventue lles transformations physico-chimiques .  

Nous al lons rapidement présenter ici le travail ·que - nous avons 

effectué, à la demande des Fromageries BEL et en collaboration avec le 

professeur GIBERT, dans le cadre d ' une aide accordée par la Direction 

des Industries Agricoles et Alimentaires du Ministère de l ' Agriculture 

(D. I . A.A. ) .  

2 - S ITUATION DU PROBLEME -

Les Fromageries BEL ont été intéressées par nos travaux sur 

l ' agitation des mi lieux visqueux et nous ont associés aux efforts perma-- 

nents qu ' el les consentent pour améliorer la fabrication du fromage fondu 

qu ' .elles commercialisent sous l ' appellat ion "La Vache qui Rit" . 

2 . 1 DESCRIPTION DE LA FABRICATION 

"La Vache qui Rit" est le produit de la fonte simultanée de 

plusieurs fromages auxque ls ont été ajoutés divers produits laitiers 

(crème , beurre , caséine, lactosérum) , des épices ou des aromates .  Des 

se l s ,  dits sels de fonte,  sont également ajoutés - dans une proportion 

inférieure à 3 % .  Le rôle de ces sels est double : 

- ils peptidisent les mo lécules de caséine . La caséine se présente 

sous la forme d ' un réseau de protéines , reliées entre elles par des 

ponts calcium-phosphore . Certains sels ( les po1yphosphates de sodium et 
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potass ium) peuvent rompre ces ponts (peptidisation) , en provoquant un échange 

entre les ions calcium et sodium 

- ils assurent un rôle de tampon e t  maintiennent le pH du fro

mage fondu entre 5 , 6  et 6 ,  limites entre lesquelles une bonne qualité au 

point de vue tex.ture et s tabilité est  obtenue . 

Le schéma de l a '  fabrication est présenté sur la figure 7- 1 .  

Les matières premières , après avoir subi toutes '  les préparations 

nécessaires (broyage , laminage) ,  sont envoyées dans un réacteur où la  

cuisson est  réalisée par injection directe de vapeur et où règne une agita

tion mécanique intens e .  Il en résulte un mélange complexe de molécules 

de caséine peptidisées , de matières grasses , de polyphosphates , d ' 'lau, 

etc • • .  , qui se présente sous la forme d 'un liquide blanc peu vi squeux. 

Il  faut signaler qu ' au niveau du cuiseur, on introduit également 

une quant ité adéquate de réemploi ,  c ' es t-à-dire de fromage fondu obtenu 

lors d ' une fabrication antérieure . On sait que ce réemploi accélère la re

constitution d ' une texture satisfaisante que l ' on provoquera plus loin 

dans le procédé , au niveau des cuves de crémage . Nous faisons remarquer ici 

que les mécanismes d ' action du réemploi sont très mal connus . 

Une cuve de stockage intermédiaire permet ensuite de passer d ' un 

fonctionnement de type discontinu au niveau des cuiseurs à un fonctionnement 

quasi-continu dans le reste de l ' unité. 

Le fromage fondu est alors stérilisé dans trois échangeurs de 

chalÈmr à surface raclée , appe lés canons : . un canon de préchauffage , un 

canon de chauffage e t  un canon de refroidissemen t .  Le fondu circule dans 

l ' espace annulaire compris entre deux cylindres concentrique s ,  chauffé , 

à l ' extérieur, par de la vapeur . Le cylindre int érieur tourne de manière 

à mainter..ir une agitation continue . 

Après stérili sation, le fromage fondu est envoyé vers les cuves 

de créma),e où il doit acquérir sa texture dé fin; tive . 

L ' opéra tion de crémage a lieu à une te mpérature proche de 90 °C ,  

80118 agit ation modérée , en une trentaine de mini tes environ. Le fromage 

fondu es t. ensui te dirigé vers les ate liers de cc ndit ionnement , puis e s t  

re.froidi j usqu ' à  environ 7 ° C ,  température à" laql elle il  e s t  s tocké . 
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2 . 2  - LE CREMAGE ET SES PROBLEMES 

c ' est à l ' opération de crémage que nous nous sommes particulièrement 

intéressé au cours de ce .travail .  

L ' ensemble des phénomènes physico-chimiques qui prennent place au . 

cours du crémage ainsi que l ' action des diverses variables,  .tel!lPS de séj our, 

quantité de réemploi,  degré d ' agitation, température,  · etc • • • •  , sont mal 

connus . Sans entrer dans une analyse détaillée, nous dirons s implement que 

cette étape de la fabrication a pour obj et  de recréer des liaisons inter

protéines pour donner au fromage fondu la texture désirée pour sa commer

cialisation. 

Les trois cuves de crémage de la figure 7- 1 fonct ionnent en 

semi-continu. Lorsqu' une cuve est en vidange ; la seconde réalise le crémage 

e t  la troisième est  en remplissage . 

Les cuves de crémage offrent , chacune , une capacité de 750 litre s .  

Le fond de l a  cuve e s t  cylindro-conique . L ' agitateur ·est  de type barrière , 

mais les pales ne sont disposées que sur un seul rayon. Ce mobi le comporte 

trois pales et est muni d ' un racleur de paroi qui doit favoriser l� trans

fert thermique avec la double enve loppe , et éviter la format ion de croûtes 

en paroi .  La part ie inférieure de l ' agitateur épouse la forme du fond de 

la cuve . 

Dans les cuves de crémage , la température du fromage fondu est  

maintenue aux alentours de  90'C  et  la vitesse de rotation des agitateurs 

entre 1 0  et 20 tours par minute . 

Les problèmes que la Société BEL nous a soumi s ,  et  que nous 

avons voulu contribuer à résoudre , étaient de deux ordres . 

Dans certains cas , des b locs solides s e  forment au sein des cuves 

de crémage . I l  s ' agit,  à l ' évidence,  de fromage trop polymérisé . Une fois 

que de telles part icules sont apparues ,  elles grossissent de façon irré

versible,  obligeant à s topper l ' opérat ion , à vid anger la cuve et à 
ne ttoyer.  

La texture du fromage fondu final est loin d ' être parfaitement 
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constante . Au contraire , e lle peut fluctuer largement , ce qui const itue· un 

inconvénient pour la commerciali sation et oblige même , dans certains cas , 

à rej eter des lots ent iers.  

Plusieurs réunions de travail nous ont permis d ' analyser ces 

problèmes avec les spécialistes de la société BEL et nous .ont conduit au 

diagnostic préliminaire suivant , comportant deux points essentiels 

- le fromage fondu, l ' expérience le démontre clairement, est un 

produit sens ible aux contraintes mécaniques .  C ' est ains{, par exemple,  

que le passage à travers une pompe le f luidifie très nettement . En consé

quence,  nous avons pensé que la formation de b locs solides pouvait être 

liée à l ' existence de zones peu agitées où la polymérisation est trop 

rapide car non contrebalancée par des ruptures mécaniques de liaisons 

- les hétérogénéités de structure nous ont paru résulter à la 

fois de l ' inhomogénéité de l ' agitation dans tout le volume de . 1a cuve , et 

de variations du temps de séjour des divers éléments de fromage dans la 

cuve de crémage ou bien encore de · variations des temps· de. séjour d ' une fa

brication à une autre. Il  faut ici s ignaler que les contrôles de fabrication, 

totalement empirique s ,  reposent sur l ' habi leté de techniciens expérimentés 

qui déterminent,  à l ' oe i l ,  la fin du crémage . 

2 . 3  LE PROGRAMME D ' ETUDES 

Une solution entièrement rationnelle de tous ces problèmes aurait 

nécess ité la réali sat ion de très nombreux travaux dont certains , de nature 

très fondamentale,  relatifs en particulier aux mécanismes et à la cinétique 

du crémage . Nous nous sommes arrêtés à une approche beaucoup moins ambi

tieuse , centrée essent iel lement sur l ' analyse des caractéristiques de l ' agi

tation par l ' agitateur-barrière et sur un examen des phénomènes de mélange. 

Etant données les compétences respectives de divers partenaires 

et les possibilités de chacun , le programme suivaQt a été arrêté : 

1 )  Etude théorique des caractéristique3 des écoulements générés 

par un agitateur-barrière comportant six pales d isposées suivant un diamè

tre et tournant dans une cuve cylindrique à fond plat . Au cours de cette 

phase du travail,  on doit rechercher quelle géométrie précise de l ' agita

teur permet de réduire les hétérogénéités de dis tribution des contraintes , 

de l imiter ou supprimer les zones morte s .  

C ' est  cette partie de l ' étude que nous allons développer i c i .  
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2) Etude des caractéristiques du mélange dans des cuves cylindri

ques à fond plat agitées par un mobi le-barrière . Ces travaux ont été réali

sés sous la responsabilité du professeur GIBERT , en . exploitant une technique 

é lectrochimique développée par son équipe (SATAYAPRASERT , 1 980) , avec un 

liquide présentant des propriétés voisines de celles ·du fromage fondu. · 

3 )  Réalisation d ' essais à · Péchelle pilote , avec du fromage ·fondu, 

dans le cas de géométries de mobiles s ' étant avérées particulièrement con

venables au cours des parties . l et 2 .  Cette partie relevait de la responsa

bilité de la société BEL . 

Ces proj ets ont reçu l ' agrément de la Direction des lndu�tries 

Agricoles et Alimentaires qui a accordé une aide financière pour leur 

réalisation. 

Il e s t  bon d ' indiquer ici qu ' au moment du lancement de ce pro

gramme , nos travaux étaient encore peu avancés e t ,  en particulier , nous 

n ' avions réalisé aucune étude de l ' agitateur-barrière. Ce sont d ' ai1teurs 

les problèmes concrets de la société BEL qui nous ont conduit à examiner 

ce mobile.  Nous avons abordé le travail par le cas des géométries les 

plus simples , à deux pales de chaque côté de l ' axe , à l ' aide de la méthode 

numérique de Gauss-Seidel .  Nous avons longuement travaillé sur ce type · 

d '·agitateur s ,  analysant l ' influence de la position et de la largeur des 

pales , et du diamètre de l ' arbre . Nous avons déj à présenté au chapître 6 

une par tie des résultats ains i . acqui s ,  mais nous y reviendrons pour en 

tirer les enseignement s  spécifiques i\1lportants pour l ' agitation du fromage 

fondu. 

Les difficultés numériques que nous avons rencontrées avec deux 

pales de chaque côté de l ' axe , nous ont fortement fait craindre de ne 

pouvoir résoudre le cas de la géométrie plus complexe comportant trois · 
pales de chaque côté de l ' axe . Voi là pourquoi nous avons développé la 

méthode numérique A . D . I .  que nous avons déj à décrite et que nous avons 

exploitée en premier lieu dans le cas simple de l ' agitateur-bipale. 

Nous allons maintenant présenter les travaux que nous avons 

réalisés en vue de l ' amélioration de la fabrication du fromage fondu. 
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3 - ETUDE THEORIQUE DE L ' AGITATION DU FROMAGE FONDU -

3 . 1  GENERALITES 

Bien que cette proposition ne soit pas indiscutab le, d ' un commun 

accord,  nous avons retenu de chercher à générer ,  dans la cuve agitée , une 

dis tribution aussi uniforme que pos sible des contraintes ,  c ' est-à-dire que 

nous avons voulu modifier la géométrie de l ' agitateur de telle sorte que 

les contraintes les plus faibles soient augmentées (disparition des zones 

mortes à haut risque de formation de blocs) et que les contraintes les plus 

fortes soient diminuées (é limination des risques de trop grande fluidifi

cation du produit) . Une fois cette uniformisation réalisée dans toute la 

mesure du possible , par modification de la géométrie, on peut fixer le ni

veau des contraintes , par action sur la vitesse de rotation de l ' agitateur. 

Ce dernier réglage ne peut qu' être de nature empirique , puisqu' on ne con

naît pas les lois cinétiques du crémage ; notons d ' ail leurs que plusieurs 

solutions sont certainement possibles , en fonction de la vitesse de rotat ion 

de l ' agi tateur ou de la durée du crémage , par exemp�e . 

Notre travail a donc cons isté à rechercher,  par modifications 

successives de la géométri e ,  à uniformiser la distribution des contrainte s .  

3 . 2  AGITATEUR-BARRIERE A DEUX PALES 

C ' es t  avec un mobile à deux pales de part et d ' autre de l ' axe que 

nous avons commencé à travai ller et que nous avons obtenu l ' ensemble des 

résultats qui ont déj à été présentés dans le chapitre 6 ,  hors du contexte 

de crémage du fromage fondu. Nous voulons ici ins is ter sur le fait que ces 

travaux ont fourni une masse considérable de renseignements qui étaient 

tout à fait inconnus auparavant . Par dessus tout , nous retiendrons qu' ils 

ont montré très clairement que la distribution des contraintes était très 

inhomogène , dans le cas correspondant aux mobiles mis en oeuvre jusque 

là chez BEL , à pales de même largeur (voir le cas des géomé tries numéros 

1 à 4 ) . Ain s i ,  l ' hypothèse initiale cons istant à corréler les ennuis de 

fabrication à une mauvaise distribut ion des contraintes , sortait-elle 

confortée de l ' examen de cette première série de résultat s .  

Plus en détai l ,  cette première étude nous a permis d ' é tab lir les 

éléments suivants .  
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Nous examinons avec· attention ce qui se passe dans cette région, 

car· c ' es t  au vois inage innnédiat de l ' axe que la plupart du temps apparais

sent les b locs solides . Nous allons revenir sur l ' écoulement généré par 

èinq des géométries définies et étudiées au chapitre 6 .  

Les figures 7-2 à 7-4 montrent les ·variations des contraintes de 

cisai llement et de la dissipat ion visqueuse dans la région de l ' arbre d ' agi

tation , pour les géométries l , S et 6 (variations cie DA/T de 0 , 042 à 0 , 250) . 

En première approximation, les contraintes de cisaillement ' 

(figures 7-2 et 7-3)  sont peu affectées par le diamètre de l '  arbr.e d '  agita

tion. Néanmoins , en certains points au voisinage de e* = Î, nous observons 

que 're* augmente en valeur absolue lorsque le rayon de l '.axe diminue , 

aussi bien sur l ' axe que sur le rayon qui lui est le p lus proche . Le taux 

de diss ipation visqueuse <l>v* ' en-dehors des positions angulaires e*  = 0 et 

e*  = 1T ,  augmente lorsque D AIT diminue . 

En conséquence ,  pour augmenter au centre de la cuve la valeur des 

contraintes , il faut un axe de petit diamètre . Ce diamètre toutefois ne 

doit pas être trop faible car , à l ' occasion d ' essais expérimentaux où un 

agitateur sans arbre a été testé , nous avons assisté à la formation de . 

croûtes , dues à un évident manque d ' agitation. C ' est  pourquoi nous retenons 

le diamètre déjà utilisé par la société BEL e t  tel que DA/T = 0 , 05 .  

Nous présentons sur la . figure 7-5 les variations de , * en re 
fonction de la pos ition radiale r* pour trois positions angulaires diffé-

rentes e* = 0 ,  e* = * et e* · = }. Les deux géométries considérées sont la 

numéro 2 et 

DA/T < r* < 

la numéro 
DyO (

DyO 
T T 

4 .  Nous nous intéressons simplement à la zone 

= 0 , 1 8 9  pour la géométrie numéro 2 et 
DiO 

= 0 , 3 6 1. 
pour la géométrie numéro 4) : 

- sur l' arbre d ' agitation, 're* est  légèrement plus grand en 

valeur absolue pour la géométrie numéro 2 

- la géométrie numéro 2 permet d ' atteindre un maximum pour 're* 

1 , 7 )  assez rapidement (r* = 0 , 1 89) 

- à e*  
. ' e  1T et a * = 2' pour les positions radiales DA/T < r* < 0 , 1 2 ·, 

la contrainte de cisaillement est plus grande en valeur absQlue dans le cas 

de la géométrie numéro 2 .  

En conséquence,  et sans donner plus de résultats ,  nous préconisons 

de rapprocher la première pale de l ' axe pour éviter les blocs solides dans 

cette région. 
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Dans le but de ne pas multiplier les résultats présentés , nous 

n ' indiquons sur la figure 7-6 que les valeurs de 'ra* pour la position 

angulaire , a* = 0 ,  là où les maxima sont observés.  Dans le cas, par 

exemple , de la géométrie numéro 4 ,  ce maximum est voisin de 1 3  

valeur est  de l ' ordre de 1 0  fois celles observées près de l ' axe . 

cette 

Pour diminuer cette valeur , nous avons rapproché la deuxième 

pale du centre de la cuve , et obtenu la géométrie numéro 2 • .  La contrainte 

maximale est alors égale à 8 .  

D ' autre part , en diminuant l a  largeur de l a  pale, aucune varia

tion importante de 'ra* n ' es t  notée. Rappelons à ce sujet que nous avons 

mis en évidence , lors de l ' étude de l ' agitateur à ancre ,  une viscos ité 

apparente proche de celle du fluide au repos sur la pale de l ' agitateur 

(chapitre 5 , paragraphe · 6) : dans le cas du fromage fondu, ceci se tra

duirait par une agglomération de produit sur la pale .  Comme , dans cette 

région, les  contraintes sont suffisantes , nous avons intérêt à diminuer 

la largeur de la pale , ne serait-ce que pour économiser de l ' énergie 

mécanique . 

Ajoutons qu ' à  l ' extrêmi té de la .deuxième pale, pour a* = 6 ° ,  

le maximum de C/>V * es.t divisé par 5 environ, lorsqu ' on passe de l a  géométrie 

numéro 4 à la géométrie numéro 6 (figures 6-28 à 6-29 du chapitre 6) . 

Nous avonS observé au chapitre 6 que , pour les géométries numéros 

2 .et  6 (figures 6- 1 9 , 6-2 1 ,  6-26 et 6-29) , les contraintes et la dissipa

t ion visqueuse étaient petites en paroi de cuve . Comme , de plus , du fait 

de l ' adhérence à une paroi solide , exist",nt des risques de croûtage , on a 

intérêt à racler cette surface, ce qui est réalisé en pratique. 

Les remarques précédentes nous ont conduit à simuler par la 

méthode A . D . l .  l ' écoulement généré par un agitateur-barrière à trois pales , 

ayant les caractéristique.s suivantes : 

- faible écartement entre axe et première pale ; 

- écartement important entre dernière pale et paroi 

- dernière pale étroite. 
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3 . 3  AGITATEUR-BARRIERE A TROIS PALES 

Après quelques essais numérique s ,  nous avons proposé pour la 

chaîne pilote , constituée essentiel lement par une cuve de diamètre égal à 

500 mi ll imètres , le mobile dont les dimensions apparaissent sur la 

figure 7- 7 ,  en millimètre s .  Les caractéristiques de cet agitateur sont 

telles que , lorsqu' on s ' é loigne de l ' axe vers la paroi de la cuve , la 

largeur des pales diminue et l ' espacement entre pales augmente.  Nous 

avons simulé le fonctionnement de ce mobile , dans le cadre de nos hypo

thèses habituelles , pour un nombre de Reynolds égal à 1 et pour un tiuide 

newtonien . 

La figure 7-8 représente les variations de la composante tangen� 

tielle ve* en fonction de la position radiale r*.  Le résultat obtenu est  

très similaire à ceux déj à observés avec les mobiles à deux pales .  On peut 

noter le léger écoulement en retour au vo isinage de la paroi de la cuve. 

Pour la position angulaire e* = �. (figure 7-9) , les variations 

de ve* avec r* sont représentées par une courbe à maximum le maximum 

est assez proche du centre <je la cuve , puisque si tué à r* = 0 , 3 1 2 .  

La composante radiale est  représentée sur la fi gure 7� 1 0 ,  à la position 

angulaire e* = 6 °  : nous noton� surtout une valeur importante à la péri

phérie de la cuve où le liquide est  chassé vers la paroi . Aux autres posi

tions angulaire s ,  les variations de vr* et ve * sont identiques à ce lles 

enregistrées · avec des agitateurs-barrières à deux pales . 

La figure 7- 1 1  montre les 

en fonction de r* pour. e* = o .  , e* 
· r 

variations des contraintes · , * et , e* rr r 
offre toujours les mêmes caractéristi-

ques : un minimum local au bord interne d ' une pale , un maximum local sur 

le bord externe . De plus , il apparaît sur la figure 7- 1 1  qu' il  n ' existe 

pas de zones importantes où 're* est faible en valeur absolue. Par consé

quent , multiplier le nombre de pales crée une successi.on de minima et . 
maxima , probablement favorable à l ' agitation du fromage fondu. Sur la 

figure 7- 1 2 ,  nous avons représenté les variations du taux de diss ipation 

vi squeuse en fonction de r* pour e* = O .  Toutes les extrêmi tés de pales , 

à l ' exception de l ' extrêmité interne de la première , e t  la surface de 

l ' arbre sont des points où �v* n ' es t  pas négligeab l e .  Par conséquent , les 
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gradients de vites.se apparaissent régulièrement répartis sur cette position 

angulaire. 

Pour Re = 1 ,  le nombre �e puissance de . ce mobile vaut 1 97 .  

Ce t agitateur à trois pales possède un diamètre tel que � = 0 , 73 ,  

exactement comme le .mobile ·de la géométrie numéro 3 .· Or, dans ce dernier 

cas , le produit Np Re était égal à 2 1 3 .  Les deux résultats sont très compa
D rables ; nous verrons d ' ai lleurs au chapi tre 8 ,  que le rapport T est  le 

principal paramètre qui influence NpRe . 

A l ' issue de cette analyse , il  est clair que la géométrie que 

nous avons proposée et tes tée , permet d ' obtenir une répartition beaucoup 

plus homogène des contraintes dans tout le volume de la cuve . Pour s ' as su

rer de cette proposition, il suffit de comparer les résultats présentés 

sur la figure ]- 1 1  avec ceux présentés dans le chapitre 6 ,  sur la figure 

6- 1 8  par exemple.  I l  est également clair qu' avec un agitateur barrière, 

il ne sera j amais possible d ' obtenir une distribution complètement homo

gène et qu' il existera touj ours , au voi sinage immédiat des pales , des 

extrema de contraintes.  

Etant données toutes les  hypothèses émises lors de  la  formulation 

du problème, nous avons choisi d ' arrêter là la procédure théorique et de 

confronter la géométrie de mobile retenue à des tests expérimentaux. 

4 - ESSAIS PILOTES -

4 . 1 APPAREILLAGE ET MODE OPERATOIRE 

Rappelons que nous venons d ' étudier le comportement · d ' un agitateur 

barrière comportant trois pales de chaque côté de l ' axe . Le mobile construit 

et monté sur une chaîne-pilote par la société BEL diffère de celui-ci en 

trois points 

- pour des raisons de facilité de montage et de nettoyage, il ne 

comprend de pales que sur un rayon, et possède donc trois pales au total 

- il est muni d ' un racleur en paroi de cuve (nous en avons 

j ust ifié l ' existence ) ; 



7- 1 2  

- le fond de cuve est cylindro-conique et raclé par l ' agitateur 

(figure 7-7) . 

Les essais ont été réalisés aux Fromageries BEL 'de Lons le Saunier 

dans une cuve de diamètre 500 mm. Cette cuve a été installée en dérivation 

d ' une chaîne de fabrication, de façon à ce que son fonctionnement puisse à 
tout moment être comparé à celui des cuves actuellement en fonctionnement . 

Le mode opératoire retenu ne comprend que l ' observation visue l le 

de la surface supérieure de la  cuve et la recherche éventuelle de blocs 

solides . Bien qu" il  ne s ' agisse là que d ' une méthode qualitative , l ' expé

rience montre qu ' elle est extrêmement fiable pour caractériser la qualité 

du fromage fondu, lorsqu' elle est mise en oeuvre par des gens compétents .  

Précisons que c ' est à l ' aide des mêmes procédures que les mêmes spécialis

tes contrôlent le fonctionnement des cuves de crémage sur les chaînes de 

production. 

4 . 2  ESSAIS REALISES 

Nous 'rapportons ci-dessous l ' es sentiel des essais réalisés . 

Essai 1 

I l  s ' agit de l ' observation du comportement de l ' agitateur utilisé 

couramment par ' les Fromageries BEL , agitateur-rayon ayant deux pa1e s , verti

cales de faible largeur et créant trois espaces identiques dans la cuve. 

Nous reprenons les termes exacts du rapport que Monsieur Daure11es , 

ingénieur à la société BEL, a rédigé à l ' intention de la D . I . A . A .  

"Ce module génère ,  après quatre heures de manipulation , un gra

dient de cons istance très important entre le centre de la cuve où le fondu 

se solidifie et sa périphérie OÙ ' i 1  est très liquide ( . • •  ) . Ce type 

d ' agi tateur , actuel lement sur la chaîne de fabrication, est mal adapté à 

la production d ' un produit régulier en cons istance" . 

Essai 2 

Cet es sai a été mené avec le mobile de la figure 7-7 .  Dès le 

début de la manipulation apparaît en avant de la première pale un fondu 

très visqueux qui forme pratiquement un bloc solide sur un quart de tour. 

Cette zone morte est poussée par la pale . Comme précédemment , la grosse 

partie du bloc s ' évacue lors de la vidange causant d ' importantes 
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perturbations . Après cinq heures de manipulation, le premier espace axe-pale 

est obstrué ; la pâte forme avec l ' axe un bloc compact où ne règne aucune 

c irculation. 

Au niveau de la deuxième pale et j usqu' à la paroi s ' effectue par 

contre une bonne agitation. 

Essai 3 

Les résultats du chapitre 6 ont montré que , quelle que soit - la 

géométrie du mobile étudiée , la vitesse radiale est toujours faible dans 

la zone proche de l ' arbre d ' agitation. Or , dans cette région qui se montre 

propice à la création .de b locs solides , on a intérêt à générer une circu

lation radiale . Nous avons donc envisagé d ' incliner la première pale de 

l ' agitateur . Un bloc solide se forme toujours autour de l ' axe ; il  est _ 

néanmoins de moins grand volume que précédemment . 

b loc 

Cet essai nous _ conduit à revenir sur la cause de formation du 

défaut de contrainte à ce niveau, 

ou caractéristiques très collantes du fondu qui adhérerait à 

l ' arbre de l ' agitateur et cons tituerait une croûte. 

Essai 4 

Dans ce cas , l ' axe de- l ' agitateur que nous avons suggéré (figure 7-n 
a é té enlevé . On note après plusieurs h",ures de fonctionnement - l ' apparition 

d ' un bloc au centre de la cuve. Comme il n ' y  a pas d ' arbre central,  l ' hypo

thèse de la formation d ' une croûte_ en surface ne peut plus être retenue 

incontestablement donc , les blocs solides résultent d ' un manque de 

cisai llement .  Les b locs s ' évacuent à la vidange mais cette solution n ' est  

pas satisfaisante ,  car - elle génère des irrégularités de consistance du 

produi t fini. 

A l ' issue des quatre premiers essais nous savonS que l ' absence de 

contraintes suffisantes provoque, comme on l ' avait supposé dès le début , 

la formation de blocs .  Il  faut donc conserver un mobile avec arbre central 

qui évite l ' existence de la zone nécessairement morte au niveau de l ' axe 

de symétrie. 

Mais nous savons aussi qu' alors que le calcul démontre l ' existence 

de contraintes non négligeables au voisinage de l ' arbre il y a néanmoins 
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formation de b loc s .  Nous pensons donc que la ,seconde possibilité (adhérence 

à l ' arbre et formation de croûtes) doit  aussi être prise en considératio,n. 

Comme nous n ' avions pas envisagé cette éventualité en posant le prob1è�e, 

nulle' solution n ' avait été prévue . 

Après analyse e t  discuss ion avec les autres partenaires partie 

prenante, au programme , nous avons réalisé les essais suivants .  

Es sai 5 

L ' arbre en acier inox a ' été revêtu '
d ' une bande de téflon. Dans ce 

cas , le dépôt sur l ' axe a été moins important . Le téflon toutefois n ' empêche 

pas la formation du bloc solide. Celui-ci glisse seulement plus vite le 

long de l ' axe et s ' évacue au cours de la vidange . Cette solution n ' es t  pas 

idéale car on observe encore des irrégularités de cons istance sur le , produit 

fini . C ' est pourquoi ;  lors d ' une réunion de synthèse' avec les , spécialistes 

de la société BEL, nous avons retenu de disposer un râc1eur sur l ' axe,  de 

la même manière qu ' il en exi ste un en paroi de cuve . 

Essai 6 

Deux racleurs diamétralement opposés ont été fixés en bas de 

cuve ; pour permettre le passage de ces racleurs , le support inférieur des 

pales a été coup é ,  ce qui diminue la solidité de l ' agitateur. Ce montage 

a été testé et a donné de bons résultats : absence totale de dépôt sur 

l ' axe , pas de formation de b locs et bonne circulation du produit . Deux 

points particuliers demeurent à régler 

- la résis tance mécanique de l ' agitateur 

- la ,facilité de montage et de net toyage . 

Essai 7 

Un système de raclage différent a été envisagé . Un tube fixé à 

la base de la cuve entoure l ' axe d ' agitation qui n ' est plus en contact 

avec le fondu. Ce tube est  rac lé par une pale supplémentaire fixée sur 

l ' agitateur .  Les résultats sont excel lents . 

Les deux , problèmes précédents res tent néanmoins à régler . 
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5 - CONCLUSION 

Nous empruntons notre premier élément de conclusion à 

Monsieur Daurelles,  qui conclut son rapport de la façon suivante 

"Cette étude importante pour les Fromageries BEL a permis de définir 

et de tester deux systèmes (agitateurs + racleurs) utilisables industriel

lement moyennant quelques optimisations de mè�tage . Ce système d ' agita

tion permet une bonne répartition des contraintes de cisaillement et 

donc une polymérisation homogène dans ce réacteur. Cette régularité' se 

traduit sur le produit fini par une consistance et une texture optimales 

et stab les . Notons de plus , que ce système d ' agitation est simple,  peu 

énergivore et adaptable sur toutes les cuves actuellement en service dans 

nos usines de fontel1 • 

Ainsi l ' objectif industriel poursuivi a-t-il été atteint , à la 

satisfact ion des Fromageries BEL . 

Nous pouvons ajouter deux brefs commentaires supplémentaire s .  

L e  premier comméntaire concerne l e  diagnostic initial qui a 

posteriori apparaît maintenant très incomplet . Le problème de l ' uniformité 

de qualité du produit lié à une distribution homogène des contraintes 

avait été posé correctement et le résultat a pu être observé immédiatemen t .  

Par contre , le phénomène d e  croûtage sur l ' axe. de l ' agitateur n ' avait pas 

été' évoqué et son importance n ' a  été mise en évidence que par les tests 

sur cuve pilote.  Dans ce cas , la solut ion n ' était en rien liée à l ' étude 

théorique que nous avons réalisée. 

Notre second commentaire veut ins ister sur le fait que la con

naissance hydrodynamique détaillée que nous possédons maintenant permet

t rait des analyses beaucoup plus fines , si nous disposions des données 

physico-chimiques nécessaires , relatives en particulier à la cinétique 

de crémage et à son évolution avec l ' intens ité des contraintes appliquées . 

Une poursuite du travail en ce sens serait très intéressante au pl"an 

scientifique même s i ,  auj ourd ' hui , aucun problème particulier de fabrica

t ion ne semble justifier un tel effort .  



1 - INTRODUCTION 

C H A · P 1 T R E 8 . .  

DISCUSSION DES RESULTATS 

2 - PUISSANCE D ' AGITATION 

3 - ANALYSE DES RESULTATS LOCAUX 

4 - COMMENTAIRES SUR LES TECHNIQUES NUMERIQUES 

5 - COMMENTAIRES SUR LES TECHNIQUES EXPERIMENTALES 

6 - COMMENTAIRES A POSTERIORI SUR LA MISE EN FORME DU PROBLEME 

7 - CONCLUS ION 



8-2 

1 - INTRODUCTION -

L ' intérêt majeur des résultats acquis par voie théorique qui ont 

été présentés dans la deuxième part ie de ce mémoire et confirmés par une 

confrontation détai llée avec des données expérimentales , est d ' exister 

et d ' être disponibles pour quiconque souhaite les utiliser. pour résoudre 

un problème donné. En ce sens , ils ne nécessitent pas d ' analyses ou de 

commentaires supplémentaires . 

Il nous a semblé toutefois intéressant de dépasser ce premier 

niveau et de tenter de dégager des enseignements supplémentaires et des 

conclusions plus généra les . 

En premier lieu, nous pensons qu ' i l est néGessaire de revenir 

sur l ' examen des résultats antérieurs , tels qu' ils ont été présentés · dans 

le chapitre 1 et de développer quelques comparaisons , soit en ce qui 

concerne des données locales (résultats de PETERS et SMITH , 1 96 7 ,  par 

exemple) , soit en ce qui concerne la puissance d ' agitation (théorie 

macroscopique de METZNER et OTTO, par exemple) . 

En second lieu, i l  n ' est pas inutile de chercher à dégager des 

tendances générales pour l ' influence de certains paramètre s .  Nous pour� 

rions ainsi suggérer de grandes lois , éventue llement extrapo1ab1es , avec 

toute la prudence nécessaire, à d ' autres mobiles dont la géométrie ne 

se prête pas à une analyse théorique. 

Enfin, nous voulons dresser le bilan des difficultés que nous 

avons rencontrées et suggérer des voies de développement pour le futur. 

2 - PUISSANCE D ' AGITATION -

La puissance d ' agitation constitue üne donnée de grande importance 

pour l ' ingénieur qui conçoit un système mécaniquement agité.  Notre travail 

offre la possibilité de calculer la puis sance par intégration sur tout le 

vo lume de la cuve du taux de diss ipation visqueuse ; maintenant que les 

méthodes sont au point , cette procédure n' est ni très longue , ni très 

coûteuse . Nous pensons cependant que beaucoup de praticiens souhaitent 

disposer de méthodes plus simples . Nous proposons donc les développements 

suivants .  
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2 . 1  FLUIDES NEWTONIENS 

Pour tous les mobi les - étudié s ,  nous avons étab ll que le produit 

NpRe demeure constant , à faible nombre de Reynolds, puis pour des valeurs 

p lus -élevées augmente légèrement avec le nombre de Reynolds . Ains i ,  dans 

le domaine où i l  y a constance et pour un fluide newtonien, NpRe ne dépend 

que de la géométrie du système . 

Dans le cas simple d ' un agitateur cons titué de deux cylindres 

coaxiaux , nous avons montré (équation A . 2 7  de l ' annexe l ) . que NpRe ést 

égal à : 

1 24 Np Re = --'---'--.". 3 D 
T (�) T 

( 8 . 1 )  

Pour ce sys tème , D désigne le diamètre du cylindre intérieur et 

T celui du cylindre extérieur . Cette ùlation a été représentée graphique-

ment sur la figure A-5 de l ' annexe 
D ' 1 1 ' de NpRe avec T sont 1 ustrees par 

1 ,  " nous observons que les variations 

une courbe à minimum. 

Nos résültats c6ncernant la puissance consommée par un agitateur

bipale à faible nombre de Reynolds sont rassemb lés dans le tableau 8- 1 ,  où 

nous avons également rapporté les travaux de NAGATA et coll .  ( 1 957)  déj à 

cités , dans le chapitre 1 .  Nous ferons deux commentaires : 

- l ' accord entre nos résultats numériques et ceux de NAGATA et 

col l .  ( 1 957)  est très sati sfaisant , puisque l ' écart maximum est de 7 , 1 %  ; 

- les variat ions de Np Re avec � sont semblables à celles observées_ 

dans le cas de deux cylindres coaxiaux. 

Nous rapportons dans le tableau 8-2 les valeurs du produit NpRe. 

à faible nombre de Reynolds dans le cas de l ' agitateur à ancre . Dans la 

gamme de variations de � examinée , nous observons que NpRe augmente d ' abord 

lentement avec �, puis que l ' augmentation s ' accélère à partir de 0 , 85-0 , 90 .  

Nous avons comparé nos résultats avec ceux fournis par trois 

groupes d ' auteurs . Sauf dans le cas de TAKAHASHI et coll .  ( 1 980) , la lar

geur des pales et celle du bras inférieur ne sont pas précisées dans les 

travaux correspondants.  Rappelons que dans· notre cas, nous avons maintenu 
\ - -w constante la largeur des pale s ,  T = 0 , 0737 . 
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TAllLEAU 8",, 1 - Valeur.s comparées du produit NpRe à faible nombre de Reynolds 

Agitateur bipale 

. 

D 0 , 336 0 , 508 0 , 656 0 , 828 T 

NpRe 2 1 2  1 75 1 82 227 calculé 

NpRe donné par 
NAGATA et col l .  224 187  1 83 2 1 2  
( 1 957)  

Ecart (%) 5 , 7  6 , 9  0 , 5  7 ,  1 

. . 

TABLEAU 8-2 - Valeurs comparées du nombre de puissance à · faible nombre 

de Reynolds . Agitateur à ancre 

D 0 , 730 .0 , 7 79 0 , 828 0 , 926 T 

NpRe 1 48 149  1 73 227 calculé 

Np Re donné 
par SAWINSKY 1 56 1 63 1 75 237 
et col l .  ( 1 976)  

NpRe donné par 
SCHILO ( 1 969)  1 57 1 6 2  1 7 1 209 
Re = 0 ,  1 

Np Re donné par 
SCHILO ( 1 969) 1 98 204 2 1 6  263 
Re = 1 

NpRe donné par 
TAKAHASHI et 1 83 1 88 1 99 277 coll . ( 1 980) 
w T = 0 , 0737 
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En ce qui concerne les valeurs de NpRe , 'nos résultats sont en 

accord avec ceux de SAWINSKY et col l .  ( 1 976) et de SCHILO ( 1 969) , à 
Re = 0 , 1 ,  plus faibles que ceux des autres chercheur s .  

Nous observons , en outre,  une très grande similitude des' al lures ' 

de variation entre tous les résultats . 

Enfin, sur le tableau 8-3 , nous donnons les valeurs du produit 

Np Re pour un agitateur-barrière . Nous ne considérons que les quatre pre-
DA ' 

mières géométries pour lesquelles le rapport l' est égal à celui des deux 

cas précédents , et où la largeur des pales est la même , et égale à 0 , 0 737 . , 

Comme pour l ' agitateur à ancre , nous observons une croissance,  lente au 

début , puis qui s ' accélère . 

Par conséquent ,  pour les quatre ' systèmes examinés ci-dessus , les 

tendances sont les mêmes . Aus si en nous inspirant ' de l ' équation ( 8 . 1 ) ,  

avons-nous recherché pour chaque mobile une corrélation du type 

( 8 . 2 )  

Les valeurs de la  constante C sont rapportées dans le  tableau 8-4 . 

En première approximation, nos résultats sont bien représentés 

par l ' équation ( 8 . 2 )  pour un agitateur-bipale et un agitateur-barrière 

puisque les écarts moyens respectifs sont de 4 , 5  et 6% . Ils sont moins 

bien représentés par 1a ' corré1ation ( 8 . 2) dans le cas d ' un agitat eur à 
ancre. Mai s ,  il  faut indiquer que l ' écart provient essentiellement du 

cas du plus grand diamètre. En ' effe t ,  si on élimine le mobile à � = 0 , 926 , 

la constante C devient égale, à 47  et l ' écart moyen à 4 , 3% ,  ce qui est très ' 

convenable. 

Nous avons également indiqué les valeurs de la constante C pour 

l ' agitateur à cylindres coaxiaux et l ' agitateur�barrière à trois pales . 

Nous pouvons ainsi établir une hiérarchie entre les divers mobiles , en 

allant de celui qui cO,nsomme le moins à celui qui consomme le plus , à 

diamè tre D donné , soit : 

- l ' agitateur à ancre ; 

- l ' agitateur-bipale ; les agitateurs-barrières 

- les cylindres coaxiaux. 
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TABLEAU 8-3 � Valeurs comparées du nombre de puissance à faible nombre 

de Reynolds . Agitateur barrière (géométries numéros 1 à 4) 

D 0 , 6 3 1  0 , 656 0 , 730 .0 , 828 . T 
Np Re 1 6 7  1 70 2 1 3  236 ca lculé 

. 

TABLEAU 8-4 - Constante C définie par l ' équation (8 . 2) 

Agitateur C Ecart 
moyen moyen (%) 

Bipale 64 4 , 5  

Ancre 43 1 7 , 8  

Barrière 65 6 

Cylindres 1 24 -

coaxiaux 

Barrière à 67 -

trois pales 
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2 . 2  FLUIDES NON-NEWTONIENS 

Nous avons cherché à analyser nos résultats dans le cadre, de la 

théorie de Metzner et  Otto ( 1 957) . Rappelons que cette théorie prévoit ,  

dans le  cas d ' un fluide pseudoplastique suivant la  loi d ' Ostwald de Waele,  

NpRe = A(B) n- l . 

Le coefficient A est la valeur du produit NpRe obtenu lors de 

l ' agita'tion ,d ' un fluide newtonien. Le coefficient B représente le rapport 

entre le gradient de vitesse moyen dans la cuve agitée et la vitesse de ' 

rotation du mobile (voir chapitre 1 ) .  

Pour les trois agitateurs étudiés , la représentation de Metzner 

et Otto ( 1 957)  s ' avère convenable . 

Ainsi ,  nous avons obtenu 

- pour un agitateur bipale de diamètre � = 0 , 508 

et 

- pour un 

NpRe = 1 75 ( 7 , 3)n- l pour le modèle d ' Ostwald de Waele 

n- l 
Np Re = 1 75 ( 1  + 1 , 35 À*2)-Z- pour le modèle de Carrea,u 

agitateur à ancre 

D n- l 
= 0 , 7 7 9  NpRe = 1 4 9  ( 1 + 6 , 5  À*2)-2-T 

D n-l 
0 , 828 NpRe = 1 73 ( 1 + 1 9 , 9  À*2)-2-T 

( 8 . 3) 

(8 . 4) 

( 8 . 5) 

( 8 . 6) 

Nous avons s ignalé en introduction du chapitre 5 que l ' utilisation 

du modèle de Carreau avec À* = 2 TI conduit à des résultats presque identiques 

à ceux fournis par le modèle d ' Ostwald de Waele avec le même indice de com

portement fluide . C ' est pourquoi nous pouvons transformer les corrélations 

( 8 . 5) et ( 8 . 6) pour qu' elles s ' appliquent à un fluide suivant le modèle 

d ' Ostwald de Waele ; nous obtenons : 

D 0 , 779 NpRe 1 4 9  ( 1 6)n-l ( 8 . 7) = = T 

D 0 , 828  NpRe 1 73 (28) u- l  (8 .8)  = T 



8-8 

N ' oublions pas que le nOll)bre de Reynolds n ' es t  pas défini de la 

même manière pour 
'
,tous les modè les (voir chapitre 2 ) . 

- Pour un agitateur-barrière, les résultats sont 

géométrie numéro 2 

D 
= 0 , 656 T 

n- l 
NpRe c 1 69 ( 1  + 3 , 05 À",2)

-2-

pour le modèle de Carreau, et 

NpRe = 1 6 9  ( 1 2 , 6 )n-l 

pour le modè le d ' Os twald de Waele.  

géométrie numéro 6 

D = 0 , 6 1 5  T 

n-l 
NpRe = 1 6 1  ( 1  + 2 , 47 À",2)� 

pour le ,modèle de Carreau, et 

NpRe = 1 6 1  ( 9 , 9 ) n-l 

pour le modèle d ' Ostwald de Wael e .  

Pot,1r un agitateur à cylindres coaxiaux, nous obtenions en 

annexe 1 

-2 (411) n
, 

1 - (.!?) 2 n-l T J B = U , 96 . 1 0  2 n 

(.!?)n n 
[ 1 - 7 T -

(8 . 9) 

(8 . 1 0) 

( 8 . 1 1 ) 

( 8 . 1 2 )  

( 8 . 1 3 )  

L ' ensemble des résultat s  préc'édents montre que l e  coefficient B 
D augmente avec le rapport T' 

D Pour un agitateur bipale tel que - = 0 , 5 ,  HlRAOKA et , co l l .  ( 1 979) , T 
ont obtenu : 

6 , 8  < B < 7 , 9  (8 . 1 4 )  

Notre résultat, B = 7 , 3 ,  e s t  compris entre les deux bornes 

précédentes . 
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D Pour un agitateur à ancre, nos résultats sont pour T = 0 , 779,  

du  même ordre que ceux de  SCHILO (l969) , (B = 1 4 , 2  pour n = 0 , 7) ,  et  pour 
D 
T = 0 , 82 8 ,  du même ordre que ceux de CALDERBANK et Maa-YOUNG ( 1 959) , 

(B = 30 , 1  pour n .= 0 , 7) . Les différences proviennent certàinement du· fait 

que les caractéristiques géométriques des mobiles ne sont pas identiques.  

Rappelons en effet que le coefficient B calculé dans ce travail a pour 

origine une analyse numérique sur un agitateur à ancre sans bras inférieur, 

alors que les coefficients B rapportés par CALDERBANK et Maa-YOUNG ( 1 959) ,. 

SCHILO ( 1 969) , etc • • • •  ré.sultent de calculs effectués à partir de déter

minations expérimentales sur une ancre munie d ' un bras inférieur. 

Ainsi ,  au cours de ce paragraphe , avons-nous pu successivement 

proposer une première série de corrélations pour calculer la puissance 

d ' agitation d ' un fluide newtonien, puis une seconde série, inspirée de la 

théorie de METZNER et  OTTO ( 1 957) , pour traiter le cas de fluides pseudo

plastique s .  L ' utilisateur trouvera donc 1à, les outils simples et précis 

dont il a besoin. 

Nous suggérons· par ail leurs des formes de fonction qui sont 

peut-être, avec toute la prudence nécessaire, transposables à d ' autres 

types de mobi les . 

Enfin, nous avions exprimé lors de l ' analyse bibliographique· du 

chapitre 1 quelques réserves quant à la c larté des divers concepts utilisés 

par METZNER et OTTO ( 1 957) . Après avoir décrit dans les chapitres 4 ,  5 et · 

6 les distributions détail lées de vitesses et de contraintes , nous pouvons 

confirmer sans discussion, que les viscosités et gradients de vitesse 

apparents manipulés par ces auteurs ne présentent aucune réalité physique 

et ne traduisent en rien la complexité des phénomènes rée1s • .  Ains i ,  

suggérons-nous de retenir l a  procédure en tant que technique d ' ingénierie 

commode , mais sans lui attribuer un fondement scientifique quelconque. 

3 - ANALYSE DES RESULTATS LOCAUX -

3 . 1 COMPARAISON AVEC LES TRAVAUX ANTERIEURS 

Les comparaisons entre les résultats locaux que nous avons obtenus 

au cours de ce travail et les données d ' autres auteurs sont difficiles,  
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étant donné le manque presque total de travaux dans c e  domaine (déj à signalé 

au chapitre 1 ) .  

Les résultats que donnent HIRAOKA et col l .  ( 1 978) sont d ' une part 

rares,  d ' autre part difficilement comparables aux nôtres ,  car ils apparaiS- . 
sent essentiel lement s·ous une forme qualitative. Nous ·signalerons s implement 

que les lignes de courant par exemp le sont ·similaires dans les deux études .  

Sur la figure 1-3 du chapitre 1 ,  nous présentions des pro;fils· de 

vitesse tangentie lle acquis par PETERS et SMITH ( 1 967)  en trois posit ions 

angulaires différentes dans· la cuve, a* ·= 0 ,  a* = 90° et  a* = 1 5.0° . Ces 

travaux étaient relatifs à un fluide newtonien et li un nombre de Reynolds 

égal à 1 0 .  PETERS et SMITH ( 1 967) ont ut ilisé un agitateur à ancre tel que 

à ancre 

w D 
T = 0 , 85 et T = 0 , 1 1  

Nous avons comparé 
D tel que· Ï = 0 , 828 et 

ces 
.\0) 
Ï = 

résultats à ceux obtenus pour l ' agitateur 

0 , 0737 . La comparaison apparaît sur la 

figure 8- 1 où les valeurs de ve* sont exprimées dans un repère lié à 

l ' agitateur; Les allures de variation sont très semblables . Remarquons en 

particulier que, à la position angul.aire a* = 90° ·, nos valeurs et  celles 

de PETERS et SMITH ( 1 967) sont ; malgré les di fférences de géométrie , 

presque identique s .  

3 . 2  TENDANCES GENERALES 

De l ' ensemble des travaux que nous avons réalisés , ressortent 

plusieurs tendances générales que nous mettons brièvement en évidence 

ci-dessous . 

3 . 2 . 1 Dis tributions des fonctions courant et rotationnel des ----- ------------- --- -----------------------------�----vitesses et des contraintes ---------------------------

A a* = �, pour les trois systèmes étudiés ,  la fonction courant 

augmente légèrement , lorsqu' on s ' éloigne de l ' axe puis décroît ensuite 

jusqu ' à  la valeur � * .  A part · le début de l ' enregistrement , une même varia-p 
tion se retrouve dans le cas des deux cylindres coaxiaux (figure A- l de 

l ' annexe 1 ) .  A a* = � , la fonction rotationnel pour les trois systèmes 

décroît de façon monotone . La vitesse tangentielle va* est une courbe à 

maximum. 
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La contrainte normale est dans le's trois cas , très faible. La 

contrainte de cisai llement augmente presque régulièrement de l ' axe j usqu ' à  

l a  paroi de la ,cuve . Ains i ,  sur cette pQsition angulaire , e t  pour l ' ensem

ble des grandeurs examinées, tous les types de mobile conduisent sensible

ment au même résultat . 

Par opposition à ce qui précède , dans le prolongement de l '  agita-' 
teur , à a* = 0 ,  chaque enregistrement est caractéristique de ta géométrie 

considérée.  Par exemple,  à chaque extrêmi té de pales , 00*, 
prennent des valeurs très grandes en valeur absolue ; les 

T e*' T * et • * r rr v 
valeurs les plus 

élevées sont toujours obtenues à l ' extrêmité externe de la dernière pale. 
o Dans tous les cas , plus le rapport T est important et plus les maxima de, 

chacune des quatre grandeurs considérées sont importants .  

Nous avons également noté que la composante radiale de l a  vitesse 

v *demeure presque toujours faible.  r 

De manière générale, le nombre de Reynolds n ' a  qu' une influence 

modérée sur l ' ensemb le des distributions de ' vitesses ,  de contraintes ,  et 

également sur le produit NpRe . 

Toutefoi s ,  et en nous penchant sur des détails ,  nous avons cons

taté au chapitre 4 par exemp le des variations de la fonction courant en , 

paroi avec le nombre de Reynolds . La première conséquence de nos résultats 

qui est apparue est que , ' dans un repère lié à l ' agitateur, lorsque le 

nombre de Reynolds augmente,  le débit entre l '  extrêmi té de la pale et la 

paroi de la cuve dim�nue. La même tendance a été observée lors de l ' étude 

de l ' agitateur à ancre . 

Dans un repère lié à la paroi de' la cuve , ceci signifie que le , 

débit entre l ' extrêmité de la pale et la paroi augmente avec le nombre 

de Reyno l d s .  Toutes choses étant égales par ailleur s ,  pour un f luide new

tonien par exemple , lorsque la viscos ité diminue , le débit de liquide 

augmente. 

Dans la plupart des cas , nous avons constaté que les distributions 

de vitesses et contraintes p'ar exemp le étaient sensiblement indépendantes 
, . 

de l ' ind i ce de comport�ment fluide . Néanmoins , de manière plus précise , 
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en , observant les courbes de vitesse tange'ntielle que nous avons données ,  

en considérant la figure A-2 de l" annexe 1 relative aux' cylindres coaxiaux, 

il  apparaît qu' une diminution de l ' indice d,e comportement d ' un fluide 

pseudop 1astique provoque les mêmes effets qu ' une augmentation de viscosité 

sur le débit de circulation. 

Rappelons que généralement , on s ' accorde pour dire que plus le 

caractère pseudop1astique d ' un fluide est marqué (n petit) , plus l ' étendue 

des zones mortes loin de l ' agitateur est importante : c ' est pour cette , 

raison d ' ailleurs que des agitateurs de grand diamètre sont préconisés 

pour l ' agitation de fluides non-newtoniens . 

Dans tous les cas où nous avons commenté l ' influence de l ' indice 

de comportement fluide , nos résultats ont montré que cette influence de

meurait modérée . Mais ,  de manière plus précise,  il est apparu que la 

région à vitesse voisine de zéro près de la paroi grossissait' lorsque n 

diminuait. En complément de ce résultat , nous avons noté que le taux de 

dissipation visqueuse augmentait en bout de pale lorsque n diminuait .  Par 

conséquent , lorsque n diminue le flux de quantité de mouvement dans la 

direction r est moins intense , davantage d ' énergie étant dissipée au 

voisinage immédiat des pales . 

4 - COMMENTAIRES SUR LES TECHNIQUES NUMERIQUES -

Les deux techniques numériques utilisées à l ' occasion de ce 

travail ont fourni un très grand nombre de résultats .  Nous avons vu, en 

outre,  au chapitre 7 ,  que ces techniques pouvaient constituèr , la base 

d ' outils de conception d ' unités performantes . Néanmoins , ces méthodes 

présentent des limitat ions , certaines difficultés doivent être surmontées 

nous en faisons l ' analyse ci-dessous . 

4 . 1 METHODE DE GAUSS-SEIDEL 

Pour que le calcul converge vers une solution, certaines. conditions 

doivent être remplies 

- les' deux valeurs introduites à l ' instant ini,tia1 pour chacune 

des constantes �p * ' �A* ' �B 1 * et �B2* doivent encadrer la' valeur finale 

et être assez proches d ' elles : environ 5% pour l ' ancre et le bipale,  
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environ 2 %  pour l e  barrière . Dans c e  dernier cas , où ·trois hypothèses 

doivent être émises , les essais ont été nombreux avant ·d ' ob tenir une solu

tion du régime permanent . A tit.re d ' exemple,  nous pouvons indiquer que , 

dans le cas de l ' agitateur barrière et pour la géométrie numéro 4 ,  les 

valeurs en régime permanent de la fonction courant sur les parois · solides 

sont , pour Re = 0 , 1  : <l>B l * = - 0 , 02 5 1 2 ; <l>B2* = - 0 , 0538 1  e t  <l>p* = - 0 , 24 1 8  

(voir. tableau 6-2 du chapitre 6) . 

Le programme relatif à cet essai n ' a  convergé· que lorsque nous 

avons introduit comme valeurs initiales 

- 0 , 026 < <l>B l * < � 0 , 025 

- 0 , 055 < <l>B2* < - 0 , 053 

- 0 , 244 < <1> * < - 0 , 234 
P 

Avant d ' arriver à ces trois inégalité s ,  un grand· nombre de taton
. 

nements a été nécessaire (une vingtaine) . 

Le champ initial en fonctions courant e t  rotationnel et en visco

sité apparente ne doit pas être trop éloigné de la solution finale . 

Ainsi pour un type d ' agitateur donné , le premier résultat e s t-il 

difficile à obtenir et néces site-t-il  de nombreux essais aveugle s .  Dans 

l ' exemple cité ci-des sus , ces recherches de condit ions initiales ont duré 

environ un mois .  Voi là pourquoi . nous n '·avons même pas envisagé d ' utiliser 

la méthode de Gauss-Seidel pour étudier l ' agitateur-barrière à trois pales .  

Une fois qu ' un premier résultat correspondant à un régime perma

nent dans des conditions ·données a été obtenu, il  devient valeur initiale 

pour l ' examen d ' un autre cas correspondant à des conditions voisines : 

variation modérée de Re ou de n ( 0 , 05) . 

Temps de calcul 

Le temps de calcul peut être diminué si les coefficients de 

sur-relaxation a, S , y, définis au paragraphe 5-1 du chapitre 2 ,  sont 

optimisé s .  Or , ces coefficients dépendent chacun de la géométrie de l ' agita

teur , du nombre de Reynolds , de l ' indice de comportement f luide , des coor

données ( r ,  8 )  du point considéré et du numéro de l ' itération en cours 

l ' opt imisat ion est  rendue difficile par ce grand nombre. de paramètre s .  

Dans ce travail ,  une fois assurés de l a  reproductibilité des 



résultats , nous n ' avons généralement pas recommencé les calculs avec d ' autres 

coefficients de sur-relaxation. Nous avons supposé C1, 13,  y, indépendants de 

Re ,. de n , de (r , 9) et du numéro de l ' itération. Le programme le p lus 

rapide a fonctionné avec C1 = . 0 ,5 , 13 = 0 , 1  et  y = · 0 (convergence ·naturel le 

pour la viscosité apparente) . 

4 . 2  HETRODE A.  D .  1 .  

L ' équation d e  Poisson reliant les fonctions courant e t  rotationnel 

et donnant en tout point $ .  . a été traitée , à chaque instant t ,  par la 1 , J  
méthode itérative de Gauss-Seidel ; la méthode A . D . 1 .  n ' a  servi à traiter que 

l ' équation générale donnant les variations de w dans le temps . 

L ' équation de Poisson a été supposée résolue lorsqu' en chaque point 

l ' inégalité : 

$ (k) _ $ (k- 1 )  1 i , j  

$ .
. �d 1 < err ($) 

1 , ]  

(voir tableau 2-3 du chapître 2) était satisfaite . 

Le critère d ' écart err ($) doit être choisi tel que, le régime 

permanent soit obtenu avec un temps de calcul le plus petit possible . Pour 

un agitateur bipale , lorsque err ($) était supérieur à 2 . 1 0-3 , la conver

gence n ' a  pas été obtenue : les erreurs accumulées dans la boucle interne 

intro!iuisent des termes instables ·dans l ' équation générale et  la font 

diverger . 

Lorsque err ($) reste inférieur à 1 0-3 , beaucoup <l ' itérations 

sont nécessaires pour résoudre l ' équation de Poisson : le temps de calcul 

est augmenté. Par conséquent , la zone optimale correspond à : 

-3 -3 1 0  � err ($) , 2 . 1 0 

Nous avons choisi err ($) = . 2 . 1 0-3 • 

La convergence de l ' équation de Poisson est accélérée lorsque .cette 

dernière est sur-relaxée . Le coefficient de sur-relaxation optimum C1 . est 

égal à 0 , 5  ; au-des sus , le système diverge lentement. En-dessous de C1 = 0 , 5 ,  
un p lus grand nombre d ' itérations · devient nécessaire pour résoudre 
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l ' équation de �oisson. Nous présentons sur la figure 8-2 deux exemples de 

divergence .  Les variations de la fonction rotationne1 au point r* = 1 ,  
e* = � sont préseritées en fonction du temps pour les premiers pas de temps 

et dans le cas d ' un agitateur bipale agitant un fluide newtonien à 

Re = 1 ,  � , étant égal à 0 , 508.  

-3 ' 

Lorsque err (�) > 2 . 1 0  , la divergence constatée est extr�mement 

rapide e t ,  très vite,  les va1eur's sortent des limites des possibilités du 

calculateur , le programme s ' arr�te donc seul . �ar' contre, lorsque 

err (�) = 2 . 1 0-3 et que l ' équation de �oisson est trop sur-relaxée 

(ct = 0 , 7) , la divergence est plus lente,  puisque ce n'est  que très pro

gressivement que w* au point considérée diminue. Dans ce cas , ce n ' e s t  

qu' après un temps de calcul long (plusieurs heures) que la divergence est 

cons tatée.  

Ces deux exemples montrent la grande sensibilité du' programme aux 

résultats acquis dans la boucle interne . 

Choix du pas de 'temps 

L ' opt imum de llt correspondrait à la valeur m,aximale permettant 

d ' obtenir la convergence.  Dans la plupart, des cas , nous avons choisi 

llt = 1 0-4 • 

En utilisant des pas de temps ,supérieurs , le programme divergeait 
-3 (par exemple,  avec llt = 5 . 1 0 , le programme s ' arr�tait au bout de 25 ité-

rations ) .  OZOE et CHURCHILL ( 1 972) , étudiant la '(ariation d ' un nombre de 

Nusselt avec le temp s ,  par cette méthode A . D . I . , ont observé les m�mes 

phénomènes .  

Changement du pas de temps 

Lors des premières itérations , les variations de w* et �* sont 

plus importantes que par la suite. Ceci nous a conduit à augmenter le pas 

de temps en cours de calcul , afin d ' obtenir plus rapidement le régime 

permanent . 

Nous avons toutefois noté que lors du changement de pas , une dis

continuité sur w* apparaî t .  La figure 8-3 obtenue dans les m�mes conditions 

que la figure 8-2 mais mettant en oeuvre un changement de pas de 0 , 0001 à 

0 , 0005 il lustre ce phénomène ; sur cette figure sont également représentées 

les variations de la fonction courant en paroi qui, elle , n ' est  pas affectée 
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par le changement de pas de temps . Après la modification de lit , les instabi

lités numériques apparaissent sur W* (r* = 1 ,  e* = �) , , qui s ' atténuent peu' 

à peu. 

Nous pensons 'que la discontinuité sur w* résulte de la nature 

même de la méthode A.D . I .  Pour ' calculer w* aux itérations n+i et n+l ,  nous 
a<p* â<p* " avons utilisé les va1eurs , de (ar*) et (âe*) calculees a l ' itération n .  

Lors du changement de pas de temps , les écarts lI<p* dans les équations dis

crètes correspondent à l ' ancie,n pas de temp s ,  mais sont rapportées à la 

nouve lle valeur du pas de temp s .  Il en résulte une erreur systématique 

importante sur l ' évaluation de w* . Nous n ' avons pas tenté de perfectionner 

notre programme pour limiter cette 'source d ' erreur , car n9us nous ,sommes 

intéressé uniquement au .régime permanent . 

4 . 3  NOMBRE DE REYNOLDS MAXIMUM 

Pour un f luide newtonien et en utilisant la méthode i.térative de 

Gauss-Seide l ,  on doit résoudre l ' équation suivante 

2 2 
_1 _ _  d_W_* + _1_ â w* , ) r* âr* r*2 ae*2 

Lorsque Re tend vers zéro, 'l ' équation à résoudre tend à devenir 

1 aw* + - --r* ar* 

( 8 . 1 5 )  

( 8 . 1 6) 

Les termes non linéaires n ' interviennent pas dans la résolution 

numérique . Par contre , lorsque Re augment e ,  ces termes deviênnent prépondé

rants et l ' équation (8 . 1 5 )  devient par s'a nature même , (non linéaire) , p lus 

difficile à résoudre : il est  donc concevable qu' existe une limite supé

rieure en Reynolds pour un bon fonctionnement de la méthode numérique . 

Dans le cas de l ' agitateur-bipale, cette limite a été observée' aux alentours 

de 45.  Pour l ' ancre et l ' agitateur-barrière, elle était plus faible e t  voi� 

sine de 30.  Pour un fluide newtonien et en utilisant la méthode A .D . I . ,  

l ' équation suivante doit être résolue : 

1 aw* - -- +  
r* âr* (8 . 1 7 )  
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Les mêmes remarques que précédemment montrent l ' existence d ' une 
aw* limite numérique en Reynolds .  Toutefoi s ,  le terme at* diminue relativement 

l ' influence du terme non linéaire. C ' est pourquoi la méthode A . D . ! .  est-el le 

réputée pour favoriser des simulations à des nombres de Reynolds p lus 

élevés . 

4 . 4  INDICE DE COMPORTEMENT FLUIDE MINIMUM 

Pour un f luide non-newtonien, aux termes de droite des équations 

(8 . 1 5 )  et ( 8 . 1 7) s ' ajoutent des expres sions où apparaissent les deux déri- , 
vées premières de la viscosité apparente et ses trois dérivées secondes .  

Pour un f luide suivant la loi d ' Ostwald de Waele, la viscosité 

apparente s ' écrit 

n* n- l = y* 

an* et par exemple le terme ar* devient 

= (n- l )  y*n-Z , ay* 
ar* 

( 8 . 1 8 )  

( 8 . 1 9) 

Pour un fluide suivant la loi de Carreau, nous obtenons 

n- l 

et 

n* = ( 1  + À*Z y*Z)--Z--

(n - 1 )  À*Z y* ( 1  + 

(8 . Z0 )  

( 8 . Z 1 )  

Lorsque n diminue , les dérivées de la viscosité apparente aug- , 

mentent en valeur absolue ; les termes non linéaires correspondants de

viennent donc importants et l ' équation de mouvement s ' avère p lus difficile 

à résoudre . Comme dans le cas du nombre de Reynolds , il  est concevable 

qu ' existe une limite inférieure (limite supérieure pour un fluide dilatant) 

en indice de comportement fluide . ' 

Les équations à résoudre sont identiques ,pour un fluide d ' Os twald 

de Waele et pour un fluide de , 
l an* 1 une valeur maximum de ar* ; 

Carreau. Imaginons qu' en chaque point existe 

les gradients de vitesse correspondants sont 

identiques . Par conséquent , en notant 

la loi d ' Ostwald de Waele et n celui c 

n l ' indice de comportement pour o 
pour la loi de Carreau, l ' express ion 
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suivante est obtenue lorsque À* = 1 

n -3 
2 _c_ (n - 1 )  y* ( 1  + y* ) 2 c 

n "'"2 
(n · - 1 )  y* 0 

o 

·Aux forts  gradients de vitesse , cette expression devient 

n = n c 0 

(8 . 22) 

(8 . 23)  

Aux faibles gradients de vitess e ,  l ' expression (8 . 22 ) ·  s ' écrit 

( 1  - n ) c ( 1  - n -3 
n ) y* 0 

o ( 8 . 24) 

Par conséquent , ( l -n ) est nettement supérieur à ( l-n ) .  Cette , c 0 
dernière corrélation nous montre que le modèle de Carreau permet une s imu-

lation numérique à n plus faib l e .  Dans le cas de l ' agitateur bipale, la 

limite inférieure pour n a été 0 , 4  dans le cas du fluide de Carreau, et 

0 , 7. dans le cas du fluide suivant le modèle rhéologique d ' Ostwald de · 

Wae1e.  Cette supériorité s ' accompagne d ' une difficulté expérimentale 

trois paramètres sont à déterminer , au lieu de deux. 

4 . 5  REMARQUES SUR L ' INFLUENCE DU TEMPS DE CALCUL 

Prenons l ' exemple d ' un agitateur-barrière . Dans ce cas , les 

temps de calcul sont longs : 

- 6 heures environ pour un agitateur-barrière à deux pale s ,  

avec l a  méthode d e  Gauss-Seidel ; 

- 1 3  heures environ pour un . agitateur-barrière à trois pales , 

avec la méthode A . D . l  • •  

Or , plus le temps de calcul est long, p lus le nombre d ' opérations 

effectuées par le calculateur est  important . Les erreurs sur chacune d ' elles 

s ' ajoutent , ceci explique que pour des systèmes ayant demandé .p1us de temps 

de calcul , la précision soit moins bonne . 

Les temps de calcul augmentent dans trois cas. : 

- diminution de l ' indice de comportement f luide pour un fluide 

pseudop1ast ique ; 

- augmentation du nombre de Reynolds ; 

- passage à une géométrie plus complexe . 
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Les deux premiers cas s ' expliquent aisément par le fait que' le 

caractère non linéaire des équations à ' résoudre est accru. Le trois ième 

cas est dû à la multiplication des approximations de premier ordre . Pour 

un agitateur-barrière par exemple,  il existe quatre extrêmités de pale s .  

En ces points" l a  fonction rotatiorinel est écrite : '  

_ 02<1>* 1 02<1>* w* - -- + -. -- ( 8 . 25)  
or*2 ' r*2 06*2 

02<1>* 0 '  

2 Le terme --2 est es t1me en l ' extrêmité exacte, de la pale .  Le d <1>* 06* 1 
--2 est e s t imé au point ( i+-4 ) ,  s ' il s ' agit d ' une extrêmité externe 
or* 
s ' il s ' agit d ' une extrêmité interne (voir annexe 4 ,  tableau A- l ) . · 

Nous connaissons maintenant les grandes variations de w* dans ces 

régions . Aus si existe-t-il des poss ibilités d ' erreur plus importantes en 

ce qui concerne les valeurs pour les extrêmités de pales ou les points 

adj acents que dans le reste du volume. De même , pour le calcul des deux 

contraintes , faisons-nous des approximations de premier ordre aux extrêmi

tés des pales . 

5 - COMMENTAIRES SUR LES TECHNIQUES EXPERIMENTALES -

Il  exis te plusieurs causes d ' erreurs sur la détermination des 

vitesses . Enumérons-les brièvement 

lors de l ' étalonnage : imprécision de lecture de la tension, 

imprécis ion d ' orientation de la sonde , légers dépôts de particules à la 

surface de la sonde , etc . • . .  Cet ensemble d ' erreurs conduit à une impré

cis ion globale d ' environ 1 0% .  

- lors de la mesure en cuve agitée : consid.érons par exemple 

le cas de la sonde numéro 2 utilisée dans du fuel .  Nous avons étab l i  la 

rép'onse caractérist ique de cette sonde à un écoulement perpendiculaire 
" à son axe . La loi suivante a été obtenue 

E = 2 , 1 3  + 3 ,88 vO , 297 (8 .  2�) 

Nous nous c�ntonnons dans un premier temps aux conséquences 

d ' erreurs de lecture ; les déterminations de tension s ' effectuent à 0 , 05 

V prè s .  
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Dans ce cas , un calcul d ' erreur sur l ' équation ( 8 . 26) conduit à 

b.V _ M (E - 2 , 1 3) 2 , 37 
1 , 1 52 .3 , 88 

soit par exemple, lorsque E = SV à 

b.V = 2 , 1  - 1  cm. s ',' ce qui correspond à 6%.  

( 8 . 27) 

Ajoutons dans un deuxième temps l ' erreur sur la température au sein 

de la cuve . Un écart de température , de 0 , 5 °C entraîne une erreur de 2 , 5 % , : 

dans le cas de la surchauffe habituelle du film par rapport au fluide de 

20° C .  

Par conséquent , la somme des incertitudes peut causer des erreurs 

de près de 20% ( 1 0% + 6% + 2 , 5% + autres erreurs • . • •  ) .  

D ' autre part , dans un repère fixe, la vitesse tangentielle s ' écrit 

(ve) f ' xe = 2 11 Nr - (v ) , 
• e moblle 

L ' erreur relative sur (ve ) f ' s ' écrit . l.xe 

b. ( v e ) f ixe = =--,
t::,
�

(
_
v-=e

..,
)=m=-o b

<-,
1::,;' l::,;e:.......-_ (ve) , 2 11 Nr - (ve) b ' l f1xe mo 1 e 

( 8 ;  28) 

( 8 . 29) 

Si  la vitesse en repère fixe est petite , il  apparaît clairement 

que 1 " incertitude sur sa détermination peut devenir importante et atteindre 

des valeurs de 1 00% ou plus . 

Nos comparaisons de déterminations numériques et expérimentales 

des chap itres 4 à 6 nous ,ont conduit à des écarts allant de quelques % à 

plus de 1 00% , avec des moyennes de l ' ordre de 1 6% : une bonne part de ces 

écarts est imputable à l ' anémométrie thermique . 

Après cette brève analys e ,  i l  apparaît clairement que ces méthodes 

de mesure , qui pourtant sont parmi les meilleures , ne sont pas encore bien 

adaptée s ,  et en tout cas , mbins performantes que les méthodes numérique s .  
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6 - COMMENTAIRES A POSTERIORI SUR LA MISE EN FORME DU PROBLEME -

Certains résultats obtenus au cours de ce travail nous ont semblé 

tellement s imp les et systématiques , qu ' ils devaient résulter de lois à 

caractère général que nous avons cherchées vainement pendant longtemps · 

avant de pressentir la pos sibilité que nous exposons dans la suite .  Nous 

avons en part iculier été frappés par : 

- la constance du produit NpRe pour tous les systèmes agités  

étudiés , quelles .que soient la  géométrie du mobi le ou la rhéologie du 

fluide ; 

- la quasi-indépendance des profils de vitesse et d� contraintes· 

par rapport au nombre de Reynolds .  

Une success ion de tentatives infructueuses nous ·a finalement 

conduits à revenir sur la formulation initiale du problème . Les équat ions 

de changement , sous forme adimens ionnelle,  s ' écrivent en régime permanent 

équation de continuité 

équation de mouvement 

div* v* = 0 

Re (grad*� * + div* (v*xv*) ) = 

- div* T* 

(8 . 30) 

( 8 . 3 1 )  

S i  nous nous intéressons au cas où la vitesse de rotat ion de 

l ' agitateur tend vers zéro , c ' est-à-dire où le nombre de Reynolds tend vers 

zéro, nous pouvons négliger , dans l ' équation de mouvement , le membre de 

gauche et écrire alors : 

div* T* = 0 ( 8 . 32) 

Le système d ' équations aux dérivées partielles ne comporte plus 

alors aucun facteur d ' échelle.  Pour des systèmes de forme donnée, 

c ' es t-à-dire en simi litude géométrique , tels que les conditions aux limites 

qui accompagnent les équations différentielles soient identiques , on doit 

alors obteni r ,  pour les distributions de contraintes ou de vites ses , des 

solutions indépendantes du nombre de Reynolds . Nous trouvons ici ,  dans la 

limite où Re tend vers zéro , l ' indépendance observée sur les résultats 

présentés dans les chapitres 4 ,  5 et 6 .  

En c'" qui concerne l a  puissance d ' agitation, maintenant , on peut 

écrire 



P = J n 
volume 

<1> dW v 

ou, sous forme adimensionnelle 

NpRe = f (n) f n* 
volume 

8-22 

<1> * dW* v 

( 8 . 33) 

(8 . 34) 

Comme les distributions de viscosité apparente et le taux de dissi-· 

pation .visqueuse sont indépendantes du nombre de Reynolds , le produit NpRe 

doit aussi  l ' être . 

Ains i ,  l ' hypothèse d ' un nombre de Reynolds très faible,  

c ' est-à-dire d ' un écoulement rampant , permet de démontrer par s imp le analyse 

dimensionnelle des équations aux dérivées partie lles initiale s ,  que les 

solut ions donnant les profils de vitesses et de contraintes , ainsi que le 

produit NpRe , doivent être indépendantes du nombre de Reynolds . 

A posterior i ,  nos résultats suggèrent . que ces propriétés asympt·o

t i ques , pour Re tendant vers zéro, demeurent valables j usqu ' à  des valeurs de 

Re appréciables,  de l ' ordre de 1 0  en généra l .  

Les développements que nous venons de proposer nous suggèrent les 

réflexions suivantes : 

- la solution de div* T* = o pourrait être utilisée pour la 

recherche d ' une première solution, à faible Re , qui servirait ensuite de 

point de départ pour le programme utilisant la méthode de Gauss-Seide l .  

Ains i ,  éviterions-nous les longs tatonnements qui constituent l ' inconvé

nient majeur de cette technique ; 

- étant donnée sa plus grande simp licité , l ' équation div* T* = 0 

devrai t  nous permet tre d ' envisager le traitement , à faible nombre de 

Reynolds ,  de systèmes de géométrie p lus comp lexe. 

Nous tenons cependant à bien préciser que le· traitement de cette 

équat ion simple ne suffira j amais à résoudre le problème de l ' agitat ion des 

mi lieux consistants et que le traitement de l ' équation complète peut seul 

indiquer la limite de validité de l ' hypothèse d ' écoulement rampant . 
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7 - CONCLUSION -

Dans ce chapître, nous avons voulu dégager certaines carac téristi

ques générales des résultats obtenus . Nous retenons ici que : 

- les profils  de vitesse et. de contraintes dépendent assez peu du 

nombre de Reynolds , en particulier dans le domaine de faibles valeurs de Re ; 

� plus le fluide devient pseudop last ique , plus les gradients de 

vitesse au vois inage du mobile augmentent , ménageant ainsi des zones mal 

agitées de plus grande extension. Nous retrouvons ainsi cette règle empiri

que qui veut que l ' on sélectionne des agitateurs de tai lle d ' autant p lus 

importante que le caractère pseudoplastique s ' accroît ; 

- nous avons pu proposer des équations reliant le produit NpRe 

à la tai lle de l ' agitateur, sur le modèle des relations que nous avons établies 

analyt iquement dans le cas de deux cylindres coaxiaux (voir annexe 1 )  et à 

son indice de comportement en suivant le schéma suggéré par la théorie de 

METZNER et OTTO ( 1 95 7) . 

Enfin , nous avons réalisé a posteriori que nous aurions pu analy

ser les phénomènes au sein de cuves agitées , à très faible nombre de Rey

nolds , en résolvant numériquement l ' équation, beaucoup plus s imple,  de 

l ' écoulement rampant . Cette idée , évidente une fois exprimée clairement , ne 
nous étant apparue que récemment , nous ne l ' avons pas exploitée dans ce 

trava i l ,  mais elle ouvre certainement des perspectives nouvelles pour des 

développements futurs et ,  dès à présent,  fournit une explication claire 

de certaines des observations que nous avons faites .  
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CONCLUSION DE LA TROISIEME PARTIE 

Rappelons ici que l ' intérêt , majeur des résultats que nous avons 

obtenus par voie théorique et confirmés par l ' expérience est  d ' être mainte

nant disponibles pour tout chercheur ou tout ingénieur qui souhaite les 

utiliser pour résoudre un problème d ' agitation de milieux consistant s .  

Nous avons cependant voulu, dépasser ce s tade au cours de ,la 

troisième partie de ce mémoire . 

c ' es t  ainsi que nous avons d ' abord rapporté comment , en collabo

rat ion avec le Laboratoire de Génie Agroalimentaire du professeur GIBERT 

et la Société des Fromageries BEL, les méthodes e't techniques mises au point 

au cours de ce travai l  ont contribué à améliorer les performances d ' un 

dispos itif d ' agi tat ion utilisé pour effectuer le crémage de fromage fondu. 

C ' es t  ainsi que nous nous sommes efforcés d ' analyser et ,de 

discuter p lus à fond les méthodes mises en oeuvre et,  les résultats obtenus . 

I l  en résulte des corrélat ions s imples pour le calcul de la puissance 

d ' agitation et des suggestions intéressantes pour la conduite de nouveaux 

travaux, en particulier dans l ' hypothèse de l ' écoulement rampant . 



CONCLUSION GENERALE 



Notre travai.l const itue une contribution à l ' étude des problèmes 

d ' agitation en cuves de milieux visqueux , de rhéologie newtonienne ou non. 

Rappelons que de tels problèmes se posent dans différents secteurs indus

triels de grande importance économique , industrie des matières plastique s ,  

des encres et peintures , des cosmétiques et produits de beauté, industries 

agroalimentaire s ,  bioindus tries , etc . . . . .  

Au départ ,  nous avons exploité les renseignements ,  souvent 

succints ,  disponibles dans une publication écrite par une équipe j aponaise 

pour construire un programme de traitement numérique des équations de mouve

ment permettant d ' établir ,  par voie théorique ,  l ' ensemble des caractér i s t i

ques de l ' écoulement généré par un agitateur bipale au sein d ' un f luide 

newtonien. Nous avons ensuite élargi ce traitement au cas de fluides p seu

dop lastiques ou dilatant s et au cas de nouvelles géométrie s ,  agitateurs à 

ancre ou barrière. 

Limi tés par les possibili tés de la technique numérique, nous 

avons ensui te mis au point une nouvelle méthode de traitement , de type A . D . l . , 

qui permet de suivre les évolutions dans le temps ,  au cours d ' un régime 

transi toire , et qui permet , en outre, l ' analyse de géométries p lus complexes . 

Au plan expérimenta l ,  nous avons utilisé l ' expérience de l ' anérno

métrie thermique que nous avions acquise lors de la préparation d ' une thèse 

de docteur-ingénieur , pour mettre au point une technique de mesure de vi

tesse,  à sonde tournant e ,  qui a permis d ' établir toutes les données qui con

firment la validité des hypothèses et la qualité des résultats de l ' approche 

théorique . 

A l ' issue de ce trava i l ,  deux conclusions importantes nous sem

b lent devoir être mi ses en exergue : 

- dans tous les cas d ' agitat ion de fluides cons i s tants ,  newtoniens 

ou pseudop las tiques , l ' anémomé trie thermique perme t ,  quelle que soit la 

géométrie de déterminer les profils  de vitesse . Ce type d ' information est 

déjà tellement p lus détai l lé que les données conventionne l les sur la puis

sance ou les temps de mélange que nous ne voyons pas comment un industriel 

pour lequel il existe un enjeu économique important pourrait se passer de 

cette information. Dans notre labor.atoire,  nous avons déj à lancé des travaux 

pour exploiter cette possibil ité dans le cas de rubans hélicoïdaux ; 

- lorsqu ' e l le est  praticab l e ,  l ' approche théorique est  beaucoup 

p lus puissante que la  voie expérimentale. Outre les profils de vitesse,  

elle fournit les  dis tributions des  diverses contraintes , du taux de 



diss ipation visqueuse,  de la viscos ité apparente,  etc . • • • .  Par ailleur s ,  e l le 

est beaucoup moins onéreuse et 'remplace des campagnes de mesure d ' une durée 

de l ' ordre d ' un mois par quelques heures de calcul sur ordinateur; Ains i ,  

le déve loppement de travaux dans ce domaine nous semble":t�il indispensabl e .  

Pour notre part , nous sommes décidés " à  poursu�vre dans cette voie. 

si le travail que nous avons présenté ét.ait à refaire � nous 

attacherions beaucoup plus d' importance au cas des très faibles nombres de 

Reyno lds et nous nous efforcerions de résoudre les équations simplifiées 

correspondantes dont nous avons réalisé l ' importance a pos teriori ,  en ana ..... 

lysant les résultats obtenus . Cette possibi lité va constituer,  sans aucun 

dout e ,  l ' un des développemen,t s que nous aborderons le p lus rapid'ement . 

Mais beaucoup d ' autres travaux restent encore à effectuer. 

Enumérons-en quelques-uns : 

perfectionnement des techniques numériques et en particulier 

de la méthode A. D . l .  

étude d ' agitateurs à pales ,  mais équipés de , troi s ,  quatre 

pales ou p lus 

trai tement de problèmes non isotherme,s 

étude d ' agitateurs à pales inclinées ; 

� traitement d ' écoulements tridi rect ionnels , dans le cadre de 

l ' hypothèse de l ' écoulement rampant ; 

- etc . . . . .  

Cette liste ,  bien sûr incomp lète , montre que notre travai l  

ouvre au moins autant d e  voies pour l a  recherche. future qu' i l n f a. résolu 

de problème s !  • • •  
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NOMENCLATURE 



A 

A 

A 

A 

A 

(tableau 1 - 1 )  : constante de modèle rhéologique 

(équation 1 . 1 0) constante définie par NAGATA e t  col l .  ( 1 957)  

(A = 1 4  + 
(équation 

È. ;-6 70 (E _ 0 6) 2 + 1 .85_/ ) T - T • 

3 . 1 8 )  : surface de la sonde (m2) 

(annexe 5)  : constante 

valeur du produit NpRe pour un fluide newtonien 

A '  , B '  , An , B" ( annexe 5)  : constante 

a 

B 

B 

B 

B 

b 

c 

c 

c 

D 

constante caractéristique de la géométrie d ' un ruban ou d·' une vis 

( tableau 1 - 1 )  : constante de modèle rhéologique 

(équation 1 . 1 0) : constante définie par NAGATA et coll.  ( 1 957)  

b 2 D ( log B = 1 , 3 - 4 (T . - 0 , 5 )  - 1 . 1 4 T) 
(annexe 5) : constante 

rapport entre le gradient de vitesse · moyen et la vitesse de 
rotation de l ' agitateur , dans le cadre de la théorie de 
METZNER et OTTO ( 1 957)  

hauteur de l ' agitateur (m) 
. - 1  concentration d ' une solution de carbopol (kg carbopol .  kg eau) 

(équation 8 . 2  et tableau 8-4) : constante 

(annexe 1 )  : constantes 

(équat ion 1 . 9) : valeur du produit NpRe 

constante caractéristique des cylindres coaxiaux (m3) 

h • . f '  d fl ' d ( 2 -2 - 1 ) c aleur specl lque u Ul e m s  K 

constante caractérist ique des cylindres coaxiaux 

dis tance entre l ' extrêmité de la pale et la paroi de la çuve (m) 

diamè tre de l ' agitateur (m) 

diamètre de l ' arbre d ' agitat ion (m) 

diamètre correspondant à l ' extrêmité interne de la première pale 
d ' un agitateur-barrière (m) 

diamètre d ' une sonde anémométrique (m) 

domaines d ' intégration des équations de l ' annexe 3 



E 

ECAR 

ERR , err 

H 

h m 

l 

I , J  

K 

k 

l 

m 

N 

Np 

n 

n 

P 

Pr 

tension lue aux bornes d ' une sonde anémométrique (volts)  

précision absolue d' une méthode numérique 

précis ions relatives d ' une· méthode numérique 

niveau de liquide dans la cuve (m) 

coefficient d ' échange thermique entre la  sonde et le f luide 
(kg s-3 K- 1 ) 

(équation 3 . 1 6 )  
(ampères) 

intensité du courant passant dans la sonde 

points du maillage spatial 

( tableaux 2-2 et 2-3) : · numéro d ' i tération 

sensib ili té directionne lle d ' une sonde anémométrique 
. 

s-3 K- 1 ) conduc tivi té thermique du f luide (kg m 

(tableau 2-2) : numéro d ' itération 

longueur d ' un ruban hélicoïdal (m) 

indice de cons istance d ' un fluide pseudoplastique suivant la 
loi d ' Ostwald de Waele (kg m- 1 sn-2) 

masses nécessaires à l ' équi libre du stator du moteur (kg) 

vitesse de rotat ion de l ' agitateur (s- l ) 

nombre de puissance de l ' agitateur 

(méthode A. D . l . )  numéro de l ' itération tempore lle 

indice de comportement fluide d ' un liquide pseudop lastique ou dilatant 

nombre de pales d ' un ruban hé licoidal 

indices de comportement fluide spécifiques aux modèles 
d ' Os twald de Waele et de Carreau 

puis sance d ' agitat ion (kg m2 s-3) 

puissance consommée par l ! anémomètre, ' l ' indice CTA s ignifiant 
"cons tant temperature anemometer" (kg m2 s-3) 

nombre de Prandtl défini en annexe 5 

grandeur inc luant les termes de pression et gravité de l ' équati.on 
de mouvement (kg m- 1  s-2 ) 
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Re 

Re a 

rIPO _ . 
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T 

T 

t 

v 

w 

w 

(équation 1 . 1 0) : constante définie 

b . D 2 (p � 1 , 1  + 4 r - 2 , 5  (r - 0 , 5 )  - 7 

par NAGATA et col l .  ( 1 957)  

(�)4) T 

(tableau 1�2) : pas d ' un ruban hélicoïdal ou d ' une vis (m) 

débi t de fluide (m3 s - 1 ) 

résistance électrique de la sonde anémométrique (ohms) 

nombre de Reynolds 

nombre de Reynolds apparent 
OTTO ( 1 957)  

cas  de la  théorie de METZNER · e t  

nombre de Reynolds dans le cas des cylindres coaxiaux 

pos ition radiale de l ' arbre d ' agitation (m) 

pos�t�on radiale de l ' extrêmité interne de la première pale d ' un 
agitateur-barrière (m) 

posi tion radiale de l '  extrêmi té externe de· la première. pale d ' un 
agitateur-barrière (m) 

pos it ion radiale de l ' extrêmité interne de la pale d ' une ancre 
ou de la deuxième. pale · d ' un agi tateur-barrière (m) 

surface du cylindre intérieur, cylindres coàxiaux (m2) 

diamètre de la cuve agitée (m) 

(équation 3 . 1 5) : température du liquide (K) 

(annexe 5) : température de référence (K) 

couple relatif à l ' écoulement dans l ' entrefer de deux cylindres 
coaxiaux (kg m2 s-2) 

couple relatif à l ' écoulement en fond de cuve , cylindres 
coaxiaux (kg m2 s-2) 

l l l ·  d . (kg m2 s-2 ) coup e tota , cy �n res coax�aux 

temps (s )  

. (m s- l ) Vl. tesse 

- 1  vitesse relative sonde-fluide (m s .  ) 

- 1  vitesses obtenues après lecture sur le voltmètre ( m  s ) 

volume de la cuve (m3) 

largeur . de la pale d ' une ancre (m) 



X expression définie par l ' équation ( 2 . 45)  

x ,y  constantes du  tableau 1-2 

Le ttres grecques 

a , B, y 
(tableau 1-3) caractéristique géométt:ique d ' une ancre 

(tableau 2-2) coeffic ients de sur-relaxation ' de la mét�ode 
de Gauss-Seidel 

a , B , y , o , E  (annexe 4 )  : intermédiaires de calcul, méthode A. D . t .  

y 

llT 

llr ,ll8 

).l 

n 

p 

8 

T 

angle défini par la figure 3- 1 1  

tenseur des vi tesses,  de déformation (s- l ) 

gradient de vitesse apparent , théorie de METZNER et OTTO ( 1 957)  (s- l ) 
surchauffe d ' une sonde anémométrique (K) 

pas d ' espace 

pas de temps 

(annexe 5 )  : Laplacien d ' une fonction (m":2) 

2 - 1  fonction courant (m s ) 

fonction courant respectivement sur la pale de l ' ancre , 
sur la première pale de l ' agitateur-barrière , sur la 
deuxième pale et en paroi de cuve (m2 s- l ) 

dissipation visqueuse (s-2) 

paramè tre du modèle rhéologique de Carreau ( s )  

- 1  - 1  viscos i té d ' un fluide newtonien ( k g  m s ) 

paramètres rhéologiques du tableau 1 - 1  

viscosi té apparente , théorie de HETZNER e t  OTTO ( 1 957)  (kg m- 1  s- l ) 

viscos ité  apparente d ' un fluide non-newtonien (kg m- 1  s- l ) 

-3 mas se volumique du fluide (kg m ) 

(équation 1 . 1 0) angle de la pale avec un plan horiz'onta1 

(équation 2 . 55)  temps fict i f ,  méthode A . D . 1 .  (s)  



T 

w 

indices 

r ; 8 , z  

F 

N , OI" C 

i , j  

ij 

- 1 -2 tenseur des contraintes (kg , m  s ) 

- 1  -2 caractéristique rhéologique , modè.le de Bingham (kg m s ) 

fonction rotationnel ( s  - 1 ) 

indices relatifs à la pos1t1on radiale , tangentielle et axiale , 
coordonné!,'s cylindriques 

indice signifiant que la propriété considérée est relative au 
fluide 

indices signifiant que la grandeur concerne un fluide newtonien (N) , 
un fluide d ' Ostwald de Waele (OW) , un fluide de Carreau (C) 

caractérisent un point du maillage 

caractérise une composante de tenseur 

L ' exposant "*" indique que la grandeur considérée est adimension

nel l e .  Les signes "< >," indiquent ql.1e c ' est la valeur moyenne 

dans l ' espace de l ' expression p lacée entre ces deux signes 'qui 

doit être considérée . , 
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ANNEXE 1 TRAITEMENT ANALYTIQUE DE L ' ECOULEMENT ENTRE DEUX CYLINDRES COAXIAUX 

1 � INTRODUCTION -

Nous n ' avons pas trouvé en références ,  le traitement complet de 

l ' écoulement de Couette entre deux cylindres coaxiaux. I l  s ' agit pourtant 

d ' un écoulement dont les caractéristiques peuvent être atteintes par voie 

analytique. Nous nous proposons ici de traiter ce problème dans le cas 

d ' un fluide suivant le modèle d ' Ostwald de Waele.  Les résultats· qui sont 

ceux d ' un système d ' agitation particulier nous sont précieux en vue de 

comparaisons éventue lles puisqu ' ils indiquent des tendances de variations 

et surtout peuvent nous guider dans la recherche de ·corrélations générales . 

Ils sont également utiles pour comprendre le .fonctionnement du· viscosimètre 

à cylindres coaxiaux utilisé dans ce travail . · 

2 - DETERMINATION DU CHAMP DE VITESSES -

Nous faïsons ici les mêmes hypothèses que dans le paragraphe 2 . 1 

du chapitre 2 .  En outre , dans · cet écoulement , les équations suivantes sont 

vérifiées : 

v ·  = 0 r (A. 1 )  

a 0 as = (A. 2) 

En régime permanent , les équations de changement se résument ·à 

et 

2 alJ> ar 
a 2 
ar (r Tre) -

0 

Nous ne nous intéressons pas ici aux termes de pression 

résolvons donc seulement l ' équation (A. 4 ) , qui devient : 

C l 
Tre = 2 r 

(A. 3)  

(A. 4) 

nous 

(A. 5) 



avec. 

et 
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D ' àutre part , T a peut également s ' écrire r ' 

n 
v 

m i r d (�) I n- 1 , ar  r 

d va 
,Yra = r - (-) dr ,r 

L ' égalité suivante est alors obtenue . ,  

L ' intégration ' de (A. 9) conduit à 

C 2. 13 
(_

m_
1 ) n r n + Cz r 

(A. 6) 

(A� 7) 

(A.8) 

(A. 9) , 

(A. 1 0) 

Nous traitons deux cas de conditions de frontière. Dans le premier 

cas , le cylindre intérieur est immobile,  le cylindre extérieur tourne à la 

vi tesse -N ; dans le deuxième cas , le cylindre extérieur est immobile;  le 

cyl indre intérieur tourne à la vitesse N .  

Premier cas 

Nous notons T le diamètre du cylindre extérieur et D celui' du 

cylindre intérieur . 

Les deux condit ions de frontière sont ici 

T * r = 2 ' va = - rr NT 

L ' équation (A . l 0) s ' écrit alors : 

rr NT 
, Z (Q)n - 1 T 

, 1-� r Q (Zr ) n 
- T D 

_ Zr 7 '  
T - (A. 1 1 ) 
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Deuxième cas 

Les condit ions de front ière s ' écrivent 

* D ND r = "2 • ve 
= 11 

* T r = "2 , ·ve 
= 0 

L ' équation (A. 1 0 )  devient 

2 
ND - T  (3!.) 

1-- 2r 11 n 1 ve = 

T �  
1 - - 0 -- D T 1 - (O)n  

(A. 1 2) 

Si  nous aj outons à l ' expression (A. I l )  le . terme 2 11 Nr , nous obtenons 

exactement l ' expression (A. 1 2 ) .  Par conséquent , passer du premier repère au 

deuxième repère par cette addition est parfaitement légit ime . C ' est  ce que 

nous avons fait dans ce travai l .  

et · 

En écrivant : 

T r = - r* 2 ' 

l ' expression adimens ionne lle de (A. l 1 )  s ' écrit 

ce l le 

ve * 

1 -

de 

D �  (-)n T 

C A .  1 2 ) 
2 (.�yn r* T 

D �  1 - (_)n 
T 

s ' écrit 

2 

1 -r''t n 
-

r* 

1 

2 ( l -li) 

7 
-

- r* J CA. 1 3 )  

CA. 1 4) 

Sur la figure A- l ,  nous présentons les variat ions de ve* avec r*, 

dans le cas où � = 0 , 8  et pour trois indices de comportement fluide . 

Lo rsque n décroî t ,  le gradient de · vitesse devient plus important 

sur le cylindre intérieur : ve* décroît plus vite . 
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3 - CALCULS DES FONCTIQNS COURANT ET ROTATIONNEL -

La fonction courant "'* , définie * - a$* s ' obtient en '!' par ve - ar*' 
intégrant l ' expression (A. 1 3) par rapport à r*. 

2 2 (2--) 
r*2 r n (.!?yn: D 

7 $* 
D �  

r* + C3 - n T -
2 r 1 - (-)n 7 

T -

Comme pour les trois mobiles étudiés dans ce travail ,  nous 
choisissons une valeur nulle pour $* sur l ' arbre d ' agitation : 

D r* = T ' $* a 

La fonction courant devient donc 
2 

(A. 1 5) 

2 (2--) 2 ( 1 - 2n) (.!?) 2 7 
2 [  

n (.!? yu n 
$* = r* - r* + n T 1 - n T - (A. 16) 

Pour 

$* 

2 [ 1 - (.!?yn: 7 T -

un fluide newtonien, $* s ' écrit 
2 :2 (.!?) - r* T (A. 1 7) 

La figure A-2 présente les variations de $* avec r* dans le cas 
d ' un rapport géométrique � = 0 , 8 .  Nous noterons que la valeur de paroi dimi
nue lorsque n augmente . Ceci signifie (voir annexe 2) qu' en valeur absolue, 
le débit de liquide entre les deux cylindres diminue lorsque le caractère 
pseudoplastique du fluide augmente .  Nous noterons toutefois qu' entre un li- · 

quide newtonien et un liquide dont l ' indice de comportement fluide est égal 
à 0 , 4 ,  la différence reste faible. Dans cet écoulement ,  le rotationnel 
est donné par 

Ve* + -r* 
Par conséquent , dans le repère tournant avec l ' agitateur 

2 w* = ---=---c;;-2 (.!?yn: T 1 -

2 
n 

- 1 7 

(A. 1 8) 

(A. 1 9) 
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Pour un fluide newtonien, w* est une constante donnée par 

w* = - 2 (A •. 20) 
1 -

La figure A-3 montre que lorsque n = 0 , 4 ,  w* varie très peu avec r*. 
Par contre , lorsque n est petit , les· variations de w* sont très accentuées . 

4 � CALCUL DE LA .CONTRAINTE DE CISAILLEMENT -

La contrainte de cisaillement s ' écrit 

T .  * = I r* _a
_ re ar* 

v * 
(_

e_) l n r* 

Les expressions (A. 1 3) et (A. 14) de la vitesse dans chacun des 
deux repères conduisent 8 . la même valeur de Tre* 

T * re 
r* 

1 -

2 
(A. 22) 

D 
Nous avons porté les variations de Tre*· en fonction de r* pour 

T = 0 , 8  dans le cas de trois indices de comportement fluide , sur la 
figure A-4 .  Pour chacun des trois cas · considérés , Tre* décroît modérément 
quand r* augmente. 

5 - PUISSANCE CONSOMMEE -

La puissance consommée par le cylindre intérieur s ' écrit 

P J:urface cylindre v . dF (A. 23) 

La seule force qui s ' oppose au mouvement tangentiel de l ' agitateur 
est égale à TredS .  

Donc : 

P - ( . v T dS - J surface cyl1ndre e re (A. 24) 
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La surface du cylindre est égale à TI DR, R .étant la hauteur du 
cylindre . Sur ce cylindre : 

n D 
're = m (2 TI N) . 're* (r* = T) 

Par conséquent 

(A. 25) 

P Le rappor� -
m
--

N
�1�+�n--D

�3' est égal au produit NpRe pour un fluide dont 
la rhéologie suit la loi d ' Ostwald de Waele . D ' autre part , pour les trois 
agitateurs étudiés dan� ce travail ,  nous avons supposé que leur hauteur 
était égale au diamètre de la cuve . Ainsi , 

NpRe (A. 26) 

Pour un fluide newtonien , la corrélation (A. 26) s ' écrit 

NpRe = 
1 24 , 0 

D La figure A-5 montre que lorsque T augmente , le 
commence à décroître , atteint une valeur minimale égale à 
puis augmente à nouv�au , et rapidement , puisque lorsque � 
déjà 726. 

(A. 27) 

produit NpRe 
D 322 pour T = 0 , 57]. 

= 0 , 9 ,  NpRe vaut 

En rapprochant les corrélations (A. 26) et (A. 27) , il est possible 
de mettre en évidence le coefficient B de la théorie de METZNER et OTTO ( 1 957) 
pour cet ensemble d ' agitation : 

B { 7 , 96 .  1 0 -2 (4TI) n n 
1 

-
/ 1 

- (.�) 2 n-1 T } 2 n (A. 28) 
(.Qyn 7 - T -

Il apparaît très clairement sur la figure A-6 que B augmente avec 
D T. Il est clair également que B est modérément influencé par n : B diminue 
lorsque n augmente . En ce sens , les propositions de METZNER et OTTO ( 1 957 )  
sont prises en défaut . 
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. ANNEXE 2 - SIGNIFlCATION PHYSIQUE .DE LA FONCTION COURANT 

Le débit de circulation tangentielle dans la 'cuve entre l ' axe et 
la paroi, Q, est donné par . •  

ou 

Q = J: 
T 

dz f va dr rA 

NHT2 ( * 
Q 1T va* dr* = 2 

A 

Comme v * a<p* , et que H a = ar* 

Q 1T NT3 r a<p* 
= -- dr* 2 ar* r * A 

Le débit Q est tel que Q = 

Q* J 1 a<p* 
ar* dr* 

r * A 

CA. 29) 

CA. 30) 

= T 

CA. 3 1 )  

Q*,  Q*. étant le débit adimensionnel ,  

(A. 32) 

CA. 33) 

Nous avons toujours choisi <p� - 0 Par conséquent, dans ce (axe) - • 

cas , <p� ' ) représente le débit. de circulation tangentielle dans la cuve . (paroI. ' . 
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ANNEXE 3 - CALCUL DE LA FONCTION COURANT EN PAROI . 

Pour calculer <p * , les développements suivants sont nécessaires .  
. . p . . 

L ' équation ( 2 . 7) du chapitre 2 peut être réécrite sous la forme : 

- 1 0 2 - / - - (r - 2 or r 

d, 
) 1 rr 7' 

'ra - r � - (A. 34) 

Intégrons chacun des termes de l ' équation (A. 34) de 0 à � pour 
les domaines suivants : 

- agitateur bipale 

- ancre 

et 

- agitateur-barrière 

et 

D < r* < 1 (1) 1 ) T 

Q <  T 

r * A 

Q <  T 

rIPO 
r * A 

r* < 1 . ( 1) ) 1 

< r* < rIy * 

r* < 1 (1) 1 ) 

* 

< 

< r* < r . * . IY 
r* <rIYO* 

(:D ' ) 2 

(:n"  ) 2 
(1)'' ) 3 

L ' intégration sur le domaine:f) 1 permet d '  obt.enir <p *, celle sur p . 
<pA*, celle sur 1J "2 ' <PB2* et celle sur:tJ"3 ' <PB 1 * .  

Le terme f� 1 o<J. 
o (- r as) de est égal à - � rP (�) - q' (0) 7 qui par r - -

raison de symétrie est nul, sur les domaines considérés pour tout r .  

Par conséquent, nous obtenons 

oVa va dVe . vrva · 
v -- + - -- + --) r dr r da r 

d, 
- � -E:. 7 da 

r da -

f� - 1 a de + / - '-. - 2 dr o r 

o 

Ce qui s ' écrit en changeant de variables 

(A. 35) 



ou . 

A:- l 0  

1 . a (v 2 vr w + 2r ae r 

1 f1l a · de - r 0 ae Trr o 

Et en développant la contrainte de cisaillement Tre f1l - a2</> 
. 1 a</> f1l aw p / -- - - - w 7 de - n - de 

o - atar r ae - 0 ar 

J1I an -
0 aï=" 

2 
(2 � - w) de = 0 

ar2 

EXPRESSIONS ADIMENSIONNELLES DE (A. 38) EN REGIME PERMANENT . 

- Pour un fluide suivant la loi de Newton : 

� (!) 2 
f1l a</>* w* 

2 D ReN 0 ae* r* de* 

- Pour un fluide suivant le modèle d ' Os twald de Waele 

1 (211) l -n ReOW 

f1l - aw* an* + 
O

!... n* ar* + ar* 

- Pour un fluide suivant le modèle de Carreau : f1l a</>* w* dS* ae* r* o . 

f1l - aw* 3n* + / n* -- + --- ar* ar* o 

CAS PARTICULIER DU DOMAINE :D l (PAROI DE LA CUVE) 

- Modèle de Newton 

J1I aw* dS* = 0 
o ar* 

(A. 36)· 

(A. 37) 

(A. 38) 

(A. 39) 

(A.40) 

(A. 4 1  

(A.42) 
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- Modèle d ' Ostwald de Waele et de Carreau 

. 11 J __ 
d 

__ /-n* (w* + 2) 7 dS* 
o dr* - o (A.43) 

Si les équations (A. 39) à (A. 4 0 .  sont vérifiées , la fonction courant 
en paroi initialement choisie est correcte . 
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ANNEXE 4 - ECRITURE DISCRETE DES EQUATIONS 

1 - GENERALITES -

Les équations à traiter sont écrites en termes de différences 
centrales finies .  Ainsi ,  avec i représentant la direction r et j la direction 
e ,  les principaux termes s ' écrivent : 

cj>* = cj> • •  . 1 ,  J 

acj>* _ 
cj>i+l , j 

ar* - 2 

acj>* _ 
cj>i , j + l 

ae* - 2 

a2cj>* _ 
cj>i , j+ l 

ae*2 -

a2cj>* 
_ 

cj>i+ 1 , j 
ar*2 -

- cj> .  1 • 1-. , J  
b.r 
- cj>i ,j- l 
b.e 
- 2 cj> • .  1 , J  

b. 2 
e 

- 2 cj> • •  . 1 , J 
b. 2 

r 

+ cj> . . 1 1 , J -

+ cj> . 1 • 1- , J  

a2cj>" 
= 

cj>i+ 1 , j + 1 -
ar*ae* 

cj>i- 1 , j+ 1 - cj>i+1 , j- 1  
4 .  b.r b.e 

2 - ECRITURE DES EQUATIONS POUR LA METHODE DE GAUSS-SEIDEL -

cj> . • . + cj> . 1 . 
( 1+ ' , ] 1- , j 

r:, 2 
r 

+ cj>i+ 1 , j  - cj>i- 1 , j 
2 r .  b. 1 r 

(A. 44) 



avec 

et 

w • .
. 1 , ] 

71 T 2 
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w .  1 • + w .  1 • 

( 1+ , ] l- , J  
Ô 2 r 

- ct ·  . ) l , J  

+ Wi+ 1 , j 
2r . 1 

- w . 1 • 1- , ] 
Ôr 

2 (0) ReN -ct . •  4 r Ô Ô L (CPi+ l J' - cp . 1 . ) (w • . 1 - W1' , J'- 1 ) 1 , J i r 8 , 1- , J 1 51 J +  

- (CP1' , J' + 1  - cp • •  l ) (w . 1 • - w .  1 . ) 7 1 , J- 1+ , ] 1- , J -

+ 
. cp .  1 . 

(2 1+ ;] - 2 

n- l 
n . .  = 13 . • 

-2-1 , ] 1 , ] 

Re 
X.  . = ct .  . (271) l-n � 1 , J 1 , ] ReN 

cp • • + 1 , J 
Ô 2 r 

cp .  1 • 1- , ] 2 -- w . . ) 1 . 1 , J -

(A. 45) 

CA. 46)  

(A; 4 7) 

(A. 48) 

(A. 4 9 )  

Dans le programme correspondant , ct . •  est bien sûr écrit explicite-1 , J 
ment ,  comme donné par l ' équation (A. 46 ) . 

X • .  1 , J 

n- l 
13 .  . )-Z-1 , J  (A. 50) 

(A. 5 0  
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Dans les équations (A.49) e t  (A. 5 1 ) ,  X . . est l '�criture sous forme 
. . 1. , J 

discrète du terme X* donné par l ' équation ( 2 . 45 )  du chapitre .2 . 

3 - ECRITURE DES EQUATIONS POUR LA METHODE A.D. I .  _ . 

Nous n ' allons traiter ci-dessous que l ' équation de mouvement donnée 

pour le modèle newtonien, c ' est;-â'-dire l ' équation (2 . 40) du chapitre · 2 .  

Nous supposons le champ des fonctions courant et rotationnel connu . 
â l ' instant t*. Nous cherchons à le déterminer â l ' instant t* + lit . 

Pour cela, la fonction w* varie dans la direction r* au premier 
demi-pas de temps et dans la direction a* au deuxième . demi-pas de temps .  

Dans la  suite de cette annexe , lorsqu' une valeur e
·
s t  prise à 

l ' instant t*, elle 
ilt l ' ins tant t* + :2' 

est notée avec l ' exposant n, lorsqu·' elle est prise à 
1 . . 

avec l ' exposant n + 2' et ·â. l '  ins tant t* + lit , avec 
l ' exposant n + 1 .  

Les écritures sous forme discrète sont les suivantes 

àw* 2 n+ 1 /2 n 
àt* = ilt (wi , j - Wi , j  ) 
àw* 

n+1 / 2 n+1 /2 w . l '  - w . 1 . . 
. 1 + , ] 1- , J 

2 il r 

n+ 1 /2 w .  1 • 1. + , J - 2 . n+ 1 /2 w . .  1 , J 
n+ 1 /2 + w. 1 · ' . 1- , J 

àw;' 
= àe* 

n n 

li 2 
r 

w .  . 1 - w. . 1 1 , J + 1 , J-
2 ile 

n n n W1' , J' + 1 - 2 w . . + w .  . 1 
li 2 
a 

1 , J 1 , J-

à<p* à<p* Les dérivées de <p* , àr* et àe* restent définies au temps t* . 



Nous posons 

(!) 2 11 Ct = 2" D 
/::, r ReN 2r . *  1 
r . 

B 11 (!) 2 ReN 
1 

= - '2 D 

A- 1 5  

a<j>* n (ae*) ' . 1" J 

* /::'e (d<j>*)n 
. 

2 dr* i , j 

L ' équation (2 . 40) devient ainsi 

w . nl
+ � /2  (y + Ct - 1 )  + w . n"'; 1 12 (6 + 2 )  - w. n

l
+ � /2 ( 1  + y + Ct) 1- ,J . 1 , J 1+ , ] 

= w� . 1 "s ( 1  -. " S) + wr: . (0 - 2s) + w� . 1 e: ( 1  + S) 1 , J - 1. , J  . 1 , J + 

Dans ce cas , la dérivée par rapport au temps devient 

(A. 52) 

Les dérivées par rapport à r* sont prises à l ' instant n+ l / 2 ,  
celles par rappùrt à e *  à l ' instant n+1 . Nous définissons �:: et �:: à 

l ' instant n. 

L ' équation ( 2 . 40) est alors 

n+l (S - 1 )  n+ l .  6 
w . . 1 + w . . ' (- + l ,  J- 1 , J  e: 

n+ l /2 ( 1 - Y - Ct) + = wi- 1 , j e: 

n+ l 2 )  ( 1  - w . . 1 1. , J + 

n+ l /2 1 w. . -1 , J e: ( 6  -

+ S) 

2) + n+ l /2 1 ( 1  + y + Ct) w . 1 . -

1+ , J e: (A. 53) 
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4 - CONDITIONS DE FRONTIERES -

Au chapitre 2 ,  nous avons écrit ,  dans le tableau 2- 1 ,  les condi
tions de frontières géométriques .  Nous les présentons sous leur forme dis
crète dans le tableau A- l .  

Nous observons que , pour un agitateur bipale , au point de rencon-
tre axe-pale ( i = 1 ; j = 1 ou j = 33) , 

dans le cas d ' un fluide pseudoplastique 
Waele , ceci conduit à : 

n " 4- CO 
1 1  

W .  . est égal à zéro. Par conséquent, 1 , J 
suivant le modèle d ' Ostwald de 

Nous avons , dans ce cas , attribué une valeur arbitraire mais grande 
à la viscosité apparente 

3 
n 1 1 = 1 0 

qui .est suffisamment importante pour ne pas modifier les résultats .  

Nous avons présenté en annexe 3 le calcul de �p*, 
L ' équation correspondante prend la forme suivante dans le cas d ' un fluide 
newtonien 

résume à 

32 
� 

j = 1  
w. 1 

• 
1- , J  

32 
� 

j = l  

32 
� 

j = l  
W • •  1 , ] (�i , j + l  - � i , j- l ) 

(A. 54) 

Dans le cas particulier du domaine J) l ' cette équation se 

32 
� 

j = l 

32 
� 

j = 1 
(A. 55) 



Lieu $ . . 1 , ] 

Axe : 

i = 1 0 
1 < j < 33 

Pales : 
j = 1 et j = 33 

Bipale - .  0 1 < i < IP 

Ancre 
$ * IY < i < IP A 

1 ère pale 
Barrière $�1 IYO < i < IP( 

2ème pale 
Barrière <Ph IY < i < IP 

Extrêmités in-
terne et exter-
ne des pales . 

. 

j = 1 et j = 33 

Bipale 0 i = IP 

Ancre 
$ * i = IP A 

Barrière 
$B l * i = IP 

i = IPO $B2* 

Ancre 
$ * i = IY A 

Barrière 
$B2* i = IYO 

w. 1 1 ,  

wi,33  

w. 1 , j  
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w. 1 ,j  

$2 . 2 ..:..=.ù. /:; 2 
r 

= __ 
2_ 

= 

2 2 
ri lie 

($i 2 - $ . 1 ) • 1 ,  

2 
2 2 ri lia 

($i ,32 - $i , 33) 

2 = -2 ($i+l 1-$i 1 )  /:; " 
r 

1 + ($ .  2 - 2 $ .  1 . 2 2 ri /:;8 
1 , 1, 

2 w. = -

l , j  t; 2 
r 

1 + 2 2 ri /:;8 

+ $i , 32) 

($ ·- 1 1 - $ ·  1 ) 1. , 1. , 

<$ . 2 -1 , 2cjJ . 1 1 ,  

n · . 1 , ] (Ostwald 
de Waele) 

/
w . / n-l 
1 , J 

/ . / n- l 
n ·  1 = w' l l. , 1 ,  

/ /n-l 
ni ,33

= wi •33 

n . . = 
/..; 1 , J li r 

($i+l 1 , - $ . 1 )  1 ,  
1 

-

2 2 <$ . 2 1 ,  ri /:;8 
- 2 $ . 1 +$ · 32) 1. , 1. , 

/ / n- l  
= z . ,j 1 , 

n · . = /..; 1 , J 
/:; r 

($ ·- 1 1 - $ ·  1 )  1. , 1 , 
1 

- ($ . 2 2 2 1 ,  

Tl 

n ·  . 1,J  (Carreau) 

,H 
( I+À*2 w2 . )  ""2 

1 , ] 

i l " ( 1+À*2w� 1 )  • 1 .  

n- l 
2"" 

n-l 
n 2 2 

i. 33 E ( I +À* Wi, 33)  
""2 

n- l 
n ·  . = ( I+À*2z� . )-2-

1., J 1 , J  

11- 1 

2 2 n-l 
n . . = ( 1 +À* x . •  )-Z-1 , ] 1 ,J 

i = IY $B l * 
+ $i , 32) 

ri /:;8 
- 2 $ . 1 +$ ·  32) l ,  1 , . 

/ n-l 

Paroi : 
, i  = 40 
1 < j < 33 $ * P 

2 
-2 ($39 j - $p* - /:;r) /:; , 

r 

= l x .  · In- l 1 , J 

/ / n- l  
W40 , j+2 

TABLEAU A- l - CONDITIONS DE FRONTIERE DISCRETES 

/1+À*2 n-l 2 7-
(w40 • 2) 2 , J+ -
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ANNEXE 5 - ANEMOMETRIE THERMIQUE . MISE SOUS FORME ADIMENSIONNELLE 

Les dimensions du cylindre sont très petites . Par conséquent, 
autour de la sonde, il s ' agit d ' un écoulement rampant .  L ' équation de mouve
ment en régime permanent pour un fluide incompressible est donc : 

grad tg> = div T (A. 56)· 

Ecrivons chacun des termes sous forme adimensionnelle 

gr ad 

<f =  

div 

T = 

T = 

= grad* 
; 

Os 

PF 
2 P * v"" 

div* = --
DS 

v"" 
].l - T* DS 

v 
m (�) n T* Ds 

pour un fluide newtonien 

pour un fluide pseudop1astique suivant la loi 
d 'Ostwald de Wae1e 

L ' équation (A. 5 6 )  devient 

(A. 57) 

pour un fluide newtonien 

pour un 

2-n 
PF v"" 

m 

2-n D n PF v"" S � grad* J * = m div'� T* 

fluide suivant la loi d ' Ostwald de Wae1e. 
PF v DS "" 

Ains i ,  est le nombre de Reynolds 
D n IJF 

(A. 58) 

pour le fluide newtonien 

S le nombre de Reynolds pour le fluide pseudop1astique. , 

Ecrivons l ' équation d ' énergie sans tenir compte du terme de dissi� 
pation visqueuse : 

= k ':;ZT F (A. 59) 

et 
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Sous forme adimensionnelle ,  chacun des termes s ' écrit 

v = voo v* 

Nous obtenons 

(A. 60) 

PF Le terme est le produit RePr . Par conséquent , le 
nombre de Prantdt est 
- pour un fluide newtonien 

Pr 

- pour un fluide pseudoplastique 

m Pr = CpF k 
F 

(A. 6 0  

(A. 62 )  

Transfert thermique entre un cylindre immergé dans un fluide et ce fluide 
en mouvement 

Ce transfert est souvent représenté par une équation de la forme 

Nu A + B ReO, 50 PrO , 33 
(A.63) 

Pour un fluide newtonien, cette loi pourrait donc s ' écrire 

Nu A' + B '  (A. 64)  

Pour un fluide pseudoplastique 

. Nu An + Bn v
",
O , 67-0 , 1 7n 

(A.65) 
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