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Zusammenfassung:

In dieser Fallstudie wird ein bekanntes Grundproblem der Beschaffungslogistik, nämlich das

dynamische Bestellmengenproblem nach Wagner und Whitin (WWP), um praxisrelevante

Aspekte wie dynamische Einstandspreise, Lagerkapazitäts- und Haltbarkeitsbeschränkun-

gen sowie Schwund bzw. Verderblichkeit von Waren erweitert. Ein praxisnaher Fall aus der

Lebensmittelindustrie dient zur anschaulichen Erläuterung der beschriebenen Problemvari-

ante.

Anschließend wird einerseits das mathematische Modell für das WWP um die zusätzlichen

Aspekte erweitert, andererseits werden bestehende Lösungsverfahren für das WWP (Kür-

zeste-Wege-Ansatz und Silver-Meal-Heuristik) im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit für das

modifizierte Problem untersucht. Insbesondere werden Bedingungen formuliert, unter denen

die sogenannte Regenerationseigenschaft (Bestellung nur bei leerem Lager) gilt, so dass die

Verfahren in leicht modifizierter Form anwendbar bleiben. Mit Hilfe dieser Verfahren wird

eine Lösung für die Daten des zugrundeliegenden praxisnahen Falls ermittelt.

 

Schlüsselworte:

Bestellmengenplanung – Fallstudie – dynamisches Entscheidungsproblem – mathematische

Modellierung – Lösungsverfahren
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1. Fallbeschreibung

Wir betrachten den realistischen Fall von Feinkost-Hummel, der unter anderem die beson-

dere Hummerart „Edellobster“ im Angebot hat. Hummel möchte diese hochpreisige Delika-

tesse nur in den Monaten Mai (Monat 1) bis Oktober (Monat T = 6) in seinen Filialgeschäf-

ten anbieten, da sie nur bei Fang in dieser Jahreszeit ihr begehrtes zartes Fleisch besitzt. Da

Hummer lebend zu „lagern“ sind und ihr Fleisch dabei zäh werden kann (vgl. Massholder,

2003), dürfen sie maximal 2 Monate in Hummels Meerwasserbecken verbleiben, bevor sie

an die Filialen zu liefern sind (maximale Lagerdauer H = 2).

Hummel hat einen Rahmenvertrag mit dem US-Hummerexporteur LobsterCargo aus Maine,

der eine Lieferung der vereinbarten Mengen zu festgesetzten Terminen (jeweils zu Monats-

beginn) vorsieht. Bereits im April werden konkrete Liefervereinbarungen vollständig für die

gesamte Saison ausgehandelt: 

• Zunächst wird ein Basispreis ausgehandelt, der in jedem Monat – abhängig von der zu

erwartenden Marktnachfrage – mit unterschiedlich hohen Zuschlägen versehen wird.

Dadurch kennt Hummel die Stück-Einkaufspreise pt (in €) der Monate t = 1,...,T. 

• Hummel hat langjährige Erfahrungen mit „Edellobster“ und kann sehr genau einschät-

zen, welche Gesamtbedarfe bt (in Stück) in seinen Filialen pro Monat entstehen. 

• Auch die Lagerhaltungskosten (für Kapitalbindung, Haltung in frischem Meerwasser,

medizinische Versorgung, logistische Zusatztätigkeiten) sind gut abschätzbar. Wegen

der im Hochsommer steigenden Kosten zur Kühlung des Meerwasserbeckens ist der La-

gerhaltungskostensatz ct (in € pro Stück und Monat) abhängig vom Lagermonat t. Das

Becken fasst maximal G = 550 Hummer. Aufgrund langer Erfahrung weiß Hummel,

dass nach einmonatiger Lagerung noch ein Anteil von α1 = 0,95 der Tiere lebt. Werden

(überlebende) Tiere einen zweiten Monat gelagert, so bleibt davon ein Anteil von α2 =

0,9 am Leben. Auch für während t verendende Tiere fällt der volle Kostensatz ct an.

• Jede Bestellung bei LobsterCargo verursacht fixe Bestellkosten ft (in €) für Abwicklung

der Bestellung, Fang der Hummer, Verpackung, Fracht, Untersuchung der Tiere bei

Empfang und Einlagerung. Weil LobsterCargo Rabatte des Luftfrachtunternehmens an

Hummel weitergibt, gelten für jeden Monat individuelle Bestellkosten. 

Feinkost-Hummel muss anhand der in Tab. 1

zusammengestellten Daten entscheiden, in

welchen Monaten t er eine Bestellung auf-

gibt und wie viel er jeweils bestellt (Bestell-

menge qt). Sein Ziel besteht bei Erfüllung

sämtlicher Bedarfsmengen darin, die Ge-

t 1 2 3 4 5 6

bt 205 323 342 228 304 171

pt 22 23 20 19 24 23

ft 1000 1200 1100 900 1200 1100

ct 2 4 5 3 1 1

Tab. 1: Daten zur Vertragsgestaltung



– 3 –

samtkosten zu minimieren. Zu beachten ist, dass die Lieferung an die Filialen jeweils am

Monatsbeginn (in Bestellperioden direkt nach Eintreffen der Ware aus Maine) erfolgt.

2. Modellierung der Entscheidungssituation

Im vorliegenden Fall handelt es sich um ein Bestellmengenproblem. Die grundlegende

Schwierigkeit besteht darin, dass sich bei der Bestellung von Vorprodukten oder Handelswa-

ren bei einem Lieferanten ein Tradeoff (gegenläufige Entwicklung) zwischen fixen Bestell-

kosten und variablen Lagerhaltungskosten in Abhängigkeit von der Höhe der Bestell-

menge(n) ergibt. Wird in jeder Periode t nur der Bedarf bt bestellt, entstehen keinerlei Lager-

haltungskosten (Verbrauch bzw. Weitertransport zu Periodenbeginn), jedoch jeweils fixe

Bestellkosten. Umgekehrt ergeben sich bei einer gemeinsamen Bestellung für mehrere Peri-

oden Lagerhaltungskosten, die mit der Bestellreichweite (Anzahl bedarfsmäßig abgedeckter

Perioden) zunehmen, jedoch fixe Kosten nur in der Bestellperiode. 

In der betriebswirtschaftlichen Lehrbuchliteratur werden verschiedene Bestellmengen- und

analoge Losgrößenprobleme behandelt (zu einer Übersicht vgl. Domschke/Scholl/Voß, 1997,

Kap. 3).  Eines der am häufigsten dargestellten Grundprobleme ist das Wagner-Whitin-

Problem (WWP), das auf folgenden Annahmen beruht (Domschke/Scholl/Voß, 1997, Kap.

3.3.1, Domschke/Scholl, 2003, Kap. 4.3.3, Tempelmeier, 2003, Kap. D.3.2):

• fester Planungshorizont, bestehend aus T gleich langen Perioden (z.B. Monaten)

• Disposition eines Gutes bzw. einer Menge logistisch homogener Güter

• der Bedarf bt > 0 muss zu Beginn der Periode t=1,...,T befriedigt werden, unmittelbar

nachdem (in einer Bestellperiode) die Lieferung der Bestellmenge qt eingegangen ist

• keine Kapazitätsbeschränkungen für Lieferung und Lagerung

• fixe Bestellkosten ft > 0 und lineare Lagerhaltungskosten ct > 0 für t=1,...,T

• keine Berücksichtigung von Einkaufspreisen

Das WWP lässt sich als Optimierungsmodell mit folgenden Variablen formulieren: 

qt Bestellmenge in Periode t = 1,...,T; Vektor q = (q1,...,qT) definiert Bestellpolitik

zt Bestellindikator für Periode t = 1,...,T mit    

Lt Lagerbestand während der Periode t = 0,...,T

Zumeist wird davon ausgegangen, dass das Lager zu Beginn von Periode 1 (d.h. während ei-

ner gedachten Periode 0) und am Ende des Planungshorizonts (in Periode T) leer ist. Dies ist

typisch für Saisonartikel (wie den Edellobster), im Kontext einer kontinuierlichen Planung

im Zeitablauf jedoch ggf. zu modifizieren (Scholl/Häselbarth, 2003).  

zt
1

0



=
falls in Periode t bestellt wird

sonst
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Bezeichnet  den kumulierten Bedarf von Periode t bis Periode , so er-

halten wir folgende Formulierung des WWP als binäres lineares Optimierungsmodell: 

Minimiere (1)

unter den Nebenbedingungen 

Lt = Lt–1 + qt – bt für t = 1,...,T (2)

für t = 1,...,T (3)

für t = 1,...,T (4)

L0 = LT = 0 (5)

Die Zielfunktion (1) beschreibt die Minimierung der Summe aus gesamten Bestell- und La-

gerhaltungskosten im Planungshorizont. Die Lagerbilanzgleichungen (2) drücken aus, dass

sich der Lagerbestand am Ende einer Periode t aus dem Bestand der Vorperiode zuzüglich

der Bestellmenge qt abzüglich des Bedarfs bt ergibt. (3) erlaubt nur in solchen Perioden po-

sitive Bestellmengen, in denen zt den Wert 1 besitzt und somit die bestellfixen Kosten in der

Zielfunktion berücksichtigt werden. Als maximale Bestellmenge wird der kumulierte Bedarf

 bis zum Ende des Planungshorizonts zugelassen (wegen LT = 0). Die Bedingungen (4)

und (5) begrenzen die Variablen gemäß obiger Ausführungen.

Frage 1: Obwohl das in Lehrbüchern beschriebene WWP weit gehend dem Entscheidungs-

problem von Feinkost-Hummel entspricht, sind dort weitere Bedingungen und Einflussgrö-

ßen vorhanden. Wie lässt sich obiges Modell entsprechend erweitern? Zu beachten ist, dass

sich aufgrund der reellwertigen (durchschnittlichen) Mortalitätsraten  (h= 1,...,H) nicht-

ganzzahlige Bestell- und Lagermengen ergeben können. Wegen der relativ großen Bedarfe

soll dieser Aspekt im Modell vernachlässigt werden und erst bei der vertraglichen Festlegung

der Bestellpolitik durch Aufrunden der Bestellmengen eingehen!

Antwort zu Frage 1: Gegenüber dem WWP sind zusätzlich die begrenzte Lagerfähigkeit

(maximale Haltbarkeit H = 2) und die Mortalität der Hummer im Meerwasserbecken, die

Einkaufspreise pt und die begrenzte Lagerkapazität des Beckens (maximal G = 550 Hum-

mer) zu berücksichtigen. Eine von mehreren Möglichkeiten zur Modellmodifikation basiert

auf der Idee, die Hummer nach ihrem Lageralter h (Anzahl bisheriger Lagerperioden) zu

unterscheiden. Diese Unterscheidung ist wegen der zunehmenden Mortalität bei steigendem

Lageralter notwendig. Wir verwenden folgende zusätzliche Variablen:

Lth Bestand an Hummern des Lageralters h=0,...,  zu Beginn von Periode t = 1,...,T

ath Anzahl an Hummern des Lageralters h=0,..., , die zur (teilweisen) Deckung des

Bedarfs bt in Periode t verwendet werden (direkt vor Erfassung des Lagerbestands Lth)

Bt
τ

bii t=

τ
∑= τ t T,[ ]∈

K z L q, ,( ) ft zt⋅ ct Lt⋅+( )t 1=

T
∑=

qt  Bt
T zt⋅≤

Lt 0,   qt 0,   zt 0 1,{ }∈≥≥

Bt
T

αh

H t( )

H t( )
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Zu beachten ist, dass sich das maximale Alter zu Beginn von Periode t lagernder Hummer

einerseits durch die begrenzte Lagerdauer H, andererseits durch das zu Saisonbeginn leere

Lager (und damit das Lagern seit höchstens t–1 Perioden) zu  ergibt.

Ebenso ist für in Periode t bestellte Hummer wegen LT = 0 und des auf H Perioden begrenz-

ten Lageralters als späteste Verbrauchsperiode  zu beachten. 

Wegen der Mortalität ist bei einer Bestellung

in Periode t, die den Bedarf bτ einer Periode

 abdecken soll, anstelle von bτ

die Menge  mitzubestel-

len, da in den τ–t Lagerperioden (Lageralter

j=1,...,τ–t) jeweils nur der Anteil αj überlebt.

Die kumulierten Bedarfsmengen sind eben-

falls zu modifizieren: . Tab. 2 gibt die (z.T. nichtganzzahligen) Werte für

Hummels Problem an; mit H markierte Felder liegen jenseits der spätesten Verbrauchsperi-

oden .

Das veränderte Modell lautet wie folgt:

Minimiere (6)

unter den Nebenbedingungen (4) sowie

für t = 1,...,T (7)

LtH = 0 für t = H+1,...,T (8)

Lt0 = qt – at0 für t = 1,...,T (9)

für t = 2,...,T, h = 1,..., (10)

für t = 1,...,T (11)

für t = 1, ..., T (12)

für t = 1,...,T–1 (13)

, für t = 1,...,T, h = 0,..., (14)

(15)

In der Zielfunktion (6) ist die Summe der mit den Preisen pt bewerteten Bestellmengen qt zu

addieren. Bei der Bestimmung der Lagerhaltungskosten wird gemäß Fallbeschreibung unter-

stellt, dass auch für die während Periode t sterbenden Hummer volle Lagerhaltungskosten zu

zahlen sind, da Lt den Bestand zum Zeitpunkt der Einlagerung am Beginn von t bezeichnet.

Die Bedingungen (7) ergeben sich aus (3) unter Beachtung der spätesten Verbrauchsperio-

den . Die maximale Lagerfähigkeit wird durch (8) berücksichtigt, da Hummer mit La-

H t( ) min H t 1–,{ }=

T t( ) min T t H+,{ }=

τ=1 τ=2 τ=3 τ=4 τ=5 τ=6

t=1 205 545 945 H H H
t=2 – 323 683 949,7 H H
t=3 – – 342 582 937,6 H
t=4 – – – 228 548 748
t=5 – – – – 304 484
t=6 – – – – – 171

Tab. 2: Modifizierte kumulierte Bedarfe

B̃t
τ

τ t 1+ T t( ),[ ]∈

bt
˜τ bτ  αjj 1=

τ t–
∏⁄=

B̃t
τ

bt bt
˜ i

i t 1+=

τ
∑+=

T t( )

K̃ z L q a, , ,( ) ft zt⋅ ct Lt pt qt⋅+⋅+( )t 1=

T
∑=

qt  B̃t
T t( ) zt⋅≤

Lth αh Lt–1,h–1 ath–⋅= H t( )

athh 0=
H t( )∑ bt=

Lt Lthh 0=
H t( )∑=

Lt  G≤

Lth 0≥ ath 0≥ H t( )

LT 0=

T t( )



– 6 –

geralter H nicht weiter gelagert werden dürfen. Die Lagerbilanzgleichungen (2) werden

durch die Bedingungen (9) - (11) repräsentiert. Durch eine Bestellung treffen frische Hum-

mer ein, die gemäß (9) mit Lagerhalter h=0 eingelagert werden, sofern sie nicht zur Bedarfs-

befriedigung dienen. Bereits lagernde Hummer werden in (10) erfasst: Von den in einer Vor-

periode t–1 lagernden Hummern eines Alters h–1 überlebt ein Anteil . Der nicht zur Be-

darfsdeckung benötigte Rest lagert in Periode t und weist nun Alter h auf. Durch (11) wird

garantiert, dass der Bedarf jeder Periode vollständig gedeckt wird. Der Bestand in t ergibt

sich gemäß (12) als Gesamtmenge aller in t lagernden Hummer verschiedenen Alters. Die

beschränkte Beckenkapazität wird durch (13) abgebildet. Die Variablen für Lager- und Ver-

brauchsmengen werden in (14) auf nichtnegative Werte beschränkt, (15) leert das Lager am

Ende des Horizonts. 

Frage 2: Die von Hummel beauftragte Unternehmensberatung schlägt vor, die Bestellpolitik

q = (525, 19, 342, 748, 0, 0) zu verwenden. Wie ist diese im Hinblick auf Zulässigkeit und

Optimalität zu beurteilen?

Antwort zu Frage 2: Die Bestellpolitik q = (525, 19, 342, 748, 0, 0) ist zulässig, da sich alle

Bedarfe zeitgerecht erfüllen lassen und keine der weiteren Restriktionen (Haltbarkeit, Lager-

kapazitätsbeschränkung) verletzt werden. Die Bestellmenge q1 setzt sich zusammen aus

b1 = 205 Stück für Periode 1 und 320 Stück für Periode 2, die am Beginn von Periode 1 ein-

gelagert werden. Davon überleben α1⋅320 = 304 Hummer, die zusammen mit q2 = 19 den

Bedarf b2 = 323 decken. In t=3 wird b3 = 342 bestellt, in t=4 der kumulierte Bedarf

= b4+b5/α1+b6/(α1⋅α2) = 748 bis einschließlich Periode 6. Die maximale Lagerdauer

wird nicht verletzt, da der Bedarf b6 gerade für die erlaubten H = 2 Perioden lagert, bevor er

zu Beginn von Periode 6 verbraucht wird. Die maximal lagernde Menge von 748 – 228 = 520

Stück (bei Einlagerung in Periode 4) überschreitet nicht die Lagerkapazität G = 550.

Die Bestellpolitik ist nicht optimal, da man durch Erhöhung von q2 um 304 Stück bei gleich-

zeitiger Senkung von q1 um 320 Stück die Gesamtkosten verringern kann. Neben einer Er-

sparnis von 640 € an Lagerhaltungskosten für diese 320 Hummer in Periode 1 ergibt sich ein

Preisvorteil von 320⋅22–304⋅23 = 48 €. Zusätzliche Bestellkosten entstehen nicht, da ohne-

hin in t=2 bestellt wird (außerdem bliebe 16 Hummern das Verenden erspart). Umgekehrt

könnte man die Bestellung in Periode 2 vermeiden, wenn man q1 um 19/0,95 = 20 Stück er-

höhen würde. Dadurch entfielen die Bestellkosten f2 = 1200 €, denen nur eine Erhöhung der

Einstandskosten um 20⋅22–19⋅23 = 3 € und der Lagerkosten in Höhe von 20⋅2 = 40 € entge-

genstünden. 

αh

B̃4
6
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Frage 3: Welche allgemeine Bedingung kann man für eine optimale Bestellpolitik des WWP

formulieren, die für jede Periode t einen Zusammenhang zwischen Lagerbestand (am Ende

von t–1) und Bestellmenge herstellt? Gilt diese Bedingung auch bei Hummels Problem?

Antwort zu Frage 3: Als allgemeine Optimalitätsbedingung gilt für das WWP die Rege-

nerationseigenschaft (vgl. Domschke/Scholl/Voß, 1997, Kap. 3.3.1.2, Klein/Scholl, 2004,

Kap. 4.1.2). Sie besagt, dass in einer optimalen Politik eine Bestellung immer nur dann vor-

genommen wird, wenn das Lager leer ist, d.h. es gilt  für t = 1,...,T. Somit wird

in Periode t entweder nichts bestellt (bei Lt–1 > 0) oder es werden die Bedarfe mehrerer auf-

einanderfolgender Perioden ab t vollständig abgedeckt, d.h. es gilt qt = 0 oder  mit

. 

Dies lässt  sich wie folgt begründen: Bei positiven bestellfixen Kosten und Lagerhaltungs-

kosten lohnt es sich nicht, einen Bedarf bt in verschiedenen Perioden zu bestellen, da Bestell-

kosten in der letzten betroffenen Periode ohnehin und Lagerhaltungskosten bei (teilweiser)

Bestellung in einer früheren Periode zusätzlich auftreten.

Betrachtet man alle Problemerweiterungen (Mortalität, beschränkte Lagerkapazität und

-dauer, Einstandspreise) einzeln, so gilt jeweils die Regenerationseigenschaft (vgl.

Domschke/Scholl/Voß, 1997, Kap. 3.3.1.4). Kombiniert man jedoch diese Erweiterungen wie

bei Hummels Problem, so ergeben sich zwei Ausnahmen:

Ausnahme 1 betrifft die Kombination aus zeitlich schwankenden Preisen und beschränkter

Lagerkapazität. In diesem Fall kann sich eine Vorverlagerung einer Bestellmenge kostenmä-

ßig lohnen, dies wegen der beschränkten Lagerkapazität jedoch nicht vollständig möglich

sein:

Ohne Lagerbeschränkungen besteht in einer Bestellperiode t – unabhängig von der Höhe der

Fixkosten – der Anreiz, den Bedarf für Periode τ > t mitzubestellen, wenn die Spekulations-

bedingung (16) gilt (vgl. Schenk, 1991, S. 66 ff., sowie Domschke/Scholl/Voß, 1997, S. 130). 

(16)

Die linke Seite von (16) steht für die Differenz der Einstandskosten bei Bestellung in τ bzw.

t. Dabei ist zu beachten, dass in τ nur die Menge bτ und in t die erhöhte Menge  zu kaufen

wäre. Bei der Bestimmung der Lagerhaltungskosten auf der rechten Seite der Ungleichung

ist zu berücksichtigen, dass sich die in den Perioden i = t,...,τ–1 lagernden Mengen bis zur

Deckung des Bedarfs bτ in jeder weiteren Periode gemäß der Überlebensrate αk verringern.

Die dabei noch zu durchlaufenden Altersstufen k ergeben sich aus dem Zeitabstand der rest-

lichen Lagerperioden (i bis τ–1) zur Bestellperiode t. Ausgehend von einer zulässigen Politik

qt Lt 1–⋅ 0=

qt Bt
τ

=

t τ T≤ ≤

pτ bτ⋅ pt b̃t
τ
  ci bτ ⋅  αkk i 1 t–+=

τ t–
∏⁄

i t=

τ 1–
∑>⋅–

b̃t
τ



– 8 –

mit Bestellungen in t und τ, ergibt sich bei Gelten von (16) eine Kostenreduktion bei Vorver-

lagerung der kompletten Bestellung von τ nach t.  

Ist aufgrund der Lagerkapazitätsbeschränkung eine vollständige Vorverlagerung der bishe-

rigen Bestellung in τ nicht möglich, so könnte nur ein Teil davon in t mitbestellt werden, so

dass die Regenerationseigenschaft verletzt würde.

Bei Hummel tritt Ausnahme 1 nicht auf: Nur für t=4 und τ=5 mit b5=304 und = b5/

α1 = 320 gilt wegen 24⋅304 – 19⋅320 = 1216 > 960 = 3⋅304 / 0,95 die Spekulationsbedingung

(16), jedoch reicht die Lagerkapazität (G = 550) für die Einlagerung der in t=4 mitbestellten

320 Stück aus. 

Ausnahme 2 betrifft die Kombination aus Spekulationsmöglichkeit und begrenzter Lager-

dauer. Wir verzichten auf eine vollständige Betrachtung aller denkbaren Fälle und erläutern

das Problem an dem Extremfall, dass (16) für alle Periodenpaare τ > t gilt. Nun ist es optimal,

alle Bedarfe frühestmöglich zu bestellen und einzulagern. Gehen wir z.B. von T=4 und H=2

(sowie hinreichend großem G) aus, so würde die optimale Bestellpolitik q* = ( , , 0,

0) lauten, da der Bedarf von Periode 4 wegen der beschränkten Lagerdauer frühestens in Pe-

riode 2 bestellt werden kann. Zu Beginn von Periode 2 ist die Regenerationseigenschaft of-

fensichtlich verletzt.

Ausnahme 2 tritt bei Feinkost-Hummel ebenfalls nicht auf, da die Spekulationsbedingung

(16) nur für t=4 und τ=5 gilt (s. oben) und dabei die beschränkte Haltbarkeit keine Rolle

spielt. Da keine der Ausnahmen auftritt, gilt bei Hummels Problem die Regenerationseigen-

schaft.

3. Ermittlung einer optimalen Bestellpolitik

Das WWP ist aufgrund der bei Frage 2 gesuchten Regenerationseigenschaft durch Bestim-

mung eines kürzesten Weges in einem geeignet definierten Graphen einfach zu lösen; zu die-

sem und noch effizienteren Verfahren vgl. Domschke/Scholl/Voß (1997, Kap. 3.3.1.2). 

Das WWP lässt sich durch einen Graphen der in Abb. 1 dargestellten Art beschreiben. Er

enthält für jede Periode t = 1,...,T sowie für eine fiktive Abschlussperiode T+1 genau einen

Knoten. Außerdem beinhaltet er Pfeile (t,τ+1) für alle Knotenpaare t und τ+1 mit .

Ein Pfeil (t,t+1) repräsentiert die Entscheidung in Periode t, nur für Periode t selbst zu be-

stellen (Bestellreichweite 1), d.h. qt = bt zu wählen. Allgemein steht ein Pfeil (t,τ+1) für die

Bestellmenge , d.h. für eine Bestellreichweite . Die von einer solchen Bestel-

lung verursachten Bestell- und Lagerhaltungskosten lassen sich wie folgt berechnen und als

Bewertung für den Pfeil (t,τ+1) verwenden:

b̃4
5

B̃1 
3

b̃2 
4

t τ T≤ ≤

qt Bt
τ

= τ t– 1+
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 für t = 1,...,T; τ = t,...,T (17)

Bei der Berechnung der Lagerkosten wird berücksichtigt, dass in Periode i = t,...,τ−1 die für

die jeweils folgenden Perioden mitbestellten Bedarfsmengen gelagert werden müssen. 

Die (bzw. eine) optimale Bestellpolitik erhält man durch Bestimmung eines kürzesten We-

ges von Knoten 1 zu Knoten T+1, wenn man die Pfeilbewertungen nicht als Kosten, sondern

als Entfernungen auffasst. Dies lässt sich aufgrund der besonderen Struktur des Graphen

durch ein stufenweises Vorgehen recht einfach bewältigen, bei dessen Beschreibung K(t) die

Summe der Pfeilbewertungen eines kürzesten Weges vom Knoten 1 zum Knoten t (bzw. die

minimalen Kosten einer Bestellpolitik für den Planungshorizont [1,t]) bezeichnet:

Setze K(1) = 0, und führe für die übrigen Knoten t = 2,...,T+1 die folgende Berechnung

durch: 

Merkt man sich bei jeder Minimumbe-

stimmung denjenigen Vorgängerknoten

Vg(j), der den Wert von K(t) determi-

niert hat, so kann man anschließend die

optimale Politik vom Knoten T+1 bis

zum Knoten 1 rückwärts schreitend ermitteln.

Beispiel: Wir betrachten eine Ausprägung des WWP

mit T = 4 Perioden und den in Tab. 3 angegebenen wei-

teren Daten. Der zugehörige Graph ist in Abb. 1 darge-

stellt. Seine Pfeilbewertungen sind in Tab. 4 enthalten;

einige Berechnungsbeispiele folgen:

   bzw.

Wird also z.B. in Periode t=1 mit einer Reichweite von

4 Perioden bestellt (Pfeil (1,5)), so entstehen die Kosten k14 einer Bestellung mit Reichweite

3 zuzüglich den Kosten der Lagerung des Bedarfs b4 in den Perioden 1 bis 3.

Bei der Bestimmung des kürzesten Weges ergibt sich (mit K(1) = 0):

K(2) = K(1) + k12 = 30, Vg(2) = 1; K(3) = min {70, 30+30} = 60, Vg(3) = 2

K(4) = min {125, 30+60, 60+40} = 90, Vg(4) = 2

K(5) = min {209, 30+114, 60+58, 90+29} = 118, Vg(5) = 3

kt τ 1+, ft cii t=

τ 1–
∑ Bi 1+

τ⋅+=

K t( ) min K i( ) kit+ | i=1,...,t–1{ }=

Abb. 1: Wagner-Whitin-Graph

1 2 3 4 530 30 40 29
70

60

125
k15=209

58

114

Per. t 1 2 3 4

bt 7 8 5 6

ft 30 30 40 29

ct 5 6 3 (1)

Tab. 3: Daten des WWP

τ=1 τ=2 τ=3 τ=4

t=1 30 70 125 209

t=2 – 30 60 114

t=3 – – 40 58

t=4 – – – 29

Tab. 4: Pfeilbewertungen

kt τ 1+,
k13 f1 c1 b2⋅+ 30 5 8⋅+ 70= = =

k14 f1 c1 b2 b3+( )⋅ c2 b3⋅+ +=

k14 k13 c1 c2+( ) b3⋅+ 125= =

k15 k14 c1 c2 c3+ +( ) b4⋅+ 209= =
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Die optimale Politik bestellt in den Perioden Vg(5) = 3, Vg(3) = 2 und Vg(2) = 1 und lautet

daher q* = (b1 = 7, b2 = 8, b3 + b4 =  11, 0) mit Gesamtkosten in Höhe von K(5) = 118 GE.

Frage 4: Wie lässt sich das Problem von Feinkost-Hummel mit Hilfe des Kürzeste-Wege-

Ansatzes lösen? Sind alle gegenüber dem WWP zusätzlichen Aspekte einbeziehbar?

Lösung zu Frage 4: Hummels Problem lässt sich vollständig mit Hilfe des Kürzeste-Wege-

Ansatzes lösen, da die Regenerationseigenschaft gilt (vgl. Antwort zu Frage 3).

Die Haltbarkeitsbeschränkung führt schlicht dazu, dass sämtliche Pfeile (t,τ+1) aus dem Gra-

phen zu löschen (bzw. mit sehr hohen Kosten zu belegen sind), für die  gilt, da in

Periode t eingelagerte Hummer spätestens in Periode t+H an die Filialen verschickt werden

müssen. Somit ist bei Bestellung in t (spätestens) am Ende von t+H das Lager leer und es

muss (spätestens) in t+H+1 die nächste Bestellung aufgegeben werden.

Die Mortalität der gelagerten Hummer führt ebenso wie die Einkaufspreise zur Modifikation

der Pfeilbewertungen (bei Vernachlässigkeit der Ganzzahligkeit gemäß Frage 1):

   für t = 1,...,T; τ = t,..., (18)

Die Logik zur Berechnung der in jeder Periode i = t,...,τ–1 lagernden Mengen wird in der

Antwort zu Frage 3 erläutert. 

Die Beschränkung der Lagerkapazität führt – ebenso wie die beschränkte Lagerdauer – zur

Eliminierung von Pfeilen. So sind sämtliche Pfeile (t,τ+1) zu entfernen, für die 

gilt, da bei Bestellung von  in Periode t der kumulierte Bedarf  der Folgeperi-

oden einzulagern wäre. Gemäß Regenerationseigenschaft muss daher bei Bestellung in t

(spätestens) in Periode τ wieder bestellt werden.

Für Hummels Problem ergeben sich die

Pfeilbewertungen in Tab. 5. Pfeile mit

Markierung H und/oder G sind bezüglich

der maximalen Lagerdauer und/oder -ka-

pazität unzulässig. Als optimale Bestell-

politik erhält man q* = (545, 0, 342, 748,

0, 0). Die Gesamtkosten (q*) = 38.472

€ berechnen sich gemäß (6) unter Be-

rücksichtigung von z* = (1, 0, 1, 1, 0, 0) und L* = (340, 0, 0, 520, 190, 0). 

τ t H>–

k̃t τ 1+, ft pt B̃t
τ

⋅ ci
i t=

τ 1–

∑+ bj  αk
k i 1 t–+=

j t–

∏⁄
j i 1+=

τ

∑⋅+= T t( )

B̃t
τ

bt– G>

qt B̃t
τ

= B̃t
τ

bt–

τ=1 τ=2 τ=3 τ=4 τ=5 τ=6

t=1 5510 13670 G G, H G, H G, H

t=2 – 8629 18349 G G, H G, H

t=3 – – 7940 13940 G G, H

t=4 – – – 5232 12272 16862

t=5 – – – – 8496 12996

t=6 – – – – – 5033

Tab. 5: Pfeilbewertungen für Hummels Problem

k̃t τ 1+,

K̃
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4. Silver-Meal-Heuristik

Obwohl das WWP leicht lösbar ist, wurde eine Reihe heuristischer Verfahren entwickelt.

Diese erhalten ihre Bedeutung v.a. durch ihre Verbreitung in der betrieblichen Praxis und die

Notwendigkeit der Planung im Zeitablauf (vgl. Stadtler, 2000, sowie Scholl/Häselbarth,

2003).

Wie verschiedene andere Heuristiken für das WWP beginnt auch die Silver-Meal-Heuristik

mit der Bildung der Bestellmenge q1 in Periode 1, die zunächst nur den Bedarf b1 abdeckt.

Anschließend wird die Bestellreichweite so lange jeweils um 1 erhöht, d.h. q1 um weitere Pe-

riodenbedarfe b2,..., bτ ergänzt, bis für Periode τ ein Abbruchkriterium erfüllt ist. In der

nächsten Iteration wird für Periode τ+1 eine zweite Bestellmenge gebildet, die ebenso suk-

zessive bis zum Eintreten des Abbruchkriteriums erweitert wird. Es folgen weitere Iteratio-

nen, bis eine Bestellmenge den Bedarf  beinhaltet. Zur Silver-Meal-Heuristik sowie ähn-

lichen Verfahren vgl. Domschke/Scholl/Voß (1997, Kap. 3.3.1.3) oder Tempelmeier (2003,

Kap. D.3.2.2.2).

Das Abbruchkriterium basiert auf , den durchschnittlichen Kosten

pro Periode, die entstehen, wenn zum Zeitpunkt t ein Los qt =  zur Deckung des Bedarfs

bis zur Periode τ aufgelegt wird. Das Abbruchkriterium besteht nun darin, die Erweiterung

einer Bestellmenge qt zu beenden, sobald sich durch Hinzunahme der Bedarfsmenge bτ+1 die

durchschnittlichen Kosten der Bestellung pro Periode erhöhen würden; d.h. falls 

gilt. 

Beispiel: Für das Problem in Tab. 3 erhalten wir mit Hilfe von Tab. 4 folgenden Lösungs-

gang: 

It. 1: q1 = b1 = 7,  := 30 

q1 = b1 + b2 = 15,  := 70 / 2 = 35 > q1 := 7

It. 2: q2 = b2 = 8,  := 30

q2 = b2 + b3 = 13,  := 60 / 2 = 30 = 

q2 = b2 + b3 + b4 = 19,  := 114 / 3 = 38 > q2 := 13, q3 := 0

It. 3: q4 = b4 = 6,   := 29, Abbruch q4 := 6

Die Bestellpolitik q = (7, 13, 0, 6) verursacht Kosten von 119 GE und ist nicht optimal (vgl.

Lösung in Abschnitt 3). 

bT

Ktτ := kt τ 1+, τ t– 1+( )⁄

Bt
τ

Kt τ 1+, Ktτ>

K11

K12 K11   ⇒

K22

K23 K22

K24 K23   ⇒

K44   ⇒
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Frage 5: Welche Modifikationen sollten an der Silver-Meal-Heuristik vorgenommen wer-

den, damit sie auf Hummels Problem anwendbar ist? Welche Lösung würde sich ergeben?

Antwort zu Frage 5: Die Modifikationen sind sehr ähnlich wie beim Kürzeste-Wege-An-

satz: Bei der Berechnung der  sind die modifizierten Kosten  gemäß (18) zu ver-

wenden. Die maximale Lagerdauer H und -kapazität G beschränken die Reichweite des je-

weils zu bildenden Loses gemäß Tab. 5. Als Bestellpolitik ergibt sich q = (205, 323, 582, 0,

484, 0) mit Gesamtkosten K(q) = 41.075 €. Gegenüber der optimalen Politik ergeben sich

um 6,8% höhere Kosten.

Im Gegensatz zum Kürzeste-Wege-Ansatz in Abschnitt 3 ließe sich die Silver-Meal-Heuris-

tik auch bei Nichtgelten der Regenerationseigenschaft (vgl. Frage 3) leicht entsprechend an-

passen.
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