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 <>=@?BADC-EGFIHKJML�NOEQPSRT?UFWVXA9Y RZY�E>[\HKE9]D^_Ha`_H\bc[dHeA9^T=f`SA-PSHgVhAjilknmcHKoqp@rKEsPSR@b
RUFWVhADC-otROuvA9]Wmqb
RZ^SE
istot ^T=O[ uB]wA9`_HeE9[ PSRxCxJ�mcH RZYyEDCzPB]wEcm9=@b{C1HXL|mqR}PSRZY�H~^T^_R�F{`TkBVg`_RZYyA���]wE9Y Hlb{Cxo�ROuSRZY HKoqbckjCxo�m9=Tm9�
F1��RZ]�[�kBi oYyA-������H~^_HKEDC-FwbOAzPB]WA�m�AfY�PB]WRZY�Ac?@bOA�?BE��DH~^_HKmDCxJ�m9�TY HerlRZYyEDCzFWVKROPB=nPB]{RBm�E9^BVKRZYyEDC9L�`BVh�Z]WA
zdaniem auto]W�ZY�?ZkUN
R�reE-PSHKE�CjLv^_HgN�?TR�Vl=Tm9�SmqbOA�F�bc^SA9^SE�Y HKEcr~`_RU�1mcHXL�ROPSHhF{kjCxEybOAqrKEqNc^_RU�1��`SA-PSHaVXAjigk�RT?
mqbOAMF�k��
��HeE�[dA�bc^SA�mqbOE-^_HKA
L_mjbc=�bc[\HKA9^SA�VXA;Y�=O^_Ha`SA�b�Ha^S��rKA�mDC1HXLBb Ha^TY�EMFWVl=TmDC1HXL_mqbc=�VhEqNyF�PSRZY RT?TRZY�A9^SA
C-E�FWV
C-A9`So-`_R l Y HKE9`�Ha^T^So��DRZ]D[�o�?@b
HKA9iXAcr~^_RU�1mcH�E9`_RZ^_RZ[\HKmqbc^SEDCq�
��kBVhRZ]�bc= ^SA$PB]{bc=O`BiXAq?BA�m9��PSRZ`SAqbckjC-oML1CxA9`
z wprowa?@b
RZ^SEcp@R�PSRxC-J�mcHeA
L�Y�=Z^_H~`SADC-o�?TROuB]{bOE bc^SA9^SE b�PB]wA-`BVl=O`_H�H�rlHgVXE-]wAjVgkT]�=�^_HKE-`BVh�Z]wE|F�PSRUFIROuB=
oprocentowâ_HKA�`SA-PSHgVhAjih�ZY��¡<GA9]�VhR�CxEc?Z^SA9`�b
?BAc�¢FIROuSHeE�F�PB]WA9Y�Jnb¢��A9`BVgk�L NOE£bOAMFWVhRUFwRZYyA9^_HeA
chwilowej stopy prom�E9^BVKRZYyE�C�F1o�?ZkUN
RsFwbOE9]wFwbOEZ��< FwbOmjbOEcp@�Tra^_RU�ImcH$[\R@NOE¡RZ^SA FWigkUNc=B�¡?TR�ROPSHKF{k
?@b
HKA9iXAcr~^_RU�1mcH¤`T]wEq?Z=�VKRZYyEDC|uvA-^T`Tk�L�Y�=BmcE9^T=¥PvA-PSHeE9]W�ZY¦Y�A9]�VhRU�1mcHlRZY�=Tm9��L�]wA�m-�TkT^T`Tk§]WE9^BVDL�]W�@Nc^T=Tm9�
problemów matematyki ubezpieczeniowej. Zadaniem tej pracy jest przede wszystkim 

b
?BE���Ha^_HeRZY�A9^_HeE\Vg=�VgkBihRZY�EDC  wielko�1mqH¨H�`T]{��Vl`_HKE\b
Her~kvFWVl]{RZYyA-^_HKE�C-A9`�RZ^SAd?@b
HeAjiXA¤Y}bOA�FWVhRUFIRZY�A9^_HeA�m9���© ?BAjihR�FIHeJª^_HlNOE�C PSRZ`SAqbOAc�
L�NOE«PB] ouSrKE9[ `SA-PSHaVXAcrlHlbOA�mDC1H�b>p@�Z]�=¥Hybt?TR�ilkz[\R@NOE«uB=T�ªVg]wA9`BVKRZYyA9^T=
jednolicie i równoprawnie, bez ucièSA-^_HKAsFIHKJ�?TR_L¨Y¬ROPSHa^_HlHyA9kBVhRZ]{�ZY¤L¨^_HKExPB]{bOE9`_RZ^T=OY�kjCxo�m9=Tm9�
bOA-uSHeEcp@�ZY­[�AjVhE9[�AjVg=Bmjbc^T=Bm9��VKRZYyA-]{bc=BFwbOo�m9=Tm9��?BE���Ha^_HlRZYyA9^_H~k�`SA-PSHaVXAcrlHlbOA�mDC1H®b�p@�Z]�=S�S¯	R@b
RUFWVXA�C-E�^SA-[
Y�=Z]WAqb
HK�¡^SAc?@b
HKE�C-J
L�NOE bOAxPB]wEqbOE9^BVKRZYyA-^SE°PSRxCxJ�mcHeA
L�bOA-]W�ZY�^_R±m9�TY HerlRZYyE�C°FWVhROPB=²PB]{RBm�E9^BVKRZYyEDC9LvCxA9`>H
Ha^T^T=Tm9�yY HKEcr~`_RU�1mcHUY�PB]WRZY�Ac?@b
RZ^T=Tm9��Y¥VhE9`v�1mcHeE
L@F�PSR�Vg`SADC-o�FwHKJ³b�bOAcH~^BVXE9]WEMFIRZY�A9^_HKE-[¡L�mcR�^_HeE9Yyo9VgPSreH~Y�HeE
uvJc?@b
HeE´Ha[�PBk_rhF1E9[£?TR�?BAcrhFWbc=Bm9� uvAq?BA9��^SAc?�HKm-��bc^SA�mqbOE9^_HeE9[nHUbOAMFWVhRUFwRZY aniami. 

1. Chwilowa stopa procentowa 

< m�Eqrak�ROPSHKF1A9^_HKAªbc[dHeA9^T=tYyA-]�VhRU�ImcH�PSHKE9^_Heoc?@bOA«YµmjbOAMFIHKE²Y�=Z^_H~`SADC-o�mcEDC�b poczynionych 

inY�EMFWVg=Bm�CxH�]WR@bcY�AqNc[�=�^SAMFWVhJ-PBkjC-ocm9=�[dRT?BEcr�����HeE�m9� t R@bc^SA�mjbOA�kvFWVhAcreRZ^So�m9�TY HereJ°mqbOA�F{k�L b(t) niech 
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b¶c·@¸
¹eº »W¼K½O¾v¿;¾BÀW½BÁcº9ÂB¼h½ZÃ�¿�ÄU¸cÅB»{Æ_¹aÃ�Ç9ÂS¿;Ã±Èxºc·ZÂ_½U»W¼hÁ�º�Áq¸OÇ�»{ÄdÉl¹KÁq¸
½ZÂSºDÈ¨½T·�Á9ÊTÃ�¹lÉe¹_¾S½BÁq¸O¿j¼gÆ_½ZÃyº�È t, k(t) 

½@¸cÂSÇ�Áq¸OÇcË�Ìv¶c·@¸
¹eº\Ã�Ç9À�¼K½UÍ1Ë�¹~ÂTÃyº�»W¼lÅTÁDÈx¹�ÀWº�ÇcÉe¹g¸
½ZÃyÇ-ÂSºDÈ Ãyºc·�ÎgÄ_Ï«»{¼h½O¾BÅ�¾BÀW½BÁcº9ÂB¼h½ZÃ�ºDÈ b(t). Zgodnie z 

¾S½ZÃy»w¸Oº�Á9ÊTÂ_¹eºÐ¾BÀ{¸cÅ1È-¶j¼h¿´·Bº�Ñ�¹aÂ i Á�È-¿�»W¼K½O¾BÅ ¸cÃ�ÀW½�¼gÄ�¸�¹aÂTÃ�ºM»W¼gÅBÁDÈ1¹XÒ b(t) »�¾vºjÎgÂ_¹KÇ$À{ÓZÃ�ÂSÇ9Â_¹eº@Ô  
 

b t
k t

t k t
( )

( )

( )
=

⋅
∆

∆
 

 

gdzie ∆k(t) = k(t+∆t) - k(t) jest przyrostem kapitaÎlÄ\½T·�Á9ÊTÃ ¹eÉl¹ t do chwili t+∆t lub dla czasów 

¾BÀ{¸Oº�»w¸�ÎlÅTÁ9Ê ∆k(t) = k(t) - k(t-∆t) ÕD·T½�¼Xº�È�Â_¹KºDÈxºc·ZÂ_½@¸cÂSÇ�Áq¸cÂ_½UÍ1Áq¹�È-ºM»w¸OÁj¸Oº³¾S½ZÃ�ÀWÓBÁq¹aÖ�Å�×1Ø
Ù´ºq¸�Ã ¸
Ï@Ée¶c·ZÄ
ÂSÇ}¼K½_ÒQÁq¸cÅ�ÀW½@¸cÃ�ÇqÚOÇ9Ö¤ÅÛ¾S¹Kº9ÀDÃ�»w¸cÅUÒQÁq¸cÅÜ·ZÀDÄ_Ï@¹>¾BÀ�¸cÅZÀ{½U»W¼DÒ\È-Ç9Æ_½Ý·BºcÑD¹aÂ_¹eÁDÈ-¶6Á9ÊTÃ ¹eÉe½ZÃ�ºDÈ¢»W¼h½O¾BÅ
procentoÃ�ºDÈ�¾BÀ{¸cÅ1ÈwÖ\¹ ÈwÖ¤ÅQÏOÀwÇ-Â_¹KÁ�¶°¾S½ZÃ�Å�ÚZ»w¸OºcÏ�½ªÃ�ÅZÀWÇqÚOº9Â_¹KÇ°¾BÀ{¸cÅ ∆t → 0 Õe¾BÀ{¸cÅs¸OÇjÎK½@ÚOº9Â_¹aÄ�Ò�ÚOº
granica ist Â_¹eºDÈ-ºq×IØ�Þ>ÅOÂ_¹aÆßÂ_¹Kº¢¸OÇcÉeºqÚcÅß½T·ß·T½ZÆ_½ZÂSÇ9ÂSºcÏ@½àÃ�ÅOÌS½ZÀDÄá¹s¾BÀ{½ZÃyÇc·@¸
¹t·T½âÀ{ÓZÃ�ÂSÇ9Â_¹eÇ
ÀWÓ@ÚcÂ_¹eÁq¸cÆ_½ZÃ ego: 

 

dk t

dt
b t k t

( )
( ) ( )=  

 ã
ºqÚOºcÉl¹	¸cÂSÇ9ÂSÇ®È-ºM»W¼�Á9ÊTÃ ¹eÉe½ZÃ�Ç�»W¼K½O¾vÇ�¾BÀW½BÁcº9ÂB¼h½ZÃ�Ç�¹�¾S½BÁj¸O¿j¼lÆ_½ZÃ�Ç�Ã�Ç9À�¼K½UÍ1Ë�ÆSÇx¾S¹g¼XÇ9ÎlÄ k0 w chwili t0, to 

ÀW½@¸cÃ ¹K¿j¸OÇ9Â_¹Kº9Ö�¾S½ZÃ�Å�ÚZ»w¸OºcÏ�½�ÀWÓZÃ�ÂSÇ9Â_¹KÇ	ÈxºM»W¼�Á9ÊTÃ�¹lÉe½ZÃ�Ç$Ã�Ç9À ¼K½UÍ1Ë$ÆSÇ-¾S¹a¼XÇjÎgÄ�Ô  
 

k t k e
b d

t

t

( )
( )

=
∫

0
0

τ τ

  

 

Otrzymane równanie dopuszcza uogólnienia np. do postaci niejednorodnej: 

 

dk t

dt
b t k t F t

( )
( ) ( ) ( )= −  

 

Dodatkowa funkcja F(t) Öd½@ÚOº�½O¾S¹h»{ÅOÃyÇcË�Áq¸cÅOÂTÂ_¹aÆ_¹�¸cÖ¤Â_¹KºDÈ-»w¸OÇDÈ-¿cÁ�º�½U»w¹K¿cÏTÇ-ÂTÅ�¸cÃ�À{½�¼	¸�ÆSÇ-¾S¹g¼hÇjÎlÄ�ÒZÂSÇ
¾BÀ{¸cÅOÆBÎXÇq·�¾S½O¾BÀ{¸Oºq¸�½O¾S½T·BÇj¼gÆ_½ZÃyÇ-Â_¹Kº³¸cÅB»{Æ_ÓZÃäÆSÇ-¾S¹g¼hÇjÎh½ZÃ�ÅBÁ-Ê�Ø  
ÞGÇ9À�¼h½�Ã­¼lÅOÖåÖd¹Kº�È9»1Á9Ä ¸OÇ9ÄTÃyÇjÚcÅBË
Ò�ÚOº¤½�¼lÀ�¸cÅZÖdÇ9ÂSº¨Èxºc·ZÂ_½ZÀW½T·ZÂSº ÀWÓZÃ�ÂSÇ9Â_¹Kº ÀWÓ@ÚcÂ_¹eÁq¸cÆ_½ZÃyº ÂSÇ ÆSÇx¾S¹g¼XÇ9Î
k(t) Ò�¾BÀ{¸cÅf¸OÇq·BÇ9ÂSºDÈ|Ã�Ç9À�¼K½UÍ1Ác¹y¾S½BÁj¸O¿j¼lÆ_½ZÃ�ºDÈ|ÆSÇ-¾S¹a¼XÇjÎgÄ k0 = k(t0),  j ºM»W¼¤À{ÓZÃ�Â_½ZÃ�ÇqÚcÂSºªÀ{ÓZÃ�ÂSÇ-Â_¹aÄ
Á�ÇjÎ kowemu: 
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k t k b k d
t

t

( ) ( ) ( )= + ∫0

0

τ τ τ  

 æ´ç è�éSê9é_ëeì¤íhî¡è�ïZðWêqñOê\ò9óTè ëeôeîZè�õ�è�ê ð�íKîUö1÷�øSê-ùSëgíhêjúlû k(t) ü ê9ø_î|ý{ûTþdÿ ü ì���î¡ùSîBò��Oõjílø_îZè�ì ü è�ê9ð�íKîUö1òcë ë
�cïBý{øTû���ò��cï@ôeë�ùBð��cïZð{îUýWílûGøSê-ùSëgíhêjúlûfîUýIëKõ��@ê9éSì��@îtèµò9óTè�ëlôKê�ò-ó¥è�ò��OìMö{é_ëeì ü ý��cïTò9ó t0 < τ < t. Zysk, 

wyrañOê ü õcò9ïµýIëeÿßòcêjúløSõ
	 k t k b k d
t

t

( ) ( ) ( )− = ∫0

0

τ τ τ ���
�BìjíXì-ð�þdë~é_îZèyê-éTï ü ì�ýWí�ò9óTè ëeôlîZèyõ�ýWíKîOùvõ
ùBðWîBòcì9éBíhîZè�õ b(t) �MøBí

ç ðwê��@î�øvý���íXê9úeílû ü ì��  
 � ílïOþ�þ\ëKì ü ý1ò9û�è�ùBðWîZè�ê��
�
ëaþ¤ï��Zè ëKì��Bì��Dë~é_ëKò ü ì$ûUñcï�íhì�ò��céSì$è��BêcôKý��cïBò-ó�ðWî
�cè�êqñOê9é_ëKêcò9ó��  
1. è�ïOðwêqñOì9é_ëeì U t t e

b d
t

t

( , )
( )

0
0=
∫ τ τ éSê��cïOèyêc÷��vÿ��
�
ëKì9þ¤ï ���������� "!� $#�% �&%' )(
�*� !+(�,� .-/(�0"1  w 

przedziale czasowym <t0,t>.  

2. è îOùvê-ðwòcë~ûnî�ò-óTè�ëlôeîZè�õ¥ýWíKîOùvÿ±ùBð{îBò�ì9éBíKîZèyõ2�
�Bì��Dë~é_ëaû ü ì9þ�ï ,+3��&#�45�� )(�0$6&798;:<- 6=,+>2��7?3�6=-�1A@
prze4��B )(�0C6&7D8E:<-�6=,F>G,F3�6H��#��5-I6&798&J jako wiel ø_îUö1÷=	 r b dt t

t

t

0

0

,
( )= ∫ τ τ . 

K ý1ê-þ�ì ü �Bì��Dë~é_ëKò ü ë	îZðWê���ùBð��cï ü ÿjíXì ü ø_îZéSò�ì-ùvò ü ëvè�ïOé_ëaøSê
�TñOì ýWíKîOùvêL�cè�ðWî�ílûM��ùSîBò��cïOé_ëeîZéTïTò9ó\ëaéTè�ìMýWílïTò ü ë
ü ì�ýWí�é_ëeì9ðWî
�Oì9ðDèyêqôaé_ëKìN�cè�ëeõ��Oê9éSêN�Oì²ý{ø_î�OSò��
îZéTïOþ îH�BòqëaéTø_ëKì-þ ò��Oê�ý{û�� � ûvýWíhêcôeîZéSì ü ò9óTè ëeôlë�þ\î@ñcéSê
ü ì��ZïZé_ëeì¨þ

ç è ëK÷;î�ò9óTè ëeôeîZè�ì ü ý{íhîOùSëKìP�cè�ðWî�ígû��@ê³íhî�òcî�ùSî�íhîBò��cé_ëeì$ðWî
�cûTþ\ëKì�ýwëKÿÐùBð��Oì���ýWíhîOùvÿG�cè�ð{î�ílû��MûéSêMý¤éSê��cïOèyê9éSõ|ýWíKîOùvõ¡ùBð��Oì��
�
ëKêjúKîZèyõB� ü ì�ýWí�ì���ì9øBíhì9þáøTûTþ�û_ôeê�ò ü ë�ò9óTè�ëlôeîZè�ïBò-óäýWí
ç ùQùBð{îBò�ì9éBíKîZè�ïTò9ó��

Q ýIëKõ��
é_ëKÿ�òcëeì ø_îZðI�cïBö1òcë°ôaû
� ýWígðwêjíR� ü ê9ø_ëeì ü ø_îTô~è�ëeì9ø�ëaéTè�ìMýWígïBò ü ë�è�ïOþ�ê��@êzý{ø_î�OSò��
îZéSì �@î*�¤ò9ó_îBòcëeêqñ
niekiedy bardzo krótkiego, odcinka czasu. Fakt ten znajduje swoje odzwierciedlenie w ùBðI�cï ü ÿ9íXì ü �Bì��Dëaé_ëeò ü ëtùBðI�Oì��
�
ëeêjúhîZè�ì ü ýWíKîOùBïS�cè�ðWî�ígûUT�ýWíhîOùBïßùBðWîBò�ì-éBíhîZè�ì üWV � � �OêqôKìqñcé_îUö1òqë¥îH�
ø_îZéBíXì-øvýWílûX�vÿ��
�
ë eþ¤ïåè �BêcôKý��Oì ü ò��OÿMö1òqë«ûUñcïOè�ê�÷Y�Oê-þdëKì-éTé_ëKì�íXì9ðDþdëaé

ç è ùBð��Oì��
�
ëKê9úhîZè�ê�ýWíKîOùvê
procentowa i przedziaúKîZèyêªýWíKîOùvêZ�cè�ð{î�ílû�� � ê9ð�íhî±èÝígïZþ¦þ\ëKì ü ý1ò9û[�cè�ð

ç òcëe÷�ûTè�ê��Tÿ�éSê�íKî*�¨ñOì
chwilowa stopa procentowa b(t) �OêqôKìqñcï�îH�£è�ï
�SîZð�û ü ì��Zé_îUýWígø_ë�ò��OêMý{û\T ü ì ü è�ïZþ\ëKê9ðWì9þ ü ìMý{í]W^ ü ì��Zé_îUýWígøSê¤ò��Oê�ý{û V � ü ìMýWí_�SîZè ëKì9þ}è�êqñcéSì
��ò��cï\þ

ç è ëaþ¤ï°î ýWíKîOùSëKì�ùBðWîBò�ì-éBíhîZè�ì ü è�ý{øSêcôlë	þdëeìMý ëKõcò�ê
�ðWîZøTû ò��cïtø_ëeô~øTû ôeêjí��a`¤êjíKîZþdëeêMýWí ùBðI�Oì��
�
ëeêjúhîZè�êQýWíhîOùvê|ùBðWîBò�ì-éBíhîZè�ê ü ûUñ>îH� ü ì��Zé_îUýWígø_ë¤ò��OêMý{û¥é_ëeì�OêcôeìqñcïbT ü ìMýWí�è�ëeìcôaø_îUöIòcëKõc�vì��cè�ïZþ\ë að{îZèyõ V ��éSê ü ì ü è�ê9ð�íKîUö1÷°è�ùUúgïZèâþ�ê ü ì��ZïOé_ëKìd��úgû*�@îUö1÷¡ílðDèyê9é_ëeê
inwestycji . 

 e �cïZéTé_ë~ø9�cþdëKê-éTï�øSê-ùSëaíXêjúgû�þ�ê$éSê�ýWíXÿ-ùBû ü õ�ò�ì$è�úXê�ý{é_îUö1òcëTè�ïOé_ëaøSê ü õ�ò�ì$è�ùBðWîUý{í5� ü ì��@î��Bì��Dë~é_ëKò ü ë�	  
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a) U t t U t t U t t( , ) ( , ) ( , )0 1 1 2 0 2⋅ =  

b) U t t
k t

k t
( , )

( )

( )1 2
2

1

=  

 f gih*jHkDlnm)kBoIp*qsr<tvu'q
w&x?y{z{tD|}g�k�~{|Cq�l?k�p�kP��k�~*q��{x�����p*�C����k'����z&pHp*��~�kv��u'�Ck�pHzc~�k����}|$k�m.h�hs�&kBoWk���p*�Ck������
��x�j
q9p�k���l����
�Cp{|)x�g��{g�x�|.h���x�uvzvj
qP��k�~*q'����z&pHp*��~��sq���k�~*�5lE��g/kBo/|$k�~�k�����|)k�m k od chwili t1 do chwili t2.  � m)k�oIp qsrWt�uDh*�}|$�����"��~�k�|.z&lnp*qsr<���Ek�����xBoI|nl�|.z&u�~*q�p{|)x�~5rW���Cx�q{����z�lE�$oI|)k����Gq�lE�C����x����alnm)k�oIp*qsrWt�|$k
po��l�k��Ck�hHl��
j
�C����p*�"k�t���qsrIg�x���p*�Cx�l?k�g�|$qsr<������k�~*�"x��{gI��zW��u�q�l�k�mM~�k�����|)k�mi �l¡�{hHpH~����"x2k�����¢HlE�"�"k
��qsrIg/x dp*�Ck£��xBo/|+��h
�5x�m}p*�Cx¤�Hq�l�qH��p�kL��lLz�g/k�w&x�p*�Cx�|$q�l��{g/qso/|}zMo���qso<¥&yvh*qHj
¥H��p*�"k�o<�"��p�k¤�Hq�lEqH��pHzv���"��j��¢HlE�"�
��qsrIg�x���p*�"��¢E��q�u��"� dzy t0 i t2. 

 ¦ p�k��"qHj
�"����p�x§lnm)kBo�p*qsrW���H�{g��&x��
�
�Ck�m$q�l�x��§o/|Cq&�{zE��lLg/q=|}hMoW�§p�kBoI|)���{h�������x
¨  
 

a) r r rt t t t t t0 1 1 2 0 2, , ,+ =  

b) r
k t

k tt t1 2

2

1
, ln

( )

( )
=  

 © gI�&x��
�
�"k�m$q�l�kDo/|$q&�5k���lngIq=|.hcuªk�l�m$kBoIp*qsrWt?k��H��z�|.z&lnp*qsr<���)����q�����x���p�x��no/|}g/q�pHz¤��xBo/|_~*q�p5oWx�~Hl�x�p������
definicji , a z drug�Cx��Dp�k��{k���x«j�m$��y�q�~*�¤oWx�p5oMx�~*q�p*q�u��"����pHz¬|$x�uvh¬��q���������h��_­®k��{x�p���pHpHz��5k�g�k�uªx�|}g|)x�j
qE|.z
�{hG��k�~Mo/|Cq&�5k��{g/q{��x�p{|$q�l�k��¤j
¥�g�z���h
yv�Hq=m.hD�}|��+��l�m$kBoIp*qsrW���s|)x��¯p*�Cxa��qso<�Ck��{k&�
°s|Cq&�5k���lLg/q=|.h�u�k
y�q�lE�Cx�u lLz�g/k�w&k�tblE�
j
�"����pHz²±$l oI|$qsoIhHpH~Hh³�Hq´~�k�����|)k�m}h;��q{���&��|}~*q�l?x�j
q
�c�{gI��z&g/qso/|���z{oI~Hh�� f �"k
kolej pHzH��¢d�{gI�&x��
�
�"k�m$¥�lµ���&kBo<q�lLz{��¢Nl�k�gi|$qsrWt9~*q�¶���q�l�k9~�k�����|)k�m}h¬o/|)k���x'o<�"�?l?k�g�|$qsr<���C����q{���&��|.~*q�l��
prze�
�
�Ck�m}h9p�k�o/|)���{p�x�j
q5� � g/x���h*�}|$k����"xP��zsoI~'oIhHu�k�gizH����pHzL��q�l���p*�Cx�p�y{zHt¤oIhHuª�P��z{oI~*¥�l·��qsrIg�x���p*�"��¢��
� m)k�oIp*qsrWt�|$�'u�kª�
�{x�����p*�"q�l�k�p�kv�{gI�&x��cp�k�oEu��"k�g�k���zso�~Hh�����z
�"�®�{gI�&x��
�
�Ck�mCq�l?kco/|$q&�5kD�{g/q{��x�p{|$q�l�k��
Stopa zwrotu z inwestycji li czona w tradycyjny sposób:  

∆k

k

k t k t

k t
=

−( ) ( )

( )
2 0

0

l¸w&k��{x�p�o���qso<¥&y
p*�CxEhHlE�
j=�C����p*�"k?|)x�j
q*��w&x�l¹��¢Hl��.�"�+��qsrIg�x���p*�Cx�� t1

l�k�g�|CqsrWtE~�k����}|)k�m.hcy{z�m)k�g/¥�lLp�k k(t1)
�5�Gq�lE�C����x����

lnm)kBoIp*qsr<t k��H��z�|.z&lnp*qsr<��� ��xBo/| l?k�gihHpH~*�Cx�u ~*q�p*�"x�����pHz&uR� �&k��5x�lnp*�"k�������z�u u�q
w
�.��lEqsrWt
�{g�k�l��.�=m$q�l ej
qN�HqH�{k�l?k�p*�Ckªo/|$¥&�¬��lLg/q=|.h¬jHx�p�x�g/q�l�k�pHz{��¢��{g��&x��Mp*�Cx��&k��Cx�w�p�xvº�gI¥H�=m)kv��u��"k�pHzR~HlEq=|.z~�k�����|)k�m}h��  
 

© q�u��"k�g»��u��"k�p¡~�k����}|)k�m.h��{gI�&x��
�
�"k�m$q�l��¼o/|$q&�5�½�{g/q{��x�p{|$q�l��
�b�&k�u��"kBo/|²o/|$k�p*�{k�g/�Hq�lLz&u
pro��x�p{|)x�uc��uªk�o���q�gIq��&k��Cx�|��_�¯|)k�~�u��"���
��z«��pHpHz&u���oI|$q&�5k9|$k���xBoI|®u��"k�g���p*�Cx�qHj&g/k�p*�C���
q�p��
��u�q jH�����
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przy¾�¿CÀ�Á�Â�ÃÅÄHÆ�Ç�ÆHÈ�É�À�Ç?Â�ÁiÊ$ÆsËWÌ�¿EÍ&ÀÎÍ�¾�¿.Æ�ÁiÏ�È"¿"Ì�Í�¾ÐÁ�Í&À�Ì�Í�Ñ&Ç�¿CÒ/Ê.ÑHÌ�Ó�Ô§Õ2Ö)ÂBÒ�É*ÆsËWÃZÊ)Â�Ï5Ò/Ê.Á�Í&À�×HÂÅÌ�Ó*Æ{Ã�¾{ÑØ ÁIÍ&À�Äc×�ÖCÆsÒ�Í&À�É*¿"À�Ù Ø ÆH×
ÈCÚ�ÄHÛ�Ç²Ç²ÁIÆHÄ
Í&Â�Ü�ÏFÝ*Þ�Ç?Â�ÁiÊ$Æ�¿�ÉHÇ�ÀBÒ/ÊCÆ�Ç?Â�Ã
ßH¾�Æ�Ç�¿"À�ÙAÙ�Æ
à�É�Â�Í�Ñ{ÒIá�Â�ÃEÄHÆ�ÇEÆHÈ�É*¿"À
Ä�Ïsà
Æ*ß=Â�Ò/Ê}Á�Â�Ì�¿CÃ+Ü�À�Ä�Ñ�É*¿"ÀDâ�ãHã
äRå�Ô  æ ÇE¿CÚ�Í&À�á Ø Æ�Ù�¿"ç�Ä
Í�Ñ Ø ÁIÍ&À�Ä
Í
¿"Â�Ö$Æ�Ç�ÚcÒ/Ê$Æ Ø Ú'Í�ÇnÁIÆ=Ê.Ï�ß£ÂRÒ/ÊCÆ Ø ÚªÈ.¿CÌ�Í
Æ�É�ÚMÊ.Á/Â�Ä�ÑHÌ�Ñ�Ü/É*¿CÀvÇnÑ&É*¿�á�Â'Í
Á/Æ
Í�ÇE¿�É*¿"ç�Ì�¿"Â§ÇèÒ/Í&À�Á�À�×�Ò/Ö.Ï5Ò�Í�É�À�×
Æ�ÄHÈCÂ§Ù�Â�Ö.ÑHÌ�Ó�Ç�Â�Á�ÊCÆsËWÌ�¿ ∆k

k
: 

 

r
k

k

k

kt t0 2
1, ln( )= + ≈∆ ∆

 

 æ ÇE¿CÚ�Í&À�á Ø Æ�Ù'¿Cç�Ä
Í�Ñ�Ì�Í�Ñ&ÉHÉ*¿�á*¿"À�Ù³Í�Ù'¿CÂ�ÉHÑLá�Â Ø ¿}Ê$Â�Ö.ÏD¿ Ø ÁIÍ&À�Ä
Í
¿"Â�Ö$Æ�Ç�Ú�Ò/ÊCÆ Ø Ú�Í�ÇLÁ/Æ=Ê.ÏGÜ�ÀBÒ/ÊsÉ�ÂBÒ/Ê)ç Ø Ï�Ü�Ú�Ì�Ñ�Ý  
 

r U t tt t1 2 1 2, ln ( , )=  

 

Pozwala on obl ¿CÌ�Í�ÑHÃ+Ü�À�Ä�É�Ú�ÍPÇ�¿"À�È�á*ÆsË<Ì�¿ Ø Á�Í�ÑEÍ�É�Â�ÜWÆ�Ù�ÆsËWÌ�¿�Ä�ÁiÏ*×=¿CÀ�Ü�Ô  
 

Õ Ø Á/Æ�Ç�Â�Ä
Í
Æ�É�À Ø Æ�Ü�ç�Ì�¿CÂ
ß9Ïsà�Ñ�Ê)À�Ì�Í�É*ÆsË<Ã´¿dÆH×=ÛHÈ�ÉHÑéÌ�Ó�Â�Á�Â�á{Ê$À�Á Ø Á/Æ Ø Æ�É*Æ�Ç�Â�É�À�×
ÆêÙ�ÆHÄ{À�È�ÏA¿"È�Ï5ÒIÊ.ÁiÏ�Ü�Ú
poÉ*¿.à�Ò/Í&À Ø ÁIÍ�Ñ&á{Ö)Â�Ä�Ñ�Ô  
 ë�ì�í)î5ïHðCñHò�ó

-
ïsñ/ôaõ.ö"ñ
÷Cõ�í�ñ{ø�ù
ñLí�ð$ú&û�ú
ü�ñLí�òHú=ð)ý{þ

 ÿ ¿CÀ�Ì�ÓZÌ�ÓHÇ�¿.È"Æ�Ç�Â'Ò/Ê$Æ Ø Â Ø Á/Æ{Ì�À�É{ÊCÆ�Ç?Â Ø ÁIÍ�ÑWÜ�ÙvÏ�Ü�À?Ç�Â�Á�ÊCÆsËWÃ'Ò/Ê$Â�Ö)Ú b(t) = r = const, jest ona 

ÇEÛ�Ç?Ì�Í&Â�Ò®ÁIÛ�ÇnÉ�Â Ø Á�Í&À�Ä
Í
¿CÂ�ÖCÆ�Ç?À�Ü�Ò/Ê$Æ Ø ¿"À�Í�ÇLÁ/Æ=Ê}Ï'Æ&¾�È.¿CÌ�Í&Â�É�À�Ü®Ç´ÄHÆ�ÇEÆHÈ�É*¿"ÀGÇnÑ
¾{Á�Â�É�À�Ü5Ü�À�Ä�É*ÆsÒ/Ê)Ì�À�Ì�Í&ÂBÒIÏ
É Ø ÔLÜ�À�Ä�É�À�×=Æ\Ù'¿CÀBÒ<¿"Ú�Ì�Â�Ô���Æ�ÁIÍ�Ñ{Ò/Ê)Â�Ü�Ú�ÌêÍ Ø Á�Í�Ñ�Ü�ç�Ê)À�Ü´Ä{À���¿�É*¿CÌ�ÜW¿ Ø ÁIÍ&À�Ä
Í
¿"Â�Ö$Æ�Ç�À�ÜèÒ/ÊCÆ Ø Ñ\Í�ÇLÁ/Æ=Ê}Ï�ßªÇ
wybraÉ�À�Ü�Ü�À�Ä�É*ÆsÒ/Ê$Ì�À�Ì�Í&ÂBÒ�Ï9Í&Â�Ì�Ó*ÆHÄ
Í
¿*Í�ÇE¿CÚ�Í&À�áFÝ  
 

r rd rt t

t

t

, +

+

= =∫1

1

τ  

 � À�à&À�È.¿dÌ�Í&ÂBÒ�¿�ÉHÇ�ÀBÒ/Ê.ÑHÌ�ÜW¿nÜ�À�Ò/ÊcÁIÛ�ÇnÉHÑ n Ø À�Ö.ÉHÑHÌ�Ó³Ù'¿CÀBÒ<¿"ç�Ì�ÑêÆ�Á�Â�ÍÐÏ{Ö$Â�Ùvá*Æ�Ç�Ú�Ì�Í&ç�ËWÃ α (0≤α≤1) 

miesi Ú ca n+1 Ê$Æ�Ç?Â�Á�Ê$ÆsË<Ãbá�Â Ø ¿}Ê)Â�Ö.Ï k0
Ø Æ;Æ�áHÁ/ÀBÒ<¿CÀ2¿�ÉHÇ?ÀBÒIÊ.ÑHÌ�Ü�¿'ÆsÒ<¿"Ú�×&É*¿"ÀbÉ�Â�Ò/Ê)ç Ø Ï�Ü�Ú�Ì�Ú�Ç�Â�Á�ÊCÆsËWÃ� Ø Á�Í�Ñ�Ü/ÙvÏ�Ü�À�ÙvÑsß&à&À t0 = 0): 

k n k e k e
rdt

r n

n

( ) ( )+ =
∫

=

+

+α

α

α
0 0

0   
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 �
�	��

� ����������������������� �"!#
$�%�&�('�! �)�*!#
 +,��! �&!�-/.0�����1�&!���23�*+&�4�5�(���5��� ���768�	'�!��)�:9<;='�! r ��!>+&��?%9@'A�

mniej +&��!B�5?C��!�?%�)�@DE���F�G."�	�A�@+&�H��

�3�������I��!�?%���)�*!$
$�%�&�(����24�:�)�3�%

!C
=�A-	2*J(?0! �K+ topy procentowej r, 

uzyskujemy: 

 

k n k r rn( ) ( ) ( )+ ≈ + +α α0 1 1  

 L
!>+&�=�8�M."�%
N+&��!�� O5�)�*!P
$��Q)�%�����0+&�4��
R���5�#
=�AS%�T�"�P
R���U�8�@DWVX�����:�5

!>+&�*�%
R���"!�-	�MQ"��."�:�H�76 u k0 po n 

pe6��5�0� OY�%Q5�,!>+E��� OZ�5?@+E!7��Q)�%
[�5� OZ�N�%Q5�,!�+W�*!\906H� �]Q)�%
[��� α .0�U�������768�	'�!��)�:9<;^'�!_Q"��."�:�H��24�4���������
�5?@+E!7�8! Q_��!>+&�R�M?5��649<;F��!�+&�R��68�	'A�%�"�a`��5?@+W!7�4Q)�N+E�X�&!��:�5

!>+&�*�%
R� �"!7b��
�%Q5�,!>+�Q"��."�:�H��24�4�������E�B�5?@+E!7�8! Q
."�%Q5�c��

�\+W�3JP�d�%Q5�&!>+E! �e+&�*��.0�\.0�&�0��! �0�*�%
R!f��gihj���U�8�d
k�4���l���*!f� +E� 9M�&�	��
B�*��Vm."������

�3���������_+W�3J


�7��."24�:
B�@DEV%g%nI�7��

�

1."�%
[��'%+,��!��I.0���0��!�?%95����!o�,��� O595�5Q)�%
R!f�p?5�@+��4����!��p.q!�
[�"�p�)�*!f��!�?%�)�	���"���7���)�@DEV%g
r �	'��"�ts"�%

�3! � ����.0���8��VA;u�(��� �)�3!v�"�(2*!('��76*� ���>+��8�@+W�%

��Vt�&�	��
B�:�)�*J����*�t�	.wgZ
 ."�@+&�8�����cx
( ) ( ) ( ) ( )e r r rr n n n+ +≈ + = + +α α α1 1 1 y�z � Q)�3!N.0�����As"23�4'�!��)�*!{��!>+��|�)�*!(�A-	�5?%�"!T�m?0!�}��~�)�*������+&�8��.0�
procentowej r ;i�@+��H�7���)�{�(�����5�)�:Qd��S%

�|s"�%

�3! �l�_���%�m;�'�! r ��!�+&�$+&�*��.q��.0�&�0��! �0�8�%

��
��%Q5�,!>+W�3!
906H����Q)�%
$�%� α ;F�
.0�U��!�?5�@+&�H� �4�)�H;�'�!

��%Q5�&!>+W�*!
�&S%
$�5�%��.0�����E��J7�8!�����!�?%�)�@+&�8��!��7���>+�9<;q��S	'��"!��=�5? α, 
+U.0�U��!��(���)�@DEV��H��?5�%

�5?	�A�o�)�3!�."��.0�,� 
$�)�@DE���{�8� Q)�*!�-��d.0�����As"23��'�! �)�*��gi�w�5?5��s0�)�*!��:�5�"�m���	'A24�:
B�@DEVA;��
mianowicie: e n rr n( ) ( )+ ≈ + +α α1 ��!>+&���)�*!]?5�T.0�����E��J��(�*�A;<-	?%�	' (n+α)r �"�N�5-	S�6��)�3!���!>+&�i23�3�(�(sq�
��� 6H�A;R��
B�*J��Ms@6H�(?Y���	'�!Ms0�5V�Q)�524�@+E��2:�5�@;]+��H� 
B�*������� �1."�5?Z���"� Q)�*! � ����.0�%�H���)�*�j+E! �q+_�H� Q)�3!�-	�
przys"23��'�! �)�*��goh��5?0�f��!�+,�*JA;C'�!_."��.0����!�?%�)�4�/���>+&�*�@+W�%

� �5�1��23-	�%������� .0�U����s"24�4'�! �)�3��� est jedynym 

zgod�5�����p.0�U������J7�H�o?0!�}��:�)�3�����{+&�8��.0�C.0�&�0��!��0�8�%

!��|�)?0���������%���&�	�%+E��?%�"�p?5�%Q06H��?%�)�@DEV�g  � �5?0�7�4Q)�%

!X9	.0�&�@+,���(��!��)�*!A;�."�52*!(-5��������!P�"�X�4����;p'�!d�(���>+��~�5
R!�+&�4�5�����CQ)�%�"�(���j+W�3JP�"� n .q!764�5�5� O
okresach, prowadzi do powszechnie wykorzystywanego wzoru: 

 

k n k r n( ) ( )= +0 1  

 ���,�H�q�5�*�5�=�
-
�@�&�|�4�3�	�*� �(�0¡~¢A���I��£%¤7�3�$�¥�5£��f¦0§

 �
�	��
R�('��]�T+��%�49"������JA;�
1Q0�8S%�&!������768�	'�!��)�*�^?5���4�5�(������!$+&�*��.0�=.0�&�0��! �0�8�%

!��p+E�o�H��Q)�*!$+E� ��!���� Q

."��.0����!(?%�)�3�);��(2*!=�)�*!=���=Q"��."���8��23�������������5?@+W!7�H! Q<;<�(���	23�w��� ����?5�m�(�����)�*! �)�3�B�RQ"��."�:�H��24�4�����f���$.0�&�@+&�8�%g�
S	'��)�*���#sqJ�?	�A�*!#."�52*!�-5� 6H�¨�"�¨�4����;R'�! 
 Q"�('A?%�%� �%Q5�,!�+W�*!��5?@+E!7�4Q)�%
$��� `*�"��?0��2��A-	�5?%�5�%� �

okre+E! �©+&�*��.0��.0�&�0��!��0�8�%

!��Ebo
$����DE���4�%
R�NQ5
B���H�T�~�5
R!>+��4�5�������)�3!RsqJ�?	�A�*!R."�%
B�*J�Qq+,��� �"�T���5?@+E!7��Q)�H;
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ª(«�¬	­3®I¯q°�±	«A®*²�³&´Hµ ¶Hµm®|·&¸%¹$º"µ k0 »F¼ ³&«�ª(«�²�½	¸5­~º)¾@¿Eª�®I¹Rµ�·U´8¾@¿WÀ�¾5±@³E² ´H² ÁX¹K±5¾%¹
¾5­~º5¬%Â i-tym okresie 

odsetkowym jest  równa: 

 

k e k k e k
rdt

ri

i

0 0 0 0

1+

∫
− = −  

 
®oÃ�²>³&´^Ã�²�±%º"µ Á)¾%¹
µ�±5­*µÄÁ"µ(ÅA±0²�½�¾Z®~º5º"²�½	¾Y¾%Á5·,²�³�ÆÇ¾5±@³E²7´4Á)¾%¹
²�½	¾ »^È ¾ n +α ¾%Á5·&²>³Eµ�ª�ÉÇª�µ7¶4Á)¾%¹B®�´8µ
war ´*¾@¿EÀ�Æ@«�¬0³�Á"µ º"µp«^«�µ�®~º5¹R²�³&´8¾%¹
µ º"²�½	¾[Á"µ�Ê"®�´Hµ ¶4Æ
¹$¬%º)® esie: 

 

k n k e k k e k k e k k e k ne nk k er r r r r r( ) ( ) ( ) ( )+ = − + − + + − + = − +α α α
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ë  

 Ì Á0¶Hµ�±%º)®~Á k e r
0

α Æ5¹B«A½�­*°�±%º)®3µÍ«�µ�®~º5¹R²>³�´8¾%¹
µ º"ÎÏÁ5¹B¾�´H° k0 oraz odsetki za niep²7¶4º5¬Ð¾%Á5·&²>³
odsetko¹[¬ »]È ¾5±5¾�¯0º)®3²aÃ�µ ÁuÊ"¾�Ê0·U«�²�±%º)®3¾�·&¾	«�¹B® Ã�µfÃ�Î�ªZ² Áq³UÊ"¾%º"² ºq³M¹ ³,«�² ·&²�½Ñ®mÆ5·c¬�¹RµfÃ�Î�ªÒ½	¾Óº"µ
wyrazach liniowych otrzymujemy: 

 

k n k n r( ) [ ( ) ]+ = + +α α0 1  

 
ª�¾ÇÃ�²>³&´M«A½	¾5±%º"²Ô«�³&´Hµ�º)±0µ ·&±5¾%¹$¬%Â ¹$¬%·&µ(Å�² º)®3² Â º"µÓÁ5¹B¾�´H°ÇÁ"µ�Ê"®�´8µ7¶4ÆÕ¾�´4·U«�¬%Â�µ º"ÎÓ¹ ¹$¬�º)®:Á5Æ
kapitali «�µ�ª�ÃE®5Ê0·�¾@³&´H²�Ãi«C±5¾�¶4Æ]®)¾%Á5·,²>³W®3²o¾5±@³E²7´�Á)¾%¹[¬�Â�«A½�¾5±%º5¬%ÂÓ«C¾%Á5·,²>³E²�Âu³&´*¾�Ê0¬$Ê0·�¾0ª�² º0´8¾%¹
²�Ã »  
 Ö�×,ØHÙqÚ5Û*Ü5ÝBÞ

-
Ü&ßI×�à�Ú	á*Ù<â�Ü0ã~äAÜB×�å0æ�ç�Ü	ç�è3é(âÓ×�å�ê7ç�è*ã(à0æ<Ù

m. ë ²�µ�­:º"µ�³U¬�´�Æ"µ�ª�Ã�µ�«�Â]Æq³,«�µ�º"µ>³Tª(«�°�³&´8¾a±5¾_¹[¬�«�º"µ�ª(«�µ�º)®*µ�¹
µ ·U´*¾@¿Eª�®{¾@³W®3Î�½5µ º"²(½	¾XÁ"µ�Ê"®�´8µ7¶4Æd¹
dyskretnych chwilach czasu. Z matematycznego punktu widzenia polega to º"µì«�µ>³&´8Î�Ê"®*²�º)®:Æ
·&¸%¹$º"µ º)®3µ�·&¸	Å�º)®3ª(«�Á)¾%¹R²(½	¾[·&¸%¹$º"µ º)®*²�ÂÇ·&¸	Å�º)®3ª�¾%¹$¬%Â »�í µ�Ê"®8³,«�Â]¬|Ã�²�¹îÊ"¾@³&´Hµ�ª(®Uï  
 

∆ ∆k t b t k t t( ) ( ) ( )=  

 ð
­*µXÆ	Ê0·&¾@³,«�ª7«�² º)®*µPÊ0·�«�¬EÃ,Â]Æ7Ã�² Â]¬)ñoÅ�²dª�µ7¶�¬î¾%Á5·&²>³�®:º5¹
²>³&´�¬0ª�ÃE®CÊ"¾5±	«A®*²(­3¾%º5¬ìÃ�²>³&´=º"µ N okresów o 

jedº"µ Á)¾%¹R²fÃ�±�¶4Æ)½	¾@¿Eª(®p·&¸%¹$º"²�Ã>ï ∆t
t t

N
=

− 0 . Dyskretne chwile czasu, w których wyznaczamy 

war ´*¾@¿Eª�®{Á"µ�Ê"®�´8µ7¶4Æ<ño³WÎì¹B¸%¹Rª(«�µ�³T·&¸%¹$º"²	ï t t n tn = +0 ∆ , gdzie n = 0, 1, .... N »�¼ Ê0·&¾%¹
µ�±	ò�Â�¬
dodatkowo oznaczenia: k(n)=k(tn) oraz b(n)=b(tn) »RÈ ·�«�¬�·&¾@³&´�¬ÓÁ"µ�Ê"®�´8µ7¶4ÆÔÂ�¾5½	Îj¯0¬5ÀÒ­3®3ª(«A¾%º"²



 8 

ó%ôBõ%ö�÷uøUù"õ@øWõ�úq÷ ö�û\ôRøUù"õ%ö]ü)û*÷ ü5ý�ö�û_ü"÷Zù"õ0þ(ÿ��������	��õ	ÿ ó	ÿAû*÷�
�����
 ÿ�÷�������ü)õ��Eþ�ûdõ5ó ù���ÿ�ý����������	õ
sposobu otrzymu

��� ö�ý�� �!��ü"�#��õ	ÿ�ô
û$�(ÿ�÷ ü)û3÷%�
 

 

1.  & û*ø �8õ%��ý0þ7ÿ�ü"÷^ø �8õ�ùq÷|ù��&õ0þ'� ü��*õ%ôR÷)(��"÷�ù"û*�H÷��4û4ÿ�÷�þ+��÷pÿCó5õ,
-��.�/
∆k(t)=k(t+∆t)-k(t) 

 
 �4ý�ö ù���ÿ�ýAùq÷�ó%���0� �%ô$ü"÷ ü)û$��� �!��ü)û*þ(õ%ô1�Cú��&÷ ü"�$ôÑó%ý0ø2���3�4�4ü5ý5þ & þ & ô
û-�*÷�þ & þ7ÿ�÷>ø2�65@ÿAó��'7fû:ü)û3õ%ô
÷ ü5ý5þ &ù"õ%ô$ý!���+�45�ù��&õ%ô
÷�ó	ÿAû"ó5õ8�2�%ô[ü"÷�ü)û*÷#� �4�����3� ü"þ�ý��&ü"���	õ9/
 

 

k n k n b n k n t( ) ( ) ( ) ( )+ − =1 ∆   

 : ���	õ8��õ	ÿ�ô
û$�(ÿ�÷ ü)û$��ö�÷�ù"õ@ø2�H÷';!/
 

 

k n k b j t
j

n

( ) ( ( ) )+ = +
=

∏1 10
0

∆  

 < ��ÿ�ý������8÷=���4�cö�û:ü)õ��3õ���û*÷{ù"õ0þ & õ5ó	ÿAû ø ����ó>5����{ô?�"÷��Aó%ý%öÏõ5ó0þ�û:ü�����þ(ÿ�÷>ø2��õ5ó
tj do tj+1

þ & ô
û-�3õ%ô@�=ø �*õ�ùA�
ù��&õ0þ�� ü��8õ%ô@�

b(t
.B�-�,÷����-������ö�ý1��÷4�)õXø �H÷�
��TûC� �%ô$ü"�)���D�[ôR÷��E�8õ��Wþ�û�ôuù"õ0þ ÿ����-�)õ%ô@�+�Rþ & ôBû$�4û�þ(ÿ�÷>øE�

tj, a ôBû���þ
ù��Uÿ�ý�ú"�4û-��÷ ö]ýF���Rô
÷4�E�*õ��Eþ�û��Bù���ÿ��>ø,ÿ'
��G5 & û8ø2�8õ%�cý5þ(ÿ�ü"�%�
< �Uÿ�ý��4ý�ö�ÿ�÷�
*õ!��� ü)û*�mù���ÿ���ó	ÿAû3÷�
8õ%ô
÷Tø �*õ�ùq÷

procentowa ma war
�8õ���;,/

 

 

r b j d b j tj j

t

t

j

j

, ( ) ( )+ = =
+

∫1

1

τ ∆  

 
lÿ�ôBû��(ÿ����Nÿpù"õ%ô$ý!�%ø&ÿ�ý%ö�õ,�-��ÿ�ý�ö�÷�ü"�#�&õ	ÿ�ôBû��(ÿ�÷�ü)û���ù��Uÿ�ý�ú"û$�4�,÷�ù"õ@ø2�H÷';!/
 

 

k n k r j j
j

n

( ) ( ),+ = + +
=

∏1 10 1
0

 

 : �H�����4ûpô[ýAú��,÷�ü"��õ5ó@ø2�I��ù0ýMþ7ÿ�÷>ø2�îø��J� �%ô$ü"��õ%��� �>øWõ%ötø2�8õ�ù0ýXù���õ0þ'� ü��*õ%ô1�+�Tû�ù���ÿ�ý��,öK����� ö]ýL���M��÷4�)õ
ô
÷4�E�*õ��Eþ�û%����ó%ü)õ@ø ���)õ%ô1�G5��*õ]ô$ù���õ%ôR÷(ó	ÿAõ%ü"�^ôBû����N�)õ��Eþ�û

r j j, +1

ö�÷+���Bø,ÿ�þ7ÿ����!���:ü)û$�{ù���õ@ø �I�$û:ü��I����ù��3�4�H÷�þ+���
ø ����ùdù��&õ0þ'� ü��*õ%ô[ý5þ & ô�ù"õ@ø,ÿ�þ(ÿ����,���:ü5ý5þ & õ%���3�>øW÷�þ & � : �O�P�4ûQ���mõ@ø �8÷��4ü)û$��ø���øWõ�ú"û �R� �%ô$ü"��ôS�"÷H�Aó%ý�ö
õ%���3��øWû��G5G�*õ
õ,�-�Uÿ�ý%ö�÷ ü"��ô$ý%�&÷H��� ü)û��T�	ù��,÷>ø,ÿ�þ7ÿ�÷^øWû��pû"ó0÷+���!/
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k n k r n( ) ( ),+ = + +1 10 0 1
1  

 U�V@V�W�X"V%YFZ�[�W�[T\"[�X"Z�]�[�^$Z�_�['U+`�Z�_'a�V!bGV%c"d+`4e�_Gf!V�W%c"d+`g_=W�V,a-h  

 

2.  prognozowana stopa procentowa (kapitalizacja z góry):  ∆k(t) = k(t) - k(t-∆t) 

 

Przypadek ten prowadzi do równania rekurencyjnego: 

 

k n k n b n k n t( ) ( ) ( ) ( )+ − = + +1 1 1 ∆  

 i V!_�Y@Z$jH_�[4c>Z�dkX�l2_�mGn"Z�d4l [TX"V�o ]I[�p!q  
 

k n k
b j tj

n

( )
( )

+ =
− +=

∏1
1

1 10
0 ∆

 

 r V�W%l s!b�c>Z�d�c>Z*htV�WuX"V�X�lE_�d�W%c>Z�d�f,VuX�lE_�m�XA[�W%\�h6e8]-m�v l3[�_�d4v U4w�YFZ$^$V%Y@[xo ]�V�XA[yX�l2V�U'd4c�]�V%Y@[z`�dOo2]
[�X�l2V%\Ao2m%vLV%Y1[�c"[=o2Y@V�`�jQY1[�lE]�V�{PU�Z�jQc"[#\>V%|"U�hFX�l2_�d�W!_GZ$[�a-h}UH_�['oPV%Y1dHf!V1~Eo ]�j�W8c"[H_�Y@[ - prognozowana 

stopa procentowa). PrzeW!_GZ�[�a�V%Y1[�o2]�V�XA[TX�l2V�U'd4c�]�V%Y@[TX�lE_�m�n"Z$d4l3[#YFs%Y@UH_�[Oo�Y@[4lE]�V�{�p!q  
 

 

r b j d b j tj j

t

t

j

j

, ( ) ( )+ = + = +
+

∫1 1 1
1

τ ∆  

 i V!_�Y@Z$jH_�[4c>Z�dTl s%Y�c"[4c>Z�[#l d4\�h�l3d�c"U4m�` c"d�f!V�X�lE_�d�W�o ]I[�Y@Z$[�oPZ��TYxX"V�o ]�['U�Z�q  
 

k n k
r j jj

n

( )
,

+ =
− +=

∏1
1

1
0

10

 

 

Interpretacja r j j, +1  dla odcinków czasowych równych okresowi stopy procentowej jest 

analogiczna do poprzednZ$d+`�����d'{P^$Z�W�V�W�[�]-\>V%YFV�o ]�V�X�mSX�l V�U�d4c�]�V%Y@d�Y \"[HbGW%m%v V%\�l3d'oPZ�d�o�j
jednakowe, to otrzymujemy: 
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k n
k

r n
( )

( ),

+ =
− +

1
1

0

0 1
1

 

 ���@�����"�%�F�������T�"���"�������$�����'�+�����'���!�G�%�"�+�4���G�!���%�"�+�g�=�!�%���"�  
2. Górna i dolna stopa procentowa 

  8¡ �I�����>�C���2�������I���z¢0�!���"�}���3�4�����%�1�'£)���4�>� ¡ ���H�����,���*���J���E�����A�H���4� ¡ �,��¤"�'�+���k���!���*�>�$�+� ¡ ���+�F�
���3�����-���H���"���!����¤������-¤¥�F�$�!���4�>�$�G�)�4¦>�����$�H�§�"������� ¡ ���H�����,���*���y�¨� �4¢��'��¦ ¡�© �%�+¢}¤����%�@�4�"���,�ª�-¤��I�D�
¢0�����H�*¤ ¡ ����� ���2���'�4�����%�8���4¦��u« ���3�����-���'�¬���!���"�'�����4¢}� ­"�%�@�$�4¢ �@�4������®����¯�"���"�������-¤ �
dyskret ������¦ �4¦��@�-���'��¦ �H��� ¡ ¤6�°�>�$�4�>�����%� ���2���G�A���%�>�%������¦��²±8�M�G�!��³H�%�>���4�>�$�´�I�4�>�$�+� ¡ �,��¤"�'�+������ �%�@���!�G�����ª��� ¡ ��µ��"�����>�����2�%�8�"���>�����2�!���>���H���>�%�@���!�¶�"�·�4¦��F�$�-�%�1µ¸�@�4�E����®�£z�"���"���I�4�-¤6�#���,���*����¢
� �%���"�4�>�$�4¢ � �!���>�$���%���%¢z�1¹º�%�>�$�4�1���u�I�4�>�$�»��� ¡ ��µ��"���4�>�$�¥�>���¼��� ¡ �M�����%�>�!���"���H���"�u½��H�¾�3¤��»­��%���
widoczne w przyk � adzie 3) wprowadzamy dwie definicje: 

 

1.  ¿FÀ,Á�Â�Ã¼ÄPÅ2À,ÆÇÃzÆÇÈ�À�É'Ê'ÂAÅ2À�ËÌÃ  ( ÄPÅ2À,ÆÇÃzÆÇÈ�À�É'Ê'ÂAÅ2À�ËÌÃzÍ¸Î9À,Ï�Ð Ñ �"�H�����1��£K­A³H�!�G���4¢K�z�@�$���*�>��®P£ r t t0 1,  

zdefi �>�-�%�1���"µ#� �%���"�4�>����¢¼Ò  
 

k t k t r k tt t( ) ( ) ( ),1 0 00 1
− =   lub  r

k t k t

k tt t0 1

1 0

0
,

( ) ( )

( )
=

−
 

 «ª��� � ¡ �A�=��� © �*�>���D���������>�*�"�º���+�Ó���F��µH�����Ì���H���%���>�N�>���4¢t��¢0�$�4���8�"���"���I�4�-¤ÇÒ  
 

r U t tt t0 1 0 1 1, ( , )= −  

 

2.  Gór Â�ÃFÄPÅEÀ,ÆÇÔQÆÇÈ�À�É'Ê'ÂAÅ2À�ËÌÃ  ( ÄPÅEÀ,ÆÇÔQÆÇÈ�À�É'Ê'ÂAÅ2À�ËÌÃ�Í�Õ�Ö�È4× ) r t t0 1,
��� © �*�>�*¤����4¢}�M���F��µH���>�$�4¢¼Ò  

 

k t k t r k tt t( ) ( ) ( ),1 0 10 1− =   lub  r
k t k t

k t
t t0 1

1 0

1

,
( ) ( )

( )
=

−
 

 Ø �F��µH���4�K�,�%���"�+� ¡ �������=��� ���'�������%�@�+�Ó���H�������>�*�>�$�4¢¯��¢L���4�����"���"�*�I����¤@�8���3�H���T� ównanie: 
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r U t tt t0 1 1 1
0 1, ( , )= − −  

 Ù Ú�Û Ü%Ý@Þ�ß!àGÜ%á"â#ÝFã�âHä*å>Ü�æ�ç�ãAè�é#ÝMàGê!ä�ëHß�â4ìíèPã$â�î"ã�âTá>ã�â+ï�Þ4å>Ü@Ü�ð%Ý8Û2Ü,ñ-á"âGò�à�Þ�ç4ó>Ü�ð!àGã�î"Ü%ÝFã�â4ìôñ�Ü!õ%è�Þ�ì0Ü�æ�ö!÷  
 

( )( ), ,1 1 1
0 1 0 1+ − =r rt t t t  

 îAë�ð�é'ç�ø=ù�ú û�è ñ�é�å>û%áAè�â4å�ü@â4á"ç+ï�é=ù�úEà�ý�ï�ë�ñ-ý�ç4ó¸ð�â'þDÿ*á>ÿ�çDï�ÿ�� � û!à�ü@ø���øFû%á"ø=ü�ý�ú3øHàGÿ$ögï�â�ð%á"é�à�â@è ñ���ùLù"û�ù�úEà�âHà
ð%ú��>ê!éGò%û,ñ-úEà�ý%ì	��ï�é'ç)ð�û�î�úEà�â à�á"ø4á"â à�üFÿ�é�à�å>ÿE÷  
 

r
r

r
r

r

rt t

t t

t t

t t
t t

t t
0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1
1 1,

,

,

,
,

,

=
−

=
+


���
��  

 � ýGî"ÿ�â4úEà�ì}ý ð�û%ü@û��Ná�ý ç�ÿ�é�ê ç4ó�üFÿ��	çHà�øOè��6òtü å�ñ��%ú�ý�ç4ó ü�ý!à�á"ø'ç�à�ø4ì}ý ü@ø4úEñ�û���ç�ÿ�å"ø�ù"ÿ*ñIø����Ç÷
{ , , , }t t tn0 1 � � � â��!û²ü@ø4ú���û���öyü  �ó�ü@ÿ!�$ÿ tn+1 "$#�% àGÿ�â'&EùAâ(�-á>ÿ�ø(�Iø � ü à�ø)��â)*�á>û��+ HÿRû % ù�ú2à�ý � # ��â��!û
mo% â)�,� � � â % á>ûFà % ü-�. (/@ú��%ü8á"ø10@ú2�3*�á>ÿ� Hû%ü8ý� (/54  
 

1.  Równø4á>ÿ�â#á"ø76"ø�ù"ÿ���ø��$ÿ�à�ø8 � # à % û9�!�54  
 

k t k t r k tn n t t nn n
( ) ( ) ( ),+ − =

+1 1
 

2.  : �%ü�á"ø4á>ÿ�â#á"ø76"ø�ù"ÿ���ø��$ÿ�à�ø8 � # à;�3�%ú�ý<4  
 

k t k t r k tn n t t nn n( ) ( ) ( ),+ +− = +1 11  

 

: û!à�ü@ÿ�=Hà�ø4á>ÿ�økù"û%ü8ý9*�&3à�ý� (/@ú2�%ü�á"ø(0 � ù�ú2à�ýMà�ø % ø4á"â � ü@ø4ú���û��+ �ÿ�ù"û. �à>=��!6>û%ü@â � 6"ø�ù"ÿ��Iø(�!� k(t0) � à�ø % ø4á"â?&+=û % ù"û%üFÿ�â % á>ÿ-ûFà�ü@ÿ�=Hà�6"ø(@0ÿ�4  
 

ad1)  k t k t rn t t
j

j n

j j
( ) ( ) ( ),+

=

=

= +
+∏1 0

0

1
1

 

ad2)   k t k t rn t t

j

j n

j j( ) ( ) ( ),+
−

=

=

= − +∏1 0
1

0

1 1  
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ACB�D.E(FHGJILK>M�E�N>G(FPO�ERQHB3S�I-E�T�E�UWVXS�FHE�T�G)Y>ZJI-E(M�[�B�\+ZR]HE1QHO,[^E�_�`aI D�B�I-B�TbF�K.c1deD�K.f�]�M2G�[!F�K�c(d
c(d�IgO�T�E8c(dhc)S>E8f�`iS�FHE�UWV8cjD�B�TbFHGjOlk3m�M�FHGnf2[�B>Q.KoQ.M�B.c8G(F.[�B�I-G�p5qrGsB�f2[�E�[!FPO�GtIuK3S�FHE�c)S>E(FHGjf+VvQHB>Q.M�S>G)S
S�wsO�E(F�KoI-E(M�[�B�\+c�Or]HE1QHO,[^E�_�`xIyD�B�I-B�TbF�K.c(dzB�D�f2[�{1Q$E8c(d|c)S>E}f�`~pH��O�G�f+Vv[!`.[�E�ULQ B9[!M�S>G1�.FHGvS>E�_�B3N>G1FPO�EtB
M2m�IuF�K�c(d�Tb`3�nM�m3N�F�K.c1d�B�]�M2G}f+E8c(doB�D�f+G�[�]PB�ILK�c(d<�<c)S�K�[�G)NvBsS�k3B�D�FPB�\+c)O�T,`3�jFPO�GgS�k3B�D�FPB�\+c�O5B�]�M�G}f�m�I
odsetkowych z okresami stóp procentowych.  

 � K3D.E�U1G�f�O�{���N>GyI ]PB�F.[^G1]$\+c�O�GeQHB�ILK9N�f�S�K�c(d�M2B3S�I-E)N>E(��c)S�K>F�FPO,]�IgS�M�B�f2[!`�]HEWQHO�[^E(_!`
U t t r t t( , ) ( ),0 1

11 0 1= − − QHBWU1E(IgO�Evf�O�{gIef�QHB�f�m>��D�`�N�Bt�$E(M2D3S�O�G�U?FHE�[!`�M2E�T,F�K�FPO�N�Q.M�S>G�D�f2[^E1I-O�E(FPO�G�k3B
jako sumy szeregu geometrycznego 1 0 1 0 1

2
+ + +r rt t t t, , � ��U1E1]�[�B�f�O�{ec)S>{}f2[�B�c)S�K>FPO|I

literatu
M�S>G�p���G}f2[�B�Fs�HB�I-O�G(w�I�FHE}f�S�K>w�Q.M�S�K>Q$E�D�]�`s]PB�F$f+G1]�I�G(FHc�U1VuFPO�GL[�K�Tb]PB	Q.M�S�K+U1{�[�K.c(djS>E�_�B3N>G(�<�

ale przede wszystkim nieco ogólniejszej koncepcji prezentowanej w niniejszej pracy. W 

szcze
k3m�T,FPB�\+c)OXFPO�G�IuK>w�E�k�E�f�Q$G�_�FPO�G(FPO�E�I�E(M�`�F�]�`�FHE�S)�HO�G)N�FPB�\+Z�FPO�G}f�]PB��Hc)S�B�FHG�k3B�f�S>G(M2G�k>`

geometrycznego.   [!M�S�K>w�E1FHGlILK9N>G�U¡S�IgO�V)S�]PO<f+VlFHE¢[!K3T�G£`�FPObI�G1M�f+E�TbFHG��>N>G£`�I¤S�k3T�{)D�FPO�E�UWV£I�f2S�K�f2[�]PO�G7Q.M�S�K>Q$E)D�]PO
IuK�wsE�k�E�UWV8c8G¥QHB�IuK3N�f�S�K�c(d�f�S>c)S>G)k3m9_�B�IuK.c1d�S>E�_�B3N>G(�~p � f2S>c)S>G�k3m�TbF�K�w Q.M�S�K�Q$E�D�]�`�B9[!M�S�K�wsE8Z
wsB3N�FHE¦f�K�[!`HE8c�UW{hB>QHO�f+E(FHV|I�Q.M�S�K�]._�E�D3S�O�Gh§Hp � K�f�[^E(M2c)S�KRS>E�_�B3N�K�Z¨M2m�IuFPB�wsO�G1M�FHGiB�D�f2[^{1Q.K©c�S>E}f�`QHB�wsO�{�D3S�K|]PB�T�G�U�F�K>wsOuc(d�IgO�T�E1wsO^�rI�].[�m�M�K.c(dhILK9S�FHE8c)S>E1wvK|I-E(M�[�B�\+c�Oª]HE1QHO�[�E�_!`«B�M�E)S�M2B3S�IgO,FHV�ZnI
f�S>G(M2G�k¬B9[!M�S�K�wsE(FHGtS�I-O�V)S�]POrF E�k3m�M�FHV�O7D�B�T,FHV�f2[�B>Q${�Q.M2B.c8G(F.[�B�I�V�QHB3S�B�f�[^E(IgO�E�UWV8cªU1G)D�K�FPO�G�ILK>M�E)S�K
T�ObFPO�B�I-G�p3­�S>c)S>G�k3m9_�KLM2E8c(d�`�F�]PB�I-G®f+V£FHE8f2[^{1Q.`�UWV8c8G3¯

 

 

1.  
D�T�E°dPO�f2[�B�M�K�c)S�FHG�U°f2[�B>Q.K±Q.M2B.c8G1F.[�B�I-G�U²FHE°]HE)N�D�K�w B�D.c�O,F�]�`�c)S>E}f�B�ILK>w c(d�IgO�T!B�I�Vyf2[�B>Q${
procen

[�B�I�V7Q.M�S�K>�HT!O!N>E�T!O�\�w	K¡UWG�U�I-E(M�[�B�\+c�O�V7QHB.c)S>V�[�]PB�I�V}�}I-m�I-c)S>E}frB9[�M�S�K>wv`�UWG(wvK<¯
 

 

r e e b j t rt t

b j d
b j t
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to j t

t j t

,
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,

( )

( )
+

+

+ +

=
∫

− = − ≈ = +1

0 1

1 1 1

τ
∆

∆

∆ ∆  

 Q.M�S�K¤S>E�_�B3N>G(FPO,`<�>N>G
b(j)∆t

UWG}f2[<D�`�N�BLw	FPO�G�U1f�S>GªB�D¡UWG�D�FPB�\+c�O�p
 

 

2.  analogicznie dla prognozowanej stopy procentowej: 

 

r e e b j t rt t

b j d
b j t

j jj j

t j t

t j t

,

( )
( )

,
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+

+ +

=
∫

− = − ≈ + =
+

+
+1

0

0 1

1
1

11 1 1
τ

∆

∆

∆ ∆  

gdzie b(j)∆t
U1G}f2[�FHE�D.E�TPD�`�N�BLwvFPO�G�U(f�S>GªB�D¡UWG�D�FPB�\+c�O�p
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³	´1µC¶ª·C¸�¹7º�»�¼�½rµ7¾¢¿¢À¦¶
 

 W celu zilustrowania wprowadzÁ�Â�Ã�Ä(Å|ÆHÁWÇ1È8É�Ê�Á3Ë�Ì�Í�Î�ÏvÃ¨ÂHÍ�Ë>Í(ÐPÁ�ÑHÄ)Ë>Ò(ÂPÓ�Ò�Æ.Ê�Ë�Ã>Ð.Ô^Í�ÕPÖ�Ì
Ð.×�Ø�Ê�Ã�Ï�Ë>Í(Ð.Ô^Í�Õ.Í1ÏvÃ�Ö�Î>ÒgÄ(Å�ÌgÓ�Ù�Á�Ì-Í-Ú2×�Á>Æ$Í®Æ.Ê2Á.Ä�Ò(Â.×�Á�Ì-Í®Û$È�Õ3Ë�Ó�Ò¤Ù�ÓbÂPÓ�Á�Ì-ÜgÝ�Þ�Â�ÐHÄ�ÇWÍgÄ)Ë>Í}Ú�Þ5ß b t t( ) = ⋅α . à Ù�ÍLÞ$Ú2×^Í)Ù�Ò(ÂPÓ�Í¤Þ�Ì-Í�á3Ó�ÓbÂ.×^Ò(Ê2Ò}Ú�Á�Ì-Í8ÉLÂHÍ}Ú£Û$È�Õ3Ë�Ó�Ò1ÏvÃjâ - Ù�Ò�×�ÂPÓCÅPÁ�Ê�Ã9Ë�Á�Â.×rÄ)Ë>Í}Ú�Á�ÌuÃ�ÖãÍäÇWÒ�Õ�ÂPÁ�Ú2×!ÐHÜ-Ä�Ë>Í}Ú�Þ
ÂPÓ�Ò�Ä(ÅåÛ$È�Õ3Ë�Ó�Ò¬ÇWÒ�Õ.Ò(ÂåÊ2Á�Ð~æLçCÁ3Ë�Ó!Á�Ï Ú�×�Ø>Æ²Æ.Ê�Á.Ä8Ò(Â.×�Á�ÌLÃ�Ä(Å<Ö�Í¦ÌgÓ�È8Ä'Ót×^Ò(Ï�ÆHÁèÆ.Ê�Ë�Ã>Ê2Á�Ú�×!Þ²ÐHÍWÆHÓ�×^Í(Ô!Þ<Ö
zde×�Ò(Ê�Ï�Ó,ÂPÁ�Ì-Í(ÂHÒ�Û$È�Õ.ÜxÌ�Í(Ê�×�Á�é+Ä)Ó�ÜxÌ�Ú�ÆHØ9Ô^Ä)Ë�Ã>Â�ÂPÓ,ÐHÍ α Ö£ÂPÓ�Ä(Å«Û$È�Õ3Ë�Ó�ÒzÁ�Â'Ê2Ø�ÌuÂ�Ã 0,05 rok-2. Przy 

×^Í1ÐPÓ�Ä(Å¨Ë>Í�Ô�Á3Î>Ò1ÂPÓ�Í8Ä(Å¬Æ.Ê�Ë>Ò)Õ3Ë�Ó�Í�Ô�Á�Ì�Í�Ú2×�Á>Æ$Í	Æ.Ê�Á.Ä8Ò(Â.×�Á�Ì�Í�Á�Ê�Í�ËoÄ)Ë�Ã>Â�ÂPÓ,Ð�Ì¤Ë�Ê2Á�Ú2×�ÞxÐHÍ1ÆHÓ,×^Í�Ô�ÞxÌyÁ�Ð�Ê�Ò}Ú�Ó�Ò
od chwili t0 do t ÌuÃ�Ê2Í)Î>Í�Ç1Ü?Ú�Ó�È£Ì¤Ë�Á�Ê ami: 

 

r t t U t t e et t

r t t
t t

0

0

2
0
2

2
2

0
2

0
2

,

( )
( ) ( , ) ,= − = =

−α α

 

 ê
Ó�Õ.Í�É�ÖLÎ>Ò�ÌgË�Ê�Á�Ú2×�Ú2×�Á>Æ.ÃRÆ.Ê�Á.Ä8Ò(Â.×�Á�Ì�Ò�Ç	Ç1Ò}Ú�×	Ð�Ì-Í�Õ�Ê�Í�×�Á�Ì�Ü¦Ý�Þ�Â�ÐHÄ�ÇWÜëÄ)Ë>Í}Ú�Þ<ÖgÚ�Ã9×�ÞHÍ8Ä�Ç1Íi×^Í(ÐHÍiÏ�Á3Î>Ò

zdaÊ�Ë�Ã.É�Ú�Ó�ÈnÂ3ÆCæ�Ì�Ú�Ã�×!ÞHÍ�Ä�ÇWÓ®á�Í)Ù�Á>Æ.Þ�Ç1Ü�Ä8Ò�ÇsÓ,ÂHÝ�Ù�Í8Ä�ÇWÓ^ÖrË>Í�Ð.×�Ø�Ê�ÜsÆHÁ�Õ.Ü)Î>Í�ÇWÜ¬Ú2×�Á>Æ.Ã�Æ.Ê2Á.Ä8Ò1Â.×�Á�Ì-Ò�æCì�Ó�Ò8Ä(Å
ÆHÁ.Ä)Ë>Ü t ÐPÁ�Ì�Ü�Ì�Í1Ê�×�Á�é�Ä�Ó�Ü�Ë>Í�Ó,Â�Ì-Ò}Ú2×�Á�Ì�Í(ÂHÒ)á3ÁíÐHÍ1ÆHÓ,×^Í�Ô�Þ�Û$È�Õ3Ë�Ó�Òïî�ð�ðñÇWÒ�Õ�ÂPÁ�Ú2×�Ò(Ð ò�Â3ÆCæ¦Ë8Ô�Á9×�Ã.Ä1Å�ó+æê
Ø�Ì-Ä)Ë>Í}Ú£Ì-Í(Ê�×�Á�é+Ä�Ó�Ä(Å�ÌgÓ�Ù!Á�Ì�Ò�ÇuÚ2×�Á>Æ.Ã�Æ.Ê2Á.Ä8Ò1Â.×�Á�Ì-Ò�Ç®Ó~Ì-Í(Ê�×�Á�é+Ä�Ó<ÐHÍ1ÆHÓ�×�Í�Ô!Þ�ÌôÐPÁ�Ù�Ò�Ç2Â�Ã.Ä1ÅjÙ�Í�×�Í8Ä(Å<Ö�Ç1Í1ÐjÓ

przedziaÔ�Á�Ì�Ò�Ú2×�Á>Æ.Ã�Æ.Ê�Á.Ä8Ò(Â.×�Á�Ì�Ò�Ö'Ä)Ë�Ã>Â�ÂPÓ,ÐPÓèË�ÏsÓ�Í(Â�Ã�ÐHÍ1ÆHÓ�×�Í�Ô!ÞõÁ�Ê�Í�Ë�Õ�Á�ÙbÂHÒ�Óèá9Ø�Ê�ÂHÒ�Ú2×�Á>Æ.Ã
procentowe w kolejnych, rocznych pÊ�Ë>Ò�Õ3Ë�Ó�Í�Ô^Í�Ä(ÅvÄ)Ë>Í}Ú�ÞgÆHÁ�Õ.Í�Ç1Òl× abela: 

 

 t0 = 0 t1 = 1 rok t2 = 2 lata t3 = 3 lata 

b(t) 0,00 0,05 rok-1 0,10 rok-1 0,15 rok-1 

k(t) 100,00 102,53 110,52 125,23 

U(ti , tj) U(0,1) = 1,0253 U(1,2) = 1,0779 U(2,3) = 1,1331 

rt ti j,  r0,1 = 0,025 (2,5%) r1,2 = 0,075 (7,5%) r2,3 = 0,125 (12,5%) 

r t ti j,  r 0 1,  = 0,0253 (2,53%) r 1 2,  = 0,0779 (7,79%) r 2 3,  = 0,1331 (13,31%) 

rt ti j,  r0 1,  = 0,0247 (2,47%) r1 2,  = 0,0723 (7,23%) r2 3,  = 0,1175 (11,75%) 

 ö
ÌgË�á3Ù�È�Õ�ÂPÓ�Á�ÂHÒ±Ì ×^ÍWÛ$Ò�Ù�Ó÷Õ.Í(ÂHÒ�ÆHÁ3Ë�Ì�Í)Ù�Í�ÇWÜ�Á>ÛHÙ!Ó�Ä)Ë�Ã�É�Ó,Â�ÂHÒ�ÏsÓ�Ò(Ê�ÂPÓbÐPÓXË�ÏsÓ�Í1Â�Ã�ÐHÍ1ÆHÓ�×�Í�Ô!Þ<ÖiÆHÁ

skorzystaÂPÓ,Þ�Ë-Ó�Ä(ÅvÌ¤Ô�Í}Ú�ÂPÁ�é+Ä�Ó~Á�ÏsØ�ÌgÓ�Á�Â�Ã�Ä(ÅtÌô×�Ò(Ð$é+Ä�Ó�Ò�Ö3Â3ÆCæ.Ä(Å�ÌgÓ�Ù!Á�Ì�Í¤Ú2×�Á>Æ$ÍªÆ.Ê2Á.Ä8Ò1Â.×�Á�Ì-Í®Ì²Ä�Ó�Ü�á>Þ
Õ�ÌgØ.Ä(Å	Ù�Í�×$Ó,Â�Ì-Ò}Ú2×�Ã.Ä�Ç+Ó.ÏsÍ£Ì�Í1Ê�×�Á�é�É3ß  

r0,2 = r0,1 + r1,2 = 0,1 (10%)  

ÂHÍ�×�Á�ÏsÓ�Í8Ú2×PÌèÄ�Ó�Ü)á>Þ�×!Ê�Ë>Ò8Ä(Å	Ù�Í(×2ß  
 r0,3 = r0,2 + r2,3 = 0,225 (22,5%).  
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ø£ù�ú�û�ûPübý ù�þ�ü�ÿ(û�úíýHÿ��Hü��^ÿ����	��
Lú>ý
����ù�ú����!ú�
-ÿ(û�ú�û��������������!ü��)ù>ÿ1ûPü�ÿ �����bû�!#"�ü%$�&���û�!#"'���(���.ú
procento


)!#"��}þ*��+�ûHÿ,��ù�ú���ýHÿ.-¢ù/
-ÿ0�1��û�ý��-þ2�
����ü3����übýHÿ��!ú�
uû
�546��ü7�9ÿ7þsü�ÿ1û
��
-ü
cie:  

U(0,2) = U(0,1)U(1,2) = 1,1052  ÿ8���(9:�)�����,ûHÿ¢ü�$�&���ûHÿ8���(���$ÿ;�������.!(û�����
�ÿ7þ�ÿ#"<9,
�ÿ��=�(�54>��ü=?
 

r 0 2,  = U(0,2) - 1 = 0,1052 (10,52%)  

oraz 

r0 2,  = 1 - U(0,2)-1 = 0,0952 (9,52%).  

 

Porównanie pr
ù�!:�3ù�ü�ÿ��(��
)!#"@���(���.úA���B���.!(û��(��
)!#"�ù�!C���(���D9E$�&���û�9sü,�����,û�92���3ù:
�ÿF��ÿ�ù>ÿ0��
�ÿ�+�ú�-G�H+�!

ù>ÿ.�0I
���3ù�üLûPüJ!0��&�
uû
�546-�?
r r rt t t t t ti j i j i j, , ,< <

�LK�üJ!M"�!N�B�O�(�����)ù�ú�
-ü�46��üJ!P����ù�úG�$ÿ:��!(ý	�/����
)&��Q
uú�ûPübýHÿ

R�����5���rù*��!.S�ü,ûPü��T"Wü7�U�:�V
gü�W.�.!T"��D�B&�
Lû
�546-X����þsüJW:�3ù�úE�!ú>þsüL�������$ÿ(þsü�ù>ÿ.�0I
���3ù�üH��ú��bý
�E
O&�
Y�)ù>ÿ.���Z$���ú
�69[��û�!)��&�
uû�!�ù�!��1�U��\X��ûD�6!(ý�
)!(û��#"<9Y�7!T";ûPüJ!0��& 
uû
�546��ü�"�!.���]S�ÿ(ý��T�	+�!X
^���(�5�B��û�ý��A���*����ù�!:�3ù�ü�ÿ�����
Y!T"
�������.ú �������.!1û��(��
)!#"���ûHÿ:��üJ�)ù>ÿ(ûPüJ! �����B���.!(û�����
�ÿ(ûPü�ÿ 
Y!:�_���
$ ���(���.ú $�&���û�!#" ������
-ÿ:�3ù�ü`���
niedoszacowania na

��!F+�û�!F$��LýHÿ��Hü���ÿ��a�	�}ûHÿ0�(��þsü�ÿN���5
Y!:�_���
$Y�������.ú)�����bû�!#"
- do przeszacowania. 

 

Ubdcfe)gfhjiOkmlfimbon  
 p �.ÿ#"<!(þvúE�>���Hü�!O�=����ÿ0
)WG�5+�!Lù>ÿ<���q!)ù�!(û�����
�ÿ1ûHÿr����ÿ:�8ÿG�������5+�9.�uù>ÿ.���(�5�>��
-ÿ(ûPüa��þs���2ÿ(ý��!ú��)ù�û�ú>þt�����
gü,û�ûHÿ�ù>ÿ0
gü�!���ÿ.-u
gü�W:�.!#"eüa���D������ÿ.�T"Wüd�!ü��)ùF����
uú��0IU�wvx$G��ÿ(ûPüJ�)ù�ú��!ü(4�þ	úy��ü�Wz��ú��bý
�{���|"�!F��û�!:$��
����ù�ú>ý��

a
���M��
-ÿF+>ÿ#"�9:�G��+�!ªûPü�!}�698��û�!m
~�!ú>þ�����ù�úG�$ÿ:��ý���ûHÿ#"q
-ÿF+�ûPü�!T"0��ù�!��G�R�5+G�O�$ÿ0�B�3ù�ü�!#"7ù>ÿF��!F+�úgûHÿ1þ

ûHÿO�!ú>þt�~ÿ<�.úM����ù�!(ý
��ûHÿ:-[��ù�ú_�(!:�,û übýHÿG�D+�!x���B���.!N�ªù�þsü�ÿ(û�ú@
-ÿ0�=���546��üCýHÿ��Hü��^ÿ���&�
����HüJ!(ûPü�9:�3ù>ÿ��]
��)ù>ÿN��üJ!
jest pro

�:!N�6!(þ��)ü�9:$���ú�þC�ãûPü�!vù>ÿ:�J!F+�úP�����7!F$��
�Z
~"1ÿ1ýPü,þ���ûPü3�	�Cü]�jý���&��q!#"X$����3ù�ü,ûPüJ!�ûHÿ:��üJ�)ù>ÿ*��üJW�û����
���5�6!���ýPü#�Hvx�P�!ú��0I��$ÿ0�2ÿ(þV!0�a��&�
ñù>ÿF��!F+�ú["<!:��ú�ûPüJ!C��I�
-üa�J��
-ÿG��
}�^ÿ.4�ûPü�!2
}�7!:��ú�
uú9ù�ûHÿ.�)ù>ÿ(ûHÿG�U
-ÿ0�=���546-
ýHÿ��Hü��^ÿ����	��ÿm�������.!N�D"�!F$��	ù�þ�ü�ÿ(û�ú�ù>ÿ.��I
���3ù�üD
��1���5�>&��C��üJ9:$���úD���Z��ù�ú_�����)ùG��û�!m����ù�ú>ý��^ÿ:��úX����ýHÿ�ù:��"�9G�_+�!
�����5�>��
�ÿ1û�!�
 ����ÿ(ý���ú��:!ñù>ÿ�����+�!(ûPü�ÿG�xû������B&�
Lû�ú��0I���ý���!N�>&�
 ���5�6!0�!ý
��
uú��0I�ü���ý��q!N�>&�
 �B�(&��
�������:!(û��(��
uú���IíûPüJ!��69u���_�a��ù�!��.û�!G�C"�!.4>��ü�����ù�ú6"�9.-�ù>ÿ0�(��+�!(ûPüJ!�����ü�9F$��7!#"°ù>ÿ:��!�+�û
�546��ü'ýHÿ<�Hü��^ÿ0�a�
���HüJ!(ûPü�9F�3ù>ÿF�t��� �)ù>ÿN�B�U�/�U����þM����ú�"Wÿ(ýPü�!������5�B��"�!���ü�W�
{����ÿ1ý��!ú��.!zþ*��+�ûHÿw�_����ù�ú>þ�ÿ.-*"1ÿ1ý
���D!0
uû�!
����ù�úG����ü�+�!(ûPü�ÿ�
¤ùG����&�
�4>��ü(����ú���I	�¢û

a

gü�ÿ.�6!(þïþE&�
gü�9:�¨ûPüJ!@"�!:��ú>û�!G�ªù>ÿ:��!F+�û�!�����
gü�!(þ ���«ù>ÿ�����+�!0�

þE����!F���O����ù�úG����ü�+G��û�!:$��D�
 ���<"�W.�)ü�! �0I�
güJ�a��
Y!T" �������.ú ���B���.!(û��(��
)!#" ���3ù:
�ÿ:��ÿ ���q!:�(ú3ù�ú6"�ûPüJ! ����ûPü�!.46- ��üJW ���

����ù�úG����ü�+
o
û�ú���I@�7!:�0I�ûPü,ý*������ÿ)ùG��
-ÿ(ûPü�ÿ®ù�þsü�ÿ(ûvýHÿ<�Hü��^ÿ0�a�	����ÿ(ýPü���I8"1ÿ1ýE��þE&�
güJ��û�!_?9ýHÿ<�Hü��^ÿF��ü!ù>ÿ:�#"1ÿm�����5����ÿ

ü$ù.�(��+
o
ûHÿN��IPü����(����ú��)ù�ûHÿN���)ù�ú}������$>û
�3ùG��
-ÿ(ûHÿR�������$ÿ,�������.!(û�����
�ÿ�����!.���Z��û
�X��&�
uû
���)ù�!N4�ûPüJ!R��ý����7!:�)ù�û�!



 15 

� �6�:�����a��� �������T 0�6�:�3¡y���������*��¢0£#¡�¤:�E�J¢0¥���¦�¢�����§(¢��a¡�¤�¢|�����E���.¨u©�ª�£#¥��# s�o����«3¥��# |��§(�����
p£����:�0¥�§(���)�# �¬,¦�§�ª�£1���0­o¤�¢0�O��¦��7¢�¥��P�X�(¢N�B¥
�5�6�F�O¢:«a©���®�£q¢F���F¤:¥��¯�>¨A®D�F¤F���5�B£��:��¥
��¨P¦
��¥D�>�0¦��Y��¥��# �¨��J�0­
¤:�O��¨F¤:¦
ª��d¤m��£B¤��:��¤G�J¢��(���)¨8��§����D¨m¤:�x£��_§a¡U°  

 

 



 

  

 

LITERATURA 

 

1. M. Dobija, E. Smaga - „Podstawy matematyki finansowej i  ubezpieczeniowej” , 

Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa - Kraków 1996r. 

2. A. Karpio, E. W. Piotrowski - „Odsetki zamiast pseudoodsetek” , Penetrator - ±o²J³:´�µ�¶Eµ5·6¸F²
Gospodarcze, 1995r. Nr 11/59. 

3. E. W. Piotrowski - „O logarytmie”, Penetrator - ±o²J³:´�µ�¶Eµ5·6¸F²�¹xµ5º=»�µ�´�³0¼q¸�½�¾G¿UÀ�Á�Á�ÂG¼UÃX¼8À�Ä_ÅTÆ�Ç  
4. E. F. Brigham - „Fundamentals of Financial Management” The Dryden Press 1989. 

 

 


