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Wstep

Wydaje sig, ze podstawowe mierniki zmiany kapitatu ciagle pozostaja obarczone
istotnym brakiem pojeciowej precyzji, co powinno skutkowaé rewizja obowiazujacych
sformutowan. Niniejsza praca wprowadza definicje¢ chwilowej stopy procentowej, ktora
zdaniem autoréw duzo lepiej, niz dotychczas znane wielkosci, opisuje zaleznos¢ kapitatu od
czasu. Nie ma znaczenia, czy zmiana ta wynika z inflacji, z inwestycji, czy tez spowodowana
jest jakakolwiek inna forma dziatalno$ci ekonomicznej. Autorzy na przyktadach pokazuja, jak
z wprowadzonego pojecia, wynikaja dobrze znane z praktyki i literatury niektore sposoby
oprocentowania kapitatow. Warto jednak zda¢ sobie sprawe z faktu, Ze zastosowania
chwiloweg stopy procentowej sa duzo szersze. W szczegdlnosci moze ona shuzy¢é do opisu
dziatalno$ci kredytowej banku, wyceny papierow warto$ciowych, rachunku rent, réznych
probleméw matematyki ubezpiezeniowej. Zadaniem tg pracy jest przede wszystkim
zdefiniowanie tytutowej wielkosci i krotkie zilustrowanie jak ona dziala w zastosowaniach.
Udato si¢ nizej pokaza¢, ze problem kapitalizacji z gory i z dotu moze by¢ traktowany
jedndicie i rownoprawnie, bez uciekania si¢ do, w opinii autorow, nieprzekonywujacych
zabiegoéw matematycznych towarzyszacych definiowaniu kapitalizacji z gory. Pozostaje nam
wyrazi¢ nadziejg, ze zaprezentowane pojecia, zarowno chwilowej stopy procentowej, jak i
innych wielko$ci wprowadzonych w tekscie, spotkaja si¢ z zainteresowaniem, co niewatpliwie

bedzie impulsem do dalszych badan nad ich znaczeniem i zastosowaniami.

1. Chwilowa stopa procentowa

W celu opisania zmiany warto$ci pieniadza w czasie wynikajacej z poczynionych

inwestycji rozwazmy nastepujacy model. Niech t oznacza ustalona chwile czasu, b(t) niech
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bedzie stopa procentowa uzyskiwana w jednostce czasu liczonej od chwili poczatkowej t, k(t)
oznacza¢ bedzie warto$¢ inwestycji realizowanej wedlug stopy procentowej b(t). Zgodne z

powszechnie przyjeta definicja stopy zwrotu z inwestycji, b(t) spelnia réwnanie:

_ Ak(t)
b(t)= At k()

gdzie Ak(t) = k(t+At) - k(t) jest przyrostem kapitatu od chwili t do chwili t+At lub da zasow
przesztych AK(t) = k(t) - k(t-At) (do tej niejednoznacznosci jeszcze powrdcimy). Bez wzgledu
na to, czy rozwazamy pierwszy, czy drugi przyrost, jako definicje chwilowej stopy
procentowej przyjmijmy granicg powyzszego wyrazenia przy At — O (przy zatozeniu, Ze
granica istnieje). Wynik nie zalezy od dokonanego wyboru i prowadzi do réwnania

rozniczkowego:
dk(t)
——==Db(t)k(t
p (t)k(t)

Jezeli znana jest chwilowa stopa procentowa i poczatkowa warto$¢ kapitatu ko w chwili to, to

rozwigzaniem powyzszego rownania jest chwilowa warto$¢ kapitatu:

t

b(t)dr

K(t) = k,e®

Otrzymane réwnanie dopuszcza uogolnienianp. do patad nigednaodrg:
A = bk - F(o

Dodatkowa funkcja F(t) moze opisywac czynniki zmniejszajace osiagany zwrot z kapitatu, na
przyktad poprzez opodatkowanie zyskow kapitatowych.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze otrzymane jednorodne rownanie rozniczkowe na kapitat
k(t), przy zadanej wartosci poczatkowej kapitatu kg = k(tp), jest rownowazne roéwnaniu

catkowemu:



k(t) =k, +j'b(r)k(r)dr

Rownanie to wyraza chwilowa wartos¢ kapitatu k(t) jako sume jego poczatkowej wartosci i

zysku, czyli przyrostu kapitatu osiaganego w chwilach wczesniejszych tp < T < t. Zysk,

t

wyrazajacy sig¢ catka: k(t)-k, = J' b(7)k(7)dr, zdeterminowany jest chwilowa stopa
to

procentowa b(t), ktora go ksztattuje.

W tym miejscu wprowadzimy dwie definicje uzyteczne w dalszych rozwazaniach.
Ib(r)dr
1. wyrazenie U(t,,t)=¢€" nazywa¢ bedziemy czynnikiem zmiany kapitalu w
przedziale zasowym <to,t>.

2. w oparciu o chwilowa stopg procentowa zdefiniujemy przedzialowa stope zwrotu (

t
przedzialowy stope procentowa) jako wielkos¢: r, , = J'b( T)dr.
to

Z samej definicji oraz przyjetej koncepcji wynika, Ze stopa zwrotu z poczynionych inwestycji
jest nierozerwalnie zwiazana ze skonczonym odcinkiem czasu. W ustalonej chwili mozna
jedynie mowi¢ o chwilowej stopie zwrotu, a to co potocznie rozumie si¢ przez stopg zwrotu, u
nas nazywang stopa przedzialowa, jest efektem kumulacji chwilowych stop procentowych.
Osiagnigcie korzysci lub strat z jakiejkolwiek inwestycji wymaga skonczonego, chociaz
niekiedy bardzo krétkiego, odtinka «asu. Fakt ten zngjduje swoje odzwierciedlenie w
przyjetej definicji przedziatlowej stopy zwrotu (stopy procentowej). W zaleznosci od
kontekstu bedziemy w dalszej czgéci uzywaé zamiennie terminéw przedziatlowa stopa
procentowa i przedzialowa stopa zwrotu. Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na to, ze
chwilowa stopa procentowa b(t) zalezy od wyboru jednostki czasu (jej wymiarem jest
1/jednostka czasu), jest bowiem wazne, czy mowimy o stopie procentowej w skali miesiaca,
roku czy kilku lat. Natomiast przedzialowa stopa procentowa juz od jednostki czasu nie
zalezy (jest wielko$cia bezwymiarowa), na jej warto$¢ wptyw ma jedynie dlugos¢ trwania

inwestycji.

Czynnik zmiany kapitatu ma nastgpujace wlasnosci wynikajace wprost z jego definicji:



a) U(t,t,)U(t,,t,)=U(t,,t,)

k(t)
k(t,)

b) U(t,.t,)=

Druga wtlasno$¢ moze by¢ traktowana jako definicja czynnika zmiany kapitalu uzasadniajac
jego nazwe. Interpretujemy go jako czynnik, o jaki wzrasta kapitat k od chwili t; do chwili t,.
Wiasnos¢ multiplikatywnosci a) jest w tym kontekscie oczywista. Co wigcej, wlasnos¢ ta
pozwala uwzglednia¢ posrednie wartosci jakie przyjmowal kapital; w punkcie a) chwila
posrednia jest zupelnie dowolna i wyrazenie to w prosty sposob uogélnia si¢ na dowolny ciag

chwil posrednich pomigdzy ty i tp.
Analogiczne wlasnos$ci przedziatowej stopy zwrotu sa nastgpujace:

a) Vi ty + Mt = Mot

b)r,. = Inw
k()

Przedziatowa stopa zwrotu ma witasno$¢ addytywnosci, co z jednej strony jest konsekwencja
definicji, a z drugiej nadaje gteboki sens ekonomiczny temu pojeciu. Zaden inny parametr
tego typu jak stopa procentowa z géry lub dotu itp. wlasnosci tej nie posiada. Stopa zwrotu ma
bowiem wyraza¢ wzgledny (w stosunku do kapitatu poczatkowego) przyrost zysku. Dla
kolginych przedziatow czasowych warto$¢ koncowa kapitatlu staje si¢ wartoScia poczatkowa
przedziatu nastepnego. W rezultacie zysk sumaryczny powinien by¢ suma zyskow posrednich.
Wiasnos¢ ta ma zdefiniowana przez nas miara zysku czyli przedzialowa stopa procentowa.

2Kk _ K(t;) = k(t,)

Stopa zwrotu z inwestycji li czonaw tradycyjny sposob: K k(t, )
0

w zaden sposob

nie uwzglednia tego, ze w chwili posredniej t; warto$¢ kapitatu byta rowna k(t1). Co wigcej,
wlasnos¢ addytywnosci jest warunkiem koniecznym, zapewniajacym mozliwosé
prawidtowego dodawania stop zwrotu generowanych przez niezalezne Zrédla zmiany kwoty
kapitatu.

Pomiar zmian kapitalu przedziatlowa stopa procentowa, zamiast standardowym

procentem, ma sporo zalet, i tak migdzy innymi stopa ta jest miara nieograniczona, mogaca



przybiera¢ dowolne wartos$ci ze zbioru liczb rzeczywistych. Wilasno$¢ ta ustrzega chocby
przed gloszeniem pogladéw w rodzaju: ,,warto inwestowaé, bowiem mozna zyska¢ dowolnie
duzo, a straci¢ jedynie 100%”.

Zwiazek pomigdzy przedziatowa stopa zwrotu, a stopa liczona tradycyjnie wynika z

o , . Ak
rozwinigcia w szereg stusznego dla matych wartosci T:

Ak, Ak
rto’tz = In(1+7)~r

Zwiazek pomigdzy czynnikiem zmiany kapitatu i przedzialowa stopa zwrotu jest nastgpujacy:

M.y, =INU(t,t,)

Pozwala on obiczy¢ jedna z wielkosci przy znajomosci drugie;.

Wprowadzone pojecia, uzyteczno$¢ i ogoélny charakter proponowanego modelu ilustruja

ponizsze przyktady.

Przyklad 1 - kapitalizacja zloiona 7 dotu.

Niech chwilowa stopa procentowa przyjmuje warto$¢ stata b(t) = r = const, jest ona
wowczas rowna przedzialowej stopie zwrotu obliczanej w dowolnie wybranej jednostce czasu
np. jednego miesiaca. Korzystajac z przyjetej definicji przedzialowej stopy zwrotu, w

wybranej jednostce czasu zachodzi zwiazek:

t+1

A Irdr =r
t

Jezeli czas inwestycji jest rowny n pelnych miesiecy oraz ulamkowa czes¢ a (0<o<l)
miesiaca n+1 to warto$¢ kapitatu ko po okresie inwestycji osiagnie nastepujaca warto$¢

(przyjmujemy, ze to = 0):

n+a

Irdt
k(n+a)=ke® =k,e™e



Rozwijajac otrzymane wyrazenie w szereg przy realistycznym zalozeniu, ze r jest duzo
mnigjsze od jedno$ci i pozostawiajac jedynie wyrazy liniowe wzgledem stopy procentowg r,

uzyskujemy:

k(n+a)=Kk,(1+r)"(1+ar)

Jest to powszechnie wykorzystywany wzor na warto$¢ zainwestowanego kapitalu ko po n
peinych okresach odsetkowych i okresie utamkowym a przy zatozeniu, Ze kapitalizacja
odsetek jest z dotu, jest ztozona (odsetki sa reinwestowane) i okres kapitalizacji odsetek
pokrywa si¢ z okresem stopy procentowej. Warto w tym miejscu rozwia¢ pojawiajaca sig
watpliwos¢. Latwo w powyzszej procedurze rachunkowej dostrzec pewna niejednoznacznos¢.
Mozna bowiem zapyta¢, czy nie nalezalo zastosowaé¢ rozwinigcia np. W postaci:
(€)™ =(1+r)™" =(1+r)"(1+r)?? Takie przyblizenie jest niezgodne z definicja stopy
procentowe r, ostatni czynnik moéwi bowiem o tym, ze r jest stopa procentowa w okresie
utamkowym @, a przedostatni, Ze w okresie rOwnym przyjetej jednostce czasu, r6éznej od Q,
sprzeczno$¢ ta dowodzi niepoprawnosci takiego przyblizenia. Podobnie inna mozliwos$¢, a
mianowicie: €™ =1+ (n+a)r jest nie do przyjecia, gdyz (n+a)r na ogét nie jest liczba
mala, a wigc bltad moze by¢ kolosalny, stawiajacy pod znakiem zapytania sens takiego
przyblizenia. Wydaje sig, ze poprzednio zastosowany algorytm przyblizenia jest jedynym
zgodnym z przyjeta definicja stopy procentowej i dajacym rozsadna doktadnosc.

Dodatkowe uproszczenie, polegajace na tym, ze czas inwestycji konczy si¢ na n petnych

okresach, prowadzi do pavszednie wykorzystywanego wzoru:

k(n)=ko(1+1)"

Przyklad 2 - kapitalizacja prosta 7 dotu.

Rozwazmy sytuacje, w ktoérej zalozenia dotyczace stopy procentowej sa takie same jak
poprzednio, ale nie ma kapitalizacji odsetek, czyli mamy do czynienia z kapitalizacja prosta.
Roéznica bedzie polegata na tym, ze w kazdym okresie odsetkowym (nadal zgodnym z

okresem stopy procentowej) wyjsciowa kwota inwestycji nie bedzie powiekszana o odsetki,



czyli bedzie stata i rowna ko. W szczegolnosci warto$¢ odsetek w dowolnym i-tym okresie

odsetkowym jest rowna:

i+l
rdt

kOe! -k, = k,e" -k,

i jest jednakowa dla kazdego innego okresu odsetkowego. Po n +a okresach catkowita

wartos$¢ uzyskana z zainwestowanego kapitalu wyniesie:
k(n+a)=(k,e" —k,)+(k,e" =k, )+--+(k,e" —k,)+k,e” =k,ne" —nk, +k,e"

Sktadnik Kk,e' uwzglednia zainwestowang kwote ko oraz odsetki za niepelny okres
odsetkowy. Podobnie jak poprzednio rozwijajac eksponens w szereg i urywajac go na
wyrazad liniowych atrzymujemy:

k(n+a)=k[1+(n+a)r]

co jest zgodne z standardowym wyrazeniem na kwotg kapitalu otrzymana w wyniku

kapitalizacji prostej z dotu i okresie odsetkowym zgodnym z okresem stopy procentowe;j.

Przykiad 3 - aproksymacja rownaniem roznicowym.
Realna sytuacja zmusza nas czesto do wyznaczania wartosci osiaganego kapitalu w
dyskretnych chwilach czasu. Z matematycznego punku widzenia polega to na zastapieniu

roéwnania rézniczkowego rdwnaniem roznicowym. Zapiszmy je w postaci:
Ak(t)=Db(t)k(t)At

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze caty okres inwestycji podzielony jest na N okresow o

_to

, . . . t , .
jednakowej dlugosci rownej: At = . Dyskretne dhwile xasu, w ktorych wyznazamy

wartosci kapitatu, sa wowczas rowne: t, =t, + nAt, gdzien = 0, 1, .... N. Wprowadzmy

dodstkowo oznaczenia: k(n)=k(t,) oraz b(n)=Db(t,). Przyrosty kapitalu moga by¢ liczone



dwoma sposobami wspomnianymi na poczatku rozdziatu. W zaleznosci od przyjetego

Sposobu drzymujemy rézne rozwiazania.
1. historyczna stopa procentowa (kapitalizacja z dotu): Ak(t)=k(t+At)-k(t)

W tym przypadku réwnanie réznicowe brane w dyskretnych chwilach czasu, zdefiniowanych

powyzej, prowadzi do rownania rekurencyjnego:
k(n+1)-k(n)=b(n)k(n)At

Jego rozwiazanie ma postac:
k(n+1)=k, rj (1+b(j)at)
]:

Przyjeta terminologia pochodzi stad, ze w kazdym odcinku czasu od t; dotj+1 chwilowa stopg
procentowa b(t) traktujemy jako stata i rowna jej wartosci w poczatkowej chwili czasu tj, a
wigce przyblizamy ja warto$cia przeszla, historyczna. Przy tym zalozeniu przedzialowa stopa

procentowa mawartosc:

s

Mg = [0(J)dT=b(])At
4
W zwiazku z powyzszym otrzymane rozwiazanie przybiera postac:
k(n+1)=k, |_! (141 50)
]:

Jezeli wybrane odstepy czasu sa rowne okresom stopy procentowej i przyjmujemy je jako

warto$ci jednostkowe, to wprowadzone wielkosci I | ;,, maja szczegolnie prosta interpretacjg

stop procentowych w poszczegdlnych okresach. Jesli te ostatnie sa sobie rowne w kazdym

okresie, to otrzymane wyrazenie upraszcza si¢ i daje:



k(n+1)=Kky(1+r,, )™
co odpowiada kapitalizacji ztozonej, zgodnej z dotu
2. prognozowana stopa procentowa (kapitalizaga z gory): Ak(t) = Kk(t) - k(t-At)
Przypadek ten prowadzi do réwnania rekurencyjnego:
k(n+1)-k(n)=b(n+1)k(n+1)At
Rozwiazanie przybiera postac:

L 1
k(n+1)—k0D)—l_b(j+l)At

W odréznieniu od poprzedniego przypadku, tym razem chwilowa stopa procentowa jest
aproksymowana swoja wartoscia na koncu przedziatu czasowego (stad nazwa - prognozowana

stopa procentowa). Przedziatowa stopa procentowa przybiera wowczas warto$¢:

tj-v»l

Fj,j+1 = Ib( j+1)dr =b(j +1)At
4
Rozwiazanie roGwnania rekurencyjnego przedstawia si¢ w postaci:
(n+ D)=k ] _
i= 1-rjju

Interpretaga r;+ da odcinkéw czasowych réwnych okresowi stopy procentowe jest

anaogiczna do popzedniej. Jesli dodatkowo stopy procentowe w kazdym okresie sa

jednakowe, to atrzymujemy:



k(n+1):f<—°1
(1—ro,1)"+

co odpowiada kapitalizacji ztoZonej, zgodnej z gory.

2. Gorna i dolna stopa procentowa

Ostatni przyktad mozna traktowaé jako szczeg6lny przypadek sytuacji ogélniejszej z
praktycznego punktu widzenia, chociaz nadal szczegdlny w ramach sformutowanego tutaj
modelu stop procentowych. W praktyce wyznaczamy bowiem warto$ci kapitalu w
dyskretnych chwilach czasu, niekiedy przypadkowych. Uwzglednienie takiej sytuacji
prowadzi do zastapienia rownania rézniczkowego na chwilowa warto$¢ kapitalu, ogdélnym
roOwnaniem roznicowym. Poniewaz takie zastapienie nie jest jednoznaczne (co juz bylo

widoczne w przyktadzie 3) wprowadzamy dwie definicje:

1. Dolng stopa procentowa (stopa procentowa z dotu) nazywa¢ bedziemy wielko$¢ r

zdefiniowana rownaniem:

k(tl) k(to)_Lto,tlk(tO) lub Ltovtl - k(tO)

Whprost z definicji wynika jej zwiazek z czynnikiem zmiany kapitatu:

Vg, = U(t, t) -1
2. GOrna stope procentowa (stope procentowa z gory) Fto 1, definiujemy zwiazkiem:
_ k(1) k(1)

k(t,)=Kk(t,)=ryuk(t,) lub rey =
(1) (0) oty (1) ot k(tl)

Zwiazek gornej stopy procentowej z czynnikiem zmiany kapitatu wyraza rOwnanie:

1C



Fon =1-U7(t,,t,)
Wprowadzone wielkos$ci sa wzgledem siebie niejako odwrotne, zachodzi bowiem tozsamos¢:
(141, )(1-Tes) =1

bedaca prosta konsekwencja przyjetych definicji. Pozwala ona wyrazi¢ jedna ze stép poprzez

druga, otrzymujac dobrze znane zwiazki:

Myt
=t oraz lyy =

1=y 1+r

Loty

Wybierzmy dowolny ciag chwil czasu, w ktorych wyznaczamy wartosci kapitatu:
{ty.,t,,....1,}, jego wartos¢ w chwili tn1 bedzie spelniata, w zaleznosci od przyjetego

modelu, jedno z dwoch réwnan réznicowych:

1. ROwnanie na kapitalizacje z dotu:

K(t,..)—k(t,)=r, . Kk(t,)

2. Rownanie na kapitalizacj¢ z gory:

K(toea) = K(ty ) =Tty K(ths)

Rozwiazania powyzszych rownan, przy zadanej warto$ci poczatkowej kapitatu K(to), zadane sa

odpowiednio zwiazkami:

)

j+1

adl) k(t,.,)=k(t, )ijj (1+ LT

a02) K(ty) = k(t)[] (L= P )™

11



Podane wyrazenia pozwalaja znalez¢ warto$¢ kapitatu w dowolnych dyskretnych
chwilach czasu znajac dolne i gérne stopy procentowe. Te ostatnie wyznaczane sa poprzez
zmiany warto$ci kapitalu w dowolnych odstepach czasu. Nie sa tutaj potrzebne zalozenia o
rownych lub réznych okresach odsetkowych, czy tez o zgodnosci lub nie zgodnosci okresow
odsetkowych z okresami stép procentowych.

Wydaje sig, ze w kontek$cie powyzszych rozwazan czynnik wzrostu kapitatu

U(t,,t;)=(1- Fto )" pojawia sie w sposdb duzo bardziej naturalny niz przedstawianie go

jako sumy szeregu geometrycznego 1+ Tis +Tos + - , jak to sie czesto czyni w
literaturze. Jest on bowiem w naszym przypadku konsekwencja nie tylko przyjetych zatozen,
ale przede wszystkim niem ogolnigszel koncepcji prezentowangl w ninigjszgl pracy. W
szczegblno$ci nie wymaga spelnienia warunku na zbiezno$¢ nieskonczonego szeregu
QEOMEtrycznego.

Otrzymane wyzej zwiazki sa na tyle uniwersalne, ze uwzgledniaja wszystkie przypadki
wymagajace powyzszych szczegdlowych zatozen. W szczegdlnym przypadku otrzymac
mozna sytuacje¢ opisang w przyktadzie 3. Wystarczy zalozy¢ réwnomierne odstgpy czasu
pomigdzy kolejnymi chwilami, w ktérych wyznaczamy wartosci kapitatu oraz rozwina¢ w
szereg otrzymane zwiazki na gorng i dolna stopg procentowa pozostawiajac jedynie wyrazy

liniowe. Szczegoty rachunkowe sa nastgpujace:

1. dla historycznej stopy procentowe]j na kazdym odcinku czasowym chwilowa stope

procentowa przyblizaliSmy jej wartos$cia poczatkowa, wowczas otrzymujemy:

to+(j+1)at

b(j ) _
—e to¥Fjat _1: eb(l)At _1:: b(J)At:[

Lj e i+l

przy zatozeniu, ze b(j)At jest duzo mniejsze od jednosci.

2. analogicznie dla prognozowanegj stopy procentowsy:

to +(j+1)At
b(j+1)dr

rtj ,tj+1 —e to+jat — 1: eb(j+1)At — 1:: b(J + 1)At = rj,j+1

gdzie b(j)At jest nadal duzo mniejsze od jednosci.

12



Przyktad liczbowy

W cdu zilustrowania wprowadzonych poje¢ rozwazmy na zakonczenie przyktad, w
ktorym zaktadamy, ze chwilowa stopa procentowa bedzie liniowa funkcja czasu: b(t)=a .
Dla ustalenia uwagi interesowac nas bedziemy 3 - letni horyzont czasowy, a jednostka czasu
niech bedzie jeden rok. Poziom stép procentowych, a wigc i tempo przyrostu kapitatu,
zdeterminowane beda warto$cia wspolczynnika @, nich bedzie on rowny 0,05 rok. Przy
takich zaloZeniach przedzialowa stopa procentowa oraz czynnik wzrostu kapitatu w okresie

od chwili to dot wyrazaja si¢ wzorami:

(2-1d)
lot = (tz _tc?) U(to t)= e =e?

N

Widaé, ze wzrost stopy procentowej jest kwadratowa funkcja czasu, sytuacja taka moze
zdarzy¢ sie np. w sytuacji galopujacej inflacji, za ktora podazaja stopy procentowe. Niech
poczatkowa wartoscia zainwestowanego kapitalu bedzie 100 jednostek (np. zlotych).
Woéwczas wartosci chwilowej stopy procentowej i warto$ci kapitatu w kolejnych latach, jak i
przedzialowe stopy procentowe, czynniki zmiany kapitatu oraz dolne i gorne stopy

procentowe w kolgnych, rocznych przedziatach czasu podaje tabela:

to=0 ty=1rok t, =2lata t3=3lata
b(t) 0,00 0,05rok™ 0,10rok* 0,15rok™
k(t) 100,00 102,53 110,52 125,23
Ui, t) U(0,1) = 1,0253 U(1,2) =1,0779 U(2,3)=1,1331
My, ro1 = 0,025(2,5%) ri»=0,075(7,5%) ro3=0,125(12,3%)
Mot ro: =0,0253(2,53%) | r,, =0,0779(7,79%) | r,, =0,1331(13,32%6)
- f, =0,0247(2,4®6) | 1, =0,0723(7,23%) | T,, =0,1175(11,7%%)

Uwzglednione w tabeli dane pozwalaja obliczy¢ inne mierniki zmiany kapitatu, po
skorzystaniu z ich wlasno$ci oméwionych w tekscie, np. chwilowa stopa procentowa w ciagu
dwoch lat inwestycji ma warto$¢:

ro2 = roa+ riz = 0,1 (10%)
natomiast w ciagu trzech lat:

roz = roz + rz3 = 0,225 (22,5%).
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Czynnik zmiany kapitatu, wykorzystywany np. do obliczania dolnej 1 goérnej stopy
procentowej, mozna uzyska¢ z warunku multiplikatywnosci, a mianowicCi€:
U(0,2) = U(0,1)U(1,2) = 1,1052
a stad dolna i gérna stopa procentowa maja wartosci:
o, =U(0,2) - 1= 10,1052 (10,52%)
oraz
o, =1- U(0,2)™ = 0,0952 (9,52%).

Poréwnanie przedzialowej stopy procentowej ze stopa gorna i dolna pozwala zauwazy¢, ze

zachodzi nierownos§¢: f, <r, <r,, . Nie jest to oczywiscie przypadek, dowod wynika

1%
wprost z definicji, co wigcej, rownos$¢ pomigdzy tymi stopami zachodzi tylko wowczas, gdy
sa one rowne zeru. Konsekwencja tej nierownosci jest fakt, ze w stosunku do przedzialowe;j
stopy procentowej, naliczanie oprocentowania wedlug stopy gornej prowadzi do

niedoszamwania naleznego kapitatu, natomiast wedhug stopy dolnej - do pzeszamwania

Uwagi koncowe

Zdajemy sobie sprawg, ze zaprezentowana praca, stuzac zastosowaniom praktycznym,
powinna zawiera¢ wigcej ilustracji liczbowych. OgraniczyliSmy si¢ tylko do jednego
przyktadu uwazajac, Ze nie sa one w tym przypadku najwazniejsze. Duzo bardziej zalezy nam
na tym, aby przekona¢ czytelnika, ze proces zmiany wartosci kapitatdéw (pieniadza) w czasie
jest procesem ciaglym, nie zalezy od tego, w jakim dniu, i o ktorej godzinie nalicza si¢ np.
odsetki. Od tych parametréw zalezy jedynie chwilowa, wtasnie wtedy wyznaczana, wartos¢
kapitatu, a proces jego zmiany zachodzi w sposob ciagly. Przytoczone przyktady pokazuja, ze
stosowane w praktyce zatozenia, np. réwnych okresow odsetkowych i1 okresow stop
procentowych nie sa potrzebne, jesli przyja¢ zalozenie o ciaglej zaleznosci kapitatu
(pieniadza) od czasu. Formuly jakie stosuje si¢ w praktyce mozna otrzymaé jako pewne
przyblizenia wzoréw S$cistych, nawiasem mowiac nie jedyne, zalezne bowiem od zatozen
modelu przyblizonego.

Pojecie chwilowej stopy procentowej pozwala precyzyjnie odnies¢ si¢ do
przyblizonych technik obrazowania zmian kapitatu, takich jak omowione: kapitalizacja prosta

1 ztozona, historyczna, czy prognozowana stopa procentowa. Jest ono réwnocze$nie skuteczne
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w $cistym podejsciu do pomiaru zmiany kapitatu za pomoca gornej i dolnej stopy
procentowej, ktorych zawiktane wlasnosci algebraiczne sa bezposrednia konsekwencja ich

zwiazkow z przedziatowa stopa zwrotu.
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