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Resumen

Este trabajo propone algunas reflexiones entorno al problema de
estabilidad en modelos de equilibrio general walrasianos (en adelante
modelos EG). Se presentan los principales conceptos entorno a es-
ta estructura y se discuten algunas limitaciones relacionadas con la
hipótesis de sustituibilidad bruta.

1. Estabilidad en Modelos EG

Resulta necesario mencionar lo importante que es entender las fluctua-
ciones de precios en una economı́a. Diariamente observamos cómo vaŕıan los
precios en función de las presiones de oferta y de demanda propias del merca-
do. En este sentido, una presión a la baja de oferta de mercado asociada a la
escasez del producto, generará inmediatamente un alza en el precio de dicha
mercanćıa, suponiendo que la demanda permanece invariante. En la misma
dirección, una presión de demanda, como lo es un aumento del deseo de de-
mandar un bien, generará una mayor deseabilidad del bien en el mercado y
por tanto, un incremento en su precio siempre que la oferta se mantenga en
los mismos niveles.

*Profesor Asistente del Departamento de Economı́a Pontificia Universidad Javeriana.
Agradezco comentarios de los mansucritos iniciales a Alfredo Contreras, estudiante de la
Carrera de Economı́a.
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Aśı propuesto el problema, lo que se observa es que el ajuste en precios
se realiza entre peŕıodos, dependiendo de los diferenciales de la oferta y la
demanda. En particular, lo que tenemos entonces es que las fluctuaciones
de precios podrán ser representadas a través de un sistema de ecuaciones
diferenciales como es propuesto a continuación.

dpi(t)

dt
= fi(zi(p1(t), p2(t), . . . , pk(t))) para todo i = 1, . . . , k. (1)

Donde fi(·) es una función monótona creciente tal que fi(0) = 0, para
todo i = 1, · · · , k1.

Este sistema es conocido en Equilibrio General como el sistema de Tanteo
Walrasiano y representa de una forma simplificada la manera como fluctúan
los precios en una economı́a. Quien originalmente formuló este tipo de ajuste
a manera de posible explicación de la fluctuación de precios de una economı́a
fue Walras (1874), pero la formalización en un sistema de ecuaciones dife-
renciales se le atribuye a Samuelson (1947). En dos documentos publicados
a finales de los sesenta se proponen las condiciones básicas bajo las cuales
el equilibrio es localmente y globalmente estable (ver Arrow and Hurwicz
(1958) y Arrow et al. (1959)).

En estos trabajos tres condiciones llegan a ser esencialmente importantes:
la homogeneidad de grado cero de las funciones de exceso de demanda agre-
gada, la Ley de Walras y la noción de sustituibilidad bruta de las mercanćıas.
Veamos en qué consisten cada una de estas tres condiciones. 2.

† Ley de Walras. La idea de la Ley de Walras en los modelos EG, pro-
viene de una noción relativamente simple a la hora de idear la forma
de evaluar la medición realizada de cualquier actividad o institución
económica: las mediciones totales desde los gastos deben igualarse a las
mediciones totales desde los ingresos. En otras palabras, dados unos
precios en la economı́a el valor de las demandas agregadas debe ser
igual al valor de las ofertas agregadas, o lo que es equivalente, que la
suma sobre todas las mercanćıas de las funciones de exceso de demanda
agregadas debe ser igual a cero.

1Para efectos de estudios de tipo cualitativo es usual asumir a fi como la función
idéntica

2Para efectos de exposición, en adelante las funciones zi(p) denotarán las funciones de
exceso de demanda agregadas, estos es, la diferencia entre la demanda y la oferta agregadas
del bien i.
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m∑
i=1

pizi(p1, . . . , pm) = 0

† Homogeneidad de grado cero en precios de las funciones de Exceso de
Demanda Agregadas. En los modelos de equilibrio general sin dinero, las
funciones de demanda y oferta de cada uno de los agentes involucrados
son homogéneas de grado cero en precios bajo condiciones poco fuertes
3. En otras palabras, existe ausencia de ilusión monetaria por parte de
los agentes en la toma de decisiones de cada una de las mercanćıas.

zi(λp1, . . . , λpm) = zi(p1, . . . , pm) para todo i = 1, . . . ,m.

† Sustituibilidad Bruta La idea de sustituibilidad bruta es propuesta ini-
cialmente por John Hicks en 1936 en un trabajo titulado Teoŕıa de los
Salarios. No obstante, al respecto ha habido un interesante debate en
cuanto a la forma de medirlo. (ver por ejemplo Blackorby and Russell
(1989)). Por simplicidad expositiva y asumiendo existencia de funcio-
nes de exceso de demanda agregadas continuas y diferenciables, esta
hipótesis podŕıa proponerse como:

∂zi(p1, . . . , pm)

∂pj

> 0 para todo i 6= j, i, j = 1, . . . , m

En este caso particular, diŕıamos que el bien i resultaŕıa sustituto bruto
del bien j.

Una última anotación en esta sección. En los ejemplos presentados en este
documento, el proceso de ajuste del mercado se hará v́ıa precios4, asumiendo
impĺıcitamente la idea de competencia perfecta.

3Para ver detalles al respecto se recomienda ver Mas-Colell et al. (1995) cap. 2 sección
2.E.

4Autores como Mas-Colell et al. (1995) sugieren que el mismo mecanismo puede im-
plementarse v́ıa cantidades.
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2. Un ejemplo con dos agentes, dos mercanćıas

en el modelo de Intercambio Puro

Consideremos una economı́a compuesta por dos agentes representativos
(1 y 2) que eligen sobre dos tipos de bienes (x1, x2). En este orden de ideas,
supongamos que las preferencias de cada uno de los agentes puede ser repre-
sentada a través de las siguientes funciones de utilidad:

U1(x1
1, x

1
2) = (x1

1)
0,2(x1

2)
0,8

U2(x2
1, x

2
2) = (x2

1)
0,8(x2

2)
0,2

Si las dotaciones iniciales de los agentes son w1 = (1, 1), w2 = (1, 1), las
funciones de demanda individual serán:

Agente 1

{
x1

1(p1, p2) = 0,2 + 0,2p2

p1

x1
2(p1, p2) = 0,8p1

p2
+ 0,8

Agente 2

{
x2

1(p1, p2) = 0,8 + 0,8p2

p1

x2
2(p1, p2) = 0,2p1

p2
+ 0,2

De esta forma, las funciones de exceso de demanda agregadas serán:

z1(p1, p2) = −1 +
p2

p1

z2(p1, p2) =
p1

p2

− 1

Suponiendo que a través del tiempo analizado las preferencias de los con-
sumidores son invariantes, entonces las ecuaciones que describen el sistema
dinámico presentado en (1) será:

dp1(t)

dt
= f1

(
−1 +

p2(t)

p1(t)

)

dp2(t)

dt
= f2

(
p1(t)

p2(t)
− 1

)
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Un análisis cualitativo del problema permitiŕıa asumir a fi como funciones
idénticas sin pérdida de generalidad para estos propósitos. De esta manera
se tiene entonces:

dp1(t)

dt
= −1 +

p2(t)

p1(t)

dp2(t)

dt
=

p1(t)

p2(t)
− 1

Obsérvese que como cualquier sistema dinámico podŕıa preguntarse acer-
ca de la existencia o no de un equilibrio de estado estacionario. En particular,
para propósitos del problema de estabilidad interesa saber si existe un vector
de precios (p∗1, p

∗
2) tal que alrededor de ese punto dpi(t)

dt
= 0 para i = 1, 2.

Si es aśı el sistema dinámico estaŕıa en equilibrio, lo cual es evidencia de
la ausencia de fuerzas del mercado que hicieran mover los precios desde ese
punto y dicho punto seŕıa a su vez un equilibrio walrasiano en el peŕıodo de
tiempo que pueda alcanzarse.

Para ver lo señalado anteriormente, representemos el sistema dinámico en
un diagrama de fase:

Diagrama de Fase.

6

-

-

?

¾

6

R

I

p1

p2
dp1/dt = 0

dp2/dt = 0

La ĺınea punteada representa una situación en la cual p1 = p2, lo cual
ocurre si y solo si el sistema dinámico garantiza que dp1

dt
= dp2

dt
= 0, esto es

una situación en la cual se está en el estado estacionario. Cualquier condición
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inicial del sistema diferente a p1 = p2, generará fluctuaciones de precios entre
peŕıodos. Aśı por ejemplo si p1 > p2, entonces existirá un exceso de oferta del
bien 1 y un exceso de demanda del bien 2. Es decir, que de acuerdo al sistema
de tanteo walrasiano, p1 caerá peŕıodo a peŕıodo y p2 aumentará hasta llegar
a un punto en el cual p1 = p2.

Por un mismo argumento, si p2 > p1 entonces existirá un exceso de de-
manda del bien 1 y un exceso de oferta del bien 2. Es decir, que p1 aumen-
tará peŕıodo a peŕıodo y p2 se reducirá hasta llegar a un punto en el cual
p1 = p2. Las ĺıneas horizontales y verticales arriba y abajo del segmento de
45 grados representan la dirección en el que los precios se mueven tal como
se describió en ĺıneas anteriores.

3. Un modelo con dos agentes y tres mer-

canćıas

Consideremos ahora una economı́a de Intercambio Puro compuesta por
dos agentes (1, 2) y tres mercanćıas (x1, x2, x3). Suponga que las preferencias
de cada uno de los agentes pueden ser modeladas a partir de las siguientes
funciones de utilidad:

U1(x1
1, x

1
2, x

1
3) = (x1

1)
0,2(x1

2)
0,3(x1

3)
0,5 (2)

U2(x2
1, x

2
2, x

2
3) = (x2

1)
0,2(x2

2)
0,5(x2

3)
0,3 (3)

A su vez, suponga que cada uno de los agentes tiene una unidad de cada
uno de los bienes como dotación inicial; esto es, wi = (1, 1, 1) para i = 1, 2.

Las funciones de demanda individual para cada uno de los agentes serán:

Agente 1:





x1
1(p1, p2, p3) = 0,2 + 0,2p2

p1
+ 0,2p3

p1

x1
2(p1, p2, p3) = 0,3p1

p2
+ 0,3 + 0,3p3

p2

x1
3(p1, p2, p3) = 0,5p1

p3
+ 0,5p2

p3
+ 0,5

Agente 2:





x2
1(p1, p2, p3) = 0,2 + 0,2p2

p1
+ 0,2p3

p1

x2
2(p1, p2, p3) = 0,5p1

p2
+ 0,5 + 0,5p3

p2

x2
3(p1, p2, p3) = 0,3p1

p3
+ 0,3p2

p3
+ 0,3
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A partir de las funciones de demanda es posible encontrar las funciones de
Exceso de Demanda Agregadas asociadas a esta economı́a las cuales serán:

z1(p1, p2, p3) = 0,4
p2

p1

+ 0,4
p3

p1

− 1,6

z2(p1, p2, p3) = 0,8
p1

p2

+ 0,8
p3

p2

− 1,2

z3(p1, p2, p3) = 0,8
p1

p3

+ 0,8
p2

p3

− 1,2

De este sistema se pueden verificar tres cosas.

X Se satisface la Ley de Walras:

∑
i

(pizi(p1, p2, p3)) = 0

X Las funciones de exceso de demanda agregada son homogéneas de grado
cero en precios

zi(λp1, λp2, λp3) = zi(p1, p2, p3) para todo i = 1, 2, 3 y todo λ > 0

X Sustituibilidad Bruta ente los tres bienes.

∂zi(p1, p2, p3)

∂pj

> 0 para i 6= j

El sistema de tanteo walrasiano podrá expresarse de la siguiente forma:

dp1(t)

dt
= 0,4

p2(t)

p1(t)
+ 0,4

p3(t)

p1(t)
− 1,6

dp2(t)

dt
= 0,8

p1(t)

p2(t)
+ 0,8

p3(t)

p2(t)
− 1,2

dp3(t)

dt
= 0,8

p1(t)

p3(t)
+ 0,8

p2(t)

p3(t)
− 1,2

Las ĺıneas de demarcación del sistema estarán dadas por
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dp1(t)

dt
= 0 ⇔ p3 = 4p1 − p2

dp2(t)

dt
= 0 ⇔ p3 = 1,5p2 − p1

dp3(t)

dt
= 0 ⇔ p3 = 2

3
p2 + 2

3
p1

En la siguiente figura se muestran cada una de las ĺıneas de demarcación
asociadas al sistema. Realizar el análisis cualitativo en 3 dimensiones no
resulta trivial, pero al menos se deja al lector algunas ideas de como visualizar
las trayectorias de precios asociadas al sistema.

Ĺıneas de demarcación del Sistema Dinámico

Otra posible alternativa, que puede resultar ilustrativa desde el punto de
vista expositivo, es realizar un análisis parcial. Para ello, podŕıa considerarse
por ejemplo la dinámica de los precios relativos tomando a uno de los precios
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como numerario. Fijemos a p3 = 1; es decir, supongamos que dp3

dt
= 0. De

esta manera el sistema dinámico parcial podŕıa verse como:

dp1(t)

dt
= 0,4

p2(t)

p1(t)
+ 0,4

1

p1(t)
− 1,6

dp2(t)

dt
= 0,8

p1(t)

p2(t)
+ 0,8

1

p2(t)
− 1,2

De esta manera las ĺıneas de demarcación asociadas al problema estarán
dadas por:

dp1(t)

dt
= 0 ⇔ p2 = 4p1 − 1

dp2(t)

dt
= 0 ⇔ p2 = 2

3
p2 + 2

3

La siguiente figura ilustra el diagrama de fase asociado.

Diagrama de fase sistema dinámico parcial

6

-

6
¾

¾

?
-

?

6-

p1

p2
=

IÁ

R dp1

dt
= 0

dp2

dt
= 0

4. El Contrejemplo de Scarf

Hasta aqúı hemos abordado situaciones en las cuales es posible alcan-
zar el equilibrio ante cualquier condición inicial del sistema de precios de
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una economı́a. Veamos ahora una situación en la cuál la única posibilidad
para alcanzar el equilibrio del sistema es partir de él. El siguiente ejemplo
fue propuesto originalmente por Scarf (1960) y acá proponemos una versión
simplificada del mismo por propósitos ilustrativos.

Consideremos una economı́a con tres agentes y tres mercanćıas. Las pre-
ferencias de los consumidores están dadas por las siguientes funciones de
utilidad:

U1(x1
1, x

1
2, x

1
3) = mı́n {x1

1, x
1
2}

U2(x2
1, x

2
2, x

2
3) = mı́n {x2

2, x
2
3}

U3(x3
1, x

3
2, x

3
3) = mı́n {x3

1, x
3
3}

Las dotaciones iniciales de cada uno de los agentes son las siguientes:

w1 = (1, 0, 0)

w2 = (0, 1, 0)

w3 = (0, 0, 1)

De esta forma las demandas de mercado de los agentes serán:

Agente 1:

{
x1

1(p1, p2, p3) = p1

p1+p2

x1
2(p1, p2, p3) = p1

p1+p2

Agente 2:

{
x2

2(p1, p2, p3) = p2

p2+p3

x2
3(p1, p2, p3) = p2

p2+p3

Agente 3:

{
x3

1(p1, p2, p3) = p3

p1+p3

x3
3(p1, p2, p3) = p3

p1+p3

A partir de las demandas marshalianas calculadas es posible especificar
el sistema de excesos de demanda del mercado:

z1(p1, p2, p3) =
p1

p1 + p2

+
p3

p1 + p3

− 1

z2(p1, p2, p3) =
p1

p1 + p2

+
p2

p2 + p3

− 1

z3(p1, p2, p3) =
p2

p2 + p3

+
p3

p1 + p3

− 1
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De esta forma, el sistema de tanteo walrasiano quedará especificado de la
siguiente forma:

∂p1(t)

∂t
=

p1(t)

p1(t) + p2(t)
+

p3(t)

p1(t) + p3(t)
− 1

∂p2(t)

∂t
=

p1(t)

p1(t) + p2(t)
+

p2(t)

p2(t) + p3(t)
− 1

∂p3(t)

∂t
=

p2(t)

p2(t) + p3(t)
+

p3(t)

p1(t) + p3(t)
− 1

Como en los casos anteriores, es posible determinar las situaciones de
estado estacionario.

dp1(t)

dt
= 0 ⇔ p3 = p2

dp2(t)

dt
= 0 ⇔ p3 = p1

dp3(t)

dt
= 0 ⇔ p1 = p2

A continuación se ilustra el sistema dinámico en tres dimensiones. Nuevamen-
te las flechas resultantes del sistema son determinadas a partir de la matriz
jacobiana.

En este caso, el sistema dinámico tiene infinitos estados estacionarios, los
cuales están dados por la condición p1 = p2 = p3; sin embargo, ninguno de
estos equilibrios del sistema es globalmente estable tal como se aprecia en el
gráfico.

De la misma forma como se realizó en el ejercicio anterior, podŕıa pro-
ponerse un análisis del sistema dinámico parcial para entender de una mejor
forma el sistema. El siguiente gráfico muestra que al tomar como numerario
el precio del bien 3 (p3 = 1) es posible encontrar fuerzas que generan ciclos
alrededor del estado estacionario.
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Diagrama de fase sistema dinámico parcial

6

-

-

6

¾

6¾

?

-

?

p1

p2

dp1
dt

= 0

dp2

dt
= 0

Es interesante verificar que para este sistema dinámico se satisface dos de
las tres propiedades planteadas al inicio de este documento: la Ley de Walras
y la homogeneidad de grado cero. Sin embargo la hipótesis de sustituibili-
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dad bruta no se cumple para todas las mercanćıas5. Este argumento lleva
entonces a mostrar la importancia de la sustituibilidad bruta para mostrar
convergencia, pero a su vez, lo restrictivo que resulta este teorema. En la ma-
yoŕıa de economı́as es implausible suponer que todas las mercanćıas resulten
ser sustitutas brutas.

Para finalizar, un ejercicio de simulación fue realizado a través de un
número finito de peŕıodos para ver el comportamiento de los precios en este
caso. De acuerdo a lo estipulado, se realizó una simulación computacional
asumiendo que la variación en el peŕıodo t del precio de mercado es función
del exceso de demanda del mismo bien en el peŕıodo t − 1. Dadas unas
condiciones iniciales distintas a las del estado estacionario, el siguiente gráfico
ilustra las trayectorias de precios encontradas:

Trayectorias de Precios

Puede apreciarse en el gráfico la manera como los precios oscilan per-
manentemente alrededor del equilibrio. En estas condiciones es interesante
señalar la imposibilidad de alcanzar el estado estacionario del sistema. Como

5Este hecho es esperado en la medida en que las preferencias de los agentes modelan
complementariedad perfecta por pares entre bienes. Solo en los casos en los que el efecto
dotación supera al efecto ingreso ordinario, se tiene que ∂zi(p)

∂pj
> 0.
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se observa en la simulación, luego de 1000 peŕıodos simulados el compor-
tamiento de los precios no muestra ninguna tendencia de cambio hacia un
estado estacionario.
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