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Se describe el tratamiento de las coordenadaa colectivas en sistemas que presentan ruptnra 
de simetn'a a nivel de las soluciones ckicaa desde el panto de vista de la integral de camino 
lagrangiana. El tratamiento se bma en el formalismo de Anticamps. En primer lugar, se 
aplica el tratamiento a un modelo mecHnico sencillo. Se introducen coordenadas colectivas, 
y el sistema de gauge resultante es cu~ t i sado  p r  medio del formalismo de Anticampos. Se 
calculan las correcciones a dos loops de loa ertados vibracionales y la energfa colectiva a un 
loop, mostrando que lor resultados son independientes de los parhetros de fijado de gauge. 
A continuacid.n, se desarrolla el tratamiento para un cam m h  general, que incluye modelos 
solit6nicos como el de Skyrme y el 0(3), y que conesponde al movimiento de una particula en 
una variedad de Riemann sqjeta a un potential. Las eolaciones est6ticas son sblo invariantes 
ante un subgrupo de las simetrias de la accibn, lo que da lugar a mod- cero. Se introducen 
coordenadas colectivas, y la teoria de gauge resultante es cuantirada en el formalismo de 
Anticampos. Se calcula la funci6n de partici6n inthieca a dos loops y el hamiltoniano 
colectivo efectivo a un loop, y se muedra quo 10s resultados son independientes del fijado 
de gauge. Se describe brevemente la equidencia con el tratamiento BRST hamiltoniano. 
Finalmente, se discute el problems de loa fijados de gauge can6nicos. Se muestra que se 
paeden obtener resultados correctoa a doe loops en un gauge similar al gauge de Coulomb si 
se define la integral de camino por medio de una discretiracidn del interval0 temporal y de la 
prescripcibn de evaluaczn en el punto medio. 

Lagrangian BRST treatment of collective coordinates 

The treatment of collective coordinates from the point of view of the lagrangian path 
integral in systems displaying a breakdown of symmetries at the level, of classical solutions 
is described. The treatment is based in the Antifield formalism. In the first place, the 
treatment is applied to a simple mechanical model. Collective coordinates are introduced, 
and the resulting gauge system is quantised by means of the Antifield formalism. Two-loops 
corrections to the vibrational states and the collective energy to one loop are calculated, 
showing that the results are independent of the gauge fXng parameters. Next, the treatment 
is developed for a more general care, which includes solitonic models like the Skyrme and O(3) 
models, and which corresponds to the motion of a particle in a Riemannian manifold subject 
to a potential. The static solutionr are only invariant under a subgroup of the symmetries 
of the action, which gives rise to rero modes. Collective coordinates are introduced, and 
the resulting gauge theory is quanthed in the Antifield formalism. The intrinsic partition 
function is calculated to two loops and the effective collective hamiltonian to one loop, and 
it is shown that the results are gauge independent. The equivalence with the hamiltonian 
BRST treatment is briefly described. Finaly, the problem of canonical gauges is discussed. 
It is shown that it is possible to obtain correct results at two loops in a gauge similar to the 
Coulomb gauge if the path integral is defuted by means of a discretisation of the time interval 
and of the prescription of mid point evaluation. 

Coordenadas colectivas; solitones; BRST, formalismo de anticamps. 
Collective coordinates; solitons; BRST; antifield formalism. 
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Capitulo 1 

Int roducci6n 

La correcta claantificaci6n de lar cowdenadas colectivas ha sido un tema 
central en el estudio de mod& sdit6nicos. Por ejemplo, en el modelo 
de Skyrme [I, 21 10s bariones ron 10s solitones de un lagrtmgiano quiral 
SU(2)& x Su(2)R/SU(2)v y 10s @dos de libertad internos (spin e isospin) 
se describen como excitaciones catsetivars del salit6n [3]. Estas excitaciones 
colectivas aparecen tipicamente colpo 0uctuaciones de energia cero alrededor 
de una soluci6n clssica que rompe ciefta invariancia de la acci6n. Para 
tratar 10s modos cero 10s grados de libertad asociados con 10s movimientos 
colectivos d e b  ser separados. C a m  esto es dificil de comeguir en el caso 
general, se pueden introducir las coomdenadas colectivas explicitamente como 
grados de libertad a d i c i d e s .  Esb procedimiento se conoce como el mdtodo 
de coordenadas colectivas [4,5, 6, r] .  

La manera general de introdaeir vsdiabler colectivas es como p a r h t r o s  
dependientes del tiempo de las t p a a s f m n e s  de 10s campos originales 
[8]. La teoria transformada, qac d ~ e n d e  del conjunto sobrecompleto de 
campos originales m& coordeneb colectivas es una teoria de gauge. 

El tratamiento mh r i p o m  de teorias de gauge es el basado en la 
simetria BRST [9, 10, 111. La aplieaci6n dd  mdtodo BRST hamiltoni- 
ano [12, 13, 14, 15, 16, 171 a la d i f i cac i 6n  de coordenadas colectivas 
en sistemas finitos fue desarrollado en [18, 19, 20, 21, 22, 231. Las coorde- 
nadas colectivas se introducen como partimetros de las transformaciones de 
simetria que son rotas (o p a r c i U G  rotas) por las soluciones clbicas. La 
teoria de gauge resultante se cuantiAcs riguiendo el procedimiento BRST 
can6nico usual: se introducen m&ip,licadores de Lagrange y ghosts por 
cads grado de libertad de gauge, m conatruye una carga BRST herm'tica 
y nilpotente, y se definen 10s e s t d u  y operadores fisicos como aquellos in- 



variantes ante la simetria global BRST. La teorfa de gauge se reemplaza 
entonces por una teoria invariante B&ST con el gauge %ado, en la cud las 
variables colectivas son fisicas, y 10s modss ceto son cancelados por 10s mul- 
tiplicadores de Lagrange y 10s ghosts. Modelea solitbnicoo sencillos fueron 
estudiados usando este formaliarno [24, %I. La m t i f i d n  BRST de co- 
ordenadas o campos colectivos en teorfa de campos h e  presentada en [26], 
donde se discute el caso en el que las transformacionea no e s t h  restringidas 
a formar un grupo o ser simetrias de la acci6n. 

La cuantificaci6n BRST puede formularse como una integral cle camino 
lagrangianapor medio del formalism0 de Anticampos [27,28,29,30,31,32]. 
Dada una teon'a de gauge con sun correspondientes ghosts se introducen 
anticampos, y se define una estructura de anticorchetes. La acci6n BRST 
con el gauge fijado se obtiene de la soluci6n de la ecuaci6n maestra. Todo 
el procedimiento se formula en el espacio de las variables lagrangianas. 

El f o d s m o  de Anticampos es cm2derado actualmente el m6todo m& 
poderoso de cuantificaci6n de teorias de gauge. Permite tratsr todos 10s 
casos conocidos de teorias de gauge, tanto las teoriaa en las que las trans- 
formaciones de gauge son l i n e h t e  indepmdientes y cuya Algebra es de 
Lie, como por ejernplo, las teorias de Yang-Mills, como a q u h  en las que 
el tilgebra de gauge forma una @bra de Lie a menos de t W o s  propor- 
cionales a las ecuaciones de movimiento (blgebras abiertau). Ejemplo de 
estas atimas son algunas teoriasl de supergravedad. ag Esta Tesis describe el tratamiento de las coordenadas coleetivas en sis- 
temas que presentan ruptura de simetria a nivel de las soluciones clkicas 
desde el punto de vista de la integral de camino lagrangiana. El tratamiento 
se bass en la aplicaci6n del fonnalismo de Anticampos. 

La organizaci6n de esta Tesis es la siguiente. Los capftuloar 2 y 3 de- 
scriben brevemente 10s f o d s m o a  BRST hamiltoniano y de Anticampos, 
respectivamente. Han sido incluidos para hacer la presentaci6n autoconsis- 
tente. Descripciones extensas de estos dos tams se pueden eolcontrar en las 
referenuas [lo, 17, 321. 

En el capitulo 4 se aplica el tratamiento BRST lagrangiano a un mod- 
elo sencillo [33]. Corresponde a una pbicula en 3 dimensiones sujeta a 
un potencial central que posee una familia de mhhos  lejos del origen, y 
es la generslisaci6n al caso no-abeliano del modelo estudiado en [19, 211. 
El tratamiento perturbativo a partir de uns arpansi6n alrededor de uno de 
10s -0s posee modos de energfa cero. Para tratar estos modos cero - se introducen coordenadas colectivas correspondientes a rotaciones de las '& coordenadas. El sistema de gauge resultante ee cuantificado pm medio del 

fomraliuno de Anticampos, y se elige un fi jdo de gauge que pmnite con- 



trolar 10s modos cero y realixar c61culos perturbativos. A trav6s de t6cnicas 
de temperatura finita se calculan h correcciones a doe loops de 10s estados 
vibracionales, y la energia c&tiva a orden mth bajo y un loop, mostrando 
que 10s resultados son independientes de 10s pardmetros de fijado de gauge. 

El capitulo 5 desarrolla el trahniento para un caso d s  general [34]. 
Estudia el movimiento de m a  pmtfcula en una variedad de Riemann, que 
corresponde al espacio de cox&praci&n del sistema, sujeta a un potential. 
La accibn es invariante ante un grupo finito de transformaciones globales, 
per0 las soluciones esttiticaa son &lo invariantes ante un subgrupo. Esto da 
lugar a modos cero al expmdir alnidedor de una soluci6n clbica. Se intro- 
ducen coordenadas colectivae como pa rh t r os  de las transformaciones de 
simetria, y la teoria de gauge resultante es cuantificada por medio del for- 
malism~ de Anticampos. Se elige rsn @ado de gauge que permite controlar 
10s modos cero y calcular correcciones por medio de teoria de perturbaciones. 
Se calcula la funci6n de particih intrinseca a dos loops y el hamiltoniano 

, colectivo efectivo a un loop, y se muestra que 10s resultados son independi- 
entes de 10s parbetros de fijado de gauge. Tambi6n se describe brevemente 
la equivalencia con el tratamiento BRST hamiltoniano. 

El tratamiento estudiado en el capitulo 5 incluye modelos solit6nicos 
como el de Skyrme y el 0(3), asicomo tambih modelos mechicos como el 
del capitulo 4. A pesar que estos casos podrian ser tratados con las t6cnicas 
usuales de Faddev y Popov, el t ra tdento  de anticampos seria necesario 
para tratar, por ejemplo, solitones supersim6tricos cuando el Qebra super- 
sim6trica sea abierta, es decir, a menos de thnhos  proporcionales a las 
ecuaciones de movimiento. 

En el capitulo 6 se discute el problema de 10s fijados de gauge canbnicos 
1351. Si se elige un fijado de gauge mediante el cud se anulan 10s modos 
cero y de las coordenadas colectivas solam~nte se conservan las necesarias 
para describir el movimiento colectivo, se obtienen resultados incorrectos 
a dos loops [21, 361. Este hecho estti relacionado con una ambigiiedad de 
orden en la acci6n cuhtica, y es nesario introducir t hnhos  de orden ha 
para obtener resultados comctos [37]. En este capitulo se muestra que 
se pueden reproducir 10s resultados del capitulo 5 en un gauge can6nico 
similar al gauge de Coulomb del electromagnetismo si se define con cuidado 
la integral de camino por medio de m a  dibcretizaci6n del interval0 temporal 
y de la prescripci6n de evaluaci6n en el punto medio. 

El tratamiento de coordenada colectivas presentado en esta Tesis es 
adecuado para el estudio de la dinsmica de baja energia de solitones con 
cargas topolbgicas iguales a uno, para 10s cuales el espacio de soluciones 
esttiticas estti dado por la 6rbita de una soluci6n ante el grupo de simetria 



de la accibn. LOB modos cero comsponh a vectores tangentes al espacio 
de soluciones. Cabe aclarar que en el tratanaiento desarroUado aqui se con- 
sideran solamente 10s movimientoe colectipros cuyos momentos de inercia son 
finitos, es decir, 10s modos cero con norma finita. En general pueden existir 
modos cero con parhetros de inercia bhtos,  cow  es el caso de 10s mod- 
elos sigma [38], en 10s cuales estos movimientoa corresponden a simetrias de 
la accibn espontheamente rotas por el 40. Es posible incluir las coor- ' 
denadaa colectivas co~espondientes a 10s movimientos con inercia infinita, 
per0 la finitud de la energia reqdere que 10s do rm de estas coordenadas 
sean const antes. 

Un aspecto no estudiado en el p r e d e  trabajo es el de renorrnalizaci6n 
ultravioleta, ya que esto depende del modelo particular d a d  se le aplique 
el formalismo. 

Finalmente, en el capitulo 7 se dan lae concldoaes. Los aphdices con- 
tienen informacibn complementaria sobre el formalismo can6nico y grupos 
de Lie, y definiciones y relaciones utilisadas en el c82culo de 10s diagramas. 



Capitulo 2 

Cuantizacicin BRST de 
teorias de gauge 

Este capitulo contiene un breve reawnen del formalismo hamiltoniano de 
cuantizaci6n de teorias de gauge basado en la airnetria BRST [12, 13, 14, 
151. Se describe el ancuisis de Ios siatemas con libertad de gauge como 
sistemas hamiltonianos con v i n c u l ~ o ,  la introduccidn de ghosts que dan lugar 
a la sirnetria BRST [9, 10, 111, t a t 0  clhica como clkica y cuhtica, y la 
cuantizaci6n can6nica por el maodo de operadores. Discueiones extensas 
de estos temas se pueden encontrar en las refwencias [16, 171. 

2.1 Formulaci6n hadtoniana de teorfm de gauge 

La propiedad principal de una teoria de gauge es la presencia de funciones 
del tiempo arbitrarias en las solueiones a las ecuaciones de movimiento. 
Esto implica que las variables canbicas no son todas independientes, y que 
existen entre ellas relaciones llnmarlas vinculos. Por lo tanto, una teoria de 
gauge es un sisterna hamiltoniano con vinculos. 

El anusis hamiltoniano de un sistema con vinculos se inicia con la acci6n 
lagrangiana 

sob] = lr L(9, 3, (2.1) 

dependiente de las variables qi del espacio de config;uraci6n, que supon- 
dremos bos6nicas (conmutatim). 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange 



se obtienen de pedir que la acci6n sea ettaciaatia ante daciones de las co- 
ordenadas que se anulen en 10s extiternos. Lar ecusciones pwden reescribirse 
como 

Las aceleracione~ pueden ser detembd#a tpivoctmtmte a un dado tiempo 
pot las posiciones y velocidades si y s6lo ii d $temhmte ' 

er no nulo. Si el detetmhante ea 
movimient o cont endrh f iurciam . '&to es lo que 
ocurre en el caso de las teoriar de gt&e. ' 

El primer paso en el E o m  hamiltoniano es definir 10s momentos 
can6nicos pi = $ . Si el datermhante (2.4) es cero no es posible invertir 
1- velocidades como funcianw Be fsa coordenrpdas y 10s mornentoa: En este 
caso lor momentos no son todos independientes y existen relaciones 

El dguiente paso es la deibM6a del hamiltoniano can6nico mediante la 
t rdormada de Legendre H, = jffi - L. Bl hamiltoniano H, es funci6n 
de las mordensdss y 10s , pet0 estd bien ak?finido solasrente en la 
variedad del espacio de faaes de tepnhh  pog kr 4nculos primaries. Las 
ecuacioms de Enler-Lagrauge -* Mvz&&ei? a 1 !cuacione~ de Hamilton 
obtenidas de .- 

ante variacioner independienta &t laa i~ 
;+ b.' .',u " /: 7 a 1as cgndiciones 

=o, 8#!,!&qk (2.7) 
- n 'b 

Las ecuaciones de H d t o a  iL obtener dd principio 
variaclonal + I ' , 

para variaciones arbitrariss 1 ~ ~ ~ ,  #%, e a la condicion 
api(tl) = a&) = 0.  tdcciones (2.7) 

6 





La irltima ecuaci6n es consecuencia de la8 condiciaee de codstencia (2.10), 
y en lo que sigue supondremos al hsmiltol3iano en ievoluci6n con 10s vhculos, 
es deci., V: = 0. Laa transformaciones de gauge genaadan por las Ga son 

bcF = P{F,Ga), (2.14) 
.-. 

y dejan mvariante la acci6n (2.1). 
De las relaciones (2.12) se puede dedacir el -bra de las transforna- 

ciones de gauge. Si las Cdc dependen de laa coordenadas o momentos el 
glgebra puede ser abierta. Si las Cdc eon constantes el glgebra de gauge es 
un *bra de Lie, y es el caso que consideraremos aqui. 

La evoluci6n mb general fisicamente permisible debe permitir realism 
transformaciones de gauge arbitrsrias dentras el sistema evohciona en el 
tiempo. Para generar este movimiento se define el hnmiltoniano extendido 

Para variables invariantes de gauge (fnachm, de primera h e )  la evoluci6n 
generada por Hc y por HE es la mi-. Pwe las demsa s61o HE toms en 
cuenta toda la libertad de gauge. 

Las ecuaciones de movimiento se d&pn  ds la accibn extendida 

p {a,&5), . , (2.17) 
. .% * 

Ga 0. , 3 L (2.18) 

La acci6n extendida es invariante 
si se define la transformaci6n de 10s 

Los multiplicadores de Lagr 
can6nim como las qi y p; si se 
tQmino &tic0 en la acci6n exhndids: - . .:+ 

Los ba deben anularse. Estas con vinculos primaries 
y expresan la arbitrsriedad de 10s &. LQB vinculos 
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Pal por cada vinculo de primera clase, 

donde {., .) corresponde al corchete de P&OOR~ gm&ado,y e a Is paridad 
de Grassmann, descriptos en el aphdica A. Eoll ghorts ~ l e  males y sus 
momentos imaginaries I 

Se define adem& una estructura dole a las 
variables can6nicas el siguiente 

y df iendo que el nhe ro  de 
la s u m  del nirmero de ghost de 10s 

Se define el generador de la 

con las siguientes propiedades: 

La 1 3 t h  de las propiedades implica la nilpotencia de la simstrfa BRST 
s2 = 0. Esta propiedad es no trivial, ya gue a1 ser 0 fermi6nica el corchete 
de Poisson (generalieado) es simCtrico. 

Si el BZgebra de 10s generadore Ga (X i $  er de Lie (Cdc conatastea) la 
carga BRST que satisface las propiedad* (S4k) wta dada por 

1 '  n = q a ~ O  + s ~ a ) C ~ t l .  (2.32) 

Cumdo se considera la acci6n extendida (2.16) y se toman a los multi- 
plicadores de Lagrange Xa como variables can6nicas es necesario i n t r o d d  
nuevas variables fermi6nicas qa, llamadas antighsts, y SUB momentos con- 
jugados pa, correspondientes a los vfneulos ba = 0, y con h propiedades 



En el espacio de fases extendido con 10s multiplicadores de Lagrange y 10s 
antighosts la carga BRST es 

La transformaci6n BRST a 6 corm un difbncial sobre funciones 
del espacio de fases extendido. Se define Ker s al coqjunto de funciones 
aniquiladas por a 

F E Ker a e~ SF = 0, 

llamadas BRST cerradas, e Jm a al coqjunto de las funciones que son la 
transformada BRST de otra funci6n 

llamadas BRST exactas. Por la nilpotencia de s todas las funciones BRST 
exactas son BRST cerradas. Ker a se puede dividir en clases tal que dos 
funciones en una misma clase W a n  por una funci6n BRST exacta. Estas 
clases se llaman clases de cohomo1ogia de a, y al conjunto de la8 clases de 
cohomologia H *(a) se lo denomina cohomologia 

Ker s a*(.) = K. 

La obserwci6n fundamental mbre la que se b a a  el tratamiento BRST es 
que la cohomologia a n h e r o  de ghost cero HO(s) (el coqjunto de funciones 
BRST cerradas d d u l o  las BRST exactas de n h e r o  de ghost cero) es igual 
al conjunto de funciones invarimtes de gauge de la teorfa de gauge original 

~ ' ( 8 )  = {observables clhicos). 

Se llama observables BRST a las funciones del espacio de fases extendido 
que satisfacen 

identiflcando kciones que diA- a una BRST exacta. Si Fo es una 
funci6n inV8Fiante de gauge existe un co~reepoadiente observable BRST F 
y que es igual a Fo cuando 10s p;lrorts se mulan. 





hermiticos (antihermiticos). Lar raadnes de conmutaci6n y anticonmutaci6n 
se definen a partir de 10s corchetm de Poisson 

donde [., -1 indica el conmutador grduado, d a d o  en el aphdice A. Las 
relaciones de conmutaci6n1 no nula~ son 

A1 cuantificar, la  car^ BRST w eo~vixte   up ogerador lineal hermitico 

WiX, 
y la condici6n clbica de n i l p o t d  de la transfomaci6n BRST se convierte 
en 

[n ,n ]=o*ng=o .  (2.53) 

Tambih se define el operador a n t i h d t i w  nlimero de ghost 

que determina 10s n k o s  de ghat de 10s operadores 

Se define un observable BRST corno un operador A que conmuta con la 
csrga 

[A, n] = o. (2.58) 

Como la descripcihn de la teorlar de gauge en t w o  del espacio de fases 
extendido tiene grados de libertad redundantes es necesario imponer alguna 
restricci6n que seleccione un suberpacio fisico del espacio de Hilbd. Esta 
restricci6n es que 10s estados fI~ic011 Sean BRST invariantes 



I I l I . 1 -  
La nilpotencia del operaam d permHe deRBir la cohomologfa cubtica 

I * ' de manera similar a caso clbico. Para l a  operdom se tiem 

L' immi 

[A, fZ] = 0 # A es BRST c d o ,  (2.60) 

r A = [B,  n ]  ++ A es BmT =to. (2.61) 

Los operadores BRST exactos son BaSl &OB. La cohomologia de oper- 
adores H;*(Q) corresponde a las clases de e q u i h c i a  de operadores BRST 
cerrados m6dulo BRST exactos. 

Tarnbib se puede definir la cohomolagia de los estwh, ya que debido a 
(2.53) 

n(nlx)) = n2k) = a. (2.62) 

Entonces, 

y ae define la cohomologia de estados .H,*r(O) cmm el conjmrto de clases de 
equivalencia de estados BRST cerrados m5&#o BRST exactos. 

La identificaci6n de 10s observabler A y A + [K, 01, para K srbitrario 
es posible debido a que 10s doe operadom los m i s m ~  elementos de 
matriz entre estados fiaicos 

con 
n1h) = n/+j = a. (2.66) 

c . - -  
l o ~  estados BUT e x a c t ~  nix) t i a m  nib.$L 

y el product0 esealar con cualqaier sdad@-&Wd d 

. , 
asi que no contribuyen a las ~m~~ ', W lo tanto, a posible 
identificar 10s estadoa nulos con cepo y qnn loe estados 
ffeicos es th  dados por las dasm && eqd&cia de la c d m l d a  BRST. 

Los observables clseicos estabm caracterisados aa gQdo por w BRST 
invariantes sino tambih por tener n&qawo $hqgk aml+ Para kimporar 

6 

14 

K 



esta propiedad en la teoria cu6ntica es necesario imponer que 10s operadores 
y estados fisicos tengan n t h 0  de ghost cero 

Por lo tanto, 10s operadores y estados fisicos esth dados por la8 coho- 
mologias H&(iZ) y H$(iZ). 





Formalismo de anticampos 

El formalismo de anticampos o formalismo de Batalin-Vilkovisky [27, 28, 
29, 30, 311 provee un mhtodo general para la cuantificad6n de teorias de 
gauge dentro en una f o d a c i 6 n  lagrangiana. La transformaci6n BRST 
[9, 10, 111 y un formalsmo can6nico son dehidos en el espacio de vari- 
ables lagrangianas por la introduccihn de ghosts y anticampos. Una acci6n 
culintica con el gauge fijado se obtiene de una ecuaci6n (ecuaci6n maes- 
tra) m&s dertas condiciones de contorno. El procedimiento es algebrtiico 
y directo, pero, sin embargo, podaroso. El formalismo de anticampos es 
descripto extensamente en las referenuas [17, 321. 

3.1 Formulaci6n lagrangiana de teorias de gauge 

Consideremos un sistema cuya dintimica estd governada por una acd6n 
clssica So[q], que depende de laa coordenadas qi del espacio de configuraci6n, 
y que suponemos como la integral de un lagraqiano local en el tiempo, 

Las ecuaciones de movimiento sari 

Supongarnos que la acci6n a i n d a n t e  ante un coqjunto de transfor- 
maciones de gauge, es decir, ante trdormaciones de las cwrdenadas q's 



J pararruetrizadas por hciones arbitrariaa de t. Las t r d r m a u o n e s  m- 
finitesimales se pueden escribir 

para algh s fmito. 
Adoptemos una notaci6n compacta (notaeih de DeWitt) en la que 10s 

indices i, a, etc., incluyen la dependenci~ an t ,  y que 1as sumas sobre i, a, 
etc., implican integrales sobre t. Con e&i nstacith qi corresponde a una 
historia qi(t) en el espacio de conflgur& Is 4 t h  (3.3) es 

Ri(t, t') = ~ i ~ ) ~ ( t ) s ( t  - tt) + q;$@)Cfi- t') * . . 
,- 

(3.5) 

La invariancia de la accib d c  hq * 6stySe, 

d \ *  
6. So = S'O,'~~# = &,i.afr'>~ @ !. ' I$.(/#&) t, (3.6) 

t 

implica las identidades de Noethet 

Sol;Eo = 0. (3.7) 

Una consemencia de las relscionee (3.P;) er que ha eeueciopes de movhiento 
no son independientes. Las transformaciones de gauge mapean soluciones 
de las emaciones de movimiento y, por lo tanto, aparecen Wanes arbi- 
trarias de t en las soluciones mds generales de las ecuaciona. Sin embargo, 
diferentes soluciones relacionadas por una trdolplsci6n de gauge no repre- 
sent an! distintos eat ados S c o s  del sistema. Para c?liminar esta atbitrariedad 
es necesario imponer restricciones sobre lae coord-, l h d a s  fundones 
de fijado de gauge. 

Las identidades (3.7) tambik indican que la cuantificaei6n de t d a s  de 
gauge time problemas. Si se dif'cia la d n  (3.7) respecto de qi se 
obtiene 

donde I3 es el coqiunto de soluciones cl&cgll yo'8&dm par Swl, = v.  

Supongamoe que se quisiese cuantiiicar la teoria fQtnino de 



definir 10s propagadores, ya que crtos involuc~an la inversa del hessiano 
s-82 So,ij. 

El conjunto de generadorm &a cs complete, en el sentido que 

Si 10s generadores R: son lin-e independientea sobre I: la teoria se 
llama irreducible. Cuando existam dependendas entre 10s generadores, la 
teoria es reducible. En lo qne s i p  mpondremos que la teoria es irreducible. 

El Blgebra de las t r d d o a e s  de gauge se obtiene conmutando 
transformaciones de la accicin 

De la ecuaci6n (3.9) se obtiene el +bra de loa generadores de gauge 

El Qebra se llama abierta si M$ + 0. Si M: = 0 el blgebra es cerrada, y 
es un Blgebra de Lie si las Cdc ron corntantee. Aqui scilo consideraremos el 
caso en el que el Blgebra es de Lie. 

3.2 Teoria clasica de anticampos 

La acci6n clbica So[qi] es invazhte ante las transformaciones de gauge 
(3.3), que comideramos imiduci?,k y mya @bra es de Lie. El primer paso 
en el formalismo de a n t i c ~ o a  eoluirte en introducir por cads generador 
de la sirnetria de gauge un gh-t krmi6nico qa. El conjunto de campos 91 
ea 4" = {$, qa) con 

donde e corresponde a la paridd de Drassmann (aphdice A) y gh . a1 
n h e r o  de ghost (secci6n 2.2). v, que en la notaeicin compacta eqnivale a 
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(X, YZ) = (X, Y)Z + (-)eye= (X, Z)Y, 
(xY, Z) = X(Y, Z) + (-yxar Y(X, 2 )  

El anticorchete en el erpacio de cunpos y aaticampos juega un papel 
similar al del corchete de Poisson. Loo anticampos pueden pensarse como 
las variables conjugadas a 10s campa ya que de (3.18) se deduce 

Se definen trsnsformaciones d n i e a a ,  cuya forma infinitesimal es 

donde F es m a  funci6n arbitraria de 10s carnpos y anticampos con gh F = 
-1, y E(F) = 1. Lv transformacicmes can6nicas (3.26) preservan 10s anti- 
corchetes (3.25). 

3.2.2 La ecuaci6n maestra 

La transformaci6n BRST se puede definir en forma can6nica a partir del 
anticorchete 

sX = (X, S), (3.27) 

La ecuaci6n (3.29) se conoce como Uecuaci6n maestra clbica". La soluci6n 
de la ecuaci6n maestra S debe satisfacer las condiciones de contorno 

El generador S no 8610 contiene la informaci6n de estructura de gauge de la 
teoria original sin0 que tambih es la acci6n a partir de la cud se procede a 
la cuantificaci6n en el formalismo de anticampos. 

donde el generador S[dA, fi] debe satisfacer 

La propiedad de nilpotencia de la transformaci6n BRST implica 

(S, S )  = 0. 



La soluci6n a la ecuaci6n maestra que exelage a la solumon trivial S = So 
conoce como propia. En el cam de ma tecda de gauge irreducible y con 

un Blgebra de Lie se puede mostrar que la solucih p q i a  es 

I & * b e  s = SO t PZR:~~" + &I) r )  • (3.31) 

A1 conjunto de campos y anticampos #, fi se le puede agregar pares de 
variables triviales, de manera similar a lo que ocurre con 10s multiplicadores 
de Lagrange en el caso hamiltoniano. Si se incluyea por ccrda libertad de 
gauge las variables b,, k con 

y 10s anticampos correspondientes ba*, 

la soluci6n de la ecuaci6n maestra ea 
1 s = so t t zckragf'qc 

3.3 Teoria cudntica de anticampo 

La accitin W c a  de campos y anticampoa (3.37) posee invarianciaa de gauge 
residuales debido a la presencia de 10s anticampos. Para poder cuantifictu 
la teoria es necesario una eleeci6n de @ado de gauge que permita remova 
10s anticampos. 

La acci6n cuhtica W[q5,@] corresponde a la sceibn clssica & posiblee 
correcciones cubticas 

Se define la acci6n con el gauge @ado 

a partir de un funcional de 10s campos +I#] ctw Iss pmpiedades 



111 se conoce como el fermi6n de de gauge. La libertad en la eleccicin del 
fermi6n de fijado de gauge correupcmde a la posibilidad de imponer diferentes 
condiciones de gauge a la tearia de gauge original. 

La teoria se cuantifica por d o  de la integral de camino sobre 10s 
campos de la exponential de la acci6n con el gauge Qado 

La independencia de (3.41) del %ado de gauge implica que la acci6n 
cuhtica debe satisfacer 

donde el operador A es 

La ecuaci6n (3.42) se conoce c a m  la "ecuaci6n maestra cuhtica", y el 
t-o de orden mas bajo en li es la ecuaci6n maestra clbica (3.29). 

Cuando el BSgebra de gauge ea tm Algebra de Lie, la accicin clkica es 
lineal en 10s anticampos (e&h (3.37)). En ese caso es f M  mostrar que 
la solucicin a la ecusci6n maestra d u t i c a  es 

donde la conecci6n &tica MI &he satisfacer 

(S, MI) = iAS. 

Se ve de (3.45) que existe una dig i iedad en la solucicin a la ecuacicin 
maestra que corresponde a rwwule a Ml un tBxmino invariante de gauge. 

En la integral de camino se ve w~pkitamente como la elecci6n del fermi6n 
de fijado de gauge 111 impone una condicicin de gauge. Supongamos aue para 
el caso de (3.37) se elije 

donde f ( q )  son funcionales de lor campos originales q. La correspondiente 
acci6n es 

- 6 P ( q ) ~ : b  - (f. - ;6db*) b', + O(h). w+ = So-)la- 
6q8 



Los campos audiares b pueden eer intBgrados. Si a = 0 se obtiene una 
funci6n delta en la integral de camino que impone el gauge f a  = 0. Cuando 
a # 0 se tiene un promedio gaussiano ds.hcjcmat ddta, y d integrar en b 
se obtiene un t h u h o  de @ado de ga;u~aw la aeci6n 



Capitulo 4 

Un modelo simple 

En este capitulo se aplica el t rdamhto BR$T lagrangiano de coordenadas 
colectivas a un modelo sencillo dado por el movimiento de una particula 
en 3 dimemiones sujeta a un potendd central con minimos fuera del origen. 
El modelo es una generalism5bn xmabelisns del modelo estudiado en [19, 
211. El objetivo es mostrar en un ejemplo simple como se puede utilizar el 
formalismo BRST lagrangiano. Par medio de tb icas de temperatma S t a  
se calculan correccianes a laa ep&gi~~) de todorr 10s estados vibracionalea y 
el hamiltonisno colectivo. En el two particular de este modelo es posible 
c<zmparar 10s resultado8 con 10s qw me obtienen por separaci6n de variables. 

Consideremos el movimiento de una particula d e t a  a un potencial tip0 
"sombrero mejimno" en tren rlimmsianes espaciales q, (s = 1,2,3). El 
hamiltoniano para a t e  problerna QI 

donde m es la m a  de la part iah y ws, a son padmetros que &terminan 
la forma del potencial. De squi aa nwh m y ti se tomarb iguales a 1 si no 
se indica lo contrario. 

El hamiltoniana (4.1) es i n e e  ante las t r a n s f d o n e s  generadas 
por 10s operadores de momemto ugdw Ja (a = 1,2,3) 



Este es un problema esthdar de un sujeta a una fuerza centrat, 
con la linica peculiaridad que el potendal poeee una familia de -0s lejos 
del origen. El problema se puede resolver por separaci6n de variables. En 
coordenadas esfbicas 10s autoestados mn de la forma 

donde Yj, son 10s esf6ricos a r m ~ c o s  y l u  aatofunciones ilel problema 
radial efectivo. 

Usando la .m abtienen las en- - 

w a s  de las dos bandas m6. baju (4% de 1/a): 

Para a grande y j pequeiio el es 
banda rotational asociada a cada 
Deseamos resolver el problema en el c d  
es much0 mayor que la de ratacih 

tia 
tiw, > - -+-& > R. - li=a, - ::a 

2maa (4.7) 

Para rn = 1 y (O(1)) fijo, a grande ee eqaivalente a li pequeiio. Por lo 
tanto, la expansidn para a grande es equidente a la aproximacibn semiclhica. 
Sin embargo, si se trata de iniciar la erpansi6n perturbatiw a partir de un 
mhimo de la acci6n se encuentra un continuo de minimos tal que la particula 
estB en reposo a un radio a y con aalquier valor de las coordenadas angu- 
I-. Por el contrario, cudntieamente existe un 8610 vacio con j = 0. (Esta 
situacidn debe distinguirse del fdmeno de ruptura e s p o n t b  de simetria 
en el cual hay machos vacfos cutbticos.) Si ae dige uno de lon vadoe dbicos 
y se trata de corregirlos aparecen modoe de k e n c i a  cero en las direccirmes 
angulares que arruinan el cdculo con divergenuas infrarrojos. 

En la situacibn general tambib se tiene un QZgebra de gawraclores de 
simetria como (4.3), y el espectro puede uer c l ~ ~ c a d o  por las carrespondi- 
entes representaciones irreducibles. Lo que no es posible en general es sepa- 
rar las coordenadas asociadas a la sirnetria & 10s den& grados de l ibdad. 



Este problem8 puede ser r d t o  iartroduciendo coordenadas colectivas. Las 
coordenadas colectivas permiten elimimr 10s modos cero y a1 mismo tiempo 
restaurar la simetria que h e  rota al nivel clhico. 

4.2 Soluciones est alticas y coordenadas colect ivas 

La accibn euclidea para el mod& es 

donde q. = &q,. La acci6n (4.8) er i ndan te  ante el grupo G = SO(3) de 
rotaciones de las coordenadas q,. 

Las ecuaciones de movimiento para S son 

Las soluciones eststicas satidscon la ecuaci6n independiente del tiempo 

Debido a la invariancia rotaciond hay m a  fiamilia continua de -0s dada 
por (4.10). 

Supongamos que se escoje cnrmo minima Q = (O,O, a) y se expande las 
coordenadas en tknino de fluchmei~~es drdedor de la solucibn eststica 
q. -+ & + q.. Las ecuaciones linea&da8 para las fluctusciones son 

El mitlimo elegido es solo invsriamte ante el eabppo H = SO(2) c G = 
SO(3) de rotaciones alrededor del eje 3. Debido a que el minima rompe 
padalmente la simetria r o t a c i d  no hay fuma de restauracibn a lo largo 
de las direcciones 1 y 2, y esto que da lugar a doe modos de fiemencia cero. 

Hagamos una rotacibn de lam emordenadas dqendiente del tiempo 

donde a" (a = 1,2,3) son paranzstroa dependientee del tiempo que describen 
el movimiento en SO(3) .' 

'Se eligi6 la parametrissddn para dmplificsr la notsci6n. Cualquier otra 
buam psrametrisaci6n de la variad.8 dd p p o  (como 1011 bagnloa de Enlu) puede rrer 
el+&. 



donde ea,t son las constantes *de ss ma ;lrr rfinetria del 
problema (ver e m d n  (4.3)), y L d @ rs $@he em 

:: Gd partir de la identidad (B.101, que m r t -  

(4.15) 

La acci6n tr 
refaencia m6vil orientado de 
movihdose con una velocidad 

Considerexnos ahora 10s 
del sistema. Es f h d  ver 
ciones de gauge, cuya forma 

donde €9 es la inversa de C (ap&&ce 33). 
' 

La inmuiancia de gauge as gua trador- 

de referencia no cambia la r i t udk  fYQ 7 L  , 

11 

La accidn lagrangiana indante BRST-comspondide s b f e d a  de gauge 
(4.14) se obtiene mediante el fbmlismo de anticamp01 dacaipto en el 
capftulo 3. En la notaci6n & apt capftulo el coqjunt~,lor -0s de la 
t d a  eon las variables originsler y las Coorhadas colectiw qi = {q,, aO), 
mientras que 10s genersdorm de Isr t s m d d o n e s  de gauge (4.16) son 

El Algebra de gauge (3.12) para hte problema corresponde d Qebra de 
SU (2) con contantes de estmctqm Cde d1e* (este resdtado se obtiene de 
la identidad (B.14)). 

Siguiendo LOB p-s de 1. rcci6i 3.2, se le &reg. a1 codunto de nrisB1es 
iptrinsecas y colectivas {q,, d'), por cads uno de 10s generadores de gsoge 
(4.17), variables bodnicae a d a z e s  4 y pa~m & ghoot fermhhicos y 



ba imaginarias. 
Por cada uno de 10s campos (q,, aa, bas qa, ijo) se introduce un anticampo 

{qf , a:, ba*, 'I:, ija*), con paridad de Grassman. y hermiticidad opuesta a1 
campo correspondiepte. Se define d anticorchete segh (3.18), 

Los anticorchetes fundamentalerr no nnlos entre 10s campos y anticampos 
son (ver ecuaci6n (3.25)) 

La acci6n clbica de 10s camp- y anticampos S debe ser soluci6n de la 
ecuaci6n maestra (3.29) (S, S) = 0, con la condici6n de contorno (3.30). La 
soluci6n propia correspondiente ea 

S, ademb, genera la transformaci6n BRST (3.27) de 10s campos 

Como el glgebra de gauge es un Blgebra de Lie la acci6n cuhtica tiene la 
forma (3.44) W = S + hMl, con MI como h c i h  solamente de 10s campos 
que satisface la ecuaci6n (3.45) (euclfdea) 

(S, MI) = AS. 





Con esta elecci6n de gauge la wu6n eo 

Los campos b pueden ser integradoo. La integral de camino es entonces ' 4 1  
= / obi a, i, 48 (abe) =P (-sI), (4.42) 

Por conveniencia introducimo9 lor dtiplicadores de Lagrange Aaf en la 
integral de camino 



En la 1 3 t h  linea las funciones delta ftrezrm erponegciM].~~, por medio de 
10s campos x .  Entonces: 

La acci6n para las variables i 
tiplicadores de Lagrange X y 
f o d a  (4.14), pero con 10s mu1 
del sistema de referencia dv i l .  
gauge, la acci6n para 10s ghosts 
variables bdnicas. 

Scol. es la acci6n libre para las c o o r d  colectim, en formulaaon 
hamiltoniana. Se puede ver que 10s x, ss &ld./6aa deben interpretarse 
como 10s momentos conjugados a lo. hg@as ha. Pm b trmto, D[a, T ]  es la 
medida invariante cm6nica en el espacio de &pew. 

El acoplamiento entre lae variables &im y las intrhwas estb dado 
par s.cop.. 

4.4 'Ratamiento pert urbatdw 'a 

4.4.1 La descripcidn a orden ceag $ I 

Estsmos describiendo el 
referencia intrinaeco que se mueve 
del laboratorio. Es conveniente c o d  
y que el sistema del labor 
10s siguientes generadore 
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slstema intrinseco; y I, = @:pa, que rotan el sistema de laboratorio respecto 
del sistema intrinseco. 

Se puede construir un operador I, como IaZa, donde Za = ((R-'),3 es el 
tercer eje en sistema del laboratorio. I, conmuta con todos 10s Ia porque 
tanto I, como % rotan. Los autoestados colectivos serh  autofunciones de 

donde las D's son las matrices de rotaciones finitas. 
Como I, conmuta con el hamitoniano H la energia es independiente del 

valor de I, y se recupera la simetria rotacional rota por la soluci6n clbica, 
correspondiente a la degeneraci6n original en J, . 

En un problema con simetria axial I3 tambidn conmuta con H. En el 
caso de nuestro modelo de juguete el autovalor permitido para I3 es I3 = 0 
(como se muestra mis abajo) y, por lo tanto, la funciones de onda resultante 
son esfdricos arm6nicos, como se esperaba desde el comienzo (ver ecuaci6n 

(4.4)). 
En 10s pr6ximos pasos se obtiene la funci6n de partici6n Z (de la que se 

pueden obtener 10s valores de las energias). El mdtodo de integral de camino 
permite obtener Z como una integral sobre caminos peri6dicos (incluyendo 
10s ghosts) [39,40]. Elegimos la misma soluci6n clisica que en la secci6n 4.2, 
y expandimos las variables intrinsecas en t h i n 0  de fluctuaciones cuhticas. 
Los multiplicadores de Lagrange y 10s ghosts se anulan clisicamente. Esto 
da una expansitin para la acci6n intrinseca en tdrmino de las fluctuaciones 

De la acci6n cuadritica se obtienen 10s propagadores libres. La acci6n 
cuadritica es 

A este orden el sistema es descripto por un oscilador arm6nico de fre- 
cuencia w,. Ademis, el sector espurio es descripto, por cada subindice (1,2), 
por dos modos bos6nicos y dos fermi6nicos, todos con la misma frecuencia 
de excitacihn w.  El fijado de gauge (4.33) fue elegido precisamente para 



darle fiemencia distinta de cero a estos modos. Al estar la acci6n (4.50) 
libre de modos cero 10s propagadores e s f h  bien debid-, y 10s cdculos 
perturbativos pueden ser l l edos  a calm en &rma directa. La aparici6n 
de la hmancia espuria w es consecu&p~ del @ado de gauge, as1 que esta 
debe desaparecer de 10s resultados Be gaolge (qw corresponden 
a resultados fisicos). ibi! i 

Para evaluar la funci6n de partici6n a d m  aaddtico re usan las inte- 
grales ganssianas I& !' ': 

%a wiables bos6nicas y fermi6nicas, r$q~~&%~menh. 9e o b h  

zo = / ~ [ a , q w t , x a t , ~ a t , r l a 1 e 3 L p ( - ~ ~ * )  

- - det-'12(8: - 4)det-'(8: - wf)da-'(i$ - d)det2(8: - u') 

= det-'/'(@-d) = 2siah - [ (4.531 

Las contribuciones de 10s ghosts ~lu~cdah h eontribueiones de 10s grados 
de libertad espurios bos6nicos (PI, qwt). &a #tima igddad re obtiene por 
regularizaci6n del determinante. Aqui /9 er la kveisa & la temperatma [41]. 

A partir de sE. se calculan 10s pr&pagrd- librea por medio de la 
expresi6n 

( (T~o1 (TI)& (72))) = 

= / ~ [ q s .  qwt, xat, ik, t).la(i)02(n) arrp (-5g.). (4.54) 

Se obtiene I 

donde I - 
(4.59) 



( 4  ('4 (c) (dl 

4.4.3 Correcciones de orden superior 

Los t&os dbicos y cusrticos en (4.49) proveen 10s vQticea de interaccihn, 
que se muestran en la figma 4.2. Sus valores son 

(a) = - 3 
3 6, 

(b) = - a  
lo 939,' 9 

(4 = 0 CP,'~", 
W 

( t i )  = - *kd, ,  
w' 

(e) = - - 9 s ~ 0 ' a ,  

(f) = q3 f i o ' ~~ ' s  
q o t ~ a ~ ~ ~ ,  (€9 = - -0 

(h) = - 
(i) = 

a  a  9,' 9t' 9 

(m) = - 
(n) = - 

La topologia de 10s diagramas de doa loops que contribuye a la funci6n 
de particihn intrinseca estd dads por la m a  4.3. Sus valores son: 





Figura 4.3: DIAGRAMAS DE DOS LOOPS INVOLUCRADOS EN LA CORRECCI~N 

A LA F U N C I ~ N  DE PARTICI~N. 

Sumando todos 10s diagrsmu re obtiene 

2 " ." [coth (%)I , A(B) = (a) + (b) + ( 4  = -s 
8.2 

donde la frecuencia arbitraria w no aparece. 
Para encontrar las energiaa carregidas se expande el resultado anterior 

de la siguiente manera: 

Si se compara esta expresi6n con la fuslci6n de partici6n exacta 

se obtienen inmediatamente laa c d o n e s  

que coinciden con (4.5) y (4.6) ulfo por log tQminos dependientes de j 
que calculbmos m6s abajo. Ea de notar que la erpresibn (4.64) contiene la 
correccibn a este orden de todos la autovalores nws. Eeta es una ventaja 
del mhtodo de temperatura finita. 

Las correcciones que involuacun lor momentos colectivos I, se pueden 
evaluar en manera similar a pattir & lar v&ices de la Qura 4.4, pero el re- 
sultado es mejor expresarlo camo nn hamiltoniano efectivo. La contribuci6n 



Figura 4.4: V~RTICE DB A C ~ ~ L A ~ ~ J ~ ~ ~ ~ @ ~ I ~ - Q Q L E C T I V O .  

Figura 4.5: C O U K I C I ~ ~  ca$& ~%qthki ~ L P O L .  

a orden &bol de la figura 4.6 da 

Hay ma contribucibn d i d d  & diagrtmw~ desmnaw de cuarto 
orden & la &ma 4.7. Esta ccmtdbqj&ba* se arm salvo POI el hecbo 
que 10s generadores I, no c o ~ ~ a &  QB am cos~tdbacida & orden @, 
que puede ser evaluada POI nre& de de petmbaciones para estados 



degenerados. El resultado ea 

La ecuaci6n (4.74) es el hsmiltonimo eolectivo efectivo (a orden O(l/a4)). 
Fisicamente se espera que la p d d a  est6 en m estado con I3 = 0 debido 
a su sirnetria respecto de a t e  eje. En el formalimo BRST eeto se obtiene 
de la observaci6n que Is es un a p ~ ~ k  nulo Is # 0 corresponde a estados 
nubs (ver secci6n 5.4. Por lo taxito, w debe tomar el valor medio de (4.74) 

se obtiene 

Expandiendo coma en (4.65) se obtienen lan correcciones dependientes 
de j a 10s primero doe niveles 

de acuerdo con (4.5) y (4.6). 





Capitulo 5 

Tratamiento de coordenadas 
colectivas en un modelo 
general 

En este capitulo se aplica el tratambto lagrangizmo BRST a la cuantizaci6n 
de las coordenadas colectivas en un modelo general [34] que incluye modelos 
solit6nicos bos6nicos, como el modelo de Skyrme o modelos sigma no lineales, 
asicomo tambih modelos mecgnicocl como el del capitulo 4. 

5.1 El modelo 

Consideremos una particub que se mueve en una variedad de Riemann C 
con m6trica gd. La acci6n euclidea es 

La8 coordenadaa q' parametriran Pa variedad y V ( q )  es un potencial arbi- 
trario. El punto indica d@rivsdr respecto dd  tiempo euclideo 7. La sum8 
a t 4  implicita sobre indices rept&dog. 

La variedad C corresponde al eapacio de configuraci6n. Un punto q E C 
describe una codgnraci6n del sirteam. Por ejemplo, en un modelo a no 
lineal en 2 + 1 di&ensioner con wpaeio interno 7, descripto por la acci6n 
euclidea . 



donde pi y gij(y) son coordenadas y 
espacio de codiguraci6n C es la variedad (WWito dimemid) de mapas de 
energia finita y(Z) : Wa + T. Las C--(LS f mm la ctmpos escalares 

El indice s corresponde tanto al Mice ~ Y I  f eoau, a la variable espacial 
Z. Sumasens ind ieanmen ie  8. C m  estaa ccmvenciones 
el formalismo que se desmolla a c pa& ser splicado tanto a 
modelos de solitones como a simples m~ti@as-iaeo~$Inicm. 

Supongmos que existe un gmpo Mto, 3)rd) tri~fid, G die h t r i a s  de 
la accidn, constituido por las isometriar qy t d h  dejan iavarisnte el 
potencial 

donde las a" paramethan el p p o  G. Q y Qind*.n &:I a, respecti- 
wmente. La parametxhacih es tal que E 0 Q O ~ @ ~ O Q &  o la identidad 
f ' ( 0 ,  Q) = Q'. 

Las variaciones infinitesirnales, qye el e e b r a  g de G, es th  
definidas por 

bag8 - - 8af'(asd& (5.8) 
Conmutando dos de eatas variadones ro c#dk&q ( d & n  (B.4)) 

2 

aaf Wtf' - s68tf8&f = -Gd"%f', (5.9) 
t 

donde Cdc son las constantes de ettru&qp dd gmpo G. 
En la seccidn siguiente se realha ma dclgoiea aErededor de 

un minima del potencial V. El caeo int eaielcualvsrios 
minimos clbicor es th  relacionhs p de G, mientras 
que cuhticamente solamente hay un o p ~ q m  G no esth roto (este 
no es el caso de ruptura esponthea de +dp ea d cwl ex- mclros 
minimos cuhticos). Si se 

z 
0 ap(L1emm diverrgencias 

infrarrojas que a,rruinan el c tangmtes a la supdcie 
de mifiimMl tienen herim m a  a este problema es 
la introduccidn de coordenadas colectim: qae cibixma 10s d o 8  cero y al 
mismcr tiempo restauran la be t r i a  rota'$ Jnad &dm. 



nnn 
C " C " C "  
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w w w  



r donde 10s momentos de inerela Z,r correapoah a b d d o s  diagonales 
de 2a tb t ,  y en la ecuaci6n (5.19) no hay a#w mbre a'. 

El conjunto de modos normales {$:) = {a; tj:,}, 

I 1 i y completitud 
.:I I - 
r ~'t@'%tl,X + il.tbYjri( 
I 
I Hemos asumido que el grupo G no q t 5  nab s JvJ clar6pitic0, asf que 
: ' 7 el -0 debe ser invariante ante O. C m  l8 mlncidn a t 6 t h  no es invd- 

:I j ante se restaura la sirnetria por me& GI pcrdhntanto de cawdenadas 
colectivas. 

Hacemos ma t r d d 6 n  de lor e dd tiempo 

Q' -' f'(9(*), q). (5.23) 

Hay que tener cuidado cuando este tip0 de trdormadones re maban en la 
1 . integral de camino ya que pueden aparecer t&os de orden h2 [IS]. Con 
I I j la eleccih de gauge que se hace mh abajo es th  ausentes, pem en otros 
' gauges deben ser incluidos [44]. En el context0 de aoordenadas eolectivss : . I a t e  problema fue discutido en [37, 451, y su motud& para el t ra tdento  

I ; . con adicampos [35] se describe en el capitnlo 6. 
La acci6n transformada es 

donde la matria se define en el aphdi* B fi[ecu&ones (B.9), (B.lO)). 
Consideremos ahora a 10s p a b t r o s g a  ca;iiho g a m b s  variables (ccrlec- 

tivas) del problema. Es f M  ver que la ,Sh es mmriante ante trans- 
A .  farmaciones de gauge [8, 211, cuya forma'- es 



El sist 
problem8 desde un sistema de dkrencia m6vil orientado de acuerdo a las 
coordenadas colectivas, y movibdwe con velocidades aae en las direcciones 
b. La invariancia de gauge es uar d e s t a c i 6 n  del hecho que tansformar 
las coordenadas intrinsecas y corlwpondientemente mover el sistema de ref- 
erenda no cambia la situacih fisica. 

5.3 ~ o r m ~ i s k e  ant icampos 

En esta secci6n se aplica el formaliemo de anticampos descripto en el capitulo 
3 a1 problema presentado en lss aeccionea anteriores. La notaci6n utilizada 
en este capitulo (definida en la d 6 n  5.1) diiiere de la del capitulo 2 en 
que la dependencia temporal se escribe explicitamente. 

5.3.1 Soluci6n de la ecuaci6n rnaestra clbica 

Comenzamos por la acci6n Sh[q, a] (5.24) que es invariante ante las trans- 
formaciones de gauge (5.25). El Qebra de gauge, que se obtiene de las 
ecuaciones (5.9) y (B. 14), corresponde a'  t4lgebra de Lie del grupo G, con 
cost antes de eatructura Cdc. 

El conjunto de variables {q*,aa) es aumentado por la introducci6n, 
por cada generador independiente de gauge, de variables bosbnicas (anti- 
hermiticas) b,, y pares de ghost fermi6nicos (hermiticos) qa y ij,. 

Por cada uno de 10s campos = {q*, aa, b,, qa, ijo) se introduce un anti- 
campo fi = {q: , a:, ba*, q:, i jo*) , con paridad de Grassmann y hermiticidad 
opuestas a1 campo correspondieate. A partir de 10s campos y anticampos se 
define el anticorchete segh la ecuacih (3.18). Los anticorchetes can6nicos 
no nulos son 

(9',4t*) = J't, 

(aa, a;) = (tf, i$) = (b, F*) = (bb, ba*) = 6;. 

El paso siguiente ea encontrar k aai& de 1- campos y anticampos que 
satisface la ecuacih maestza (5.29) (6, S) = 0 con la condici6n de contorno 
(3.30) S[4, qb* = 01 = Sh[q, a]. La ralucih cmespondiente a la ecuaci6n 
=tra es 



S es la acci6n a partir de la cual se prwae a c&mMcw b teoria. Ademas 
genera la transformaci6n BRST (3.27) & h ctbmpog (&6n (8.27)) 

5.3.2 Soluci6n de la ecuaci6n maestra cubtica . 

La acci6n cuhtica de 10s campos y a n t i ~ p o s  W[$, qP] tiene la forms (3.44) 
W[4,@] = S[#, f ]  + AM1[4] debido a que el SZgebra de gauge es M 4lgebra 
de Lie. MI satisface la emaci6n (3.45) fatnclidea) 

donde el operador A est6 definido dsl'bCho de la 
ecuaci6n anterior se pude calcular %s) 

De las ecuaciones (C.9), (B.9) y (~.13)~ra' 

AS = 6(0)/dmf (- 

con g = det g,t y = det Cb,, y donde ae no6 1% identidad det Ild'18,, det M = 
M ~ ' o ~ M ~ ~ .  El miernbro d&&o de (5.37) colraponde a la trmformacibn 
BRST 

I + i: 
IC: 8 (- l o g 4  - 1% M) = -w, + e:&l~l* (5.38) 

I Por lo tanto, la ~oluci6n a la ecuaci6n maestra nJntica es 
1 1  & 

con S dada por (5.29). 

A & -  i 



5.3.3 Fijado de gauge e intlegral de camino 

Para cuantificar la teoria es newatio diminar 10s anticampos por medio 
del fijado de gauge. Se define la d 6 n  con el gauge fiado (de aqui en mb 
t i =  1) 

donde $ es el fe-611 de fiado de gauge. La integral de camino estB dada 
Par 

S4 es la acci6n (5.29) con 10s antjcampos eliminados mediante el fermi6n de 
Qado de gauge. El t h n b o  proportional a 6(0) puede reescribirse 

y corresponde a la medida de intqreci6n sobre el espacio de configuraci6n 
C y la medida de Haar sobre la d e d a d  del p p o  G. 

Realizamos la siguiente eleccicia para el fermibn de fijado de gauge 

aonde las funciones f '  dgpmb de loe campos q, y 10s partimetros de 
inercia Tat heron definidoe en (5.10). Los parhetros war son arbitrarios 
y deberian desaparecer de cual- d t a d o  Ksico (invariante de gauge). 
S e h  interpretados como Isr frecuendas asoeiadas al sector espurio (ver 
ecuaciones (5.79)-(5.81)). La acciQn con el gauge fijado es 





La accibn para lae variables JIntrhecas (camps originales q, multipli- 
cadores de Lagrange X y ghosts q,e) es S*,. Contiene la accibn transfor- 
mada (5.24), pero con 10s multipbdores de Lsgrange como velocidades del 
sistema mbvil. Tarnbih contiam ua tQmino de @ado de gauge, la acci6n 
para 10s ghosts, y el acoplamiento anke 10s ghosts y las variables bosbnicas. 

Scol. es la acci6n libre para lau d e n h a  colectivas en forma hamiltoni- 
ana. De ella se ve que ra = i&Sd/6dr0 debe interpretarse como el momento 
canbnico conjugado a las wordendas colectiw aa. Por lo tanto, D[a,x] 
es la medida invariante can6niea an el espacio de fases. La forma mezclada 
lagrangiana-hamiltoniana eo fiecrlracafe en problemas de coordenadas colec- 
tivas [36]. 

El acoplamiento entre pador $t liMad mtrinsecos y colectivos esti 
dado por S,,,.. 

5.4 Cuantisacicin BRST hamiltoniana 

En la secci6n anterior la integral de amino BRST con el gauge fijado fue 
construida por medio del formrlirslo de anticampos. Un resultado similar 
se puede obtener integrando km makmnhs en una integral de carnino BRST 
hsuniltoniana. En esta seccibn re describe brevemente we procedimiento 
para mostrar su equivalencia con d ttatamiento de anticampos. La cum- 
tificaci6n BRST hamiltonitma fb glescripta en el capftulo 2. Su aplicaci6n 
el tratamiento de variables c o l e c h  re puede encontrar en [21]. 

El hamiltoniano clbico cmeepn-e a la acci6n lagrangiana invari- 
ante de gauge (5.24) es 

mris un conjunto de vinculor ab&ams de primera clase 

con corchetes de Poisson 



y donde ja = p, 
10s campos intriasecos. 
orden que se resuelve c 
laplaciano sobre C. C 
se obtime un pot 

J '  

ha .f:cs V . a= - , a + v = ~ ~ ~ ~ + r ; ~ ~ i ,  (5.57) 
2 ,  . * ,* , p $- -* . * 

, . ?  ! ? 

(5.68) 
tTtI 

donde Pd son 10s lknbol~ de 

y ~ e s e l a c a ~ r d e ~ t u r u $ a l ~ ~  C 

(6 30) 

Un conjunto de vinculos 
: 

b s  vfnculos 
(5.54) por 8 [21] 1 I 6 3 - ?  ?,$ . 

arse como l a  versiones 

se extiende introduciendo por 
de Lagrange Aa y dos ghosts 
entes moinentos 

la care BMT il (2.36), .,b ' f 

y loa operadores fisicos 
Cualquier tQmino 

sin alterar 10s elementos de 

' X -  



-1/2Xar subespacio aniquikdo por a. Lrae$o de la redefinidb P' -t balla# 9 

bar -t -il~!'w~' bat, elegimos [all 

El hamiltoniano BRST que se obtiene a partir de esta eleccih de gauge es 

Si se integran 10s momentos p', bas Pa y Pa en la integral de camino en 
espacio de fases se obtiene 18 integral de camino lagrangiana de (5.48)-(5.49), 
con la identificacitjn Pa = %. 

Las funciones x se eligen tal que Ij,1,2'] # 0 a orden cero, lo que 
permite que 10s propagadores de ghost e s t h  bien definidos. En ese caso 
el hamiltoniano BRST no connruta con 10s operadores ja. Esto es deseable 
para 10s j a r ,  ya que clan lugar a 10s modos cero, como se vi6 en la secci6n 
5.2. Por otro lado, la simetria ante las trdormaciones ja no es rota por 
la solucitjn clhica, d que es conveniente elegir un esquema de fijado de 
gauge que conserve dicha simetria. Primero se deben defmir operadores de 
transformacitjn similares a 10s Ga (que transforman las variables originales 
y las colectivas) para 10s multiplicadores de Lagrange y 10s ghosts [21]: 

Estos operadores tienen las miamas reglas de conmutacitjn que 10s ja. 
Las transformaciones de todas las variables e s t h  deiinidas por 10s oper- 

adores 



que son operadores nulos [21] 

(5.69) 

conmutan con 0, y mapean estados fisica en estados nu l r  (de norma cero) 
[17]. Tambik conmutan con el hamiltonitum original. 

Los operadores L,I no conmutan con d fermitin de Sjado de gauge debido 
' *  a la8 funciones f t .  Sin embargo, estar hciones pueden sem elegidas para 
! I tramformar ante 10s La como 

Esta es la elecci6n que se hace en las seeeibn 5.6 (ecuacitin (6.73)). 
Si 10s p a r b t r o s  arbitrarios o a t  se eligen iguales dentro de cada rep- 

resentacihn irreducible de H en j~ - fj 10s operadores La conmutan con el 
hamiltonisno BBST. Por lo tanto, lor ~toestsdos del hamiltonisno pueden 
clasificarse por las representauones irreducibles del grup El .  Sin embargo, 
en una representacitin irreducible dqu ie r  estado puede obteaerse a paartir 
de cualquier otro por aplicacitin reiterada de 10s La, que son operadores nu- 
10s. Esto significa que la h i ca  representacitin que no estd necesecriamente 
compuesta por estados nulos es la trivial, en la que hay solamenta un eatado 
qne satisface L.1) = 0. Los estados flsicos es th  en esta representacitin. 

La acci6n de 10s operadores colectivos la en estados fisicoe estd determi- 
nada por la estructura intrinseca, es decir, 

Los operadores colectivos 4 pueden idenMc8rille con 10s operadores intrinsecos 
ja + Na + ra + T6 al tomar elementos de mstris entre estados flaicos. Este 
hecho es usado en la seccitin siguiente al caldar la funci6n de partici6n. 

5.5 'Ikatamiento perturbativo 

En esta seccihn se evallia perturbatimmamte la f u n d n  de particitin (5.48), 
es decir, la tram sobre estados ffsicos de e'BH. Es sabido [39,40] que esto 
corresponde a realisar la integracib funcional sobre campos con condiciones 
peri6dicas de contorno en el interval0 [0, p] ,  incluyendo 10s ghosts, a pesar 
de ser fermiones. 

La minimilacicin de la accitin (5.4@ qpm s multipli- 
cadores de Lagrange y 10s ghosts se & 10s hicos 



valores 
(5.11). 
valores 

de expectaci6n no nulos para 10s campos son 10s de la ecuaci6n 
Expandiendo todos loa campos como fluctuaciones alrededor de sus 
cldsicos se procede a r&ar un cdculo perturbativo. El lagrangiano 

cuadrdtico provee 10s propagadores libres, y 10s t h h o s  clibicos o de or- 
den superior dan 10s v&icea que ae usan en la expansi6n en diagrams de 
Feynman. 

Para simpMcar el cdculo expundimos las fluctuaciones de qw en t6rmino 
de 10s modos normales 

donde son las coordenadae n o d e s .  Elegimos las funciones de fijado de 
gauge f '  como 

Dicha elecci6n cancels a nivel cuadr6tico el moplamiento entre X y (, y 
provee de frecuencias (espurh) a 10s modos cero y 10s ghosts. Este gauge 
se conoce en problemas de solitoxtea como gauge dgido, y es similar a1 gauge 
de 't Hooft en teorias de Yang-Milb-Higgs [47]. 

La acci6n cuadrdtica es 

Para evaluar la funci6n de particib a orden x d s  bajo se usan las inte- 
grales gaussianas en el tiempo peri6dico T 

para campos bos6nicos, y 

/ ~[ f j ,q ]  exp [- / dr(& + w'fjr))] = det(b - w2), 

para campos fermi6nicos. 



Se obtiene [41]: 

donde @ es la temperatma inversa. Comq de d r e ,  el &taminante ae 
ghost cancela la contribuci6n de 10s greAMl disc libattd b&eos espurios 
(Aa',("). Expandiendo el r e d a d o  aatsrior se awwntra la centribuci6n 
Cfl ?f a la energia del vacio. 

Los propagadores de temperatma W$r w c d e  de manera similar 

donde 
( ~ e *  + e+l) . = ( e d ~  - 1) 

El orden temporal en el propagador de cb vdocidadm se 

La 6(r - 71) cancela vdrtices extras en d la@- (respecto del hamil- 
toniano de interscci6n), como tambih lrrr catribuchne8 propcrrcionales a 
6(O) qn. apaream de la medida id(0) 1 &lg@(~)  (%.(6.42)) [48]. 

Los tQminoa de orden superior al adr&ico pmeen b s  v&ices para 
construir diagramas de Feynman. Loi t ~ c a  dbicos y cwkticos es th  
dados en la Figura 5.1. Las lineas deredm - n h  a las camp- q, las 
onduladas, a A, y las de puntos a ghosts. 'lor vaor&rr pars 10s vQtices de la 
Figura 5.1 son: 



Tambib hay un t k m h ~  de acoplpmiento entre 10s multiplicadores de 
Lagrange Aar y 10s operadores cohretivos I,' (ver ecuaci6n (5.49)). Cuando 
se integra sobre 10s campos q, A y lo8 ghosts, 10s Iat se comportan como 
fuentes (no conmutetivas) pars Ad. El vQtice correspondiente se muestra 
en la Figura 5.2, y es igual a 

5.5.1 Correcciones a dos loops 

Lap correcciones a dos loops de la funci6n de partici6n (excluyendo 10s 
t&os dependientes de I,', que se calculan rm4a abajo) e s t h  dadas por 
10s diagramas de la Figura 5.3. Sus valores son 



(9 0) ' E 
*k.- 

Figurs 5.1: VQticea de t- J & 
t - ,  





donde r ve que todu las f k u a u h  edipuufau hm cl..apsre&do, como debfa 
suceder. Se puede vedcar en cosor ~impBes que los resultados eonocidos son 
reobtenidos, como por ejemplo panr el k i d  A# en 1 + 1 dimeadones [3?]. 

Las correciones que i n v o l u ~  lor momentor mu vos Ia pueden ser eval- 
uadas en ma maners h & w  s lw de la subtiecci~ anterior. Sin embargo, 
como se hace en teoria de pertmbdoac8 a niveles degenerados, el resultado 
se express mejor como un hdtloniano efeetivo actuando sobre las coor- 
denadau colectivas. A orden gtbo1208 diagramas involucrados s m  10s de la 
F i a  6.4, que son de orden C9(ZW2) 

1 
Hcd. = -6 * 

Los diagrrrmna de nn loop aon be & Prls, 



Figura 5.5: Priemra ccnrecch a la ensPgia colectiva. 

Existe una contribuci6n adiciand del v&ice (5.96) (Figura 5.2) a marto 
orden. Dicha contribuci6n correrponde a diqprrmss desconexos y deberia 
anularse salvo por el hecho que loo gmeradores Iat no conmutan. Usando 
teoria de perturbaciones a n i v h  dega~erados se obtieae 

que claramente i& anularia si lor I& conmutarsn. Como fue discutido en la 
secci6n 5.4,los .la pueden idmtifiearw con operadores intrinsecos, asi que la 





Capitulo 6 

Tratamient o de coordenadas 
colectivas en gauges 

En el capitulo 5 se estudi6 el t ra tden to  de coordenadas colectivas mediante 
el formalismo de anticampos. Las coordenadas colectivas fueron introduci- 
das realisando una trsnsformaci6n, en general no lineal, de las coordenadas 
del sistema original. Ea sabido [37] que dichas transformaciones pueden dar 
lugar a t th inos de orden ha en la acci6n. Con la elecci6n de un gauge no 
can6nico como el del capftulo 5 dichos thninos adicionales no aparecen, per0 
si deben incluirse cuando se eligen gauges can6nicos [44]. En este capitulo se 
describe el tratamiento de coordensdas colectivas con una elecci6n de gauge 
can6nic0, y se demuestra que es posible obtener 10s mismos resultados que 
en el capitulo 5 si se incluyen 10s t h h o s  adicionales de orden h2 en la 
acci6n. 

Consideremos la acci6n (5.1) 

per0 incluyamos las coordenadas colectivas a" dentro de 1as variables del 
sistema antes de realbar la tradormaci6n (5.23) 

En este caso las variables originale8 y las coordenadas colectivas estrin de- 
sacopladas, y existe una invariancia de gauge trivial dada por las tramfor- 
maciones 

&q8 = 0, &d = -ateb. (6.1) 



El dtimo tQmino determina la md& b para laa campos en 
la integral de camino 0 

p[q¶ a, 'lt WlCI* . (6.3) 

La t rans fod6n  (5.25) ptled. dP 1- a h 1rgarici6n de thminos 
de orden ti2. Para estudiat esto 4 rqatco de la 3nbgzBS de camin0 es 
necesario discretisar el i n t d o  bmpd  segment- de longitud e tal 
que ti = to + d, y conservar 10s tbminos de Q(Q) en la acci6n [373, usando 
el hecho que debido a la nstudem e s M a  de ld integral de camino las 
diferencias Aq (definida en (6.7)) t& b(&) [4$]: 

J 1 2 -*, 

y la so1uci6n propia . - . - 

con la medida de 10s campaa &sde pm L,; . 
I ,  ' 4 ,  

>,  

*idaad*4%* 
i , ,  

Las variables en punto medio y la 

f z 
donde 9 represents a todos la aompal, j 

@ 
1 & = r(ti), [dr] r 5 bw -+#u -*m) 

, ' ' 1  ,' 
(6.8) 

uw funciones de 10s campos de la 
ya que esta elecci6n coincide con al 

{ .  

a! 2 

& 

- # 



Los tkrminos proporcionales a 10s anticampos en (6.5) e s t b  evaluados en el 
tiempo ti pues corresponden a 1- traneformaciones de gauge de 10s campos 

Realizamos ahora la t r a n s f o d 6 n  de las variables 

Se obtiene la accibn en t i h ino  de las nuevas variables 

1 1 
so = C ,9Dtf;fl,A,Ad. + , [ 2gD t f$ f , L  + 3get, f>f1t f " r  

i 

donde la mktrica g,t y sus derivadas es th  evaluadas en f (a;, ql), y qp denota 
qe y aO. Esta acci6n es invariante ante las transformaciones 

siendo la correspondiente acci6n de 10s anticampos 

6.1 Gauge de Coulomb 

A1 cuantificar alrededor de una de las soluciones clLicas I ,  la dinhica de 
baja energia corresponde a un mmkiento libre en la variedad de millimes, 
que en nuestro caso es el espacio simbtrico GIH, acoplado a las oscilaciones 
de fiecuencia finita en las direcciones n o d e s .  Teniendo esto en cuenta es 
razonable considerar una elecci6n del qado de gauge que preserve solamente 
la8 variables fisicas del problems, es decir, las fluctuaciones de frecuencia 
finita y las coordenadas sobre G/H. En esta secci6n se estudia este gauge que 
designamos, por similitud con el electromagnetismo, "gauge de Coulombn. 

Es conveniente utilizar la expmi&n en modos n o d e s  de la secci6n 5.5 

q D = f + + : € " .  

Elegimos el fermi6n de %ado de gauge 



! del que ~e obtienen 10s ant~cumpqa en hdb de k d  

5 '  i En este gauge la acdh  de los sFit 

A1 integrar 10s campos auxilisresr .b b s  &&ma bbg t6mbs de la actih ante- 
rior dan funciones delta en la integral ckp d@&~ qm imgoncenn Isr eondiciones 
de gauge 

4'=0, #I$;=!. (6.22) 
x 

Con esta elecci6n de garrge la me&& debs camp011 era 

igual que en el capitdo -tdor h' puede od& pmtmbativamente 
la fund6n de partici6n. Para elki e x p q ~ d i b  la 1ccei6n en potendas de 
las fluctuaciones p. Para rimpMkem d cdl& patw~w a una notaci6n 
continua mediante 

I I 

(6.24) 

(6.25) 

d e + ' @ ,  r j , .  (6.26) 
Aa -+ tdl, . (6.27) 

9i -+ 33 (6.28) 
1 -4 @* 1 ' - 4 ' + +  , (6.29) 



Qp denota y aa'. El limits r + 0 debe tomarse despuds de calcular 10s 
diagramas. Esto se debe a que loa factom e que vienen de 10s v&ices de 
la acci6n pueden cancelarce con b(0) r provenintee de las propagadores 
(ver ecsuaciones (6.33)-(6.38)). 

Consideremos primer0 1- coartEibuciones de 10s thninos de la acci6n 
independientes de e. La acci6n cuadr6tica es 

El segundo thrrnino es la acci6n de laa coordensdas colectivas, y corresponde 
a1 movimiento libre en el espacio codente G / H ,  con mdtrica 

Los propagadores libres qy re obtimen de la acci6n cuadr6tica son 
,l-.". w 7 

De 10s thmhos de orden mpdx en la acci6n se obtienen 10s vQtices 
dbicos y cukticos de la Figura 6.1. Laa keao  llenas corresponden a 10s 
campos (, la8 onduldas a las c&adaa colectivas, y las de puntos a 10s 
ghosts. Los valores de 10s vhticer de la Figura 6.1 son: 

(c) = - [,he: (Bun* + Dvm) + et!'D&;m] &PCIL, 





6.2 Correcciones a dos loops 

Las correcciones a dos loops es t k  dadas por diagramas cuya topologia ea la 
de 10s de la Figma 5.3. Sus dores son: 

1 
(a) = g (wiBfifi;n - &M) Gw*(O)g(wn) 

1 
(b) = a (w:w:~;~;$+ i ~ k  g(wi,wm,wr) ) 

La suma de 10s diagramas ), (b) y (c) no coincide con el resultado 
(5.100) del capitulo anterior. rzutan tQminos que vienen de la acci6n de 
O(E) y 0(e2), y sobran 10s doe riltimos thnhos  de 10s diagramas (b), que 
dependen de las coordenadas colectivas. Los primeros son considerados en lo 
que sigue, mientras que 10s segundos serh tornados en cuenta en la secci6n 
siguiente cuando se calcule el hamiltoniano colectivo. 

Para calcular la contribuci6n de la acci6n de O(E) y O ( 2 )  es conveniente 
notar que la elecci6n del iijado de gauge (6.15) es equivalente a hacer un 
cambio de coordenadas en la acci6.n original (6.4). Est a observacibn se puede 
cornprobar comparando las integralen de camino. 

La medida de integracih en la integral de camho para la acci6n (6.4) 
en t w o  de las variables originales q* es 

Si se realiza el cambio de dablea 

la medida de inte~raci6n se convlerte en 



con la nueva m6trica defiaida pew' . 

#w(@ = f?&#b$& . (6.55) 
1 

donde Qb repreaenta a y aa'. La . e 

$e 1- mema variables 
es (en la notaci6n continua) - b 

, > !  .. * 

1 , ,.. 1: - 
La m6trica (6.55) vale . !  

(6.57) 

: ' ,  2 p. ., 

con gd y 4 evaluado~ eu f+w,.j!@ ep&.&&wicapede 
acribirse como .,: k 

- *  % con 

&fi= k&q'#d&, . ,ISk % CcS*!f~rl&* (6.59) 

A partir de (6.58) se obtiene que 1 

1 .I. ,< . Bt7 , 
& k, 

que la elecci6n del fijado .&I 
(6.53) falta comparar 1- I 



La medida de las flucbadcm~~, coordenadas colectivas y ghosts en el 
gauge (6.15) esti dula por (8.23). Mediante la redefinici6n qa + [tqb la 
acci6n de 10s ghosts (6.21) se A b e  

A1 integrar 10s ghosts se obtime (6.60). 
Para pasar a la notaci6n contfaaa es necesario evaluar las funciones de 

q y a en el punto medio. Esto ds rzna contribuu6n adicional de O(E) a la 
acci6n (6.56) proveniente del jae&sno de (6.54) [37] 

Los t4minos proporcionales a 8 en la ecnaci6n (6.56) y a e en la (6.62) 
dan la contribucih extra a O(!?). Para la contribuci6n a dos loops a la 
funci6n de particitkt las funcioaes en (6.56) y (6.62) eat& evaluadas en el 
minimo, es decir, con las f l u c ~ e s  = 0. El t t h h o  proportional a 
e2 en (6.56) proporeiona un vdrticeedrtico, con el cud se puede formar un 
diagrama en el c u d 8  se anula con law partes singulares de 10s propagadores. 
Esta contribuci6n vale 

donde I'7, son 10s sknbolos de ehtirtoffel 

y R es el escalar de curvaturr dd wpaci~ de confignraci6n C. De (6.62) se 
obtiene un v&ice cuadr6tico y ua diagrama en el cual e se d a  

Por lo tanto la contribucih a dua b p s  es 



f 
a 
a 

* .. 
En el resultado (6.66) se pueden sepwar 1- tkxdmaptte -den de las co- 
ordenadas colectivas, y usando lae ~~ parr b+ ~ d o s  de Christof- . - - 
fel del apkdice C se obtiene 

I 1  

e 
I 

7 .  e 
-p  (ijpTT j? + a) = - p V d o  

8 w - a 
P -- (2BatM + ~ , t ; r n n )  DdJtg, 

a 
8 • 
P B +-DatumDv;o)rn - - B e d  
8 B *t 

a 
Val es la contribuci6n de lo. t&rW& 
colectivo < .  i : '  . a 

Kol(a') = VG/H(~') + 
1 ",$bt - -P 4 c:SG,K ( ~ d *  4- &#a) ~a$m 

J' . 

-IpatbtC~D&a, . (6.68) 
8 

donde VGIH es el potencid d n t i c o  (!iMt- d ~vimierato en el lapado @ 
cociente G / H  y.: v i 1 ' I t :=;;I ,A,? I >  

o'bt - E 
VCJH = - 8 ( B  r . t d ~ # i @ = , a ) ,  (6.69) • 

J: 
siendo RoIa el escalar de curvattura dd mcitmte [4@] :! 

a 
r C 

1 
, Bola = --~i#~~d?&@'. :'$ (6.70) d 

zd . ; I < , !  

El resto de 10s tQminos de (6.67) son b ~ d i ~ ~  qae faltabur en (6.49)- 
(6.51) para obtener la hcih de @iei& 4&%dWecg & dm -5 (6.100). 

a 
1 I i: a 

r 
0.3 El hamilt onieno cole~fd&.~~ $' 0 

4 !' 

El lagrangiano a bajo orden re obtiepe 
? " -7;  ,.p ,.; > 

a 
de la acci6n cuadr6tica (18.31) . j 

1 , b 

(0, , 5ga,y&*'& i . j A, " :,$ (6.71) 
@ 
a 

El correspondiente hamiltoniano ea . a 
(0) a=,u = i; [*dl0W ..I W = 1 [g.tac.Y], (6.72) 

c' @ 
70 a 

a *  

0 * 
a 

0 



donde [-. -Iw indica orden de Weyl. A este hamiltoniano deben agregksele 
las contribuciones del mismo o h  que vienen de 10s diagramas calculados 
en la secci6n 6.2 que dependen da lar coordenadas coledivas 

El factor entre corchetes puede maibirse 

donde 10s Pn son 10s momentor wsiagados a la fluctuaciones c. Como las 
contribuciones dadas por la parte ringular &el propagador (6.35) ya fueron 
incluidas en 10s diagramas (6.49)-(6.51) se puede haeer el reemplazo drat -t 
- i p l b l  Xbl. A d d ,  se tienen qnc ((pp)) = - i ( ( P n p ) ) ,  y haciendo uso 
de las relaciones del aphdice (C.20)-(C.21), la contribuci6n (6.73) puede 
reescribirse 

donde jL2') = Pn (&), a la parte &ica de la thniuos cuadrAticos en 
las fluctuaciones de 10s generadm intrinsecos j, = p,6,q8 (ver secci6n 5.4 
y aphdice C). 

Como G/H es un espacio ddtr ico es posible definir un operador tip0 
paridad u (automofimo hvlotltivo) tal que [49] 

Si suponemos que u a c t h  en el espacio de configuraci6n y conmuta con el 
hamiltoniano (y con el opersdaa n k o  de ghost) el valor de expectaci6n 

. ( a t )  ( a t )  ((3,' jd ) ) = 0 ya que jd y jd tianea paridades opuest as. 



i El hamiltoniano colectivo es entonces 

con 10s 

1 
= - a+ [*.@jq$d + v ~ ~ a ,  . &  

+ ?& - 
donde se hiso uso de la identificac • ' i$3A:~ei $ k q  $. 1 4- , 

wq = *af((jrl)), (' C 

que corresponde a la identidad (5.71) en d gaage de Coulomb; El h d t o -  
niano colectivo puede reescribirse en fund6n de lm generadorq ~lectivos 



Capitulo 7 

Conclusiones 

En esta Tesis se ha presentado el tratamiento BRST lagrangiano de coorde- 
nadas colectivas, basado en el fonaalismo de Anticampos para la cuantifi- 
caci6n de teoriaa de gauge. 

En primer lugar, en el capftulo 4, se ha descripto la aplicaci6n del 
tratamiento al estudio de un mod& mecsnico simple dado por el movimiento 
de una particula en 3 dimemiones en presencia de un potencial central 
cuyos mitlimos estrin fuera del dgen  de coordenadas. Este sencillo mod- 
do, sin embargo, presenta lae caracteristicae bQicas de 10s problemas en 
10s que aparecen las c o o r d d a s  colectivas: las soluciones cltisicas son in- 
variantes solamente ante un subgrxlpo (rotaciones alrededor de un eje) del 
grupo de sirnetria de la acci6n (las rotaciones en 3 dimemiones), y por lo 
tanto si se procede a cuantificar erpgndiendo lae coordenadas como fluctua- 
ciones alrededor de la soluci6n clssica aparecen modos de fiecuencia cero. 
Para tratar 10s modos cero se introdujeron coordenadas colectivas como 
parkmetros de las rotaciones de las coordenadas. El sistema sobrecompleto 
de coordenadas originales y coordenadas colectivas es un sistema de gauge, 
y se procedi6 a cuantificarlo por medio del formalismo de Anticampos. Con 
una adecuada decci6n del %ado de gauge, que le proporciona fiecuencias 
espurias a 10s modos cero, fue poaible realbar caculos perturbativos. En 
particular se calcularon correcciones de dos loops a 10s estados vibracionales 
y de un loop a la energia colectiva, mostrrindose que 10s resultados que se 
obtienen mediate este procedimiento son independientes de 10s patkmetros 
de fijado de gauge (fiecuenuas espnrias de 10s modos cero), y que ademk 
coinciden con 10s resultados que, en este modelo, se pueden calcular por 
medio del mhtodo de separaci6n de variables. 

En el capitulo 5 se present6 el tratamiento de coordenadas colectivas para 

.I - . 
'I- 



la cuantificacicin de un modelo genera corraependiu~te a1 mwhiento de una 
particula en una variedad de Ri-, pwiblmmnte inhito dimensional, y 
que corresponde al espacio de c- ddral&eztm, p mjeta a la acci6n 
de un potencial. Este modelo ind1a3e 2pe nmdebs Bollt6nicos boscinicos, 
como el modelo de Skyrme y 0(3 ) ,  ederft$r Bm, m ~ h  me~eanicos simples 
como el considerado en el capitulo 4. 

La acci6n del modelo general considea& r indaatr rnte un grupo 
finito de isometrias, per0 sus soludones clW&&;wIeazwnte ante .rul subgrupo 
compacto. Por lo tanto, existe un coa;)gQte W t o  de eol\lcianes W c a s  
dadas por la cirbita de una de las a .* el g~cpo tie ilometrias. 
El conjunto de estas soluciones es un a&&ch&, qne por limpliddad 
supusimos un espacio simbtrico. 

La cuantificaci6n alrederor de una s&&& d i e  del problema 
de 10s modos cero, dados por lar & z c t d  taagds al espacio de solu- 

la &&ria rota a nivel 
clbico se introdujeron coordenadea p&m dependi-' 
entes del tiempo de laa 

con una eleccicin 
les dio frecuencias espurias no 

ciones de 10s multiplicadores de L tBePicwt de t d a  
de campos a temperatura finita (en empo iazap;lPatio) se 

de un loop al hamiltonin0 colectivo e f ~ i & ,  &fr-e que lol nmltdo. 
fisicos son indepmdientes de lol puhdk~o @trodueidos d && el Gad0 
de gauge. I 

F i n h t e ,  en el capitulo 6 re discfttina &I problema da lw fgados de 
gauge can6nico11, considerando t u ~ a  dwd& ae gauge &zdar a1 gartge de 
Coulomb en electromapetbmo. En esb el @ado d~ ~cuge alimina la8 
fiuctuaciones de energia cero y oledim sobra el gmpo que 
sobran respecto de las worden &- mfninuls, y no se intro- 
ducen dtiplicadores de Lagrange. Sid , prece la elecci6n 
lnSs sencilla paee solamente se comeman & e ~ i r d f b i c m ,  yea en 
la que se basa el d t o d o  original de c eck t im  [8, 61, no se ob- 
tienen resultado8 correctos a doa loopa. 
gauge equivale a un cambio noclimal de de2 int-scih en la 
integral de camino, por lo que apmce u m  
cubtica, y es neaario introducir t6rmbd psta cbtmer resul- 



tados correctos [37]. Se m08td qpe es posible elegir un gauge no can6nico 
y reproducir 10s resultados dd  capitulo 5, en en cual el fijado de gauge fue 
derivativo, si se define con &dab la integral de camino por medio de una 
discretizaci6n del interval0 temporal y de la prescripci6n de evaluaci6n en 
el punto medio. 

El tratamiento descripto en esta Tesis basado en el formalismo de An- 
ticampos podria ser extendido para incluir teorias con campos fermi6nicos. 
En particular, seria de i n t d r  poder aplicarlo al estudio de solitones su- 
persim6tricos. El Qebra supershdtrica es un Qebra abierta, y como es- 
tos solitones rompen parcialmente la supersirnetria, al incluir coordenadas 
colectivas se obtendria un Qebra de gauge abierta. En ese caso podrian 
aprovecharse todas las ventajas dd f o d s m o  de Anticampoa. Tambidn 
seria interesante extender el t r d d e n t o  para el estudio de la dinhica de 
baja energia de solitones con cargas topolcigicas mayores a uno, para 10s 
males en general el espacio de soluciones no cmesponde a un espacio co- 
ciente, como se supuso en esta 'heir. Este problema esti relacionado con el 
estudio de la dispersi6n de solitones. 



" " I  



Formalismo can6nico con 
variables bos6nicas y 
fermi6nicas 

Consideremos un sistema que depende de variables reales conmutativas qi 
y anticonmutativae Ba pertenecientes a un Qebra de Grassmann, y que 
corresponden al limite ti + 0 de operadores bos6nicos y fermihicos, respec- 
tivamente: 

Se define la paridad de Grassmann r de las variables 

y tal que la paridad de Grassmann de un product0 de variables sea la suma 
de las paridades de 10s factores &do 2. 

Las ecuaciones clbicas de movimiento 

con qi y Oa @as en 10s extremes y siendo el lagrengiano L real y bos6nico. 
Los momentos can6nicos se definen 



donde 6 corresponde a la dedrada des& la kqderda mediante la 
ariaci6n de una Eunci6n ;?dl ., 

J,,, momentos pi son reales y 10s t El hamiltoniano cm6nico 
4 

'"9 x: r. 

es real y bos6nico. L a  ecuaciones de Hapdj&@ 
' 

"€$a h sccidn hamil- 
toniana 

s = / + /.*, - 4 
(A.lO) 

I ," 11 
Se dehe el eorchete de Poison generalisdo h a  bciones de las 

variables can6nica como 

donde e~ = e(F). En particular, Ise 

El corchete de Poisson gemraM&o h~ F~~ n-ades: 

- ? 

0 .  (A.171 + (-LJ+ -: 12 
corchetes de Poisson no nul~s*~entre Bs canhim son - 



En la teoria cuhtica laa variables can6nicas se convierten en operadores 
en un espacio de Hilbert, y se d&e el conmutador graduado (conmutador 
o anticonmut ador) 

[A, B] = AB - (-)'AeBBA, (A.20) 

a partir del corchete de Poisson 

[A, B] = ih{A, B). 

El conmutador graduado time las siguientes propiedades: 

[F,q = -(-)cFca[G,F], 

[F, GiGa] = [F, Gi]G2 + (-)cFCG1 [F, G2], 
[F, ~ ] t  = -(-)'pea [ ~ t ,  ~ t ] ,  

@',GI) = ~ P + E G ,  

y satisface la identidad de Jacobi 

Las relaciones de conmutaci6n entre 10s operadores can6nicos son 

El product0 interno en el espacio de Hilbert es tal que las variables clbicas 
reales (imaginarias) se convierten en operadores hermfticos (antihermiticos). 





Algunas propiedades de 10s 
grupos de Lie 

Un grupo de Lie consiste de una variedad diferenciable 7, y un mapa : 

7 x 7 -, 7, con lae propiedades: 

1. Clausura: ya = @'(@, a) ,  a, b, 7 E 7, 

2. Asociatividad: p(7, $(B, a)) = da(4(7, B), a), 

3. Identidad: da(O, a) = a' = p ( a ,  O), 

4. Inversa: #"'a, a-l) = 0 = pja", a) . 
Un grupo de transformaciones de Lie consiste de un grupo de Lie que 

actlia sobre un espacio geomdtrico (l a trav6s de las transformiones de 
coordenadas conectadas con la identidad f : 7 x P -, Q. La funci6n 2% 

?(a, 2 )  tiene las propiedades: 

1. Clausura: a E 7 , z  E P * xti = f i ( a , z )  E Q 

2. Asociatividad: f ip, f (a, x)] = f ' [ d ( ~ ,  a), x] , 

3. Identidad: f (0 ,z )  = zi , 
4. Inversa: fi[a-', f (a ,  x)] = f [a,  f(a-', 2)I = fi[d(a-', a ) ,  211 = zi 

Las transfo-ciones infiniteshales xti = f i(6a, 2 )  son generadas por 





a2p - sf' af' OC Ri C"R~ $. y- 

aaoaab - a~lj6ab e e 8 ~ 1 3  6 a b  

- - Blf' C ~ R ~ R '  b d + Bf'C(fRi- aR$ + --It:, O f i  6 c  . (B.12) 
a2tjaZtk 62" 82'3 8213 aab 

y, por lo tanto, la condicih (B.ll) junto con (B.4) dan la relaci6n de las 
matrices ( con las constantes de estnzctura 

donde ,a  z 8, 6/6aa. De (6 = 1 se obtiene 

A partir de las martrices 8 se pueden defmh 10s generadores de trasla- 
ciones derechas F(a) + F($(a,@)) en el grupo de Lie 

con reglas de conmutaci6n que nurgen de (B.14) 

Para un grupo compacto la d d a  de integracihn en el grupo inmiante 
ante traslaciones derechas e hquierdas (medida de Haar) esti dada por 

donde IC(a)l = det c, y dV(a) en la medida plana euclidea W(a )  = dal A 
da2 A .  .. Ada". 

A veces es conveniente mar la parametrisacihn para un grnpo G dada 
por la descomposicih por el espacio cociente G/H [49]. Dada una secci6n 
a : G/H -, G, se puede descompaaer g E G como: 

g = ah, 

con 



b;; 
sienclo 10s genera ores tmb61e;ebra t) y ;Jkd los &I e m p h t o  g - f) 

I >n esta parametrieaci6n las matrices C y 8 am 

Lsl matrices (I, cf. y 8' dependen roa a, mientras que 
( y Q mlamente de 10s a*, que par e t ' y e  
la de (. 2.  l;S-:, 1111' 

*,.n' .A r, 

i 





Expandiendo estas reladonee &EM&& deh 
1- relaciones deseadas + 

t 

r "  

donde, para abreviar, se 
adicionales a p&ir de lslr 

donde [. . .] indica ant' ' . . ~ ~ z $ & d  de sub arriba 
se puede d-tru ~=2Z)i&h$imte , b f . ~ ! f  son ma rhmtaci6x1 
de G :*. 'P 

P 

(6.)- ( b L  - (Lij, ( & , ~ & d  -a*2 &&'. .+' . (c.n) 



- 
- 2 (w: "w,, - w&) coth ($) 

(P;m) coth (9) = [Wn (w: - W: - w:) ~0th  - 

+ wm (w; - W: - w:) coth (p) coth (F) 
+ w1 (w: - 4 - 4) coth (p) coth ( p) 

+ ~1 (w: - W: t w;) coth (F) ~0 th  (F) 
Pwm + !&W~WI ~0 th  ~0 th  (?)I / 
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