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1 Optionen als Bewertungsgegenstiande und Ziel der
Untersuchung

Optionen sind an Wahlrechte gebundene Handlungsfreirdume, die unter Unsicherheit
geschaffen und genutzt werden, um auf unterschiedliche Zukunftsentwicklungen ziel-
setzungsgerecht reagieren zu konnen.' Sie lassen sich wie jedes wirtschaftlich inter-
essierende Objekt bewerten.

Die Unterscheidung in Finanz- und Realoptionen ist v. a. eine lokale Differenzierung
des Bewertungsgegenstands.” Die auf Finanzmirkten anzutreffenden Finanzoptionen
beziehen sich selbstverstindlich auch auf reale, wenn auch nicht immer auf materielle
Objekte. Der Markt, auf dem sie iiblicherweise gehandelt werden, weist 1. d. R. eine
hohe Transparenz und vergleichsweise niedrige Transaktionskosten auf. Er kommt
daher der Erfiillung zweier Anforderungen des vollkommenen Kapitalmarktes sehr
nahe.’> Ferner sind Finanzoptionen meistens ausgeprigt standardisiert und exklusiv.
Als reale Optionen seien demgegeniiber alle anderen Wahlrechte aullerhalb der gere-
gelten Finanzmirkte verstanden, die weit weniger standardisiert sind. Ublicherweise
sind die ,,Nichtfinanzmérkte* intransparenter und durch hohere Transaktionskosten
gekennzeichnet.

Da Optionen bedingte Handlungsmoglichkeiten erfassen, wird der Umgang mit Optio-
nen grundsitzlich von der Methodik der flexiblen Planung erfaBt.* In Abhingigkeit
von vermuteten Vorentwicklungen werden mit der flexiblen Planung bedingte Ent-
scheidungen subjektiv zielsetzungsgerecht vorbereitet. Insofern lassen sich subjektive
Optionswerte z. B. mit Hilfe des Zustandsgrenzpreismodells ermitteln, das auf der fle-
xiblen Planung beruht und keinen vollkommenen Kapitalmarkt voraussetzt. Dieser
Herangehensweise zur Optionsbewertung steht die finanzierungstheoretische Ermitt-
lung von priferenzfreien Optionswerten unter der Voraussetzung vollkommener
Mairkte gegentiber. Ein bekanntes Modell dieses Theoriegebdudes ist das von COX,
ROsS und RUBINSTEIN.” Werden dieselben Primissen zugrunde gelegt, dann miissen
sich jedoch die Ergebnisse beider Herangehensweisen entsprechen.’

Zunichst wird fiir einen spiteren Vergleich das Optionsbewertungsmodell von COX,
ROSS und RUBINSTEIN in Kapitel zwei in den wichtigsten Punkten erldautert. Das Ziel
dieses Arbeitsberichts ist der dualititstheoretische Nachweis, da3 die flexible Planung

Vgl. TRIGEORGIS (1996), S. 151, der statt von Handlungsfreirdumen von Flexibilitdt spricht, die fiir ihn
nichts anderes als die Ansammlung von Optionen verkdrpert, die mit einem Objekt verbunden sind.

Der Begriff der ,,real option* geht wohl auf MYERS zuriick. Vgl. MYERS (1977), S. 147. Letztlich 148t sich
jede Investition als eine Option auf die Vereinnahmung unsicherer Zahlungsstrome ansehen. Vgl. BREUER
(2001), S. 231, DIXIT/PINDYCK (1994), S. 147. Zu einer Gegeniiberstellung von Finanz- und Realoptionen
vgl. z. B. KELLERMANN/FLOYD (2005), S. 63 f.

Zu den Anforderungen des vollkommenen Kapitalmarkts vgl. z. B. KRUSCHWITZ (2004), S. 41 f.

* Vgl allgemein zur flexiblen Planung HART (1940), S. 56 ff., HAX (1970), S. 136 ff., HAX (1985), S. 165 ff.,
HAX/LAUX (1972), LAUX (2005), S. 283 ff. und S. 308 ff. Vgl. zur getroffenen Aussage BREUER (2001), S.
249 f., FISCHER et al. (1999), S. 1211 ff., GOTZE (2006), S. 411., TRIGEORGIS (1996), S. 151.

Zum Modell von CoX, Ross und RUBINSTEIN siehe Kapitel 2.

6 Vgl. BREUER (2001), S. 249 £, insb. FuBBnote 15 auf S. 150, FISCHER et al. (1999), S. 1211 ff., TEISBERG
(1995), S. 32.



im Rahmen des Zustandsgrenzpreismodells unter denselben Pramissen strukturell zur
selben Optionsbewertung fiihrt wie das Modell von Cox, ROSS und RUBINSTEIN. Dazu
wird in Unterkapitel 3.1 mit Hilfe des Zustandsgrenzpreismodells dualitédtstheoretisch
der subjektive Optionswert hergeleitet. In Unterkapitel 3.2 wird dieser Ansatz mit dem
von COX, ROSS und RUBINSTEIN verglichen. Der Arbeitsbericht schlie3t mit einer Zu-
sammenfassung und einem Ausblick auf weiteren Forschungsbedarf.



2 Praferenzfreie Optionsbewertung auf vollkommenen Kapital-
markten nach Cox, ROSS und RUBINSTEIN

Im folgenden wird der einfachste Fall eines Binomialmodells mit nur zwei Zeitpunk-
ten betrachtet. Der Optionsinhaber erwirbt das Recht, gegen die Investitionsaus-
zahlung IN in den Zustdnden eins und zwei des Zeitpunkts eins die Kapazitit einer
bestehenden Produktionsanlage um den Betrag A% zy erhohen. Die Einzahlungen je
Kapazititseinheit bei Vollauslastung der bereits vorhandenen Kapazitit im Zustand
null des Zeitpunkts null betragen Z,. Es wird vorausgesetzt, dal} die Kapazitit immer

voll ausgelastet ist und sich die Einzahlungen bei Optionsausiibung gemiB AX?P erho-
hen. Allerdings ist die Entwicklung der Einzahlungen unsicher. Im Zustand eins stei-
gen sie um den Faktor u, in Zustand zwei sinken sie hingegen um den Faktor d. Die
Wabhrscheinlichkeit des Eintretens von Zustand eins betrdgt 0 < gw < 1 und die von
Zustand zwei entsprechend 1 — gw. Der Wert der Optionsausiibung kann in beiden
Zustinden nur die Hohe der zusidtzlichen Einzahlungen abziiglich der Investitions-
auszahlung IN oder 0 sein, falls die Einzahlungen die Auszahlungen nicht oder gerade
noch auszugleichen vermogen. Die Situation ist in Abbildung 1 grafisch verdeutlicht.

Entwicklung des

Basisguts Optionswerts
L uzeae o iz s
0° 0
I-gw l-gw 0
d-Z- Ak PP = max{d-Zo- AR ~IN;0f

Abbildung 1: Entwicklung von Basisgut und Optionswert im Binomialmodell

Neben der bereits getroffenen Annahme eines multiplikativen binomialen Verdnde-
rungsprozesses setzen COX, ROSS und RUBINSTEIN weitere Pridmissen, um den Wert
der Option im Zustand null zu ermitteln:’

a) Es gilt der vollkommene Kapitalmarkt (keine Steuern, keine Transaktions-

kosten, vollstindige Information, unbegrenzte Geldautnahme und -anlage)

b) Der einheitliche risikolose Aufzinsungsfaktor q ist konstant und gréer null.

c) Ein Subjekt strebt stets nach hoherem Vermogen.

d) Es gilt Arbitragefreiheit, so dal u > q > d sein muB.

Die mit dem unsicheren Basisobjekt verbundenen Zahlungsstrome werden von einer
Investition in eine mit dem Basisobjekt vergleichbare risikobehaftete Anlage und in
eine risikolose Anlage mit dem Aufzinsungsfaktor q repliziert. Hier sei davon ausge-
gangen, daf eine bestimmte Menge A mit der unsicheren Zahlung Z, verbunden und B

7 Vgl. Coxetal. (1979), S. 232, BLACK/SCHOLES (1973), S. 640, MERTON (1998), S. 327.
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die Hohe der risikolosen Anlage ist. Dann ergibt sich fiir die zustandsspezifischen
Optionswerte folgendes:®

PP =A-Zy+B 1)
PO = A

1 = 'U'Zo+q'B (2)
PP —A.-d-Z

7 =A-a- O+q'B (3)

Durch Umstellen der Gleichung (2) nach B oder A und Einsetzen in Gleichung (3)
lassen sich Ausdriicke fiir A und B finden, die von den Optionswerten in den Zustén-
den eins und zwei, den Verdnderungsparametern sowie dem Basiswert oder dem risi-
kolosen Aufzinsungsfaktor abhingen.” Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung
(1) ein, dann ergibt sich als Wert der Option im Zustand null:

Pc?=l'(q_d-P10+u_q-P?j 4)
q \u—-d u—d

Gemil der gesetzten Pramisse d) bewegen sich die Quotienten vor den zustands-
abhingigen Optionswerten zwischen null und eins. Wegen der Ahnlichkeit zu Ein-
trittswahrscheinlichkeiten werden die Ausdriicke auch als Pseudowahrscheinlichkeiten
bezeichnet.'” Sie ersetzen die im Kalkiil untergehenden subjektiven Eintritts-
wahrscheinlichkeiten. Sofern alle Subjekte vom selben risikolosen Zins und derselben
unsicheren Entwicklung des Basisguts ausgehen (Pramisse a)), teilen sie trotz unter-
schiedlicher Priferenzen dieses Ergebnis, da sich andernfalls Arbitragemdglichkeiten
ergdben.!’ Deshalb wird auch von priferenzfreier oder ,,objektiver Optionsbewertung
gesprochen.'” Werden die Optionswerte in den Zustinden eins und zwei durch die in
Abbildung 1 angegebenen Ausdriicke ersetzt, resultiert schlieBlich:

Py :l'(gwp 'max{u-ZO .AKap —IN;O}+(1—ng)-max{d-ZO'AKap—IN;O}) (5)
q

¥ Vgl Cox etal. (1979), S. 233.

?  Vgl. auch im folgenden COX et al. (1979), S. 233.
1 vgl. Cox etal. (1979), S. 235 f.

""" Vgl. auch im folgenden CoX et al. (1979), S. 235 f.

Vgl. z. B. AMRAM/KULATILAKA (1999), S. 112. Die Bezeichnung der priferenzfreien Optionswerte als
risikoneutral (vgl. CoXx et al. (1979), S. 235, TRIGEORGIS (1996), S. 157) ist begrifflich unsauber, miissen die
Marktteilnehmer allesamt doch nicht risikoneutral sein. KRUSCHWITZ und LOFFLER definieren die
Objektivitdt einer Bewertung allein schon dadurch, daB sie statt auf subjektive Praferenzen auf am Markt
gehandelte Duplikationswertpapiere zuriickgreift. Vgl. KRUSCHWITZ/LOFFLER (2003), S. 1336. Die Wahl der
Duplikationswertpapiere bleibt aber bei finanzmarktfernen Objekten in der Realitit dulerst subjektiv.
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3 Subjektive Optionsbewertung auf vollkommenen Kapital-
markten mit dem Zustandsgrenzpreismodell

3.1 Basisprogramm

Das Zustandsgrenzpreismodell (im folgenden ZGPM) ist ein von HERING entwickeltes
Entscheidungsmodell, das auf dem WEINGARTNER-HAX-Modell zur linearen Investi-
tionsprogrammplanung und den Bewertungsansitzen nach LAUX/FRANKE, JAENSCH
und MATSCHKE sowie dem Prinzip der flexiblen Planung beruht.” Es fungiert trotz
seiner investitionstheoretischen Herkunft als Basis fiir eine einheitliche Investitions-
und Finanzierungstheorie, auf der beruhend folglich unter denselben Annahmen auch
der Optionswert nach COX, ROss und RUBINSTEIN herzuleiten sein muB."*

Zunéchst ist ein Basisprogramm aufzustellen, mit dessen Hilfe ein Subjekt seinen In-
vestitions- und Finanzierungsplan vor dem Kauf der Option optimiert.”> Als Zielfunk-
tion wird die Summe der mit den subjektiven Eintrittswahrscheinlichkeiten gewich-
teten Entnahmen en in den drei Zustinden maximiert:'®

max. GEN;  GEN:=eng+gw-enj +(1—gw)-en, (6)

Das Restriktionssystem besteht lediglich aus den Liquidititsnebenbedingungen der
drei Zusténde, die sicherstellen, da3 zu keinem Zeitpunkt die Liquiditit von null unter-
schritten wird, und den obligatorischen Nichtnegativititsbedingungen. Der Saldo aus
Entnahme en, der Geldanlage ga und der Geldaufnahme ka darf die Einzahlungen in
keinem Zustand iiberschreiten, die aus der Nutzung der vorhandenen (nicht dispo-
niblen) Kapazitdt Kap herriihren. Im Falle eines vollkommenen Kapitalmarktes ist die
Anlage und Aufnahme von Geld zum risikolosen Zins in unbegrenzter Hohe moglich.
Weil das Modell nur zwei Zeitpunkte aufweist, ist die Geldanlage und -aufnahme nur
im Zustand null moglich und wird in den Zustinden eins und zwei verzinst zuriick-
gezahlt. Somit gilt folgendes Restriktionssystem:

eng +gay—kag <Zg-Kap (7)
en; —q-gag+q-kag<u-Zy-Kap €))
en, —q-gag +q-kag <d-Z;-Kap 9)
engp,enj,en,,gag,kag =0 (10)

Vgl. HERING (2006), S. 43 ff. Das Grundmodell zur linearen Investitionsprogrammplanung geht auf
WEINGARTNER und HAX zuriick. Vgl. WEINGARTNER (1974), S. 139 ff., HAX (1964) S. 435 ff. Zum
zweistufigen Vorgehen von JAENSCH und MATSCHKE vgl. u. a. JAENSCH (1966), S. 138 f. und MATSCHKE
(1969), S. 59. Zum Modell von LAUX und FRANKE vgl. LAUX/FRANKE (1969), S. 210 ff. Zur flexiblen
Investitionsplanung vgl. ausfiihrlich INDERFURTH (1982).

4 Vgl. HERING (2006), S. 247 ff.

Die Begriffe des Basis- und spiter des Bewertungsprogramms gehen auf MATSCHKE zuriick. Vgl.
MATSCHKE (1969), S. 59.

Vgl. zur Begriindung dieser Zielfunktion HERING (2003), S. 57 f. und insbesondere des sogenannten
Flaschenhalsproblems bei davon abweichender Maximierung uniformer Entnahmestrome KLINGELHOFER
(2003), S. 286, KLINGELHOFER (2004), S. 75, Fn. 202.
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Jedes lineare primale Problem besitzt eine duale Entsprechung.'” Besitzt das primale
Problem eine endliche optimale Losung GEN®P! so besitzt auch das duale Problem

eine endliche optimale Losung WAR®P!, und die Zielfunktionswerte sind gleich groB.
Das Dualproblem minimiert den Wert der ausgeschopften Restriktionen und sichert
somit die beste Verwendung der knappen Ressourcen bzw. den minimalen Zielwert-
verlust bei Einhaltung der Restriktionen. Die dualen Strukturvariablen geben dabei den
Wert der primalen Restriktionen an. Wenn sie gleich null sind, dann ist bei nicht ent-
arteter Losung die dazugehorige primale Restriktion unwirksam. Die den dualen Re-
striktionen zugeordneten dualen Schlupfvariablen présentieren den Wertverlust der
Primalvariablen. Wenn sie groBer null sind, dann sind die dazugehdrigen Struktur-
variablen Nichtbasisvariablen. Die Dualvariablen lassen mithin eine wesentlich tiefer-
reichende Interpretation des Zielfunktionswertes im Optimum zu. Die zu jeder dualen
Restriktion zugeordnete Primalvariable ist im folgenden nach der Restriktion in ecki-
gen Klammern angegeben. Das duale Basisprogramm lautet mit A als dualer Struktur-
variable einer Liquiditétsrestriktion:

min. WAR;  WAR=Z;-Kap-(Ag+u-A;+d-1)) (11)
u.d. N

Ao =1 [eng] (12
A > gw [en;]  (13)
Ay >1—gw [en, ] (14)
Ao—q-(A+Ay)20 [gag] (15
Ao +q-(A +22)20 [kag] (6
hgo A1, ko 20 (17)

Unter den Voraussetzungen,'® daB
- eine endliche Losung des primalen Basisprogramms existiert,

- in keinem Zustand Geld mit null bewertet wird, weil es in unbegrenzter Hohe
zu einem nichtnegativen Zinssatz angelegt werden kann und daher

- jedem Geldbetrag in den Zustdnden in einer Partialbetrachtung einer positiver
Wert beigemessen wird,

stellen die Dualvariablen der Liquiditdtsrestriktionen den zustandsbezogenen Wert des
Geldes dar."”

Vgl. allgemein zur Dualitétstheorie und den darauf aufbauenden Ausfiihrungen z. B. HILLIER/LIEBERMAN
(1997), S. 125 ft.

Vgl. zu den Voraussetzungen HERING (2003), S. 147 f.

Vgl. dazu und zu den daraus ableitbaren zustandsabhingigen Diskontierungsfaktoren WEINGARTNER (1974),
S. 24 ff. und HAX (1964), S. 439 ff.



Die beiden Ungleichungen (15) und (16) erzwingen:
7\,0 ZQ'(7\,1+7\,2) (18)

Existiert eine optimale, nicht entartete Losung, so findet in mindestens einem Zustand
eine Entnahme statt. Allerdings wiirde eine Entnahme im Zustand null den Zielwert im
Vergleich zu einer Entnahme in den Zustinden eins und zwei verringern und folglich
nicht optimal sein, weil das Geld zum risikolosen Zins angelegt werden kann und so
um den in null zu q angelegten Betrag hohere Entnahmen in den beiden unsicheren
Zustanden moglich sind. Deren Gewichtungsfaktoren ergeben in der Summe eins, und
somit steigert die Geldanlage statt einer Entnahme im Zustand null den Zielwert genau
um die risikolose Verzinsung des Geldbetrags. Unter Arbitragefreiheit finden sogar
auf jeden Fall in beiden unsicheren Zustidnden eins und zwei Entnahmen statt, da sonst
Gelder unbewertet verfielen. Zum Nachweis dieser Eigenschaft sei angenommen, daf3
im Zustand null doch eine Entnahme stattfinde. Dann wiirde (12) als Gleichung erfiillt
und somit Ay =1 sein. Die in jedem Falle giiltige Gleichung (18) kann dann jedoch

niemals erfiillt sein, denn im Falle von Entnahmen in den Zustdnden eins und zwei ist
wegen der als Gleichung erfiillten Restriktionen (13) und (14) die Summe aus A; + A,
genau eins. Bei einem sinnvollen Aufzinsungsfaktor q grofer eins resultiert ein Wider-
spruch. Bei keinen Entnahmen in den Zusténden eins und zwei sind die Dualwerte A
und A, gemil (13) und (14) sogar groBer oder gleich den Gewichtungsfaktoren und

somit Gleichung (16) erst recht nicht zu erfiillen. Somit gibt es niemals im Zustand
null, sondern nur in den Zustdnden eins oder zwei eine Entnahme. Zudem ist Ay =q

giiltig, weil die Geldanlage oder -aufnahme zum risikolosen Zinssatz die einzigen
Grenzprojekte sind. Gleichung (18) kann demnach umgestellt werden zu:
1= 7»1 + 7»2 (19)

Dies fiihrt zuA, =1-gw, wenn im Zustand eins eine Entnahme stattfindet. Im Falle
einer nicht entarteten Losung kann aufgrund der Komplementarititsbedingung
eny-(hy —(1-gw))=0 auf en) >0 geschlossen werden,” denn der Term in Klam-

mern ist null. Wird also in Zustand eins Geld entnommen, dann auch in Zustand zwei.
Somit lautet der Zielwert des Basisprogramms im Optimum:

GEN°P' = WARP' =q-Z-Kap+gw-u-Z -Kap+(1-gw)-d-Z, -Kap (20)

Der Zielwert des Basisprogramms entspricht genau der Summe aus der eine Periode
lang verzinsten Einzahlung im Zustand null und den mit dem jeweiligen Gewichtungs-
faktor multiplizierten, um den Faktor u gestiegenen und um den Faktor d gesunkenen
Einzahlungen in den unsicheren Zustédnden eins und zwei.

2 7Zu den Bezichungen zwischen Primal- und Dualprogramm und den daraus resultierenden
Komplementarititsbedingungen vgl. HILLIER/LIEBERMAN (1997), S. 133 ff.
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3.2 Bewertungsprogramm

Fiir die Bewertung der Option muf3 die optionale Kapazititserweiterung in einem Be-
wertungsprogramm beriicksichtigt werden.”' Die beschriebene Situation 14Bt sich als
Kauf der optionalen Kapazititserweiterung durch das Unternehmen interpretieren.*
Deshalb ist die maximale Zahlungsbereitschaft oder minimale Zahlungsforderung P
gesucht. Bei der Grenzpreisermittlung ist der alte Zielfunktionswert der gewichteten
Entnahmen mindestens einzuhalten, damit sich das Subjekt nicht schlechter stellt.”
Die Zielsetzung des Basisprogramms findet sich somit im Restriktionssystem des Be-
wertungsprogramms wieder. Da das Programm in jedem Falle 16sbar sein und nicht
nur ein positiver Grenzpreis gefordert werden soll, wird dieser aufgeteilt in die zu ma-
ximierende Grenzzahlungsbereitschaft pa und die zu minimierende Grenzforderung
pe. Letztere bedeutet, daB3 die Kapazitatserweiterung aus Sicht des Unternehmens eine
Einzahlung erforderlich macht, um es nicht schlechter zu stellen.

In der Liquiditidtsnebenbedingung des Zustands null miissen die Grenzzahlungsbereit-
schaft pa und die Grenzforderung pe eingefiigt werden. In den Liquiditdtsnebenbe-
dingungen der Zustdnde eins und zwei sind die Zahlungswirkungen der Kapazitits-
erweiterung einzufligen, wozu zusitzlich die Variable y_ in beiden Zustéinden einge-

fithrt wird, die den Umfang der Nutzung der Option angibt. Die Option kann hdchstens
einmal ausgetibt werden, so da3 die Variable y  in jedem Zustand kleiner oder gleich

eins sein muf.”* Es ergibt sich das folgende primale Bewertungsprogramm:

max.P; P:=pa-pe (21)
u. d. N.:

eng +gag—kag+pa—-pe<Z,-Kap (22)
en;—q-gag+q-kag+y -(IN—u-ZO -AKap)Su-ZO -Kap (23)
en, —q-gag+q-kag+ys -(IN—d-ZO -AKap) <d-Zy-Kap (24)
y; <1 (25)
yy <1 (26)
—eng —gw-en; —(1-gw)-en, <-GEN°P' 27)
pa,pe,eng,eny,ensy,gag,kag,yp,ys =0 (28)

21 Zum Begriff des Bewertungsprogramms vgl. MATSCHKE (1969), S. 59.

22 7Zu Konfliktsituationen der Art der Eigentumsinderung vgl. ausfithrlicher MATSCHKE (1975), S. 30 ff. und

MATSCHKE/BROSEL (2005), S. 78 ff.

3 Vgl. MATSCHKE (1975), S. 250 ff.

* Sollte sich die Optionsausiibung in einem Zustand auch nur geringfiigig lohnen, so wird das Programm die

obere Grenze von y wihlen, so dall problemlos die Annahme erfiillt wird, da die zusétzliche Kapazitét
vollstindig bereitgestellt und ausgeschopft wird.



Das duale Bewertungsprogramm lautet mit den dualen Strukturvariablen wg fiir die

Jeweilige obere Schranke der Optionsausiibungsvariable y, und §° fiir dic Mindest-
zielfunktionswertrestriktion:

min. DP; DP =27, -Kap-(?»B +u-k}’ +d.7\‘12))+\lj]13 "‘\I’S _sb.gENOP (29)
u.d. N.:
W21l —Aaf =1 [

0=l 02 pa,pe] (30)
KB ~8b>0 [eng] (31)
klf’ — P gw >0 [eny] (32)
25 -85 (1-

2-8"(1-gw)20 [en,] 33
28 +q'(7$ +7v12)) >0 [kag] (35
x}’-(IN—u-ZO-AKaP)HV}’zo [vi] G
23 (IN=d-Z-aKP ) yb >0 va] 67
A0 AP A3 WP w5387 >0 (38)

Die SchluBfolgerung, daB3 bei nicht entarteter Losung in den Zustdnden eins und zwei,
aber nicht im Zustand null Entnahmen getétigt werden, bleibt aus denselben Griinden
wie im Basisprogramm giiltig. Dann gelten auch folgende Gleichungen:

AP =5 gw (39)

A5 =5 (1-gw) (40)

Wegen der dualen Nebenbedingungen (30) ist kg =1, weshalb sich mit den Restriktio-
nen (34) und (35) ergibt:

xB:q-(x}’mS) > é:x}ux‘g @1)

Durch Einsetzen der Ausdriicke (39) und (40) in diese Gleichung resultiert:

Sb-gw+8b-(l—gw):l Sooshol (42)
q q



Wird GEN®P! von Ausdruck (20) ersetzt, dann lautet der optimale Grenzpreis:
POPt = DPOPt = 7 .Kap+8° -gw-u-Z, -Kap + 8" (I-gw)-d-Z, Kap+y? +

y5-8%.q-Z -Kap-58° -gw-u-Z-Kap-5° (1-gw)-d-Zg-Kap (43)

Wegen Gleichung (42) vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:
POP =y} +y5 (44)

Die maximale Grenzzahlungsbereitschaft entspricht demnach bei nicht entarteter Lo-
sung der Summe der Dualwerte der Optionsausiibungsrestriktionen in den beiden
moglichen Ausiibungszustinden. Die Dualrestriktionen (36) und (37) ermdglichen
eine noch genauere Interpretation. Durch FEinfligen der nicht negativen dualen
Schlupfvariablen dsl(yl) kann die Ungleichung (36) in eine Gleichung umgeformt

werden:
x}’-(IN—u-zo-AKaP)w{’—dsl(yl)zo (43)

Im Falle der Optionsausiibung ist y; >0 und daher dsl(y;)=0, so daf gilt:
yb=ab -(u Zy - AKaP —IN) (46)

Sollte dagegen die Option im Zustand 1 ungenutzt verfallen, so ist y; = 0. Eine margi-
nale Lockerung oder Verschiarfung der Optionsmengenrestriktion hat dann keinen Ein-
fluB auf die Grenzzahlungsbereitschaft. Folglich ist auch \|1]13 =0 und die duale

Schlupfvariable, welche den Zahlungsbereitschaftsverlust durch eine erzwungenen
Optionsausiibung angibt, groBer null. Da die duale Schlupfvariable dann nach der
Gleichung

dsl(yl):—K}) -(u-ZO-AKap —IN) (47)

I

berechnet wird, der Wert aber positiv sein mul3, ist im Falle der ungenutzten Option
der Term I negativ, der strukturgleich in der Berechnung der Dualvariable w}) auftritt.
Somit ist zu schluf3folgern:

w}) = max{?»}’ -(u-ZO . AKap —IN);O} (48)

Fiir die Dualvariable der zweiten Optionsausiibungsrestriktion 148t sich dieser Zu-
sammenhang strukturgleich in dquivalenter Weise herleiten. Daher gilt fiir den Grenz-
preis im Optimum:

poPt — max{klf -(u-ZO -AKap —IN);O} +max{k]§ '(d'ZO . AKap —IN);O} (49)
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Da im Bewertungsprogramm der Grenzpreis im Zustand null maximiert wird, sind die

Dualvariablen X}’ und KB zustandsabhingige Abzinsungsfaktoren, so daB3 der Opti-

onspreis im klassischen Binomialmodell nichts anderes als die Summe der diskontier-
ten Optionswerte der Zustdnde ist. Somit ist der Optionswert ein Kapitalwert zustands-
spezifischer und unsicherer Zahlungsstrome.”

Werden die Dualvariablen der Liquidationsrestriktionen gemif3 Gleichungen (39) und
(40) substituiert, wobei & nach Gleichung (42) ersetzt wird, dann resultiert eine zur
Bewertungsformel von COX, ROSS und RUBINSTEIN strukturell dquivalente Options-
bewertungsgleichung, bei der allerdings an Stelle préiferenzfreier Pseudowahrschein-
lichkeiten subjektive Eintrittswahrscheinlichkeiten stehen:

q

Es ist nun aber nur noch ein unwesentlicher Schritt, statt subjektiver Wahrscheinlich-
keiten die priaferenzfreien Pseudowahrscheinlichkeiten einzusetzen, sofern das Subjekt
die dazu notwendigen weiteren Primissen als erfiillt ansicht.”® Somit 148t sich das pri-
ferenzfreie Optionsbewertungskalkiil strukturell aus dem ZGPM ableiten.

3.3 Vergleich mit der priiferenzfreien Optionsbewertung

Unter identischen Prdmissen entspricht der nach dem ZGPM ermittelte Grenzpreis
strukturell der Optionsbewertungsformel von COX, ROSS und RUBINSTEIN fiir den bi-
nomialen Fall mit zwei Zeitpunkten. Dieses Ergebnis sollte sich auch fiir den mehr-
periodigen Fall bei sonst unverdnderten Pramissen zeigen lassen. Die Tatsache, daf3
die CRR-Optionswertbestimmung letztlich auf Zustandsbdumen beruht, legt dieses
Resultat nahe.”’

Ein Unterschied besteht aber darin, dal der ZGPM-Optionswert ein auf subjektiven
Eintrittswahrscheinlichkeiten beruhender subjektiver Wert ist. Die Pseudowahrschein-
lichkeiten sind kein endogenes Ergebnis dieses Modells.

Obgleich der Zustandsbaum Grundlage beider Modelle ist, gibt es dariiber hinaus bei
Mehrperiodigkeit einen weiteren wesentlichen Modellierungsunterschied. Im mehr-
periodigen Fall ist nimlich zu beachten, dall aus der dichotomen Verteilung der Auf-
und Abwirtsbewegungen eine zustandsreplizierende Struktur resultiert.”® Daher erge-
ben sich bspw. nach vier Perioden nur fiinf unterschiedliche Zukunftsausprdgungen.

¥ Vgl. auch STEFFENS (2003), S. 211.

% Ferner konnte auch der Weg iiber ARROW-DEBREU-Papiere beschritten werden, deren Preise im Zustand null

jedoch bekannt sein miissen und von jedem dahingehend zu akzeptieren sind, daB sie die Zeit- und
Risikopriferenzen implizit abbilden. Der Austausch subjektiver Wahrscheinlichkeiten gegen
Pseudowahrscheinlichkeiten erfolgt dann nicht mittels Duplikationsportfolio, sondern mit Hilfe der sie
implizierenden Arrow-Debreu-Papiere. Deren Preisbildung setzt die Information iiber alle am Markt
gehandelten Wertpapiere sowie deren Vollstdndigkeit und Abgeschlossenheit voraus. Vgl. zu diesem Weg
und dessen Ubertragung auf unvollkommene Mirkte ausfiihrlich JOHANNWILLE (2000), S. 69 ff., 125 ff. und
195 ff. sowie KRUSCHWITZ (2004), S. 325 ff.

" Vgl. auch die Herleitung z. B. bei HERING (2006), S. 202 ff,

® Vom Zustand null ausgehend, fithrt eine Auf- und anschlieBende Abwirtsbewegung zu denselben

Zustandsparametern wie eine Ab- und anschlieBende Aufwértsbewegung.
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Bei der Modellierung im ZGPM miissen jedoch trotz gleicher Zukunftsauspragung alle
Zustandsiste einzeln betrachtet werden. Im Beispiel sind also statt fiinf insgesamt 24 =
16 Endzustéinde zu beachten. STEFFENS bezeichnet die Modellierung dieser (zunichst)
iiberfliissig erscheinenden Zustinde als kiinstlich.” Allerdings verbindet sich damit bei
Mehrperiodigkeit die Mdoglichkeit, auf konstante Auf- und Abwirtsfaktoren zu ver-
zichten und hinsichtlich dieser Faktoren unterschiedliche Szenarien zu untersuchen.

Im Modell von CoX, ROsSs und RUBINSTEIN wird die Ganzzahligkeit der Options-
ausiibung vorausgesetzt. Diese Primisse findet sich in der ZGPM-Modellierung expli-
zit nicht wieder, denn es ist ein rein lineares Modell. Allerdings fiihrt die einfache Pro-
blemstruktur dazu, dall eine Option in den jeweiligen Zustdnden entweder ganz oder
gar nicht ausgeiibt wird, denn entweder ist der damit verbundene FEinzahlungs-
iiberschuf positiv oder nicht.*

¥ Vgl. STEFFENS (2003), S. 177

" Im Grenzfall kann er null sein, was einer entarteten Losung entspricht.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Das einleitend formulierte Ziel, die flexible Planung in Form des ZGPM als Basis auch
fiir die finanzierungstheoretisch begriindete CRR-Optionsbewertungsformel darzule-
gen, konnte erreicht werden. Wie sich zeigt, filhrt unter identischen Pramissen das
ZGPM zu einem strukturell dquivalenten Grenzpreis, wobei allerdings die Pseudo-
wahrscheinlichkeiten kein modellendogenes Ergebnis sind.

Ferner ergibt sich weiterer Forschungsbedarf auf dem Gebiet der subjektiven Options-
bewertung zunichst in der Untersuchung mehrperiodiger Optionen. Hierbei kénnen
insbesondere variable an Stelle konstanter Auf- und Abwaértsfaktoren einer Analyse
unterzogen werden. Aulerdem kénnen Optionen untersucht werden, die in Wechsel-
beziehungen mit anderen Objekten stehen, die ebenfalls Planungsgegenstinde sind.
Das ZGPM baut aullerdem nicht auf der Annahme eines vollkommenen Kapitalmarkts
auf, so daf} dessen Pramissen zumindest teilweise aufgehoben werden konnen und sich
somit subjektive Optionswerte auf unvollkommenen Markten ermitteln lassen sollten.
Auch verbundene Optionen sollten sich analysieren lassen.’’ Gegebenenfalls ist dann
darauf zu achten, ob die rein lineare Abbildung die vollstdndige Ausiibung der Op-
tionen sicherstellt, oder ob eine gemischt-ganzzahlige Programmierung erfolgen muf,
deren Ergebnis zur genaueren dualen Analyse linear nachgebildet werden kann.

31 Vgl z. B. MOSTOWEFI (2000), S. 132 ff.
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