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CAPITULO I

JINTRODUCCION

Generalmente, la teoria de la convexidad se desarrolla en
espacios vectoriales reales. Como la definicidn de conjunto
convexo utiliza la nocidn de segmento, es evidente que en la
teoria de la convexidad se utilizardn las propiedades del or-
den de los nOmeros reales. Una de las formas de generalizar
esta teoria consiste en desarrollarla en espacios vectoriales
sobre cuerpos ordenados.

Otros resultados sobre conjuntos convexos se obtienen a-
greéando a la estructura vectorial antes mencionada, una topo-
logia compatible, una norma, o un producto escalar; asi pode-
mos estudiar la convexidad en espacios vectoriales topoldgi-
cos, en espacios normados, O en espacios euclideos, respectiva-

mente. . .

1.- NUmeros de Carathéodory, Helly y Radon.

Si trabajamos en espacios vectoriales sobre cuerpos orde-
nados, podemos demostrar los teoremas de Carathéodory, Helly
y Radon que habitualmente se enuncian en espacios vectoriales
reales. La demostracidn del teorema de Helly dada por Radon
[1] utiliza Ghicamente el teorema de este Giltimo y algunas pro-
piedades conjuntistas de la cdpsula convexa. En.esta demostra-
cidén podemos encontrar el origen de los sistemas axiomdticos
para la convexidad. En efecto, en virtud de la misma, si to-
mamos como axiomas algunas propiedades conjuntistas de la cép-
sula convexa o de los conjuntos convexos y el teorema de Radon,
podemos deducir el de Helly. Esto filtimo aparece hecho en un
trabajo de Levi [2] publicado en 1951 ; alli considera una fa-
milia ¢ de subconjuntos de un conjunto X y supone que



(C=1) <9 es interseccional, o sea, la interseccidén de conjun-

tos de la familia % es un conjunto de la familia <4 .

Para cada A incluido en un conjunto de la familia™ ¢§ , de-
fine |A| =N {C € 4 / ACC}; en este sistema axiomdtico,

|A] juega el papel de clpsula convexa de A . También supone

(C-2) Sea A subconjunto finito de X j; si existe B subconjunto
finito de X tal que A C |B| y card A > card B , entonces exis-
~ te una particién {A ,A,} de A tal que Al N |al#eé .

Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, el axio-
ma (C-2) es equivalente al teorema de Radon; en efecto, si A es
finito y card B = n + 1 , la condicidn A C |B| es equivalente
a dim af(A) < n (donde af(A) denota la cdpsula afin de A ). En

ese caso (C-2) podria enunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A sub-
conjunto finito de V , si dim af(A) S ny card A2 n + 2 , en-
tonces existe una particidén {A ,A,} de A tal que conv(A ) n
conv(A ) # ¢ (donde conv denota la capsula convexa). Esta es

una de las formas en que puede enunciarse el teorema de Radon.
Utilizando (C-1) y (C-2), Levi prueba el

Teorema H. Sea & = T sy Bl © N4 tal que existe A C
Xconcard A=m<kyVF U...UF C |A|. si las intersec-
ciones de cada m conjuntos de ¥ son no vacias, entonces

N # ¢

"Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, resulta
evidente que el teorema de Helly implica el teorema H . Reci-
procamente, si vy - {F, ..., F,} es una familia de convexos
incluidos en una variedad afin n-dimensional donde n + 1 < k ,
y si las intersecciones de cada n + 1 conjuntos de ¥ son no

vacias, entonces podemos tomar un elemento de cada una de las




intersecciones antes mencionadas formando, de esta manera, un
conjunto A finito y tal que dim af(A) < dim F, U ... UF < n.
Luego existe B Cc X , tal que card B = n+ 1 y conv(A)C conv(B) .
Asi la familia an= {Flh conviB)s see Fk N conv(B)} es una
familia de convexos incluidos en conv(B), tal que las intersec-
ciones de cada n + 1 conjuntos de cﬁi son no vacias. Luego, por
el teorema H , resulta lef:Jr1%i# ¢ . Lo anterior nos permite
afirmar, para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, que el
teorema H es equivalente él teorema de .Helly, el cual podria e-

nunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea % =
{F,,...,F, } familia finita de convexos de V tal que dim af(}”'1 U
e R ) S k=1 . Si las intersecciones de cada n + 1 con-

juntos de % son no vacias, entonces NV # ¢ .

En la memoria de Levi aparecen otros dos axiomas que si bien
no los utiliza en la demostracidén del teorema H , le permiten de-
ducir algunas propiedades de los "segmentos" (en donde segmento
a,b es el conjunto |{a,b}| que podriamos denotar |ab| ). Estos

axiomas son:

(C-3) Si A es un subconjunto no vacio y finito de X y p € |A|, en-
tonces |Al= U {|(A - {a}) U {p}| / a € A}.

(C-4) b € |a a,| € |aaa]= |[ba| =|baa|N]|Dbaal]len donde
la, ... a | denota el conjunto |{a seees a}]) .

Destaquemos que (C-3) nos permite probar, en este trabajo, un
teorema (ver (3.4) del capitulo V) que relaciona los nimeros de
Carathéodory y de Radon utilizando hipdtesis distintas a las de
Kay y Womble [3] . Si trabajamos en el contexto axiomdtico de
Levi, este teorema nos permite deducir la siguiente proposicidn

cn la cual se usan (nicamente los axiomas (C-1), (C-2) y (C-3):

Sea A subconjunto finito de X ; si existe B subconjunto fi-




nito de X tal que A C |B|, entonces |A| = U {|F| / FCAYy
card F € card B} .

Esta Giltima proposicidn no aparece enunciada en la memoria
de Levi. Para espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados la
proposicidn antedicha podria enunciarse:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A
subconjunto finito de V , si dim af(A) < n entonces conv(A) =
= U { conv(F) / FCAycard F<n + 1} .

Si tenemos en cuenta que para cualquier V espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado, vale la propiedad de dominio finito
(o sea, si B es subcoﬁjunto de V entonces conv(B) = U { conv(F)
/ FCBy F finito}) , podemos obtener la siguiente proposicidn:

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sea A
subconjunto de V , si dim af(A) < n entonces conv(A) = U {conv(F)
/ FCAycard F<n+ 1} . Esta Giltima proposicidn es el teo-
rema de Carathéodory.

Lo fundamental del trabajo de Levi consiste en deducir que
el teorema de Radon implica el de Helly, en un contexto axiomé-
tico que no utiliza la estructura vectorial. Danzer, Griinbaum
y Klee [4] plantean el problema de buscar un sistema axiomiti-
co, que tenga como axiomas algunas propiedades conjuntistas de
los convexos, en el cual se puedan interrelacionar los teoremas
de Carathéodory, Helly y Radon. En el trabajo de Kay y Womble
[3] , publicado en 1971, se resuelve parcialmente el problema
antes planteado. En el mismo, toman la interseccionalidad co-
mo propiedad bdsica de la familia de los convexos. Asi (X, € )
es un espacio de convexidad si % es una familia de subconjun-

tos del conjunto X que cumple las dos condiciones siguientes:

(a) ¢ €6 yx€eb



) Fchb =n% €%

Para cada S C X , definen ¢ (S) =N{C €% /S CC};
evidentemente, <% (S) juega el papel de cédpsula convexa de S .

Después de enunciar ciertas propiedades particulares (por
ejemplo: propiedad T, , de dominio finito, ete), definen los ni-
meros de Carathéodory, Helly y Radon para espacios de convexi-

dad de la siguiente forma:

¢, h y r son, respectivamente, los nimeros de Carathéodory,
Helly y Radon de (X, 4 ) si son los minimos nlimeros naturales
que verifican, respectivamente, las tres condiciones siguientes:
1) si S € X , entonces <€(S) = Y{G(F) / card F < cy F CS} ;
2) si 9% es una subfamilia finita de Y tal que las intersec-
ciones de hasta h conjuntos de €¥ son no vacias, entonces
N9 e,
3) si SC Xy card S 2 r , entonces S tiene una particidén de Ra-
don, o sea existe una particién {S,, S,} de S tal que “(s,) N

Qf(sz) o .

Cuando alguno de los niimeros ¢, h y r , definidos preceden-
temente, no existe, diremos que el mismo es igual a = . Esto
iltimo amplia las definiciones de los nlimeros de Carathéodory,
Helly y Radon de tal forma que para cualquier espacio de con-
vexidad (X, 4 ) quedan determinados los nlmeros c, h y r los
cuales podrdn ser finitos o infinitos. Asi el teorema H de Levi
permite afirmar que si (X, % ) es un espacio de convexidad que
tiene nGmero de Radon r < = , entonces tiene nlimero de Helly
h<r -1 . En virtud del teorema de Levi, en cualquier espacio
de convexidad la finitud de r implica la finitud de h . Kay y
Womble encuentran ejemplés que permiten ver que, trabajando en
espacios de convexidad y sin pedir otras hipdtesis, la finitud
de r no implica la de ¢ ; la finitud de c no implica la de h ni

la de r 3 y la finitud de h no implica la de ¢ ni la de r . Sin




embargo, suponiendo la finitud de ¢ y de h , prueban que r <
< ¢c h+ 1 (ver Theorem 3 , de Kay y Womble [3] ). Como corola-
rio de tal resultado, deducen que si c es finito entonces la
finitud de h es equivalente a la de r ; en ese caso, h+ 1 <
Sy»Reht 4 s

Para obtener otros resultados sobre niimeros de Carathéodory,
Helly y Radon, introducen propiedades de separacidn. E1 més im-
portante de estos resultados es el teorema 8 en donde, mediante
hipétesis bastante fuertes, deducen que r < « implica c¢< r =-1;
destaquemos que, en el presente trabéjo, probamos esta relacidn
entre ¢ y r utilizando el tercer axioma de Levi, segln lo acla-
ramos al enunciar dicho axioma . La (ltima parte del trabajo de
Kay y Womble esté dedicada a una fundamentacidn axiomatica de
la convexidad en el espacio euclideo; la familia <} de los con-
vexos queda caracterizada utilizando la métrica euclidea y al-

gunas propiedades intrinsecas de dicha familia.

Resulta evidente que el trabajo de Levi [2] se ve continua-
do en el de Kay y Womble [3] , el cual trata fundamentalmente
de relacionar los niimeros de Carathéodory, Helly y Radon. Esto
constituye una linea de investigacibén dentro de la convexidad
axiomdtica. Un trabajo de distinta naturaleza que los anterio-
res es el de Eckhoff [5] donde se estudia el nlmero de Radon
de un espacio de convexidad producto, conociendo los niimeros
de Radon de los espacios factores. Reay [6 ] hace un trabajo a-

nidlogo al de Eckhoff pero para el nimero de Carathéodory.

En el capitulo V del presente trabajo se estudian los nime-
ros de Carathéodory, Helly y Radon en espacios de convexidad y
las relaciones entre dichos nlmeros. Después de caracterizar los
espacios de convexidad mediante una familia de conjuntos y me-
diante un operador de cdpsula, se estudian los resultados de Le-
vi [2] , de Kay y Womble [3] , y otros resultados del autor de

_este trabajo de tesis; entre estos Gltimos podemos citar las




proposiciones (3.4), (5.2), (6.1) y (7.2).

2.- Teoremas de separacidn.

Otra linea de investigacidén de la convexidad axiomética
es la que estudia los teoremas de separacidn. Uno de los teo-
remas mids fdciles de probar en un contexto axiomdtico de con-

vexidad es el de Kakutani:

Sea V espacio vectorial sobre un:cuerpo ordenado, si A,B
son subconjuntos convexos de V disjuntos, entonces existen

C,D convexos complementarios tales que A CC y B CD ,

La demostracidn de dicho teorema, utiliza algunas propieda-
des conjuntistas de la cdpsula convexa, el principio maximal de
la teoria de conjuntos y una propiedad de geometria combinato-
ria de los trifdngulos. Teniendo en cuenta lo anterior, Ellis [7]
considera un conjunto X y dos operadores K, y K, de P(X) en P(X),
donde P(X) denota la familia de todos los subconjuntos de X ; da-
dos a,b € X , K (a,b) denota K, ( {a,b} ). Los operadores K

(i = 1,2 ) deben cumplir los siguientes axiomas:

(P1) ACX =ACK (A)

(P 2) K' =K .

(P 3) ACX =K (A) =U (K (F) / F finito y F C A} .

(P4) ¢ # FCX , F finitoy p € X = K (F U {p})CU({K (a,p)
/ a €K (F)} .

(P 5) a € K, (b,p) y ¢ €K (d,p) =K, (a,d) NK,(b,c) # ¢ .

. Puede probarse facilmente que si V es un espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado y conv es la cdpsula convexa usual,
tomando X = V y K|= K2= conv obtenemos un modelo del sistema
axiomdtico precedente; en el presente trabajo, esto es una con-
secuencia de las proposiciones (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),

(2.12) y (6.1) del capitulo II. Siguiendo los pasos de la demos-




tracidén del teorema de Kakutani, Ellis prueba, en este sistema

axiomdtico, el siguiente teorema:

Si A,B son subconjuntos de X disjuntos y A = K (A), B =
= K, (B), entonces existen C,D subconjuntos complementarios ta-
les que A CC = K (C) y BCD = K (D).

Evidentemente, una de las consecuencias del teorema de Ellis
es el teorema de Kakutani. Esto es lo que realmente nos interesa
ya que tomando K = K, = K, y modificando muy poco los axiomas de
Ellis, obtenemos, en el capitulo II del presente trabajo, un sis-
tema axiomdtico que permite deducir muchos resultados geométri-
cos de la teoria de la convexidad. Es asi como logramos deshacer-
nos de la estructura vectorial y hacer muchds demostraciones, que
habitualmente utilizan dlgebra lineal, en una forma geométrica-
mente mds pura. La técnica que seguimos consiste en tomar teore-
mas de la convexidad en espacios vectoriales y tratar de ver si
sus demostraciones, con algunas modificaciones, pueden hacerse
en nuestro sistema axiomdtico. Un trabajo andlogo se hace con
las definiciones, por ejemplo, decimos que A es convexo si A =

= K(A).

El sistema axiomdtico considerado en el capitulo II consta
de cinco axiomas independientes. La convexidad vectorial nos da
un modelo de dicho sistema; un modelo métrico no vectorial "apa-
rece en (3.4). Los resultados obtenidos en el capitulo II se de-
ducen de los cuatro primeros axiomas. Por otra parte, en el ca-
pitulo IV utilizando los cinco axiomas, probamos el teorema de
separacibén de Kakutani y desarrollamos la teoria de semiespacios,
semiespacios con vértice, semiespacios que se apoyan sobre un
conjunto, base de convexos y puntos extremales. Los semiespacios
con vértice nos permiten caracterizar, en nuestro sistema, los
conjuntos iguales a la cdpsula convexa del conjunto de sus pun-

tos extremales (ver (6.2) del capitulo IV); nuestra demostracidn




‘estd basada en la dada por Hammer [8] en espacios vectoriales.
Parte de esta investigacidn aparece en los trabajos del autor
de esta tesis [9] y [10] .

En el pardgrafo 7 del capitulo V nuevamente usamos los cua-

tro primeros axiomas del sistema axiomdtico considerado en el
capitulo II. Asil obtenemos la proposicidén (7.2) que para X es-
pacio vectorial real se encuentra probada en [11] , teorema

1.24, Finalmente, este sistema axiomatico nos permite desarro-

llar la teoria de conjuntos estrellados en el capitulo VI .

3.- Convexos, cédpsula convexa y bandas.

Al desarrollar la teoria de la convexidad en forma axiomidti-
ca, se pueden tomar diversos conceptos como primitivos. Por e-
jemplo, Levi [2] y Kay y Womble [3] consideran como concepto ;
primitivo la familia de los convexos y utilizando la intersec-
cionalidad de dicha familia definen la cdpsula convexaj; la ban-
da o segmento a,b puede definirse como la cdpsula convexa de
{a,b}.

En el capitulo II del presente trabajo tomamos como concep-
to primitivo el operador de cdpsula convexa K y a partir de &1
definimos las bandas y los convexos. El operador K puede expre-
sarse mediante las bandas (ver (7.24)) ; el procedimiento utili-
zado para tal demostracidn es andlogo al dado por Toranzos (ver
[12] , (1.2)) para la convexidad en espacios métricos.

En el capitulo III, tomamos como concepto primitivo el de
banda y a partir de &1, teniendo en cuenta la proposicidn (7.2U4)
del capitulo II, construimos el operador de cépsula convexa. Es-
te nuevo sistema axiomdtico resulta equivalente al dado en el
capitulo ITI (ver (5.1) del capitulo IIT). Nuestros axiomas de
bandas son teoremas de la teoria axiomitica de Voiculescu [13],
pero hay axiomas de Voiculescu que no son teoremas de nuestro

sistema axiomdtico de bandas (ver pardgrafo 6 del capitulo III).
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El sistema axiomdtico dado por Voiculescu tiene como con-
cepto primitivo el de segmento, que también podriamos llamar
banda. Denota con E(a,b) al segmento determinado por a,b y to-
ma los siguientes axiomas: |
A s E(a,b) = E(b,a) .

A. 2. E(a,a) = {a} .

A. 3, a € E(a,b) .

A. 4, % '€ Eld,b) = El{a,b) = E(ayx) U EfB)

As B. % € E(a,B) =+ Bla,2) NEBlx,b) = ix) .

A. 6. si {x,y} € E(x,, x,) N E(x,,%,) donde x # y , enton-
ces existen dos indices k,1 (k # 1) tales que {x,, x,, x,, %,}C
C B@ty %) .

Mediante los axiomas precedentes deduce propiedades de los
segmentos andlogas a las que tienen en los espacios vectoriales
sobre cuerpos ordenados, y define semirrecta y recta. Tomando
la definicidn usual de convexo deduce la interseccionalidad. La
definicidén de cépsula convexa de un conjhnto M resulta rutina-
ria : E(M) = N{Cc / M CC y C convexo }. Voiculescu también in-
troduce una topologia. Destaquemos que para obtener otros resul-
tados agrega en la segunda parte de su trabajo los axiomas:

A 7 E(a,b) - {a,b} # ¢ (a # b) .
A, B, Si y € E(M) - E(M - {x}) (x € M), entonces existe z €

€ E(M - {x}) tal que y € E(x,z) .

Este @iltimo axioma es la proposicidn (9.4) del capitulo II
expresada en una forma distinta. Casi toda la segunda parte del
trabajo de Voiculescu se dedica al estudio de la convexidad en
un tridngulo. Lo interesante del sistema axiomdtico de Voicules-
cu es que logra un desarrollo geométrico de la convexidad. Los
axiomas que toma son lo suficientemente fuertes como para obte-
ner propiedades adecuadas para los segmentos, semirrectas y rec-

tas.




1%

Finalmente, las relaciones entre los espacios de convexi-
dad y los operadores de cédpsula convexa aparecen en (1.1),
(1.2), (1:3) 3y (1.4) del capitulo V .

4.- Conjuntos estrellados.

Mediante las bandas podemos definir, por analogia con el
caso vectorial, las nociones de nlcleo y de conjunto estrella-
do. Algunos resultados obtenidoz por Toranzos [14 ] y por Dre-
Sevié [ 151, para estrellados en espacios vectoriales, pueden
extenderse al sistema axiomdtico del capitulo II . Asi, en el
capitulo VI podemos demostrar que el nlicleo de un conjunto A
es la interseccidn de la familia de las componentes convexas
de A (ver (1.7)) . También podemos demostrar un teorema andlo-
go al de Kakutani pero reemplazando los convexos por estrella-
- dos (ver (2.3)) .




12

CAPITULO II

SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVEXA.

Parte del contenido de este capitulo y de los dos siguien-
tes se encuentra en los trabajos del autor [9]y [10] ya men-
cionados en la Introduccidn. Con anterioridad a la publicacidn
de dichos trabajos, el autor comunicd algunos de los resulta-
dos en las Reuniones Anuales de la U,M.A. realizadas en 1970
[16 1y 1971 [17 ]y [18]. '

En el presente capitulo estudiaremos un sistema axiomdtico
independiente y no categdrico para operadores de capsula con-
vexa basado en un trabajo de Ellis [7] . Los cinco axiomas con-
siderados son ciertas propiedades de la cépéula convexa en es-
pacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, que pueden expresér-
se prescindiendo de la estructura vectorial. Utilizando {nica-
mente los cuatro primeros axiomas obtendremos numerosos resul-
tados, que obviamente serédn vdlidos para la convexidad en espa-
cios vectoriales, sin usar los recursos del dlgebra lineal y en
una forma geométricamente mds pura. El quinto axioma no sgré u-~
tilizado en las deducciones de este capitulo, aunque va a tener
fundamental importancia en el capitulo IV para deducir el teore-

ma de separacidn de Kakutani.

1.- Notacidn y axiomas.

Sean X un conjunto tal que card X = 2 , P(X) la familia de
todos los subconjuntos de X, K una funcidén de P(X) en P(X) .
Para hacer mds simple la notacidn, si {a 50005 a } cCX, X ({a,
cees an}) se escribira K(al,..., a") . Como ya indicamos, algu-
nas de las propiedades de la cdpsula convexa en espacios vecto-
riales sobre cuerpos ordenados se toman como axiomas que debe

cumplir K
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(Ax 1) A € R = K(K(A)) T KA .
(Ax 2) A € X = K(A) U {K(F) / F finito v F €A } &
(Ax 3) a € X = K(a) {a} .
(Ax 4) 9 £ F CX , Ffinito y pEX =
= K(F U {p}) C U {K(a,p) / a € K(F)} .
(Ax 5) a € K(b,p) vy ¢ € K(d,p) = K(a,d) N K(b,c) # ¢ .

La funcidén K se llamard operador de capsula convexa en X .

Dado {a,b} € X , diremos que K(a,b) es la banda determinada
por a,b ; evidentemente, K(a,b) juega el papel del segmento de-
terminado por a,b ., Por analogia con la convexidad en espacios

vectoriales, dado A € X , K(A) se llamard cédpsula convexa de A ;

diremos que A es convexo si A = K(A) .

Ahora vamos a hacer un comentario sobre cada uno de los axio-

mas precedentes:

(1.1) E1 axioma 1 indica una idempotencia débil de K . En efec-
to, si en el mismo reemplazamos la inclusidn que aparece en el
consecuente por la igualdad, obtenemos que K= K,0 sea, K resul-
taria idempotente. Més adelante veremos que de los tres primeros
axiomas se deduce la idempotencia de K ; sin embargo, un opera-
dor puede ser idempotente sin cumplir los axiomas 2 y 3 ; como
ejemplo de esto Gltimo podemos mencionar la cdpsula cénica ce-
rrada en el plano.

Entre los ejemplos de operadores idempotentes podemos citar
las cépsulas convexa, afin y lineal en espacios vectoriales, Vv
la clausura e interior en espacios topoldgicos.

‘También podemos dar ejemplos de operadores no idempotentes .
Si definimos para todo A subconjunto del plano, C(A) = YU{l[a,b]l /
/ a,b EA } , en donde [a,b] denota el segmento cerrado de ex-
tremos a,b, entonces C(A) C C(C(A)) ; sin embargo, tomando co-
mo A un subconjunto del plano formado por tres puntos no alinea-

dos, obtenemos que C(C(A)) & C(A) ; en consecuencia, C no tiene
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la propiedad de idempotencia débil y, por supuesto, no es idem-
potente. Notemos que en este capitulo trabajaremos con un ope-
rador C definido a partir de K de la siguiente manera C(A) =
= U{K(a,b) / a,b € A} (ver pardgrafo 7). )

En cualquier espacio topoldgico el operador frontera cumple
el axioma 1 ; en efecto, Fr(A) = A NCA , o sea, la frontera de

A es igual a la clausura de A interseccidn la clausura del com-

plementario de A ; en consecuencia Fr(Fr(A)) = Fr(A) N CFr(A) =

= Fr(A) N Cfr(A) € Fr(A) . Sin embargo, inmediatamente encontra-
mos espacios topoldgicos en donde el operador frontera no es i-
dempotente. Por ejemplo, si consideramos el conjunto R de los
nGmeros reales y denotamos con Q el conjunto de los nlmeros ra-
cionales, obtenemos Fr(FrQ) = Fr(R) = ¢ , luego Fr(Q) & Fr(Fr(Q)).
Asi el operador frontera en R , verifica 1a‘idempotencia débil
pero no la idempotencia; esto se debe a que este operador si '

bien cumple (Ax 1) y (Ax 3), no cumple (Ax 2)

(1.2) Seglin 1la definicidén dada por Hammer [19] , el axioma 2 a-
firma que K tiene la propiedad de dominio finito. Evidentemen-
te, esta propiedad es una forma débil del teorema de Carathé&odo-
ry; la misma se presenta en operadores definidos en estructuras
algebraicas ya que las operaciones de dichas estructuras se e-
fectfian con un nGmero finito de elementos.

Como ejemplos de operadores con la propiedad de dominiq fi-
nito, citemos las capsulas convexa,.afin y lineal en espacios
vectoriales.

Si trabajamos en el plano con la topologia usual, vemos que
los operadores de clausura, interior y cépsula convexa cerrada
no tienen la propiedad de dominio finito. En efecto, denotemos
como es habitual, la clausura, interior, cdpsula convexa y c&p-
sula convexa cerrada de A con A, K, conv A y cconv A , respecti-
vamente. Tomando como conjunto A un circulo abierto del plano,

i o = .
tenemos que A es el circulo cerrado, A = A y cconv A = A ; sin
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embargo, Y{F / F finitoy F C A} =U{F / F finitoy F C A} =

= A, U (¥ / F finitoy FCA }= ¢ y U{cconv F / F finito y

F CA} = U {conv F / F finitoy F C A}= conv A = A . Observemos
que acabamos de utilizar que si F es finito entonces cconv F =

= conv F , lo cual resulta inmediato; en efecto, si F es finito,
es compacto; asi conv F resulta compacto y, en consecuencia, ce-
rrado.,

En (6.2) veremos que una consecuencia inmediata de la pro-
piedad de dominio finito es la isotonia, o sea, si K tiene la
propiedad de dominio finito, entonces A € B = K(A) C K(B) . Re-
sulta evidente que la isotonia es mis débil que la propiedad de
dominio finito; tomemos, como ejemplos, los operadores clausura
e interior en el plano con la topologia usual; por definicidn
de clausura e interior, en cualquier espacio topoldgico, cumplen
la primera propiedad, pero seglin vimos no cumplen la segunda.
Trabajando nuevamente en el plano, vemos que el operaﬂcr fronte-
ra no es isoténico. Los operadores isotdnicos también podrian
llamarse mondtonos, aunque preferimos la primera denominacidn

que es la usada por Hammer (ver [19] , [20] y [21]).

(1.3) Decimos que un espacio topolégico X es T, si para todo

x € X ,{x} = {x} ; andlogamente, diremos que K tiene la propie-
dad T, (o K es T,) si para todo x € X , K(x) = {x} . De acuerdo
a lo anterior, el axioma 3 afirma que K tiene la propiedad T,.
Interpretando K como la cldpsula convexa, dicho axioma asegura
que los conjuntos unitarios son convexos. '

En espacios vectoriales, las cdpsulas convexa y afin tienen
la propiedad T, , mientras que la cidpsula lineal no goza de es-
ta propiedad.

En el presente sistema axiomdtico, el axioma 3 ya intervie-
ne al deducir las primeras proposiciones; por ejemplo, utiliza-
mos (Ax 2) y (Ax 3) para probar que A € X = A C K(A). Llamando

a esta Gltima propiedad (Ax 3%), se ve que muchos resultados de
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la teoria de la convexidad pueden obtenerse en el sistema axio-
mdtico que resulta de reemplazar (Ax 3) por (Ax 3%) dejando

los restantes axiomas sin modificaciones. En este nuevo sistema,
utilizando (Ax 1) y (Ax 3%) obtenemos que K'= K . Asi, si lla-
mamos (Ax 1%) a la propiedad K= K ,» obtenemos que el sistema
axiomatico dado por los axiomas 1, 2, 3%, 4 y 5 es equivalente
al dado por los axiomas 1%, 2, 3%, 4 y 5 . Se ve facilmente que
este Gltimo sistema axiomdtico (o su equivalente dado por los
axiomas 1, 2, 3%, 4 y 5 ), es mds débil que el dado por (Ax 1)
a (Ax 5), ya que en el nuevo sistema axiomdtico no se deduce

la propiedad T, como puede probarse si tomamos como modelo de
este nuevo sistema un conjunto X tal que card X 2 2 y para todo
ACK 5 KIA) = % ‘

Seglin puede verse en el trabajo de Ellis [7] , en el siste-
ma axiomdtico mis débil se deduce igualmente el teorema de se-
paracidn de Kakutani. E1l motivo badsico por el cual pedimos el
axioma 3 es que éste nos permite desarrollar en forma mds ade-
cuada la teoria de semiespacios. De cualquier manera, las pro-
posiciones del presente capitulo podrian demostrarse mediante
los cuatro primeros axiomas del sistema débil y agregando K(¢)=
= ¢, esta Giltima propiedad resultaria necesaria para deducir que

A es convexo sii {a,b} C A = K(a,b) CA .

(1.4) Seglin hemos visto, las cdpsulas convexa y afin, en espa-
cios vectoriales, verifican los axiomas 1, 2 y 3 . Sin embargo,
el axioma 4 vale para la clpsula convexa pero no para la afin.
Por ejemplo, si en el plano tomamos tres puntos no alineados

b, ¢, py F = {b,c} , denotando con af la cdpsula afin, obte-
nemos que af(F U {p}) es el plano, pero Y {af(a,p) / a € af(F)}=
=8, Ys, U {p} , donde Sy S, son los semiplanos abiertos de-
terminados por la recta que pasa por p y es paralela a la recta
b,c. Resulta inmediato ver que la cdpsula lineal verifica el

axioma 4, aunque ya vimos que no verifica (Ax 3) .
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Observemos que si sacamos de la hipdtesis de (Ax U4) que
F # ¢ , entonces el nuevo axioma ya no es vdlido para la cép-
sula convexa en espacios vectoriales ya que conv(¢ U {p}) =
= {p} pero VU {conv(a,p) / a € conv($¢)} = ¢ . En el enunciado
de este axioma dado por Ellis [7] , no se pide que F # ¢ aun-
que, evidentemente, se sobreentiende.

Seglin probamos en el presente capitulo, de los cuatro pri-
meros axiomas se deduce un enunciado m@s fuerte que el axioma
4 , en donde en la hipbtesis se elimina la condicidn F finito
y en la tesis se reemplaza la inclusidn por la igualdad. Utili-
zando, Gnicamente, el axioma 4 y la propiedad de dominio finito,
se deduce que ¢ # A CX , A convexoy p €EX = KA UV {p}) =
= U {K(a,p) / a €EA } (ver [7], ¥4.3). Este iltimo resultado va
a ser utilizado en la demostracidén del teorema de separacidn
~de Kakutani.

Al probar, en (7.1), que K(A) = A sii {a,b}C A = K(a,b) C
C A , utilizamos (Ax 4). Observemos que este resultado también
es vdlido para la cdpsula afin (ver [22], 1.C.3), aunque la mis-
ma no verifica el axioma 4 . Asi si tomamos como axiomas (Ax 1),
(Ax 2), (Ax 3) y el presente resultado, obtenemos un sistema
axiomdtico cuyos teoremas son vdlidos para las cépsulas convexa
y afin.

Para interpretar el axioma 4 , en una forma geométricamente
mids clara, introduciremos el operador cono de vértice p y base
A : Cono,(A) = U {K(a,p) / a € A} (ver [3] , pdg. 472). En vir-
tud de la definicidn precedente, la tesis de (Ax U4) puede escri-
birse K(F U {p}) € Cono (K(F)) . Los axiomas 1 a 3 permiten de-
ducir que si F # ¢ entonces K(F U {p}) = K(Conop(?)) ; en con-
secuencia podemos escribir la tesis de (Ax 4) de la siguiente
forma : K(Conop(F)) C Conop(K(F)). Como de los cuatro primeros
axiomas se deduce que en la tesis de (Ax 4) podemos reemplazar
la inclusidn por la igualdad, obtenemos que K(Conop(F)) =

Cono (X(F)), o sea, el axioma 4 expresa la conmutatividad entre
P
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los operadores K y Conop . Esta Gltima igualdad, que relacio-
na ambos operadores, también vale si F = ¢ pues K(¢) = ¢ vy
Cpnop(¢) = ¢ . Asi, suponiendo (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), obte-
nemos que (Ax 4) es equivalente a F € X , F finito y p € X =
= K(Conop(?)) = Conop(K(F)) .

(1.5) E1 axioma 5 , que no utilizaremos en las demostraciones
de este capitulo, permitird deducir, conjuntamente con los an-
teriores, el teorema de separacidn de Kakutani. Andlogamente

a lo que ocurre con (Ax 4), este axioma es valido para la cép-
sula convexa en espacios vectoriales pero no lo es para la afin.
Para ver esto Q1ltimo, tomemos en el plano tres puntos no alinea-
dos b, d, p ; sea a un punto del segmento abierto (b,p). Si c
es el punto de interseccidn de la paralela a a d que pasa por

b con la recta d p , tenemos que a € af(b,p) y ¢ € af(d,p) pe-
ro af(a,d) N af(b,c) = ¢ , pues af(a,d) y af(b,c) son rectas
paralelas (ver fig. 1).

Eig. 2

La figura 2 ilustra el axioma 5 para el caso en que X sea
el plano y K la cédpsula convexa usual.

La cédpsula lineal satisface (Ax 5) en forma inmediata ya
que el vector 0 pertenece a todo subespacio; sin embargo, esto
resulta initil pues al no haber subespacios disjuntos, carece
de sentido formular un teorema de separacidn para subespacios.

En el capitulo IV veremos que si suponemos los axiomas 1 a
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4 , entonces (Ax 5) es equivalente al teorema de separacidn
de Kakutani. A la misma equivalencia se llega suponiendo los
axiomas 1%, 2, 3% y 4 (ver [7] , 6.1) .

2.- La convexidad en espacios vectoriales.

Si bien hemos dicho que la cdpsula convexa en espacios vec-
toriales sobre cuerpos ordenados satisface los axiomas 1 a § ,
hasta ahora no hemos probado tal afirmacidn. El objetivo de es-
te pardgrafo consiste en dar las nociones bdsicas de convexidad
vectorial que permitan probar que si X es un espacio vectorial
sobre un cuerpo ordenado E , y K = conv es la cdpsula convexa
usual, entonces K satisface (Ax 1) a (Ax 5), o sea, el conjun-
to X con el operador K es un modelo del sistema axiomdtico que
estamos estudiando. La existencia de modelos nos permite afir-
mar la consistencia de dicho sistema. Por otra parte, tomando
espacios vectoriales de diferentes dimensiones sobre el mismo
cuerpo ordenado E , obtenemos modelos no isomorfos; asi el sis-

tema axiomdtico resulta no categdrico.

Supongamos que X sea un espacio vectorial (de dimensidn = 1)
sobre un cuerpo ordenado E ; evidentemente, card X # 2 ., Dados
a,b'€ X , definimos el segmento cerrado de extremos a,b por
[a,bl = {a,a+ A,b /A, 2,20y Ar+r=1} ={xa+ (1 -2) Db/

/ 0< X <11}, Una combinacidn convexa de a , ..., a, € X

es una combinacidn lineal A a+ ...+ A a .cuyos coeficientes
verifican A0 (i =1,.00, n )y A+t ) =1 . En forma

inmediata obtenemos:

(2.1) Una combinacién convexa de combinaciones convexas de a ,

++s5 @ es otra combinacidén convexa de B aeens By

n

Si A € X , diremos que A es convexo si a,b € A=[a,b] CA .

Por la definicidn precedente resulta inmediata la siguiente pro-
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posicidn:

(2.2) i.- ¢ y X son convexos. ii.- a €X = {a} es convexo.
iii.- La interseccidn de cualquier familia de subconjuntos con-

vexos de X es un subconjunto convexo de X .
(2.3) a,b €X =[a,b]l es convexo .

Demostracidén. Sean a,b € X , si c¢,d € [a,b] veremos que [c,d]C

Cla,b] . Por definicidn de segmento cerrado, ¢ y d son combi-
naciones convexas de a,b . Tomemos x € [c,d] , asi x es combi-
nacidn convexa de c,d ;3 luego por (2.1), X es combinacidn con-

vexa de a,b , y , en consecuencia, x€[a,b] .

(2.4) Si A C€CX , los siguientes enunciados son equivalentes:

i.- A es convexo. ii.- A, 5000y A €A, 20 (1=1,.0., 1)

A T T R AnanGA .

Demostracidn. i = ii. Dicha prueba se hace por induccidén sobre

el nimero n de elementos de A considerados. Para n = 1 & 2 re-

sulta trivial. Si suponemos que vale ii para n = j 2 2 , vere-

mos que también vale ii paran = j + 1 . Sea a = A a+ ...+

+ X a +), . a una combinacidn convexa de a, ..., @ , a, € A
T i+ 1 ja+1 1 j i+ 1
y SUpOﬂgafﬂOS que kl> 0 (l = 1’.:-, j + 1)- S.l A :kl+ .il +A-i -
s a = a(z'a + + * : = a+ ...
en§oncea a h(k a+ ... X aj) Mgy Sea b T 2
+ Ijaj, por hipdétesis inductiva b € A . Asi, como A es convexo,

resulta a € [b,a ] €A . ii=1i . Es trivial.

i+

Si A CX , definimos la cdpsula convexa de A mediante
conv(A) = N{B C X/ ACBy B convexo} . Si {a ,.0., a}C X,

conv({a ,..., a 1) se escribird conv(a, ,..., a ) . La definicidn
precedente conjuntamente con (2,2)iii, permite deducir la siguien-

te proposicidn:

(2.5) Sea A C X , entonces: i.- A C conv(A). ii.- conv(A) es




21

convexo. 1iii.- A € B y B convexo = conv(A) C B, iv.- A C B C

X = conv(A) C conv(B) . v.- A es convexo < A = conv(A).

(2.6) Sea A € X , la capsula convexa de A es igual al conjunto

de todas lag combinaciones convexas de elementos de A , o sea,
n

conv (A) ={_Z \,a / n natural, a, €A , A, Z 0y ) =101 .

1=1 i=1

Demostracién. Sea B el conjunto de todas las combinaciones con-

vexas de elementos de A . Resulta evidente que A € B . Por (2.1)
toda combinacidn convexa de elementos de B , pertenece a B ; en
consecuencia B es convexo. Asi, por (2.5)iii, conv(A) € B . Si
x € B , entonces x es una combinacidn convexa de elementos a,
«se5 @ € A (n natural); pero por (2.5)i, @, ,..., a, € conv(A).
Luegd, por (2.4) y (2.5)ii, obtenemos que X € conv(A). En con-

secuencia B C conv(A).

Como corolario de (2.6) obtenemos la siguiente prbposicién:
(2.7) 8i F ={a, , e al es un subsonjunto finito de X , en-
tonces conv(F) = %Z;l‘ai/ >0y izlli= (5N

Ahora veremos que conv cumple los axiomas 1 a 5 .

(2.8) A C X = conv(conv(A)) € conv(A).

Demostracidn. Podemos hacerla, por ejemplo, utilizando (2.5)

ii v v . En efecto, tomemos B = conv(A); por ii, B es convexo;

asi por v obtenemos que B = conv(B) y en consecuencia conv(A)

= conv(conv(A)) . También podemos hacer la demostracidn aplican-

do (2.1) v (2.6).

(2.9) A CX = conv(A) = U {conv(F) / F finito y FC A}.

Demostracidn. Por (2.5)iv, U {conv(F) / F finitoy FCA } C
C conv(A) . Para probar la otra inclusidn, tomemos x € conv(A);
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por (2.6). para algln n natural, existen a 50005 a €A ta-

les que x = 'z \, a,donde X >0y X A, =1 . Sea F = {a,
=]

seey @ }; asi F es finito y F CA ademas por (2:0); = €

conv(F) .
(2.10) a € X = conv(a) = {a}.

Demostracidn. Resulta de (2.2)ii y de (2.5)v.

(2.11) ¢ # FC X , F finitoy p € X ® conv( F U {p}) C
C Y{conv(a,p) / a € conv(F)} .

Demostracibén. Por (2.3) y (2.5)v , conv(a,p) = [a,p]l ; sea

A =V {la,p] / a € conv(F)} ; suponiendo las hipdtesis, ten-
dremos que probar que conv(F U {p}) C A . Por (2.5)i y por
ser T # ¢ , resulta que F U {p} € A . Ahora veremos que A es
convexo, con lo que completaremos la demostracidn en virtud
de (2.5)iii.

Sean a, , b, € A, luego existen a,b € conv(F), @,8 € E ,
0 S & S 1,0 S gpS1, tales que a, =6 at (1 -a) p ,
b, =8 b+ (1 - 8) p. Veamos que [a , bJCA ; sea x, € [a,, b],
asi existe 'y€E , 0 <y < 1 , tal que x, = v a,+ (1 -v) b, .
En consecuencia, x,= yaa + (1 -y)B b+ [1 -ya - (1 -y)B] p .
Sea n = ya+ (1 -y) B; sin quitar generalidad, podemos suponer
que o« < B ; asi obtenemos que a S n < B8 , de donde 0 < n < 1.
Sin =0, entonces a, = p ; luego, por (2.3), ['a, sDIE[Bap]l €
C A . Ahora supongamos n # 0 3 sea X = 1% a + Ll—llﬁ— b ;
evidentemente, x € [a,b] € conv(F) y x,= n x + (1 - n) p 3 lue-
go x, € A . Asi [a ,b] CAy A resulta convexo.
(2.12) a € conv(b,p) y ¢ € conv(d,p) = conv(a,d) N conv(b,c) #
o .

Demostracidn.Por (2.3) y (2.5)v, tendremos que probar que
a €[b,pl v c€l[d,pl =[a,d]l N[b,e] # ¢ . Supongamos a € [b,p]
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y ¢ € [d,pl; luego existen a,8 € E, 0<a<1,0<2g<1,
tales que a = a b+ (1 -a) pyc=8d+ (1-8) p . Para ver

que existe x € [a,d] N [b,c], tendremos que determinar y,§ €

€ E,0<ys<1,0<86<1, tales que ya+ (1-y)d = éb +

+ (1 -8) ¢ . Reemplazando a y ¢ por sus valores, obtenemos

a y b+ (1 -y) d+ (1 -a) yp § b+ B (1=8)d+ (1-8)(1-8)p.

Supondremos que 0 < a <1 , 0<B<1, yaque sia=02061,
osiB=0031, trivialmente [a,d] N [b,d] # ¢ . De esta for-

ma, por igualacidn de coeficientes determinamos y = i _ug
5_ (1—8)(1 - "
y S o il Asi, tomando
- 1 -B = g (1 -a)B g = (1 -8)a B 1 - o i
1 —-0p 1 =~ @B 1 - aB 1 -aB

tenemos que x € [a,d] N [b,e] .

De esta forma, hemos probado que si X es un espacio vecto-
rial de dimensidn Z2 1 sobre un cuerpo ordenado E , y conv es
la cédpsula convexa usual en X , entonces conv cumple los axio-
mas 1 a 5 . Las demostraciones hechas en este pardgrafo no di-
fieren de las que se hacen para probar las mismas proposiciones
cuando E es el conjunto R de los nlmeros reales. Teniendo en
cuenta esto Giltimo, ha resultado de suma utilidad la lectura

de 1. €. [22] para la redaccidn del presente pardgrafo.

3.- Otros modelos.

En virtud de lo que acabamos de estudiar en 2, el sistema
axiomdtico dado por (Ax 1) a (Ax 5) tiene modelos, incluso no
isomorfos. Ahora, consideraremos otros modelos de ese sistema

axiomiatico.

(3.1) Sean V un espacio vectorial (de dimensién = 1) sobre un
cuerpo ordenado E , X un subconjunto convexo de V tal que
card X 2 2 3 para todo A € X , definimos K(A) = conv(A) donde
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conv(A) es la cépsula convexa usual de A en V ya definida en

el pardgrafo 2 . La convexidad de X permite asegurar, por
(2.5)iii, que si A C X entonces K(A) C X 3 asi K es una funcidn
de P(X) en P(X) . Evidentemente, en virtud de las prdposiciones
(2.8) a (2.12), K cumple (Ax 1) a (Ax 5). Observemos que la fun-
cidén K se obtiene de conv restringiendo su dominio y codominio
a P(X) .

(3.2) E1 procedimiento utilizado en (3.1), permite obtener a
partir de un modelo otros modelos del sistema axiomdtico que
estamos considerando. En efecto, sean X un conjunto tal que
card X 2 2 y K un operador de capsula convexa en X , O sea,
una funcidén de P(X) en P(X) que cumpla (Ax 1) a (Ax 5). Si to-
mamos X C X con card X2 2y KX ) =X, es decir X, convexo,
procediendo como en (3.1) podemos definir para todo A C X, s

K (A) = K(A). la isotonia de K asegura que A C X implica que
K (A) C©X . Asi X, es una funcibn de P(X ) en P(X ) que cum-

ple (Ax 1) a (Ax 5) y, en consecuencia, es un operador de cép-

sula convexa en Xl.

(3.3) Sea X un conjunto tal que card X # 2 ; para todo A C X
definimos K(A) = A . Resulta inmediato que la funcidn K , con
dominio y codominio P(X), es un operador de cdpsula convexa en
X . En efecto, la verificacidn de los axiomas resulta trivial
por propiedades elementales de la teoria de conjuntos; por e-
jemplo, para ver que se cumple (Ax 5), hay que comprobar que

a € {b,p} y c € {d,p} = {a,d) N {b,c} #¢ . Llamaremos a este
modelo discreto pues en él todo subconjunto de X es convexo.
Este modelo nos permite afirmar que en el sistema axiomdtico
dado por (Ax 1) a (Ax 5) no se puede probar que si a # b enton-
ces K(a,b) - {a,b} # ¢ . Esta propiedad, vdlida para la convexi-
dad vectorial, aparece en el trabajo de Voiculescu [13] como

axioma 7 .
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(3.4) Sean X el plano euclidiano, |x y| 1la longitud del seg-
mento x y (para x,y € X), s un punto de X . Dados a,b € X ,
definimos d (a,b) = la b| si a,b,s estdn alineados y 4, (a,b) =
= |la s| + |s b|] si a,b,s no estdn alineados. En forma inmedia-
ta podemos probar que (X,d ) es un espacio métrico. En efecto ,

d (a,b) > 0 pues para x,y € X |x y| 2 0 . Veamos ahora que

d (a,b) = 0 sii a = b . Supongamos d, (a,b) = 0 ; si d (a,b) =
= |a b| , resulta |a b|] = 0 y, en consecuencia, a = b j; -S1
d (a,b) = |a s| + |s b| , resulta |a s|= 0 = |s b| y, en con-

secuencia,a = s = b , 0 sea, a = b . Evidentemente a = b impli-
ca d (a,b) = 0 . Procediendo en forma andloga se demuestra que
d (a,b) = d (b,a) . Para probar que ds(a,c) < d (a,b) + d (b,c),
suponemos primero que a, ¢, s estdn alineados en cuyo caso

d (a,e) = lag| < [ab] + |bel Sd (a;b) + d (byed; agui he-
mos aplicado la propiedad triangular de la distancia euclidia-
na y que para x,y € X , |x y| < d, (x,y) . 8i a, ¢, s no estén
alineados entonces ds(a,c) = |a s| + |s e| 3 si b =s , eviden-
temente, vale d; (a,ec) < d (a,b) + d (b,e) ; si suponemos b # s,
tendremos que analizar los siguientes casos: 1%) a, b, s ali-

neados y, en consecuencia, b, ¢, s no alineados; asi d (a,e) =

= lag| ¥ |s e|<|ablt|b s| #|s c| =4q (a,b) ¥ d (bsc) .
22) b, ¢, s alineados y, en consecuencia, a, b, s no alineados;
asi d (a,e) = |as| + |s e| €|a 5| *|s b] +|b 2] =4 (a,b) +

+ d (b,c) . 32) a, b, s y b, ¢, s no alineados; asi 4 (a,c) =
=las| + |sec|] < ]las|+ |sb| +|bs|+ |se| = d, (a,b) +
+ d_(b,c). De esta forma hemos probado que (X,d, ) es un espacio
métrico.

Dados a,b € X , definimos B(a,b) = {x € X / 4, (a,b) =
d (a,x) + d (x,b) } . Observemos que si a, b, s estdn alineados
B(a,b) es el segmento a b ; por otra parte, si a, b, s no es-
tdn alineados, B(a,b) es la unidn de los segmentos a s y s b .
Sea A C X , definimos C(A) = U {B(a,b) / a,b € A} y C"(A) in-
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ductivamente por: i.- c’(A) = A 3 ii.- c*'a) = ccc' a)). Fi-
nalmente definimos K(A) = U{C"(A) / n > 0} .

Al estudiar el sistema axiomdtico para operadores de bandas
en el capitulo III, veremos que para probar que K cumple (Ax 1)
a (Ax 5) alcanza con demostrar que B cumple los axiomas de ban-
das (P 1) a (P 4) de dicho capitulo. Resulta evidente que a,b €
€ B(a,b) y que B(a,a) = {a}l ;3 en consecuencia, B cumple (P 1)
7 (P20,

Para ver que el operador B cumple (P 3), tomemos a, € B(a,p)
b, € B(b,p) y x, € B(a ,b ) ;3 en virtud de la definicidn de B ,
tenemos que B(a, ,b ) C B(a,p) U B(b,p) y, en consecuencia,
X, € B(a,p) o x,€ B(b,p); asi tomando, respectivamente, x = a .
o x = b obtenemos que x € B(x,p). De.esta forma llegamos al con-
secuente de (P 3) seglin el cual existe x € B(a,b) tal que x, €
€ Blx,p) »

También puede verse facilmente que el operador B cumple

(P 4), En efecto, sean a € B(b,p) y ¢ € B(d,p). Si b, p, s 3
d, p, s y b, d, s son ternas no alineadas entonces s € B(a,d)N
N B(b,c). Si solamente una de las tres ternas anteriores estéd
alineada y s estd entre los otros dos puntos de esa terna, en-
tonces nuevamente s € B(a,d) N B(b,c) . Los casos restantes se
reducen a demostrar que en la recta vale que a € [b,pl y ¢ €

€ [d,p] = [a,dl N [b,el] # & 1lo cual es consecuencia de

(2.12). De esta forma llegamos en todos los casos a que B(a,d)N
N B(b,e) # ¢ .

. De esta forma hemos probado que B cumple (P 1) a (P 4) vy,
en consecuencia, K cumplird (Ax 1) a (Ax 5). Observemos que las
bandas B(a,b) que hemos definido en el espacio métrico (X,ds),
son llamadas, en [12] , bandas cerradas; ademds, en virtud de
[12] (1.2), K es el operador de cépsula convexa en la métrica
d, . Los resultados dados en [12] sobre convexidad en espacios
métricos, se encuentran con mayor detalle en [ 23] . Gran parte
de los resultados sobre convexidad métrica pueden hallarse en
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[24] .

Por las definiciones dadas en [23] capitulo IV (o en [12],
2), (X,d ) no goza de la propiedad de los dos triples (o sea,
no es "2-3"); en consecuencia, (X,ds) no es un espacio de Blu-
menthal. Resulta inmediato que el operador K definido en (X,d;)
no es el operador de cdpsula convexa usual de ningln espacio

vectorial.

4.- Relacidn con el sistema axiomidtico de Ellis.

El sistema axiomitico para operadores de cdpsula convexa,
es una particularizacidn del dado por Ellis en [7] y cuyos axio-
mas ya han sido enunciados en el pardgrafo 2 , capitulo I del
presente trabajo. En lugar de tomar dos operadores K, y K, como
hace Ellis, hemos considerado un solo operador K. Por otra parte
. pedimos que card X > 2 y que K tenga la propiedad T , es decir,
K(a) = {a} para todo a € X . Esta propiedad no se deduce en el
sistema axiomdtico de Ellis, pues si consideramos un conjunto
X con card X # 2 y definimos para todo A € X K (A) = K (A) =
= X , obtenemos un modelo de dicho sistema axiomitico en donde
los operadores K‘y 1(2 no cumplen la propiedad T, . La condicidn
card X > 2 y la propiedad T del operador K , permiten deducir
en nuestro sistema para operadores de cdpsula convexa que K(9) =
= ¢ y algunos resultados sobre semiespacios (como ya sefialamos
en (1.3)). Si en el sistema axiomdtico de Ellis consideramos
un Gnico operador K en lugar de dos operadores K y K, (o sea,
suponemos K = K vy definimos K = K, = K,), entonces los axio-
mas 1 y 2 de dicho sistema resultan de (6.1)i y ii respectiva-
mente, mientras que los axiomas 3, 4 y 5 son respectivamente
(Ax 2), (Ax 4) y (Ax 5).

5.- Independencia de los axiomas.

En este pardgrafo veremos que cualquiera de los axiomas del
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sistema axiomidtico para operadores de cdpsula convexa conside-
rado, es independiente de los restantes, 0 sea, no se deduce
de ellos. Con tal fin, para cada uno de los axiomas (Ax 1) a
(Ax 5), encontraremos un conjunto X tal que card X 2 2 y una
funcién X : P(X) = P(X) que no verifique dicho axioma pero cum-
pla todos los restantes. En cada caso tendremos que definir
K(A) para todo A C X .

(5.1) Independencia de (Ax 1). Tomemos como conjunto X el pla-
no y definamos K(A) = C(A) =V {[a,b] / a,b € A} , en donde

[a,b] denota el segmento cerrado de extremos a,b . En virtud

de lo visto en (1.1), el operador K asi definido no cumple (Ax
1). Sin embargo, facilmente podemos ver que K cumple los res-
tantes axiomas. En efecto, para ver que K cumple (Ax 2), tene-
mos en cuenta que K(a,b) = [a,bl; luego, por definicibén de K,
resulta K(A) = U {K(a,b) /a,b € A} CU {K(F) / F finito y F C
C A} ; como por otra parte F C A implica K(F) C K(A), obtene-
mos K(A) =U({K(F) / F finito y F C A}, Obviamente, K cumple

(Ax 3) . Para probar que K cumple (Ax 4), consideremos ¢ #
fFPEX , P finitoy p € X , asi X(F Y {p} ) =UY{K(a,b) /a,b €
€ F U {p})}C U{K(a,p) / a € K(F)} . El operador K cumple (Ax §5)
pues en virtud de la demostracidén de (2.12) podemos afirmar que
en el plano vale que si a € [b,p] y c € [d,p] entonces [a,d]N
N[b,c] # ¢ . Asi queda probada la independencia de (Ax 1).

La construccidn anterior puede generalizarse permitiéndonos
obtener otros ejemplos para probar la independencia de (Ax 1).
En efecto, si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordena-
do E , con dim X = d = 1 y definimos C(A) =VU{[a,b] / a,b € A}
y C"(A) inductivamente por oA = &y Ay = e a)) » Se
ve fldcilmente que estos operadores cumplen (Ax 2) a (Ax 5) y
que conv(A) = U {C" (A) / n > 0} . Por ejemplo, por induccidn
sobre n podemos ver que g cumple (Ax 4)3; evidentemente ¢’ cum-
ple (Ax 4). Supongamos que vale (Ax 4) paran = j 2 0 y consi-
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deremos ¢ # F C X , F finito y p EX ; si x € il ol ¥ {p}H) , i
entonces existen a,b € ¢ (r v {pl) tales que x € [a,b] . Pero
por hipdtesis inductiva a,b € U {Cj(c,p) / c €c (M} =Ulle,pl/
c €c (M) y, en consecuencia, existen a ,b, € ¢ (r) tales que
a €la,pl, b€ Ibl,p].

Asi, por la demostracién de (2.11), existe x € [a ,b ] tal
j+1

que x € [x, ,pl; pero como [a,,b,] € C (F) , resulta que x, €
¢*'(F) , de donde x € U {[e,pl / ¢ € "' (F)} =V (" (c,p) /

i P
e E g™

. . . n
Si bien para todo entero no negativo n , el operador C cum-

(F)} , lo cual asegura que C“?también cumple (Ax 4).

ple (Ax 2) a (Ax 5), no ocurre lo mismo con respecto a (Ax 1),
En efecto, resulta evidente que para n = 0 , c" cumple (Ax 1).
Si1< 2"<d+ 1, entonces C' # conv y en consecuencia C' (C"(4))
¢ C"(A) para algiin A CX , o sea, C' no cumple (Ax 1); en caso
contrario, si d + 1 < 2" , entonces C" = conv, de donde C" veri-
fica (Ax 1). Lo que acabamos de afirmar se deduce mediante el
teorema de Carathéodory (ver [11] , Theorem 1.24). Los operado-
res C considerados, son un caso particular de los operadores
conl definidos por Bonnice y Klee [25], mediante los cuales

también podriamos probar la independencia de (Ax 1).

(5.2) Independencia de (Ax 2). Por (1.2), los operadores clau-

sura y cdpsula convexa cerrada definidos en el plano con la to-
pologia usual no cumplen (Ax 2); sin embargo, puede verse que
dichos operadores cumplen los cuatro axiomas restantes, lo cual
asegura la independencia de (Ax 2). Para dar estos ejemplos en
una forma mds general, tomemos X = R? = (0% 5eney %) 1 %X 5000,
X, €ER}j; 81 x = (% ,5..00%,) € Rd, definimos la norma euclidea

de x mediante [xIl =\/;?+ diwte X xz . Tomando, para todo A C X ,
K(A) = A (donde A denota la clausura de A en la topologia da-
da por la norma), obtenemos que K cumple todos los axiomas 1 a
5 salvo (AXx 2). En efecto, K cumple (Ax 1) pues A = A para

cualquier A C X ; para ver que K cumple (Ax 3), (Ax 4) y (Ax 5)
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se tiene en cuenta que F C X y F finito implica que F = F ;
sea A = {x ERY/ Ix] <1}, entonces A ={x € R"/ Ixl <1}
mientras que U {F / F finitoy F C A} = U{F / F finitoy F C
A}= A y, en consecuencia, no se cumple (Ax 2).

Si consideramos nuevamente X = R’ con la norma euclidea, pe-
ro definimos para todo A C X , K(A) = cconv(A) (donde cconv(A)
denota la cdpsula convexa cerrada de A en dicho espacio, o sea,
cconv(A) = conv(A)), obtenemos nuevamente que K cumple todos los
axiomas salvo el 2 . En efecto, K cumple (Ax 1) ya que para to-
do A C X , K(K(A))

para ver que K cumple los axiomas 3, 4 y 5 se tiene en cuenta

K(A) por ser cconv(A) un convexo cerrado;

que si F C X y F finito entonces F es compacto y, en consecuen-
cia conv(F) es compacto (ver [26]; (3.2.18)), luego conv(F) es
cerrado y cconv(F) = conv(F) = conv(F) ; tomando, nuevamente,
A= {x €R" / Ixl <1} resulta que A es convexo, luego cconv(A)=
‘? Conv(A) = A = {x € R'/Ixl <1 }, pero U{cconv(F) / F finito vy
F CA} = VU {conv(F) / F finito y F C A} = A y, en consecuencia,
el operador no cumple (Ax 2).

Observemos que por ser todas las normas de Rd uniformemente
equivalentes (ver [26], (3.1.9)), habriamos llegado a las mis-
mas conclusiones si hubiéramos considerado cualquier otra nor-

ma de Rd.

(5.3) Independencia de (Ax 3). En (1.3) indicamos que la cépsu-

la lineal en espacios vectoriales no cumple el axioma 3 ; este
operador nos va a permitir probar la independencia de (Ax 3)
pﬁes cumple los cuatro axiomas restantes. En efecto, sea X un
espacio vectorial (de dimensidén 2= 1 ) sobre un cuerpo E ; dado

A C X , diremos que L(A) es la cipsula lineal de A si L(A) es

el menor subespacio de X que incluye a A . Resulta inmediato

que si A # ¢ entonces L(A) es el conjunto de todas las combina-
ciones lineales de elementos de A , o sea, L(A) = (A a+ ...+

+ 2 a /A€ E,a€ A,n€EN}; la definicibén de cépsula li-
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neal nos asegura que L(¢) = {0} . El operador L cumple (Ax 1)
pues por definicidn resulta idempotente. Teniendo en cuenta la
expresidn de L mediante combinaciones lineales obtenemos que L
cumple (Ax 2) y (Ax 4); por ejemplo, para ver que L cumple este
Gltimo axioma tomemos F = {a ,..., aJC Xy pEX ; six€

€ L(F U {p}) entonces existen A ,...,A , 2 € E tales que x =

= Alal+ eee v X a +2Ap, de donde tomando a = X a + ...+ A a
resulta que x € L(a,p) con a € L(F). Como 0 € L(A) para todo
A CX , L cumple (Ax 5). Para ver que L no cumple (Ax 3) toma-
mos x € X , asi L({x) ={Xx /7 X €EE}3 luego si x # 0 , L(x) #
{32 .

Otro operador que permite probar la independencia de (Ax 3)
es la cédpsula cdnica. En efecto, sea X un espacio vectorial (de
dimensidén 2 1) sobre un cuerpo ordenado E ; dado C C X , di-
remos que C es un cono convexo si cumple las dos condiciones
gagmisntesy 1) 0 €€ 4 1Y By E L sk 9B EE 5 W4 B=20 =
a x+ By €C . Asi un subconjunto C del espacio vectorial X

es un cono convexo si es no vacio y es cerrado con respecto a
las combinaciones lineales a coeficientes no negativos. Dado

A C X , diremos que cono(A) es la cdpsula cbnica de A , si es

el menor cono convexo de X que incluye a A . Evidentemente,
cono(A) = N {C CX / C cono convexo y A CC}. En forma inmedia-
ta se ve que si A # ¢ entonces cono(A) es el conjunto de todas
las combinaciones lineales a coeficientes no negativos de ele-
mentos de A j; por otra parte cono(¢) = {0} . Para ver que el o-
perador cdpsula cdnica cumple todos los axiomas salvo (Ax 3),

se procede en forma andloga a lo hecho con el operador ciapsula
lineal.

La independencia de (Ax 3) también puede probarse tomando
un conjunto X tal que card X 2 2 y definiendo K(A) = X para to-
do A € X . Obviamente, K cumple todos los axiomas salvo (Ax 3).
Este ejemplo ya fue utilizado en (1.3) como modelo de un siste-

ma axiomdtico mas débil.
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(5.4) Independencia de (Ax 4). Sea X un conjunto tal que card

X 2 4 ; para todo A C X definimos: K(A) = A si card A < 2 y
K(A) = X si card A > 2 . Este operador no cumple (Ax 4); en e-
fecto, sea F C X tal que card F = 2 y p € X - F ; asi, por de-
finicidén de X , resulta que K(F) = F , U {K(a,p) / a € K(F)} =
U {{a,p} / a € F} = F U {p} pero K(F U {p}) = X ; en consecuen-
cia, K(F U {p}) ¢ U {K(a,p) / a € K(F)} . Sin embargo, en for-

ma inmediata puede verse que K cumple los restantes axiomas.

Por ejemplo, para ver que K cumple (Ax 1) consideramos A C X ;
si card A < 2 entonces K(A) A y K(K(A)) = K(A); si card A > 2
entonces K(A) = X y K(K(A)) K(X) = X = K(A) .

El ejemplo anterior puede generalizarse de la siguiente for-

ma; sea n = 2 y X un conjunto tal que card X = n + 2 ; para to-
do A € X definimos K(A) = A si card A < n y K(A) = X si card
A > n . Para ver que K no cumple (Ax 4) tomamos F € X tal que
card F = ny p €X -F . Para probar que se cumplen los restan-
tes axiomas se procede en forma andloga al ejemplo anterior.

Observemos que para todo n = 2 , los operadores K definidos
precedentemente, si bien no cumplen (Ax 4), satisfacen los cua-
tro axiomas de los operadores de bandas dados en el pardgrafo
1 del capitulo III, pues si a,b € X entonces K(a,b) = {a,bl} .
Si K, es el operador de cidpsula convexa definido a partir de
los K(a,b) mediante K, (A) = U {c™(A) / m > 0} (ver pardgrafo
8), resulta que para todo A C X , K (A) = A , de donde si card
A >n entonces K(A) # K, (A) . Asi, mediante las bandas dadas
por K que no es un operador de cédpsula convexa, hemos definido
K, que es un operador de cédpsula convexa. Si K hubiera satisfe-
cho también (Ax 4) entonces K = K, (ver (7.24)).

Ahora veremos otro ejemplo que también permite probar la in-
dependencia de (Ax 4). Sean g, h, i1 tres puntos no alineados
del plano y sea X = conv(g,h,i) - (g,h) donde conv(g,h,i) deno-
ta la cdpsula convexa usual de {g,h,i} v (g,h) denota el segmen-

to abierto de extremos g,h ; asi X es el tridngulo g,h,i al cual
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le hemos restado el conjunto de los puntos interiores al la-
do g h 3 por tal motivo X no es un conjunto convexo del plano.
Definimos, para todo A € X , K(A) = X N conv(A); fécilmente
podemos ver que K cumple todos los axiomas salvo (Ax 4). En
efecto, K(K(A)) = X N conv(X N conv(A)) C X N conv(conv(A)) C
C X N conv(A) = K(A) 3 asi K cumple (Ax 1). Por otra parte,
K(A) = X N conv(A) = X N U {conv(F) / F finito y F C A} =
U{X Nconv(F) / F finito y F CA }= U{K(F) / F finito y F C
A }; en consecuencia, K cumple (Ax 2). Es evidente que K cum-
ple (Ax 3). Para ver que K cumple (Ax 5), tomamos b, d, p € X,
a € X(b,p) y ¢ € K(d,p) ; por definicidn de K, obtenemos que
a € conv(b,p) y ¢ € conv(d,p). Sea A = conv(a,d) N conv(b,c) ;
por (2.12), A # ¢ . Si {a,b,c,d,p} A A # ¢ entonces X N A #
[ vy K(a,d) N K(b,e) # ¢ . Si {a,b,c,d,p} N A = ¢ entonces
A es un conjunto unitario tal que A C [conv(b,d,p)]0 Yy, €n
‘consecuencia, A € X ; asi K(a,d) N K(b,c) = A # ¢ .

~ Para ver que K no cumple (Ax 4) tomemos F = {g,h} y p €

X - F , entonces K(F U {p}) = K(g,h,p) = conv(g,h,p) - (g,h);
pero U {K(a,p) / a € K(F)} =U{K(a,p) / a € F} = K(g,p) YU K(h,p)=
= conv(g,p) Y conv(h,p); en consecuencia, K(F U {p}) & U {K(a,p)
/ a € X(F)}

Destaquemos que el operador K que acabamos de considerar

también permite probar la independencia del tercer axioma del

sistema axiomdtico para operadores de bandas.

(5.5) Independencia de (Ax 5). El Gltimo ejemplo dado en (5.4)

para probar la independencia de (Ax 4), nos permite observar

que si V es un espacio vectorial (de dimensidn 2 2) sobre un
cuerpo ordenado E y X € V , entonces el operador K : P(X)

P(X) definido, para todo A € X , por K(A) = X N conv(A) cumple
(Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Si ademids X es convexo, entonces K tam-
bién cumple (Ax 4) y (Ax 5). En caso contrario, si X no es con-

vexo, entonces podremos elegir el conjunto X de tal forma que
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K no cumpla (Ax 4) ni (Ax 5), o cumpla (nicamente uno de estos
dos fltimos axiomas. .

Asi, en forma muy sencilla podemos probar la independencia
de (Ax 5). Sean g, h, i tres puntos no alineados del plano y
sea X = conv(g,i) U conv(h,i) . Si definimos, para todo A € X ,
K(A) = XN conv(A), por la observacidn anterior, resulta que K
cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Dado F subconjunto finito y no
vacio de X , puede ocurrir que: i) F C conv(g,i) ; ii) F C
conv(h,i), iii) F &€ conv(g,i) y F & conv(h,i). Analizando estos
tres casos, que son mutuamente excluyentes,- llegamos a que cual-
quiera sea p € X se verifica que K(F U {p}J C U {K(a,p) / a €
K(F)} ;3 de esta forma se puede ver que K cumple (Ax 4).

Para comprobar que K no verifica (Ax 5), podemos tomar
bElg,1) 3 dELh,1) , p= 1 5 a€(b,p) y o€ (d;p): Asl a €
_K(b,p) y ¢ € K(d,p) pero, sin embargo, K(a,d) N K(b,c) = ¢ .

6.- Consecuencias de los tres primeros axiomas.

Ahora vamos a deducir algunas proposiciones utilizando (ni-
camente (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3). Estas proposiciones no solamen-
te serdn vdlidas para el operador cdpsula convexa en espacios
vectoriales, sino que también valdrdn para la cdpsula afin ya
que esta {iltima también satisface los tres primeros axiomas.

En la primera de estas proposiciones veremos que K cumple los

dos primeros axiomas de Ellis [7]:
(6.1) Sea A C X , entonces: i.- A C K(A). ii.- K(K(A)) = K(A).

Demostracidn. i.- Si a € A , por (Ax 2), K(a) C K(A); pero, por
(Ax 3), K(a) = {a} ; asi a € K(A). ii.- Por i, K(A) € K(K(A));

2

en consecuencia, teniendo en cuenta (Ax 1), resulta K(K(A)) =
= K(A).

Siguiendo la nomenclatura utilizada por Gastl y Hammer [20],
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la proposicidén (6.1) expresa que K es agrandante e idempotente.

En la préxima proposicidn veremos que K es isotdnico, o sea,

que preserva inclusiones.

(6.2) 1.- A C BCX =K(A) CK(B):siis~ 61 {Aj/ j € J} es una fa-
milia de subconjuntos de X , entonces: a) K(N {Aj/ §&€dF ) €
n {K(Aj) /1€ J) 5 DIV LKA ) / j§ € 3} € K {Aj/ 3 EJ%F ).

Demostracidn. i.- Supongamos A C B , si x € K(A), por (Ax 2),
existe F finito y F C A tal que x € K(F) . Evidentemente, F C B

y, en consecuencia, por (Ax 2), x € K(B). 1ii.- a) Aplicando la

definicién de interseccidn tenemos que, para todo 1 € J , N{A /
j EJYC 4, 3 asi, por i; K(N {Aj/ j € J }) € K(A ) para todo

1 € J y, en consecuencia, K(N {Ajf i 50 =S {K(A,) i [ 1

b) Se prueba en forma andloga a la parte a).

(6.3) Observacidn: En la demostracidén anterior, utilizando @ni-

camente i, probamos ii a) y b). De esta forma, dado cualquier
conjunto X y cualquier funcidn K : P(X) = P(X) , obtenemos que
i = ii a), y ademds i = ii b); por otra parte, ii a) = i , ya
que suponiendo ii a) y tomando A C B obtenemos K(A) = K(A N B)C
K(A) N X(B) y, en consecuencia, K(A) € K(B); andlogamente

ii b= i . Asi ii a) y b) son otras dos formas de expresar la
isotonia de K . Destaquemos que, segin lo indicamos en (1.2),
la isotonia no implica (Ax 2). Sin embargo, resulta evidente
que la isotonia de K es equivalente a la proposicidn A € X =
K(A) = U{K(F) / FPCAL} .,

(6.4) Seal A/ §E J} una familia (no vacia) de subconjuntos de
X tal que para todo j,, j, € J , existe j,€ J tal que AjU AjC

A, . Entonces K(U {A; / § € J})= UIK(A ) / j €J }. : :
3

Demostracidn. Sea A = U{Ai/ j € J} 3 en virtud de (6.2) ii b),
resta probar Gnicamente que K(A) C U {K(Aj) / j € J}. Tomemos
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x € K(A), por (Ax 2), existe F finito y F C A tal que x € K(F).

La finitud de T nos permite afirmar que existen j, , ..., j,€J

tales que F CA Y ...U A 3 pero por hipbtesis existe j, € J
i n

tal que A U.,..UA G A, y , en consecuencia, por (Ax 2),
x € K(A, ). De esta’formd'x € U (K(A;) / j € J} .

n+1
(6.5) Observacidn: La proposicidn (6.4) se encuentra en Hammer

[27] , 2.3. Evidentemente, para probar (6.4) utilizamos Gnicamen-

te (Ax 2) pues (6.2) ii b) es una consecuencia de dicho axioma.
De esta forma, dado cualquier conjunto X y cualquier funcidn
K : P(X) = P(X), obtenemos que (Ax 2) =* (6.4); ademds también
se cumple que (6.4) = (Ax 2). En efecto, sea A C X ; evidente-
mente; A =U({F / F finito y F € A} ; pero si F, , F, son subcon-
juntos finitos de A , entonces F, U F, es un subconjunto finito
de A . De esta forma, por (6.4), K(A) = U{K(F) / F finito y F C
.1 ‘

Resulta evidente que también es equivalente a (Ax 2) vy, en

consecuencia, a (6.4) la siguiente proposicidn:

(6.6) Si {Aj/j € J} es una familia (no vacia) de subconjuntos
de X cerrada para uniones finitas, entonces K(U {Aj/ T &€ a0k =
=U [K(Aj) r g € gk

Como corolario de esta Gltima proposicidn obtenemos:

(6.7) Si {Aj/ j € J} es una cadena (no vacia)'de subconjuntos
de X, entonces K(lJ{Aj/ j € J}) = U{K(Aj) 9 €FF o

(6.8) Observacidn: Por ser (6.7) corolario de (6.6), podemos

afirmar que dado cualquier conjunto X y cualquier funcidn K
P(X) = P(X), (Ax 2) = (6.7). Ahora veremos que también vale que
(6:7) = (Ax 2).

Supongamos (6.7); luego K es isotdnico y, en consecuencia,
A CX=K(A) DU {K(F) / F finitoy F C A }; para obtener (Ax 2)
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resta probar que A € X = K(A) C U {K(F) / F finito F C A} (I)

Si A es finito, la implicacidn (I) resulta inmediata. Para
el caso en que card A = X , probaremos (I) por induccidn trans-
finita sobre a ; para tal prueba utilizaremos el siguiente le-
ma : Si A es un conjunto tal que card A = X y w,  es el pri-
mer ordinal tal que card [0, w& = X, entonces para todo B < CH
se verifica que A = U{AY /8% ¥<o }, donde AY: f(l0,v)) ¥y
f es una biyeccidn de [U,mu) sobre A. En virtud de la defini-
cibn de los AY’ podemos afirmar que {AY/ B < Y‘Cwu}es una ca-
dena creciente (no vacia) de conjuntos de card < X

Ahora probaremos que vale (I) para A tal que card A = X .
En virtud del lema, A = U {AY/ 0 <y <w,} donde {AY/ 0sy <
w, ‘es una cadena (no vacia) de subconjuntos de X finitos; a-
81, por €6.7)y K(A) = U{K(AT) / 0<y <w } , pero como cada AY
es un subconjunto finito de A , resulta que K(A) C U {K(F) /
F finito y F C A} . Supongamos que si § <a , entonces vale (I)
para todo A tal que card A = X6 3 probaremos que también vale
(I) para todo A tal que card A = X . Sea A € X tal que card
A = X, 3 en virtud del lema, A U{AY/ w <y < ma} donde

{AY / woé y < mu)es una cadena (no vacia) de subconjuntos de

X tales que para todo vy ( w < vy < w ) existe § < a tal que
card AY 5 Xga Asi por (6.7) y por hipdtesis inductiva, K(A) =
U {K(AY) / w,< vy < wy } CULUIX(F) / F finitoy F C AY}/
w, < ¥ < o} CUWAK(F) /' F finito y F € Al

(6.9) 1i.- K(X) = X. ii.- K(¢) =¢.

Demostracidn. i.- Como K es una funcidén de P(X) en P(X), re-
sulta que K(X) € X ; ademds, por (6.1)i, X C K(X). ii.- Como
card X 2 2 , podemos tomar a,b € Xy a # b ;3 luego, por (6.2)i
y (Ax 3), obtenemos K(¢) C K(a) N K(b) = {a}l N {b} = ¢ .

(6.10) Observacidn: Por (6.9)ii, también se deducen las propo-
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siciones (6.4), (6.6) yv (6.7) para el caso en que {Aj/ i €3}z
= ¢ ; para tales deducciones no solamente utilizamos (Ax 2) si-

no también (Ax 3) y que card X = 2 .

Recordemos que, por la definicién dada al comienzo del pard-

grafo 1 , un subconjunto A de X es convexo si A = K(A) .

(6.11) 83 (Aj/ 5 € J)} es una familia de subconjuntos convexos

de X , entonces N {Aj/ j € J} es un subconjunto convexo de X .

Demostracidn. Sean {Ai/ i € J} wuna familia de subconjuntos
convexos de X y A = ﬂ{Aj/ j € J) 3 por (6.1)i, A € K(A) ; por
(6.2)ii a), K(A) €N {K(Aj) / § €EJ} = A ; asi A es convexo.

(6.12) Sea {Aj/ i € J} una familia de subconjuntos convexos de
X que cumple alguna de las siguientes condiciones:

€ J, existe j, € J tal que A U A C A
3 i | ] |

a) para todo j, , j
2 3

2
b)Y {A / J €4 } es cerrada para uniones finitas;
c) {Ai/ iy € J } es una cadena. '

Entonces U {Ai/ j € J} es un subconjunto convexo de X .

Demostracibn. a) Sea {Aj/ j € J} una familia de subconjuntos

convexos de X tal que para todo j , j, € J , existe 3,€ @ tal
que A, U A C A ; sea A =U{A / j €J}. Por (6.4) y (6.10),
K(A) =lU{K(Aj?) / j3€ J} = A 3 asi A es convexo. b) Se utiliza
(6.6) y €6.10).'w) Se vwtiliza (6.7) y (6.10),

(6.13) Si A € X , entonces K(A) es la interseccidn de la fami-

lia de los subconjuntos convexos de X que incluyen a A .

Demostracién. Sean A € X y K (A) =N{B / B convexo y A C B C 4
Por (6.1), A C K(A) = K(X(A)); asi K(A) es un subconjunto con-

vexo de X que incluye a A y, en consecuencia, K, (A) € K(A) . Pe-
ro, por (6.2)i, si B es convexo y A € B € X , entonces K(A) C
K(B)Y = B 3 asi X(A) € KI(A) :




39

Como corolario de (6.1)ii y de (6.13) obtenemos:

(6.14) Si A € X , entonces K(A) es elemento minimal de la fa-
milia de los subconjuntos convexos de X que incluyen a A ; es

mds, K(A) es el menor subconjunto convexo de X que incluye a A.

(6.15) Observacidn: Como en la demostracidén de (6.13) se utili-
zan Gnicamente (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), podemos afirmar que da-
do cualquier conjunto X y cualesquiera sean K y K' funciones de
P(X) en P(X) que cumplan (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), entonces K =
K' sii {ACX / A = K(A)} = {BCX /B =XK"'(B)} , o sea, K = K!

sii X y K' definen los mismos subconjuntos convexos de X .

7.- Algunas consecuencias de los cuatro primeros axiomas:

Caracterizacidn de los convexos v de la clpsula convexa me-

diante bandas. Los operadores C" .

Los cuatro primeros axiomas permiten caracterizar, mediante
bandas, a los convexos (ver (7.1)) y a la cd@psula convexa (ver
(7.24)). Para esto Gltimo introducimos los operadores C y c",
de los que estudiamos algunas propiedades, analizando qué axio-

mas de K utilizamos en sus demostraciones.

(7.1) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- K(A) = A . ii.~ {a,b} CA = K(a,b) C A .

Demostracién. i = ii. Supongamos i 3 si {a,b}C A , por (6.2)1,
K(a,b) € K(A) = A .

ii = i . Supongamos ii. Por (6.1)i , A € K(A) ; para probar
que K(A) C A , por (Ax 2) alcanza con demostrar que F finito

y FCA=X(F) CA (I) . Esta demostracidén se hace por induc-

cidén sobre j = card F . Por (6.9)ii, la proposicidn (I) resul-
ta trivial para j = 0 . Como suponemos ii, también vale (I) pa-
ra j = 1 . Ahora supongamos (I) para j=n=1y sea F ={a ,...,
an,ah+ﬁ<:A tal que card F = n+1; vamos a ver que K(F)C A, Tomemos x € K(F);
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por (Ax 4), existe a € K(a, ..., a_ ) tal que x € K(a, aﬂﬂ);pe—
ro por hipdtesis inductiva a € A . Asi, por ii, K(a,a ) C Ay,

en consecuencia, x € A .

(7.2) Observacidn: En nuestro sistema axiomatico, para deducir

(7.1) es necesario utilizar (Ax u4). Esto puede verse mediante
el primer ejemplo dado en (5.4); en efecto, sea X un conjunto
tal que card X 2 4 y para todo A C X definimos K(A) = A si card
A <2y K(A) = X si card A > 2 ; como ya hemos visto en (5.4) K
cumple todos los axiomas salvo (Ax 4); tomando A C X tal que
card A > 2 y A # X vemos que K(A) = X # A pero, sin embargo, si
{a,b} C A entonces K(a,b) € A ; asi K no verifica (7.1).

Si, bien para deducir (7.1) tenemos que utilizar (Ax 4), sin
embargo, en el sistema axiomdtico dado por (Ax 1), (Ax 2), (Ax
3) y (Ax 5), tenemos que (7.1) no es equivalente a (Ax 4). Esto
puede verse tomando el Gltimo ejemplo de (5.4) el cual verifica
(Ax 1), (Ax 2), (Ax 3), (Ax 5) y (7.1) pero no verifica (Ax 4).
Recordemos que en dicho ejemplo tomdbamos g, h, i tres puntos
no alineados del plano y X = conv(g,h,i) - (g,h), y definiamos
K(A) = X N conv(A) . De esta forma el sistema axiomatico dado
por (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3), (7.1) y (Ax 5) es mds débil que el
dado por (Ax 1) a (Ax 5), o sea, todo teorema del primer siste-
ma es teorema del segundo, pero hay teoremas del segundo (como
(Ax 4)) que no son teoremas del primer sistema. Como sefialamos
en (1.4), si tomamos como axiomas (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3) y (7.1)
obtenemos un sistema axiomdtico cuyos teoremas también son vAli-

dos para la cdpsula afin en espacios vectoriales.

(7.3) Observacidn: La proposicidn (7.1) nos asegura que un sub-

conjunto A de X es convexo sii cualesquiera sean a,b € A , la
banda determinada por a,b estd incluida en A . La analogia entre

este resultado y la definicidn usual de convexo en espacios vec-

toriales sobre cuerpos ordenados, dada en el paragrafo 2 del pre-
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sente capitulo, permite hacer nuevas demostraciones de algu-
nas de las proposiciones del pardgrafo 6 por analogla con las
demostraciones de dichas proposiciones para la convexidad vec-
torial (ver [9]). De esta forma, podemos obtener, por ejemplo,
la siguiente demostracidn de la proposicidn (6.11):

Sean {Aj/ 7 € J} una familia de subconjuntos convexos de
Xy A =FHAJ/ j €J} . Si a,b € A , entonces para todo j € J ,
a,b € Aj; asi por (7.1), para todo j € J , K(a,b) C Aj; luego
K(a,b) C A vy , en consecuencia, por (7.1), A es convexo.

En forma inmediata, también podemos probar (6.12) y de a-
111 obtener (6.4), (6.6) y (6.7).

(7.4). Observacidn: Por (6.15) y (7.1), podemos afirmar que da-
do cualquier conjunto X tal que card X 2 2 y cualesquiera sean
K y K' funciones de P(X) en P(X) que cumplan (Ax 1) a (Ax u4),

entonces K = K' sii para todo a,b € X , K(a,b) = K‘(a;b). Tam-

bién podemos afirmar que dado cualquier conjunto X y cualesquie-
ra sean K y K' funciones de P(X) en P(X) ﬁue cumplan (Ax 1),

(Ax 2), (Ax 3) y (7.1), entonces K = K' sii para todo a,b € X ,

K(a,b) = K'(a,b). De esta forma, el operador de c@psula convexa

K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b)

con a,b € X .

Mediante las bandas, definimos para todo A € X , C(A) =
U {K(a,b) / a,b’€ A }. 8i {a, ..., & }C X , Cl{a, ,...5aD se
escribira C(al,...,an). Mediante la definicidén de C y sin utili-
zar propiedades de K (salvo el hecho de que K es una funcidn de
P(X) en P(X)), podemos probar que C es isotdnico y tiene la pro-

piedad de dominio finito:

(7.8) i.« AC BCX=LC(A) CC(B) .
ile- AC X =C(A) = WVC(F) / F finitoy F C A } &

Demostracidn. i.- Supongamos A C B C X y sea x € C(A); entonces
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existen a,b € A tales que x € K(a,b) ; pero a,b € B y, en con-
secuencia, % € C(B), ii.- Sea A C X ; por i, U{C(F) / F finito
y F € A} C C(A) . Para probar la otra inclusidn, tomemos X €
C(A); asi existen a,b € A tales que x € K(a,b) ; pero como
X(a,b) C C(a,b), resulta que x € C(a,b) ; luego, tomando F =

= {a,b}, obtenemos que existe F finito y F C A tal que x € C(F).

También, mediante la definicidn de C y sin utilizar propie-

dades de K , podemos probar:
(7:6) A.~ C(¢) =d. dl.= &4 € X = 0la) = K(a) »

La definicibén de C y la isotonia de K , probada en (6.2)i ,

nos permite probar la siguiente broﬁosicién:
(7.7) a,b € X = C(a,b) = K(a,b) .

Demostracibén. Sean a,b € X , por definicidén de C , obtenemos
Cla,b) = U{K(x,y) / x,y € {a,b}} = K(a,b) VU K(a) Y K(b) ; pero
por ser K isotdnico, K(a) C K(a,b) y K(b) C K(a,b) ; asi C(a,b)=
= K(a,b) .

(7.8) a € ¥ = C(a) = {a} .

Demostracidn. Por (7.6)ii y (Ax 3) obtenemos C(a) = K(a) = {al.

En virtud de las proposiciones (7.5)ii v (7.8), el operador
C verifica (Ax 2) y (Ax 3). Esto permite obtener, en forma in-

mediata, la siguiente proposicidn:

(7.9) 1i.- ACX=ACcC(A) .
il.- A C X = C(A) C c(C(A)) . dii.- C(X) = X .

Demostracidn. i.- Es andloga a la demostracidn de (6.1)1 . ii.-

Es consecuencia de i. iii.- Ver la demostracidn de (6.9)i.
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También, se puede probar que C verifica (Ax 4), para lo
cual se utiliza Ginicamente la definicidn de C y proposiciones

que se deducen de ella y de que K cumple (Ax 3).

(7.10) ¢ # FC X , F finitoy p € X = C(F U {p}) €U {C(a,p) /
a € C(F)} . [

Demostracidn., Sean ¢ # FC X y p€ X 3 si x € C(F U {p}), en- '

tonces existen x , x, € F U {p} tales que x € K(x, ,X,) y, en

consecuencia, x € C(x, ,x,) (pues, por definicidn de C , K(x, ,%,)
C C(x,,x,)). Ahora bien, si x , %X, € F entonces x € C(F); pe-
ro, por (7.9)i , x € C(x,p); asi x € U {C(a,p) / a € C(F)}

Por otra parte, si x, € Fy x, = p , tenemos que X € C(x, ,p) don-
de, por (7.9)i , x,€ C(F) . Si x = x,= p , entonces x € C(p) C
C(a,p) para cualquier a € C(F) (donde C(F) # ¢ ya que ¢ # F C
.C(F) por (7.9)i ); asi x € VU {C(a,p) / a € C(F)} .

Como en la demostracidn de (7.10) no se utiliza la hipdte-
sis seglin la cual F es finito, obtenemos mediante la misma de-

mostracién la siguiente proposicidn:
(7.11) ¢ # ACX yp €X =C(AUV {p}) € VY{c(a,p) / a € C(A)}

(7.12) Observacidn: En virtud de (7.7), resulta evidente que

si K es isotdnico y cumple (Ax 5), entonces C tambi&n cumple
(Ax 5), o sea, .a € C(b,p) y ¢ € ¢(d,p) = C(a,d) N C(b,c) # ¢

De esta forma, si K cumple (Ax 2), (Ax 3) y (Ax 5), enton-
ces C cumple (Ax 2), (Ax 3), (Ax 4) y (Ax 5). Sin embargo, de
que K cumpla (Ax 1) a (Ax 5) no se deduce que C cumpla (Ax 1);
esto puede verse tomando como X el plano y como K el operador
de cépsula convexa usual (ver (1.1)).

Como en la demostracidn de (7.5)ii no se utilizan axiomas
de K y en las demostraciones de (7.8) y (7.10) se utiliza tni-
camente que X cumple (Ax 3), resulta que si K cumple (Ax 3) en-

tonces C cumple (Ax 2), (Ax 3) y (Ax u).
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La isotonia de K nos permite probar la siguiente proposi-

cidn:
(7.13) A C X = C(A) C X(A) .

Demostracidén. Sea A C X y x € C(A), entonces existen a,b € A

tales que x € K(a,b); pero por la isotonia de K, K(a,b) € K(A)
Asi x € K(A) .

(7.14) Observacibdn: Si tomamos como X el plano y como K el o-

perador de cédpsula convexa usual, resulta que si A estd forma-
do por tres puntos no alineados a, b, ¢ , entonces C(A) # K(A),
pues C(A) = [a,b] VU [b,c] U [a,c] mientras que K(A) = conv(A).

Asi C(A), en este caso, no es convexo.

Como consecuencia de (7.1) y de (7.9)i obtenemos la siguien-

te proposicidn:

(7.15) Si A € X , los siguientes enunciados son equivalentes:

i.- A es convexo., ii.- C(A) €CA , 1ia.- C(A) = A .

Demostracidn. i <*ii. Resulta inmediata por (7.1). ii = iii.

Es consecuencia de (7.9)1 .

Hasta ahora hemos visto que C tiene muchas propiedades ané-
logas a las de K , aunque puede no ser idempotente seglin se a-
clard en (7.12). Ahora bien, para poder expresar K mediante C,
definimos inductivamente los operadores c" de la siguiente for-
ma: para todo A C X , i.- P gAY & & 5 dfe= ¢ *a) = ced a)-
En la proposicidn (7.24), vamos a ver que K(A) =U{c" (A) /

n 2 0} . La demostracidn de dicha proposicidn puede hacerse u-
tilizando pocas propiedades de los operadores c"; sin embargo,
resulta interesante ver como los C gozan de propiedades anédlo-
gas a las de C . Estas propiedades se demuestran por induccidn

sobre n .
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(7.16) Para todo niimero entero n # 0 , se cumple:
f.~aCBCX=C"(A)cem _

ii.- ACX=C"(A) =U{C'(F) / F finito y F C A} .
iii.- c"(¢) =9 .

Demostracidn. En la misma no se utilizan los axiomas de X .

i.- Esta proposicidn resulta trivial para n = 0 . Supongamos
iparan= 73720y sean ACB CX ; vamos a ver que CrICA) -
¢'*'(B) . Por hipbtesis inductiva diwy € € 81 5 Bed, por
(7.5)i , ccc’(ay) € cc (B)), o sea, ¢ '(A) € ¢ '(B). ii.- Re-
sulta trivial para n = 0 . Supongamos ii para n = j 2 0 y sea
ACX 3 en virtud de i, Y{C'*'(F) / F finito vy F C A} C ¢ "'(a).
Para probar la otra inclusibdn, tomemos x € Ci”(A); asi existen
X, %X, € ¢ (A) tales que x € K(x, ,x,) ; pero por hipdtesis in-
ductiva existen F, , F, finitos y F , F, C A tales que x, €

; € (E 0
‘F,) . De esta forma, x € C (F! U F:) donde FllJ F, es finito
y F UF, CA . iii.- Evidentemente, c’(6) = ¢ . Supongamos
iii paran = § > 0 ;3 asi ¢*'(¥) = c(c (#)) = C(8); en conse-

CI(FI) y %,€ CJ(FZ); en consecuencia, por i, X, , X
i+1

cuencia, por (7.6)i, ey =6 .

(7.17) Para todo nimero entero n 2 0 , se cumple:
f,- B EXN®E ey & (A, #ii~ACE*ACE AT . fii.~ A €
X g (A) e e (A)) . dve- € (X) = B &

Demostracidn. El {inico axioma de K que utilizamos es (Ax 3).

i.- Trivialmente C’ (a) = {a} cualquiera sea a € X . Suponga-
mos i paran = j 2 0y sea a € X , entonces c*a) = ¢ (a))=

“a) = fa). dii.- Evidentemente, ii

= C(a); luego por (7.8), C
vale para n = 0 . Supongamos ii para n = j 2 0 y sea A C X ,
entonces A C Cj(A); pero, en virtud de (7.9)1i , Cj(A) Cc C“‘(A);
asi A € ¢"'(A). iii.- Es consecuencia de ii. iv.- Evidentemen-
te, iv vale para n = 0 . Supongamos iv para n = j 2 0 3; luego

c ) = cedd (X)) = c(x) 3 asf, por (7.9)iii, C€TU(X) = X .
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Ahora, vamos a probar algunas proposiciones, mediante las
n
cuales demostraremos que para todo entero n 2 0 , C cumple
(Ax 4).

(7.18) Si a € K(a,p), b, € K(b,p) y %, € K(a, ,b, ), entonces exis-

te x € K(a,b) tal que x, € K(x,p) .

Demostracidn. En la misma utilizamos que K cumple (Ax 1), (Ax

2) y (Ax 4). En efecto, por (Ax 4), dados a, b, p € X obtenemos
" que K(a,b,p) €U {K(x,p) / x € K(a,b)} ; asi, si a, € K(a,p) ,

b € K(b,p) y x,€ K(a, ,b, ), entonces, por (6.2)i y (Ax 1), %€

K(a,b,p), de donde existe x € K(a,b) tal que x, € K(x,p) .

La figura 3 ilustra la or
proposicidén (7.18) para el
Fig. 3
caso en que X sea el plano
y K la cépsula convexa u-

sual.

(7.19) c,d € K(a,b) = K(c,d) € K(a,b) .

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de (6.2)i y (Ax 1); asi

en esta demostracidn utilizamos f{inicamente que K cumple (Ax 1)

v (Ax 2). También podemos hacer la demostracidn mediante (7.18)
y (Ax 3); en efecto por (7.18), si c,d € K(a,b) y x,€ K(c,d),
entonces existe x € K(a,a) = K(a) tal que %, € K(x,b) ; pero,

por (Ax 3), x = a 3 asi x,€ K(a,b).

(7.20) Para todo nfimero entero n 2 1 , se cumple a,b € X =
= (C"(a,b) = K(a,b) .

Demostracidn. En ella utilizamos que K cumple (Ax 1), (Ax 2) y
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(Ax 3). En efecto, por (7.7), queda probada la implicacidn
para n = 1 . Supongamos que vale la implicacidén para n = j 21
y sean a,b € X ; asi Cy‘l(a,b) = C(K(a,b)); pero, por (7.9)i.
K(a,b) C C(K(a,b)); ademds, por (7.19), C(K(a,b)) C K(a,b);
luego, C(K(a,b)) = K(a,b) vy, en consecuencia, Cj+l(a,b) =

= K(a,b) .

(7.21) Para todo nGmero entero n = 0 , se cumple ¢ # A C X vy
DPEX=C(AVI{p)) CU{C"(a,p) / a € C (A} .

Demostracidén. En la misma vamos a utilizar que K cumple los

cuatro primeros axiomas. Evidentemente, la implicacidn vale
para n = 0 ;3 ademés, por (7.11), también vale para n = 1 . Su-
pongamos que la implicacidn vale para n = j°2 1 y consideremos
¢ #ACX,pEXyx€C" (AU I(p)); por definicién de C
existen a, , b, € ¢ a v {p}) tales que x, € K(a, ,b, )3 pero, por
hipbétesis inductiva, existen a,b € d (A) tales que a, € K(a,p)
y b, € K(b,p) ; luego, por (7.18), existe x € K(a,b) tal que

x, € K(x,p) . Pero, como x € K(a,b), resulta que x € ¢t ay -
ademas, por (7.20), K(x,p) = C]+l(x,p); de esta forma, queda

probado que existe x € Ci+l(A) tal que x, € Cj+l(x,p) :

Como caso particular de (7.21) obtenemos que para todo nfi-

mero entero n = 0 , C cumple (Ax 4).

(7.22) Observacidn: Como, para todo A € X , c’a) = A , resul-
ta evidente que ¢’ cumple (Ax 5). En virtud de (7.12), si K
cumple (Ax 2) v (Ax 5), entonces ¢’ cumple (Ax 5). Ademds, por
(7.20), si K cumple (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3) y (Ax 5), entonces
para todo nfimero entero n = 1 , C' cumple (Ax 5).

De esta forma, si K cumple (Ax 1) a (Ax 5), entonces, para
todo nfimero entero n = 0 , C cumple (Ax 2) a (Ax 5). Evidente-

mente, C° cumple (Ax 1); sin embargo, de que K cumpla (Ax 1) a

(Ax 5) no se deduce que, para todo nimero entero n = 1 , c" cum-




48

pla (Ax 1). Seglin aclaramos en (5.1), si X es un espacio vec-
torial sobre un cuerpo ordenado y dim X = d =2 1 , entonces si
1< 2"<d+ 1, resulta que C" no cumple (Ax 1); por .otra par-
te, si d + 1 < 2" entonces C" cumple (Ax 1).

Las relaciones entre las propiedades de K y las de 1los ¢
quedan sefaladas en la siguiente proposicidn:

Sean X un conjunto y K una funcidén de P(X) en P(X), enton-

n . . . .
ces los operadores C definidos anteriormente cumplen las si-

guientes propiedades: .

i.- Para todo enteron >0 , C cumple (Ax 2).

ii.- X cumple (Ax 3) <*para todo entero n = 0 , C cumple (Ax 3) .

iii.- Si K cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3), entonces
a) K cumple (Ax U4) ®para todo entero n =.0 , o cumple (Ax 4).
b) K cumple (7.18)<para todo entero n = 0 , C° cumple (Ax u4).
c) K cumple (Ax 5)+*para todo entero n = 0 , c" cumple (Ax 5).

Demostracién. i.- Resulta de (7.16)ii

ii.- (=) Es consecuencia de (7.17)i.
(<) Tomando n = 1 , C cumple (Ax 3); pero, por (7.16)ii, para
todo a € X , C(a) = K(a); luego K cumple (Ax 3). iii.- Suponga-
mos que K cumple (Ax 1), (Ax 2) y (Ax 3).

a) Se deduce de (7.21).

b) (=) Se deduce de (7.21).
( =) Utilizamos que c? cumple (Ax 4). Sean a, € K(a,p), ble
K(b,p) y %, € K(a, ,b ); luego, x,€ Cz(a,b,p) cu {Cz(x,p) bR E
c*(a,b)} ; asi existe x € Cz(a,b) tal que x € Cz(x,p). Pero,
por (7.20), Cz(a,b) = K(a,b) y Cz(x,p) = K(x,p). En consecuen-
cia, K cumple (7.18).

¢) Se deduce de (7.20).

Del andlisis de la demostracidn se deduce que en iii alcan-

za con pedir que K cumpla (Ax 1) y (Ax 3), y sea isotdnico. Pa-
ra ver que, en iii.- a), no vale la reciproca podemos tomar el

primer ejemplo de (5.4).
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(7.23) Para todo niimero entero n 2 0 , se cumple:
(O A C X =€ (A) € K(A),
if.~ & X =@y € 6™ iR

Demostracidn. i.- Utilizamos que K es isotbnico y cumple (Ax 1)

y (Ax 3). En efecto, por (6.1)i, obtenemos que i vale para n =
= 0 . Supongamos la validez de i para n = j = 0 y sea A C X ;
asi ¢ (A) C K(A). Para ver que ¢*'(A) C K(A) , tomamos x €
oIl ; luego existen a,b € ¢’ (A) tales que x € K(a,b) ; pero
por hipétesis inductiva a,b € K(A) ; asi, por la isotonia de K
y por (Ax 1), K(a,b) C K(K(A)) C K(A) . Luego, x € K(A).

ii.- Es consecuencia de (7.9)i. Asi utilizamos Gnicamente que

K cumple (Ax 3).

Ahora, dado A C X vamos a expresar K(A) utilizando las ban-
das K(a,b).

(7.24) A C X = K(A) = U{C"(A) / n > 0}.

Demostracidn. Sea A C X y sea D(A) = U{C"(A) / n > 0}. Por
(7.23), A C D(A) C K(A) . Si tomamos a,b € D(A) entonces exis-
ten 1, J = 0 tales que a € c' (A) y b € ¢’ (A). En consecuencia,
a,b.€ C"(A) donde m = mix {i,i} , y K(a,b) € c""' (A) C D(A)
Luego, por (7.1), K(D(A)) = D(A) . Asi la istotonia de K nos
permite deducir que K(A) C K(D(A)) = D(A) . En consecuencia,
K(A) = D(A). De la observacibén de las demostraciones de (7.23)

y (7.1), se deduce que en la presente demostracidn hemos utili-

zado que K cumple los cuatro primeros axiomas.
Como corolario de (7.23)ii y de (7.24) obtenemos:

(7.25) Para todo nfimero entero j = 0 , se cumple : AC X =
= K(A) = U{C'(A) / n=>31}.

(7.26) Observacidn: Las proposiciones (7.24) y (7.25) también
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son validas si X es un conjunto y K es una funcidn de P(X) en
P(X) que cumple (Ax 1), (6.2)i, (6.1)1i, y (7.1). En efecto, es-
to se deduce, en forma inmediata, analizando las demostraciones
de (7.24) y (7.23), puesto que de (6.1)i1i se deduce (7.9)1i.

Si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado, sabe-
mos que los operadores cdpsula lineal y cépsula afin cumplen
(Ax 1), (6.2)i, (6.1)i, y (7.1). De esta forma, dichos operado-
res también cumplen (7.24) y (7.25).

(7.27) Equivalencia entre (7.1) y (7.24). Segln vimos en (7.26)
si K cumple (Ax 1), (6.2)i y (6.1)i, entonces (7.1) implica
(7.24). Ahora veremos que también vale que (7.24) implica (7.1).

En efecto, supongamos que K cumple (Ax 1), (6.2)i, (6.1)i y (7.24°
para ver que entonces K cumple (7.1), tomamos A € X . Si K(A) =
= A , entonces, por (6.2)i, {a,b}C A implica K(a,b) C A. Por
otra parte, si suponemos que {a,b}C A implica K(a,b) € A , obte-
nemos que C(A) C A ; asi, por (6.1)i, C(A) = A ; luego, por in-
ducecidn, resulta que, para todon = 0 , ¢"(A) = A y asi, por
(7.24), K(A) = A . Observemos que al probar que (7.24) implica
(7.1), no utilizamos (Ax 1).

La equivalencia entre (7.1) y (7.24) ya probada, queda enun-

ciada en la siguiente proposicidn:

Sean X un conjunto y K una funcidn de P(X) en P(X) que veri-
fica: :
1) A C X = K(K(A)) C K(A).
2) A € BC X = K(A) € K(B).
3) A CX=AC K(A) .
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- Para todo AC X , K(A) = A si y sblo si {a,b}C A implica
K(a,b) € A ,
ii.- A'C X = K(A) = U{C"(A) / n > 0},
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8.- Obtencidn de un operador de cdpsula convexa utilizando un

operador mis pobre.

Al estudiar los operadores C y C', en el pardgrafo anterior,
observamos que dichos operadores podian gozar de propiedades
mejores que las del operador K a partir del cual se habian ge-
nerado; por ejemplo, seglin vimos en (7.16)ii, utilizando Gni-
camente que K es una funcidn de P(X) y P(X), podemos probar que
los operadores C' gozan de la propiedad de dominio finito. Las
relaciones entre las propiedades de K y las de los i gquedaron
seflaladas en (7.22).

Ahora tomemos un conjunto X y una funcidn K de P(X) en P(X)
que satisfaga (Ax 1), (6.2)i, (Ax 3) y (7.18). Utilizando la
funcidén K definimos los operadores C y c" y a partir de ellos,
definimos, para todo A C X , K (A) =u{c"(A) / n > 0} . Vere-
mos que el operador K, asi definido satisface (Ax 1), (Ax 2),
(Ax 3) y (Ax 4); ademds, para todo A C X , K (A) C K(A) ; vy
cualesquiera sean a,b € X , K (a,b) = K(a,b). Asi obtenemos el
operador K, que satisface los cuatro primerso axiomas, a partir
del operador K que es mds pobre ya que satisface (Ax 1) y (Ax
3) y las proposiciones (6.2)i y (7.18) que se deducen de (Ax 1),
(A%, 2) y (Ax 4).

(8.1) A C X = K, (K, (A) C K (A).

Demostracidn. Sean A C X y B = KI(A) . Comenzaremos probando

que C(B) C B ; si x € C(B), existen a,b € B tales que x € K(a,b)
luego existen 1i,j = 0 tales que a € ¢ (A) y b € ¢ (a) ; asi, por
(7.23)33, 8.8 & c"(A) donde m = mdx {i,j} . En consecuencia,

x € ¢"*' (A) y, asi, x € B . Ahora bien, para ver que, para to-

don=>0, C'(B) € B, procedemos por induccibén sobre n . Evi-

dentemente, C°(B) C B j supongamos que ¢’ (B) CB ; por (7.5)i,
c*'(B) cc(B) 3 asf ¢/ (B) C©B . De esta forma, K, (B) C B ;
o sea, K (K (A)) C K, (A) .
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(8.2) ACX =K (A) = U{K (F) / F finito y F C A}

Demostracidén. Por (7.16)i, resulta evidente que K, es isotdnico,
o sea, s1 A CB C X , entonces KI(A) = Kl(B). Por tal motivo,
si A C X entonces U{K (F) / F finito y F C A} C K (A) . Para
probar la otra inclusidn, tomemos x € K, (A); luego existe n 2 0,

tal que x € C"(A); pero, por (7.16)ii, existe F finito y F C A ,
tal que x € C" (F); de donde, por definicidn de K,» x € K (F). De
esta forma, x € U {K (F) / F finito y F C A},

(8.3) a €EX = K, (a) = {a} .

Demostracidén. Es consecuencia de (7.17)i.
(8.4) ¢ # ACXyp€EX®= KI(A U {p}) CU {Kl(a,p) /] &€ Kl(A)}.

Demostracidén. Sean ¢ # AC Xy p€X . Six €K (AU {p}) , e-
xiste n > 0 , tal que x € C" (A U {p}) ; pero, por (7.21) y (7.22)
existe a € C' (A), tal que x € C" (a,p) ; en consecuencia, por de-
finicidn de K , x €K (a,p) donde a € K (A) . Asi x € U {K (a,p)/
a € K (A)}.

(8.5) A C X = K (A) C K(A).

Demostracidn. Es consecuencia de (7.23)i.

(8.6) a,b € X = K (a,b) = K(a,b).

Demostracidn. Sean a,b € X , por definicidén de C , K(a,b) C
C(a,b) ; en consecuencia, K(a,b) € K, (a,b). Pero, por (8.5),
X, (a,b) C K(a,b).

(8.7) Observacidn: En virtud de (8.5), si K ademis satisface

(Ax 5), entonces K también satisface dicho axioma.

(8.8) K(A) = A= Ki(A) = A .
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Demostracién. Sea A C X y supongamos que K(A) = A ; asi, por
(8.5), K, (A) CA . Pero como K cumple (Ax 2) y (Ax 3), por
(6.1)i obtenemos A C K, (A) ; asi K, (A) = A .

(8.9) Los siguientes enunciados son equivalentes:
1.- Para todo A C X , K (A) = A = K(A) = A .,
il K=K &

iii.- K cumple (Ax 1) a (Ax 4) .

Demostracién. i = ii. Supongamos ij; por (8.8), K(A) = A sii
K,(A) = A . Pero como la demostracidén de (6.13) también vale

para operadores que cumplan (Ax 1), (6.2)i y (Ax 3), obtenemos
que para cualquier B € X , K(B) = NM{A / K(A) = Ay B CACX} =
=N{A / K, (A) = Ay BCACX}="K (B). ii ®= i . Es trivial.

ii = iii. Es consecuencia de que K cumple (Ax 1) a (Ax U4).

1iii = jii. Es consecuencia de (7.2u4). ‘

(8.10) Ejemplos: i.- Sea X = R' con la norma euclidea, o sea,
81 X = (X 5000, x,) € R’ , entonces ﬂxﬂ=\/x:+ sk, x:‘; y de-
finamos para todo A C X , K(A) = cconv(A) (donde cconv(A) de-
nota la cépsula convexa cerrada de A en dicho espacio, © sea,
cconv(A) = conv(A)) . Seglin vimos en (5.2), K cumple (Ax 1),
(Ax 3), (Ax 4) y (Ax 5), pero no cumple (Ax 2). Sin embargo,
K cumple (6.2)i, pues los operadores conv y clausura cumplen

(6.2)i. Ademis, K cumple (7.18) ya que en la demostracidn de |

dicha proposicidn utilizamos Gnicamente (Ax 1), (6.2)i y (Ax W). |
A partir de K definimos el operador C ; pero como para todo
é,b € X , cconv(a,b) = conv(a,b), resulta que si A € X , enton-
ces C(A) = U{conv(a,b) / a,b € A} . Asi, por (2.8) a (2.11) y
(7.24), Y{C"A) / n > 0} = conv(A) , de esta forma, K es el
operador cédpsula convexa.
ii.- Sea X = R' con la norma euclidea y definamos para todo
ACZX , K(A) = A . Segln vimos en (5.2), K cumple (Ax 1), (Ax 3),

(Ax 4) y (Ax 5), pero no cumple (Ax 2). Sin embargo, K cumple
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(6.2)iy (7.18). A partir de K definimos C ; pero como para

todo a,b € X , {a,p} = {a,b}, resulta que si A € X , enton-
ces C(A) = A y, en consecuencia, KI(A) = A , o sea, K es el

operador identidad.
iii.- Sea n 2 2 y X un conjunto tal que card X 2 n + 2 ; para
todo A C X definimos K(A) = A s1 card A S n y K(A) = X si card

A > n . Segln vimos en (5.4), K cumple (Ax 1), (Ax 2), (Ax 3)

y (Ax 5), pero no cumple (Ax 4). Evidentemente, K cumple (6.2)i

y (7.18). Resulta inmediato que, para todo A € X , K (A) = A,

o sea, K es el operador indentidad.

iv.- Sea X = R’ con la norma euclideaspara todo A € X , defini-

mos K(A) = conv(A) si A es acotado (o sea, si existe r € R tal

que A C{x € R'/ Ixl <r1}) y K(A) = af(A) si A no es acotado
(donde af(A) denota la cépsula afin de A). Para ver que K cum-

ple (Ax 1), tomamos A € X ; si A es acotado entonces conv(A)

es acotado y, en consecuencia, K(K(A)) = conv(conv(A)) C conv(A)=

= K(A); si A no es acotado entonces K(K(A)) = af(af(A)) C af(A)=

=K(A) . Para probar que K cumple (6.2)i tenemos en cuenta que

conv y af cumplen dicha propiedad y ademds que para todo A C X,

conv(A) C af(A) . Como para todo F , subconjunto finito de X ,

K(F) = conv(F) , resulta que K cumple (Ax 3), (Ax 4), (Ax 5)

y (7.18). Facilmente podemos ver que K no cumple (Ax 2), para
esto, dados a,b € X a# b , tomamos A = {x € X / x =42a + (1-2)b,
X » 0)as auf KCA) = af(A) = {x €EX /% = da + (1=2)b, XE R}

vy U{XK(F) / F finito y F C A) = conv(A)

to que para todo A € X , K (A) = conv(A), o sea, K

1"

A . Resulta inmedia-
, es el ope-

rador cdpsula convexa.

9.- Alpunas propiedades geométricas que se deducen de los cua-

tro primeros axiomas: Cdpsula convexa de uniones.

Los axiomas 1 a 4 permiten caracterizar la cépsula convexa

de la unidén de dos o més conjuntos. Para esto, dados A,B o
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definimos S(A,B) = U{K(a,b) / a € Ay b€ B}. En forma inme-

diata se deducen las siguientes propiedades de S

(9.1) Sean A,B € X , entonces

s~ SCAsAY = CEA)

ii.- S(A,B) = S(B,A) € K(A V B).

iii.- A CAyB C B=S(A,B) CS(A,B) .
Ve~ A# 9 FB =AUBCS(A,B).

Ve- S(A,9) = ¢

vi.- A # ¢ = S(AX) = X .

Demostracidn. i,iii y v.- Resultan de las definiciones de S y

de C , sin utilizar propiedades de K. ii.- Puesto que K(a,b) =
= K(b,a), la definicibn de S nos'aségura que S(A,B) = S(B,A).
Para ver que S(A,B) C K(A U B) tomemos x € S(A,B), luego exis-

. ten a €Ay b € B tales que x € K(a,b); pero, por (6.2)i, K(a,b)
C K(A UB). Asi x € K(A UB). iv.- Supongamos que A y B son
no vacios; asi podemos tomar a € Ay b € B . Tomemos x € A U B
si x € A entonces K(x,b) C S(A,B); pero por (6.1)i, x € K(x,b),
asi x € S(A,B); en forma andloga se procede si x € B ., vi.- Sea
A # ¢ 3 evidentemente S(A,X) € X ; pero por iv, X C S(A,X) .

Para poder caracterizar la cdpsula convexa de dos conjuntos,

probaremos la siguiente proposicidn:

Demostracién. Sean a,b,c,d elementos de X , no necesariamente
distintos dos a dos. Si x € S(K(a,b), K(ec,d)), entonces existen
y € X(a,b) z € K(c,d) tales que x € K(y,z); pero por (6.2)

ii b), K(a,b) U K(e,d) C K(a,b,c,d); asi {y,z} C K(a,b,c,d) ;
luego por (6.2)i y (Ax 1), K(y,z) € K(X(a,b,c,d)) € K(a,b,c,d);
asi x € K(a,b,c,d). Otra forma de probar que S(K(a,b), K(ec,d))
C X(a,b,c,d), es la siguiente: S(K(a,b), K(e,d)) € S(K(a,b) UV
K(c,d), K(a,b) U K(e,d)) C C(K(a,b) U K(c,d)) € C(C(a,b,c,d) C
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C KX(a,b,c,d); estas inclusiones resultan inmediatas en vir-
tud de (9.1)iii, (9.1)i, (7.5)i y (7.23)i, respectivamente.
Para probar que K(a,b,c,d) C S(K(a,b), K(c,d)) consideremos
x € K(a,b,c,d); por (Ax 4), existe p € K(a,b,c) tal que x €
K(p,d). Andlogamente existe q € K(a,b) tal que p € K(q,c). Pe-
ro, por (6.1)i, {p,d} C€ K(q,c,d); asi K(p,d) C K(g,c,d); luego
x € K(q,c,d). Aplicando nuevamente (Ax 4), existe r € K(c,d)
tal que x € K(q,r); en consecuencia, x € S(K(a,b), K(c,d)).

La figura 4 ilustra la
demostracidn si a,b,c,d son y
los vértices de un tetrae- :
a P Fig. 4
dro en R* y K la capsula
convexa usual.

(9.3) Si A, B son subconjuntos no vacios de X , entonces
K(A U B) = S(K(A), K(B)) .

Demostracidén. Sea M = S(K(A), K(B)); si s,t € M , existen

a, , a, € K(A), b, »b, € K(B) tales que s € K(a, ,b ) y t €

K(a, ,b, ). Asi, por (6.2)i, {s,t} C K(a, ,a, ,b, ,b,); luego K(s,t)
C K(a, ,a,,b, ,b, ). De esta forma por (9.2) obtenemos que K(s,t)
C S8(K(a, ,a,), K(b, ,b,)) y en consecuencia, por (9.,1)iii, K(s,t)

C M 3 asi M es convexo. Por otra parte, como A y B son no va-

cios, por (6.1)i X(A) y K(B) son no vacios; de esta forma, por
(6.1), (6.2) y (9.1) obtenemos la siguiente cadena de igualda-
des e inclusiones A U B C K(A) U K(B) C S(K(A), K(B)) C K(K(A)
U K(B)) C K(K(A U B)) = K(A U B); en consecuencia, AUB CMC
C K(A UB) y como M es convexo, obtenemos por (6.14) que
K(AUB) =M.

Como corolario de (9.3), obtenemos la siguiente generaliza-
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cién de (Ax U4):
(9.4) ¢ #A CXyp€X=K(MAU/({p} =UK(a,p) / a € K(A)} .

Demostracién. Es consecuencia de (Ax 3), (9.3) y de la defini-

cibn de S .

Dados A ,..., A, © X , definimos S(A ,...,A ) =U{K(a ,...,
a )/ a€A para 1 <i <nl}. Observemos que, por (Ax 3), S(A,) =
= A . Ademés S(Al,...,ﬂ.j g Aj”) = S(S(Al,...,A,.), A,
fecto, si x € S(Al,...,Aj,
€ Aj*'tales que x € K(a, ,..., a

sy S -
Aj+l)’ existen a, € A ,..., aje A s

,a ); pero por (Ax 4) ,

a
i+ 1 j 1+
existe a € K(al,...,aj) tal que x € X(a, aj+l); como a €

K(a, 50005a; ), @ € S(A ;o004 )3 asi x € S(SCA, 5...5A ),A ); la

i+
otra inclusidn se prueba en forma andloga.

Por la definicidn de S(A ,...,A ) resulta inmediata la si-

guiente generalizacidn de la proposicidn (9.1).

(8.5) Sean A ;...5A, ©X , entonces i.- A= a0 = A=A =
= 8(A, 5.005A) = UlK(a, ,..45a,) / a4 € A para 1 < i < n}

ii.- (i, ,..:,1, ) permutacidn de (1,...,n) = S(A ,...,A ) =
= S(A, ,...,A% ) CK(A V... VA )., idii.- A € B ,eeey A

C
B S0A suoosll ¥ C BB wosssBL) o I BE B 4 sney B F B =
o}

= B Y e UA C S(Al,...,An) . V.- existe i tal que A/ = ¢ =
= S(A;jee05A ) = ¢ . vi.- existe i tal que A:: X y para todo
j#i Aj# 9 = S(A ,...5A ) = X .

La siguiente proposicién es una generalizacidn de (9.3).
(9.6) 8i A ,...,A, son subconjuntos no vacios de X , entonces
KAV vo0 VA ) = S(K(A ) yeuny K(A D)

Demostracidén. Se hace por induccidn sobre n . Para n = 1 la pro-

posicidn resulta trivial. Supongamos que vale (9.6) para n = j =1
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Tomemos A ..., Aj, Aj+1 subconjuntos no vacios de X 3 luego
por hipdtesis inductiva K(A, UV ... U Aj) = S(K(A; ) 5.0, K(A D)5
asi K(A U...UAjU Aj+:):x((A1 U...UAJ)UAJH)=

= SHKCH, U ... WA S, KA, 1 = BOBEKCA, Uy KEA 13, ROA, T3

= BURCA, Vsavvn KUA Vs BIA D0 o

La proposicidén (9.6) también puede enunciarse de la siguien-
te forma: Si Al se005 A sON subconjuntos no vacios de X , en-
tonces K(A, L s A ) = U {K(a ;s.05a,) / a, € K(A, ) para
1 < 1i<n}, Como generalizacidn de dicha proposicidn obtene-

mos

(9.7) Sea & familia de subconjuntos de X y A = U, Defini-
mos una familia ¥ por F € o sii existe (A, 5..., A/} sub-
familia finita de 4 tal que F C K(A ) U ... UK(A ) y card
(KA, ) ™ F) < 1 para 1 € j € n . Entonces K(A) = U{K(F) / F €

€% }.

Demostracibén. Aplicando (6.2) y (Ax 1) obtenemos que VU{K(F) /

FE ¥ } C K(A) . Para probar la otra inclusibén tomemos
x € K(A); por (Ax 2) existe G finito y G C A tal que x € K(G);
asi existe {Al"'°’An} subfamilia finita de ¥ tal que x €
K(A, VU ... UA ). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, o
sea, de tal forma que si j € {1,.005n }yx € K(U {A / 1 <1 <n,
i # 3} ) . Por (9.6) existen a € K(A ), ...,a € K(A,) tales
que x € K(a, y..., a ). Sea F = {a, ;000 a_}; por la minimali-
dad de {A ,..., A '}, para todo j €{1 ,...5, n }, K(4) e

n

= {aj}. Asi F € ey y , en consecuencia, x € U {K(F) / F €

€ O

1

Como corolarios inmediatos de (9.7), obtenemos las dos pro-

posiciones siguientes:

(9.8) Sean {A, / i € I} una familia de subconjuntos de X , A =
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= UtA / 1 €Tky & = ULKCA, ) / 4 € T}, 5d (K(A ) / L € I} es

una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos, entonces K(A)
= U{K(E) ¢ F fimite, F C A y card(K(A ) N F) < 1 para ML T

(9.9) Sea {A / i € I} una familia de subconjuntos no vacios de
X , entonces K(U {Ai/ I &R = U{K({ai/ 4 ETEN aiE K(Ai) pa-

i R = il S
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CAPITULO IIT

SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS

En el pardgrafo 1 del capitulo II, dado el conjunto X
con card X = 2 , consideramos una funcidn X de P(X) en P(X)
que cumplia (Ax 1) a (Ax 5) y que llamamos operador de cépsu-
la convexa. Sin utilizar (Ax 5), dicha funcidn permitid defi-
nir las bandas determinadas por pares de puntos de X y éstas
caracterizar la cdpsula convexa de cualquier A C X seglin se
vio en (7.24). Es mis, en el pardgrafo 8 del capitulo II, me-
diante un operador K que satisfacia (Ax 1), (6.2) i, (Ax 3) y
(7.18), definimos, utilizando sus bandas, un operador K que
cumplia (Ax 1) a (Ax 4). Ahora, partiremos de un operador B
que cumplird cuatro axiomas y a partir de &l construiremos un
operador K que cumplird (Ax 1) a (Ax 5), o sea, partiendo de
las bandas llegaremos a un operador de cédpsula convexa. Note-
mos que para deducir que K cumple (Ax 1) a (Ax 4) no vamos a

utilizar el axioma 4 de bandas. Este (ltimo axioma resulta e-

quivalente a (Ax 5) el que se usard en el prdximo capitulo pa-
ra deducir el teorema de separacidn. '

1.- Axiomas de bandas.

Sean X un conjunto tal que card X = 2 y B una funcidn

de X x X en P(X) que satisface los siquientes axiomas:

(P 1) {a,b) € B(a,b)

(P 2) B(a,a) C {a}

(P 3) 81 a € B(a,p),b, € B(b,p) y %, € B(a, ,b, ), entonces exis-
te x € B(a,b) tal que x, € B(x,p).

(P 4) a € B(b,p) y ¢ € B(d,p) = B(a,d) N B(b,c) # ¢ .
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La funcidn B se llamard operador de banda en X. Dado

{a,b}C X , diremos que B(a,b) es la banda determinada por a,b.
Observemos que los axiomas que cumple B son ciertas pro-

piedades de las bandas K(a,b) del sistema axiOmético‘para ope-
radores de cépsula convexa del capitulo II. En efecto, (P 1) y
(P 2) son consecuencias de (6.1)1 y (Ax 3) respectivamente;
mientras que (P 3) es (7.18) v (P 4) es (Ax 5). De esta forma
cualquier modelo del sistema axiomatico para operadores de cép-
sula convexa nos da un modelo del sistema axiomatico para ope-
radores de bandas; asi este iltimo sistema es consistente y no

categdrico.

2.- Independencia de los axiomas.

En este pardgrafo veremos que cualquiera de los axiomas
(P 1) a (P 4) es independiente de los restantes. Para esto, pro-
cederemos en forma andloga a la del pardgrafo 5 del capitulo IT,
Asi, para cada uno de los axiomas (P 1) a (P 4), encontraremos
un conjunto X tal que card X 2 2 y una funcidén B : X xX = P(X)

que no verifique dicho axioma pero cumpla todos los restantes.

(2.1) Independencia de (P 1). Tomemos cualquier conjunto X tal
que card X = 2 y definamos para todo (a,b) € XxX, B(a,b) =9¢.
Resulta evidente que B no verifica (P 1) pero cumple los otros

tres axiomas. También podemos probar la independencia de (P 1)
tomando cualquier conjunto X tal que card X 2 2 y definiendo pa-
ra todo (a,b) € XxX, B(a,b) = {a} . Si tomamos b # a resulta
que {a,b} ¢ B(a,b); evidentemente B cumple (P 2). Para ver que
cumple (P 3) tomemos a, € B(a,p), b, € B(b,p) y x, € B(a, ,b, ),

asi obtenemos que a = a, b = by x = a de donde X, = aj luego

1
tomando X = a resulta que x € B(a,b) y x, € B(x,p). Andloga-
mente se procede para ver que B cumple (P 4). Otro ejemplo para

probar la independencia de (P 1) se obtiene tomando como X el
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plano y para todo (a,b) € X xX, B(a,b) el segmento abierto de

extremos a,b.

(2.2) Independencia de (P 2). Consideremos cualquier conjunto
X tal que card X 2 2 y definamos para todo (a,b) € X xX, B(a,b)
= X. Evidentemente B no cumple (P 2) pero cumple los otros tres

axiomas. Las cépsulas lineal y cdnica ya utilizadas en (5.3)
del capitulo II para probar la independencia de (Ax 3) también
permiten probar la independencia de (P 2). En efecto, sea X un
espacio vectorial (de dimensidén 2 1) sobre un cuerpo E ; y defi-
namos para todo (a,b) € X xX B(a,b) = L(a,b) = {a a +8 b / a,8
€ E }; asi {a,b} € B(a,b); si tomamos a # 0 resulta que B(a,a)
¢ {a}; evidentemente se cumple (P 4) pues 0 € L(a,b) cuales-
quiera sean a,b € X; procediendo en forma rutinaria también se
ve que B cumple (P 3). En el caso de la cdpsula cdnica se proce-
"de en forma andloga al de la clpsula lineal; asi tomamos como X
un espacio vectorial (de dimensidn 2 1) sobre un cuerpo ordenacdo
E y definimos B(a,b) = cono (a,b) = {a a +8 b / a,B €EE y a,8 >
0o} .

(2.3) Independencia de (P 3). El filtimo ejemplo dado en (5.4)

del capitulo II para probar la independencia de (Ax 4), también
permite probar la independencia de (P 3). En efecto, sea X =
= conv (g,h,i) - (g,h), donde g,h,i son tres puntos no alinea-
dos del plano, conv la clpsula convexa usual y (g,h) el segmen-
to abierto de extremos g,h; definimos para todo (a,b) € X xX ,
B(a,b) = X N conv (a,b). Resulta inmediato que B cumple (P 1) y
(P 2); ademds, segln vimos en (5.4) del capitulo II, B también
cumple (P 4). Para ver que B no cumple (P 3) tomamos a = g, b =h
y p=1 3 de esta forma si a, € B(a,p) - {a,p}, b, € B(b,p) -{b,p}

y x, € B(al,bl) - {a:°b:} entonces, como B(a,b) = {a,b} , resul-

ta que no existe x € B(a,b) tal que x € Blxyp) «
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(2.4) Independencia de (P 4), Como (P 1), (P 2) y (P 3) se de-
ducen de (Ax 1) a (Ax 4), el ejemplo dado en (5.5) del capitu-

lo II para probar la independencia de (Ax 5) también prueba la

independencia de (P 4),

3.- Algunas propiedades de las bandas.

Mediante (P 1), (P 2) y (P 3) podemos deducir las siguien-
tes propiedades de B.

(3.1) B(a,a) = {a} .

Demostracidn: Es consecuencia de (P 1) y (P 2).

(3.2) e,d € B(a,b) = B(c,d) C B(a,b).

Demostracién: Sean c,d € B(a,b) y %, € B(c,d); por (P 3) exis-
‘te x € B(a,a) tal que x € B(x,b). Pero, por (P 2), x = a; asi
XIE B(a,b).

(3.3) B(a,b) = B(b,a) .

Demostracidn: Por (P 1), {a,b} C B(b,a); asi, por (3.2),
B(a,b) CB(b,a). La otra inclusidn se prueba en forma andloga.

Consideremos las proposiciones:
& a € B(a,b)
(P 1") B(a,b) = B(b,a)

de esta forma obtenemos:

(3.4) Sean X un conijunto tal que card X 2 2 y B : XxX = P(X)
una funcidn que satisface (P 2) y (P 3) entonces
B cumple (P 1) <= B cumple (P 1') y (P 1") .

4,- Definicidn del operador de cdpsula convexa a partir de B.

En forma andloga a lo hecho en el pardgrafo 7 del capitu-
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lo IT, dado A C X definimos C(A) = U {B(a,b) / a,b € A} y

c" (A) inductivamente por i-c’(a) = Ay ddi.- c+lay = ccd a).
Finalmente definimos K(A) = U {C"(A) / n > 01} . Siguiendo la
misma notacidén del capitulo anterior, C({a ,...,a}) Ee escri-
biréa C(ai,...,an); en forma andloga procederemos con los e y
K . Mediante los axiomas (P 1), (P 2) y (P 3), vamos a deducir

que K cumple (Ax 1) a (Ax u4). Para esto probaremos primero:

(4.1) Si A,B son subconjuntos de X y n 2 0 , entonces:
1. A CE (@) € (A S KA

ii.- c"(a) = c"'a)y «=C" (A) = K(A)

iii.- ACB=C"(A) CC"(B)

Demostracidn. i.- Sea a € A, por (P 1) a € B(a,a); asi a €C(A);

luego A C C(A). Por induccidn sobre n vemos que A C c" (A) . Co-
mo C™*'(A) = C(C"(A)) resulta que C" (A) C C"*'(A). Obviamente
c™'(A) C K(A). ii.- Si C"(A) = C"*'(A), entonces para todo m> n
C™(A) = C"(A); asi C"(A) = K(A). La otra implicacidn se deduce
de i. iii.- Sea A C B, si x € C(A) entonces existen a,b € A ta-
les que x € B(a,b); pero como a,b € B, x € C(B). Por induccidn

sobre n vemos que CHEAY) € € (B)s
(4.2) K(a,b) = B(a,b).

Demostracidn. Sean a,b € X 3 por definicidén C(a,b) = B(a,b) U
B(b,a) Y B(a,a) U B(b,b) ; asi, por (P 1), (3.1) y (3.3),
c(a,b) = Bla,b). Pero, por (P 1) y (3.2), C’ (a,b) = B(a,b).Lue-
go, por (4.1) ii K(a,b) = C(a,b) = B(a,b).

(4.3) Sea A C X , entonces son eguivalentes:
i.- A = K(A). ii.- A = C(A). iii.- {a,b}C A=K(a,b) CA

Demostracibén. i<+<>ii. Es (4.1) ii para n = 0, ii<iii. Es con-

secuencia de (4.1)i, (4.2) y de la definicidn de C .
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Observemos que, por (4.2), C(A) = U {K(a,b) / a,b € A}.
De esta forma, si probamos que K satisface (Ax 1), (6.2)1i,
(Ax 3) y (7.18) del capitulo IT, entonces K es el operador K,
definido en el paragrafo 8 de dicho capitulo a partir de las
bandas K(a,b). En consecuencia, (8.9) del capitulo IT nos ase-
gura que K cumple (Ax 1) a (Ax 4). Las cuatro proposiciones si-
guientes afirman que K cumple (Ax 1), (6.2)i, (Ax 3) y (7.18)

del capitulo II, respectivamente:
(4.4) A € X = K(K(A)) C K(A)

Demostracidn. Sean a,b € K(A), luego existen i,]j tales que
a € C' (A) y b€ ol €8, B consecuencia, por (4.1)i y (4.2),
K(a,b) C C™*'(A) C K(A). Asf, por (4.3), K(A) = K(K(A)).

(4.5) A CB C X = K(A) CK(B)

Demostracidn. Es consecuencia de (4.1)iii.

(4.6) a € X = K(a) = {al} .

Demostracidén. Se obtiene de (3.1) y (4.2) .

(4.7) S1i aIE K(a,p), blE K(b,p) y xle K(a:’b;)’ entonces exis-
te x € K(a,b) tal que X, S KixX.D)s

Demostracidn. Es consecuencia de (P 3) y (4.2)

De esta forma queda probado que si B cumple (P 1) a (P 3)
entonces K cumple (Ax 1) a (Ax 4). Esta demostracidn resultd
bastante breve porque hemos utilizado la proposicidn (8.9) del
capitulo II. En los trabajos [9] y [10] del autor de esta te-
sis se prueba directamente, o sea, sin utilizar (8.9) del capi-
tulo II, que si B cumple (P 1) a (P 3) entonces K cumple (Ax 1)
a (Ax 4). Observemos que por (4.2), si B cumple (P 1) a (P 4)
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entonces K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

5.- Equivalencia entre los sistemas axiomdticos para operado-

res de cdpsula convexa y de bandas.

La equivalencia entre los dos sistemas axiomdticos queda

expresada en la siguiente proposicidn:

(5.1) Sean X un conjunto tal que card X 2 2 , K una funcidn de
" P(X) en P(X), y B una funcidn de X xX en P(X). Entonces:

i.- Si K cumple (Ax 1) a (Ax 4), entonces las bandas K(a,b)
generadas por K cumplen (P 1) a (P 3), y el operador K, defini-
do a partir de las bandas K(a,b) mediante K (A) = U {(c"a) /
n=>0}, es igual a XK .

ii.- Si B cumple (P 1) a (P 3), entonces el operador K defini-
do a partir de las bandas B(a,b) mediante K(A) = U {C"(A) /
n=>01}, cumple (Ax 1) a (Ax 4) y para todo (a,b) € X x X ,
B(a,b) = K(a,b).

iii.-Si K cumple (Ax 1) a (Ax 5), entonces las bandas K(a,b)
generadas por K cumplen (P 1) a (P 4), y el operador K es 1i-

gual a K.
iv.- Si B cumple (P 1) a (P 4), entonces el operador K defini-

do a partir de las bandas B(a,b) cumple (Ax 1) a (Ax 5) y para
todo (a,b) € XxX , B(a,b) = K(a,b).

Demostracidén. i.- Ya se vio en el pardgrafo 1 de este capitulo
que las bandas K(a,b) cumplen (P 1) a (P 3). En (7.24) del ca-

pitulo IT vimos que K = K .

ii.- Se vio en el paragrafo anterior.
iii.- Es consecuencia de i.
iv.- Es consecuencia de ii y de (4,2).

Observemos que si en (5.1)i pedimos que K cumpla (Ax 1),
(Ax 3) y (6.2)i y (7.18) del capitulo II, entonces las bandas
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K(a,b) generadas por K también cumplen (P 1) a (P 3), y el o-
perador K definido a partir de las bandas K(a,b) mediante

K, (A) = U {C"(A) / n>0}, cumple (Ax 1) a (Ax 4) (y asi tam-
bién (6.2)1 y (7.18) del capitulo II) pero no podemos afirmar
que K = K j simplemente podemos decir que para todo A C X

K, (A) C K(A). Esto se probd en el pardgrafo 8 del capitulo II;
segln vimos en (8.9) de dicho capitulo, K,= K sii K cumple

(Ax 1) a (Ax 4).

6.- Relacidn del sistema axiomdtico de bandas con el sistema

de Voiculescu.

En el pardgrafo 3 del capitulo I ya vimos los axiomas del
sistema axiomdtico de Voiculescu [13 ] . Resulta inmediato que
los axiomas (P 1) a (P 4) para operadores de bandas son teore-
- mas de la teoria axiomidtica de Voiculescu. En efecto, (P 1)
se deduce de A. 1 y A. 33 (P 2) trivialmente de A. 23 (P 3)
se obtiene aplicando A. 8; y (P 4) es consecuencia de P. 5 (II).
Por otra parte, resulta inmediato que los axiomas A. 1, A. 2,
A. 3 y A. 8 de Voiculescu son teoremas del sistema axiomdtico
para operadores de bandas. En efecto, A. 1 es (3.3), A. 2 es
(3.1), A. 3 se deduce de (P 1), y A. 8 es consecuencia de (9.4)
del capitulo II. El modelo del sistema axiomdtico para operado-
res de bandas dado en (3.4) del capitulo II nos permite afir-
mar que A. 6 no se deduce de (P 1) a (P 4); en efecto, si X,
X, sX, son los vértices de un tridngulo equildtero gue tiene a
s por baricentro y x,€ (%, ,s), resulta que B(x, ,Xx,) N B(x, ,x,)
tiene infinitos elementos pero, sin embargo, no existen k,1
tales que {x ,%,,%X, %, }C B(x, ,% ). E1 modelo dado en (3.3) del
capitulo II nos asegura que A. 7 no se deduce de (P 1) a (P u4).
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CAPITULO IV

SEMIESPACIOS Y PUNTOS EXTREMALES

En el capitulo II, utilizando Gnicamente (Ax 1) a (Ax L)
obtuvimos diversos resultados de la teoria de la convexidad.
También, en el capitulo III, para probar la equivalencia en-
tre el sistema axiomdtico para operadores de cépsula convexa
y el de bandas, no hemos utilizado (Ax 5) ni su equivalente pa-
ra bandas (P 4).

En este capitulo vamos a pedir que K cumpla (Ax 1) a (Ax
5) . De esta forma vamos a poder probar el teorema de separa-
cién .de Kakutani (ver capitulo I, pardgrafo 2) y desarrollar u-
na teoria de semiepsacios, semiespacios con vértice y puntos
extremales andloga a la de los espacios vectoriales sobre cuer-
pos ordenados.

De acuerdo con lo probado en (5.5) del capitulo II, (Ax 5)
es independiente de (Ax 1) a (Ax 4); es mas, veremos que es e-

quivalente al teorema de separacidn de Kakutani.

1.- E1 teorema de separacidn de Kakutani y su equivalencia con
(Ax 5).

El contenido del presente pardgrafo estd basado en el tra-
bajo de Ellis [7] . En (1.1) probaremos un lema que utilizare-
mos al demostrar, en (1.2), el teorema de separacidn de Kakuta-
ni. Finalmente en (1.3) veremos que (Ax 5), (1.1) y (1.2) son

equivalentes.

(1.1) Si C,D son subconjuntos convexos de X disjuntos y p € X,
entonces K(C U {p}) N D =¢ o C N K(D Y{p}) = ¢ .

Demostracidén: Sean C,D subconjuntos convexos de X y p € X. Su-
pongamos que K(C U {p}) N D # ¢ y C N K(D UV {p}) # ¢ ; entonces
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existen a € C NK(D UV {p}) y ¢ € K(C UV {p}) N D . Asi, por
(8.4) del capitulo II, existen b € Dy d € C tales que a €
K(b,p) y ¢ € K(d,p). Luego, por (Ax 5), K(a,d) N K(b,c) # ¢ .
Pero como C y D son convexos, K(a,d) N K(b,c) € C N D; asi
END£eé .

(1.2) Si A,B son subconjuntos convexos de X disjuntos, enton-
ces existen C,D convexos complementarios tales que A C C y
BCD.

Demostracidn.Sea G = {(A; ,B,) / A, ,B, convexos de X, AN B, =

¢ y ACA , BCB } ; evidentemente G # ¢ pues, por hipd-
tesis, (A,B) € G . Definamos en G el siguiente orden parcial
(A, sB,) =< (A ,B/) sii ACA y BCB . 8iLz={(A,B) /i
€ I} es una cadena no vacia en G , entonces (AO,BO) =
(U{p /1€1I},U({B/1i€1I}) €6 y es cota superior de
la cadena L ; en efecto, por (6.12)c del capitulo II, A, v B,
son convexos; ademds, AofW B,= ¢ ya que en caso contrario
existiria i € T tal que A, N B, # ¢ . Asi, aplicando el lema de
Zorn existe (C,D) elemento maximal de G . Para ver que C UD =
X +tomamos p € X , por (1.1), (K(C YV {p}),D)E G o (C,K(D VY{ph
€ G ; supongamos, por ejemplo, que (K(C U {p}), D) € G , asi
por la maximalidad de (C,D) resulta que C = K(C U {p}) y, por
(6.1)i del capitulo II, p € C 3 si suponemos que (C,K(D U {p})
€ @G llegaremos a que p €D . Asi CUD = X . De esta forma
como (C,D) € G , obtenemos que C, D son convexos complementa-

rios tales que AC cv B C D,

(1.3) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 4), entonces (Ax 5), (1.1) y

(1,2) son equivalentes.

Demostracidn: De las demostraciones de (1,1) y (1,2) deduci-
mos que (Ax 5) = (1.1) y que (1.1) = (1,2), respectivamente
Resta ver que (1.2) = (Ax 5); para esto consideremos a €
K(b,p)y ¢ € K(d,p), y supongamos que K(a,d) N K(b,c) = ¢
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Como K(a,d) y K(b,c) son convexos, resulta por (1.2) que exis-
ten C,D convexos complementarios tales que K(a,d) € C y K(b,e)
C D . Pero entonces p € C o p € D ;3 supongamos que p € C, en-
tonces K(d,p) CCy asi ¢ € C 3 luego ¢ € C N D lo cual estd
en contradiccién con que C N D = ¢ ; si suponemos que p € D ,

llegamos a la misma contradiccidn.

2.- Semiespacios.

Por analogia con la teoria de la convexidad en espacios
vectoriales sobre cuerpos ordenados, diremos que S es semies-
pacio si S y X - S son convexos no vacios de X . De esta for-

ma resulta evidente la siguiente proposicidn:

(2.1)i.- S es semiespacio sii X - 8 es semiespacio., ii.- Si

A CXy S es semiespacio entonces A C S sii K(A) C S .,

Dados A,B C X, diremos que los semiespacios complementa-
rios S , S, separan A,B si ACS yBCS osiACS, vy

B CS . Ademis diremos que A y B est@n separados si existe un

par de semiespacios complementarios S,» S, que separan A,B .

Asi, de (1.2) obtenemos:

(2.2) Si A,B son subconjuntos convexos no vacios de X disjun-
tos, entonces existen S:’ S2 semiespacios complementarios

que separan A,B (o sea, A y B estén separados).

Como card X =2 2 y los subconjuntos unitarios son convexos,
(2,2) nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente

proposicidn:

(2.3) Si AC Xy x € X - K(A) , entonces existe S semiespacio
tal que K(A) CS y x €S .

Demostracidn. Si A # ¢ , aplicamos (2.2) a los conjuntos K(A)

y K(x) = {x} . S1 A = ¢, como card X = 2 , existe y € X tal
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que y # x 3 luego aplicamos (2.2) a K(y) = {y} y a K(x) = {x}.

En la proposicidén (6.13) del capitulo IT, vimos que la
cédpsula convexa de un conjunto es igual a la interseccidn de
los convexos que incluyen a dicho conjunto. Ahora veremos que
en lugar de tomar los convexos alcanza con tomar los semiespa-

clos.

(2.4) A CX =K(A) = N {8 / S semiespacio y A C S} .

Demostracidn. Sea J(A) = {S / S semiespacio y A € S} . 8i K(A)
= X , entonces @(A) = ¢ y en consecuencia X = Naf(A) . Supon-
gamos que K(A) # X , evidentemente K(A) C N&f(A) ; ademds si
x € K(A) , por (2.3) existe S € @ (A) tal que x € S ; luego

x &N &fA) .

La proposicidn (6.12) del capitulo IT nos permite probar

la siguiente proposicidn:

(2.5) Sea O = {Sj / j € J} una familia de semiespacios de X

que cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) para todo j, , j,€ J existe j,€ J tal que §; U S, € 8 3

b) @& es cerrada para uniones finitas; : ? ’

¢) ©f es una cadena. '
Si existe un subconjunto no vacio A de X tal que para to-

do JEJ , ARNS =6y si § = U , entonces S es un semies-

pacio tal que AN S = ¢ .

Demostracidn. Por (6.12) del capitulo II, S es convexo. Obvia-

mente S # ¢ y ANS = ¢ . Por otra parte, X - S es convexo
pues X - § = N {X - Si/ j €J} , o sea, X - S es una inter-
seccidn de convexos. Ademds X - S # 6 pues A CX - S . Asi S

es semiespacio.

Como corolario de (2.5)'y (2.1)i1 obtenemos:
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(2.6) Sea & = {Sj/ j € J} una familia de semiespacios de X
que cumple alguna de las siguientes condiciones:
a) para todo j,, j, € J existe j, € J tal que 8, C S, N S,
b) & es cerrada para intersecciones finitas; ' 3
c) Qf es una cadena .

Si existe un subconjunto no vacio A de X tal que para
todo 3] €d 3 A € S}y si 8§ = NY , entonces S es un semiespa-
eio tal que A €8 .

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A
de X , donde ¢ # K(A) # X , resulta interesante considerar
aquellos que son minimales, o sea, los semiespacios S tales
que A € S y si S, es semiespacio y A € S C S entonces §,= S .
En nuestro sistema axiomdtico, estos semiespacios desempefian
un papel andlogo al de los semiespacios que incluyen a A de-
terminados por hiperplanos de apoyo de dicho subconjunto en
la teoria de la convexidad usual en un espacio vectorial X

sobre un cuerpo ordenado completo.

'(2.7) Si A es subconjunto no vacio de X y S, es semiespacio
que incluye a A , entonces existe S C S, tal que S es semies-

pacio minimal que incluye a A .

Demostracidén. Definamos ¢f (A) como en (2.4); y sea Gf(ﬂ,sl) =
{Si/ S, e of (A) y S, € Sl} 3y evidentemente Cf(A,Si) £ ¢ pues

S, € Gf(A,SI). 8i of es una cadena no vacia der(A,Sl), y §,=
N , entonces, por (2.6)c, tenemos que Soeiﬁ(A,Sl) y , €n con-

éecuancia, e/ tiene cota inferior en of(A,S,). Asi, por el
principio minimal, existe S elemento minimal de (y(A,S]). Re-
sulta inmediato que S es elemento minimal de of(A) y en conse-

cuencia S cumple la tesis.

Como corolario de (2.4) y (2.7) obtenemos la siguiente

proposicidn:
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(2.8) ¢ # A CX =K(A) =N {S / S es semiespacio minimal que

incluye a Al .

(2.9) Ejemplo. Sea X un conjunto convexo acotado con interior
no vacio del plano y para todo A € X , definamos K(A) = conv(A)

Por (3.1) del capitulo II,
K cumple (Ax 1) a (Ax 5). Con-

sideremos el circulo cerrado

A y el semiespacio S, que con-
tiene a A (ver fig. 1). Asi

S y 8, son semiespacios mini- ~
males que incluyen a A y es-

ta4n incluidos en S En este

l -
caso hay infinitos semiespa-

cios minimales que incluyen

a A y que estdn incluidos
en S, . Rl

3.~ Semiespacios con vértice.

La nocibén de semiespacio con vértice en espacios vectoria-
les fue introducida por P. C. Hammer [8] . Segln Hammer, S es
un semiespacio de vértice p si S es un cono convexo maximal
de vértice p que no contiene al punto p . Como corolario de los
teoremas 1y 2 de [8] , se deduce que S es un semiespacio de
vértice p sii S es un subconjunto convexo maximal que no contie-
ne al punto p. De esta forma, en nuestro sistema axiomdtico, da-

do p € X , diremos que S, es un semiespacio de vértice p si S,

es subconjunto convexo maximal incluido en X - {pl}l . Los se-
miespacios con vértice son también semiespacios seglin puede ver-

se en la siguiente proposicidn:

(3.1) 81 pE€ Xy SPC: X , los siguientes enunciados son equiva-

lentes: i.- S es semiespacio de vértice p . ii.- S  es semies—
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pacio maximal incluido en X - {p} . iii.- X - S, es semiespa-
cio minimal que incluye a {p} . iv.- Sp es un subconjunto
convexo incluido en X - {p} tal que para todo x € X - Sp exis-

te y € S, de forma que p e Kluay) »

Demostracidn. 1 = ii. La maximalidad de S, nos asegura que

Sp # ¢ . Por (2.2) existen 8,5 8

que sepdran Sp

, Semiespacios complementarios
s {p} . Supongamos que Sp C 8,3 por la maximali-
dad de SP,SP= Sl y en consecuencia Sp es semiespacio. Resulta
inmediato que S, es maximal entre los semiespacios incluidos
en X - {pl} .

i1 = iii. Resulta inmediata por (2.1)i .

iii.= div . Trivialmente obtenemos que S  es subconjunto con-
vexo incluido en X - {p} . Sea x € X - S, s de suponer que

p € K(Sp U {x}), por (2.2), existen § , §,
plementarios tales que K(S UV {x}) €8 y {p}C §,; asi S, es
un semiespacio tal que {p}C S, & X - S, lo cual contradice

iii. De esta forma p € K(S U {x}) y, por (9.4) del capitulo

semiespacios com-

IT , existe y € §  tal que p € K(x,vy).

iv =1, 81 x €EX - S, existe y € s, tal que p € K(x,y); en
consecuencia p € }((Sp U {x}), luego Sp es subconjunto convexo
maximal inecluido en X - {p}, o sea, S, es semiespacio de vér-

tice p .

(3.2) S1i ACXyp€X - K(A), entonces existe Sp semiespacio
de vértice p tal que K(A) C 8 . '

Demostracidn. Sea <4 (A,X - {p}) ={_C / C convexo y A CC C X~
{p}}; evidentemente 4 (A,X - {p}) # ¢ pues K(A) € 6 (A,X -{p}).
Si ¢ es una cadena no vacia de “6(A,S - {p}), vy C, = U,
entonces, por (6.12)c del capitulo II, C, € % (A,% - {p}) vy,

en consecuencia, % tiene cota superior en g (B, X - {p}) &

Asi, por el lema de Zorn, existe S, elemento maximal de <6 (A,

X - {p} ). Inmediatamente vemos que S  es semiespacio de vér-
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tice p tal que K(A) C 8, - Observemos que utilizamos Gnicamen-
te (Ax 1) a (Ax 3).
También podriamos demostrar (3.2) de la siguiente forma:
Como K(A) y {p} son convexos disjuntos, por (2.2) exis-
ten S;’ S2
{p} € 8, . Pero, por (2.7), existe S €S, tal que S es semies-

semiespacios complementarios tales que K(A) C S, ¥

pacio minimal que incluye a {p} . Sea S = X - § ; por (3.1)
S, es semiespacio de vértice p y, evidentemente, K(A) C 5, ve
que K(A) € §, .

(3.3) Para todo p € X , existe Sp semiespacio de vértice p .

Demostracidn. Dado p € X , como card X > 2 tomamos q # py q €

X . Por (Ax 3), K(q) = {q)} ; asi por (3.2) existe S, semiespa-
cio de vértice p tal que {q} € S . :

(3.4) ACX=XK(A) =N {S / ACSy para algin p € X , S es se-

miespacio de vértice p }.

Demostracidn. Sea[ﬂv(A) = {S/ACS y para algin p € X , S es
o]
v X =M Q;IA) . Supongamos que K(A) # X , evidentemente K(A)
cn va(A) ; por (3.2) si x & K(A) existe S semiespacio de
vértice x tal que K(A) €S . Asi S € d, (A) y x &S ; luego
x € NS (A).

semiespacio de vértice p }. Si K(A) = X , entonces Qu(A)

4,- Semiespacios que se apoyan sobre un conjunto.

Ahora vamos a generalizar el concepto de semiespacio con
vértice. Sea A un subconjunto convexo de X tal que ¢ # A # X ,

diremos que S, es un semiespacio gue se apova sobre A si 8, es

un subconjunto convexo maximal incluido en X - A . Evidentemen-
te si A = {p} entonces S, es un semiespacio de vértice p . Pro-
posiciones andlogas a las probadas para semiespacios con vérti-

ce también pueden probarse para semiespacios que se apoyan so-
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bre un conjunto.

(4.1) Si A es un subconjunto convexo de X tal ¢ # A # Xy S,

C. X , los siguientes enunciados son equivalentes: i.- S, es
semiespacio que Se apoya sobre A, ii.- S, es semiespacio maxi-
mal incluido en X - A, iii.- X - §, es semiespacio minimal que
incluye A . iv.- S, es un subconjunto convexo incluido en X -
A tal que para todo x € X - = existe y € S, de forma que
K(x,y) NA # ¢ .

Demostracién. Es andloga a la de (3.1). Veamos, por ejemplo,

que

iii = iv . Trivialmente obtenemos que S, es subconjunto convexo

A
incluido en X - A . Sea x € X - 8§, ; de suponer que K(5, U {x})
NA=¢ , por (2.2) existen S, , S,

tales que K(S, U {x}) €8 y ACS, ; asi §, es un semiespacio

semiespacios complementarios

tal que A €8, G X - S, lo cual contradice iii. Luego, por (9.4)
del capitulo II, existe y € S, tal que K(x,y) NA # ¢ .

(4.2) Si A, B son subconjuntos convexos de Xy B # ¢ , entonces

exlste 5, semlespaclo que se apoya sobre B tal que A C Sy

Demostracidén. Resulta andloga a cualquiera de las dos demostra-

ciones de (3.2). Asi siguiendo los pasos de la primera de ellas
y teniendo en cuenta que A es convexo, podemos probar (4.2) u-

tilizando (nicamente (Ax 2).

Las proposiciones (3.3) y (3.4) también pueden extenderse

para semiespacios que se apoyan sobre un conjunto convexo:

(4.3) Para todo A subconjunto convexo de X tal que ¢ # A # X ,

existe S, semiespacio que se apoya sobre A .

(4.,4) A CX=K(A) =N {S / ACSy para algln B subconjunto
convexo de X , tal que ¢# B # X , S es semiespacio que se apo-

ya sobre B }.
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Por (4.1) podemos afirmar:

(4.5) Los semiespacios que se apoyan sobre un subconjunto con-

vexo A de X tal que ¢ # A # X , son semiespacios.
Pero también vale:

(4.6) Si S es semiespacio, entonces S es el fincio semiespacio

que se apoya sobre X - S .

Demostracidn. Se deduce de las definiciones respectivas y sin

utilizar los axiomas.
Ahora ampliaremos las equivalencias dadas en (1.3):

(4.7) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 4) entonces (Ax 5), (1.1), (1.2),
(2.2) y (4.5) son equivalentes.

Demostracién. Ya vimos en (1.3) que (Ax 5) = (1.1) y (1.1) =
(1.2). Evidentemente (1.2) = (2.2). Como para probar en (4.1)

que i = ii usamos Unicamente (2.2), resulta que (2.2) = (4.5),
Finalmente resta ver que (4.5) = (Ax 5). Sean a € K(b,p) y ¢
€ K(d,p); si suponemos que K(a,d) N K(b,c) = ¢ , por (4.2)
existe S, semiespacio que se apoya sobre K(b,c) tal que K(a,d)
c S, . Pero, por (4.5) S, es semiespacio; luego tomando S, =
X - S| » resulta que S , S2 son semiespacios complementarios

que separan a K(a,d), K(b,c). Si p € S, entonces K(d,p) € S,
y asi ¢ € S 1lo cual es una contradiccidén pues ¢ € 5, . De supo-

ner que p € 8, también llegamos a una contradiccidn.

En la demostracidén de (4.7) utilizamos (Ax 4) Gnicamente
para probar que (Ax 5) = (1.1). Ademds veremos que sin utilizar
(Ax Y4) se puede probar que (4.5) = (1.1). De esta forma llega-

mos a la siguiente proposicidn:

(4.8) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 3) entonces (1.1), (1.2), (2.2)
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y (4.5) son equivalentes.

Demostracién. Resta ver que (4.5) = (1.1). Sean C, D subconjun-

tos convexos de X disjuntos y supongamos que C y D son no va-

cios. Por (4.2) y (4.5), existen S,» S, semiespacios complemen-

2
tarios tales que C CS y D CS,, Dado p € X , si p € 5, enton-

ces K(C U {p}) ND =¢ ; si p €S, entonces C N K(D VU {p}) = ¢ .

En la siguiente proposicidn vamos a ver cdmo estén relacio-
" nados (Ax 4), (Ax 5) y (1.2) o cualquiera de sus equivalentes
dadas en (4.8):

(4.9) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 3) entonces:
i.- (Ax 4) y (Ax 5) imﬁlican (T.2)s

ii.- (1.2) implica (Ax 5).

iii.- (1.2) no implica (Ax 4).

iv.- (Ax 4) no implica (1.2).

ve- (Ax 5) no implica (1.2).

Demostracién. i y ii se deducen de la demostracibén de (1.3). Pa-

ra probar iii tomamos el iltimo ejemplo dado en (5.4) del capi-
tulo II que también fue utilizado en (2.3) del capitulo III, a-
si (1.2) no implica (Ax 4) ni (P 3). Para probar iv observemos
que si suponemos que (Ax 4) = (1.2), obtenemos que (Ax 4) =

(Ax 5) lo cual contradice la independencia de (Ax 5). Finalmen-
te para probar v tomemos un conjunto X tal que card X 2 5 y de-
finamos K(A) = A si card A < 2 y K(A) = X si card A > 2 ; segiln
vimos en el primer ejemplo de (5.4) del capitulo II, K cumple
todos los axiomas salvo (Ax 4), es mids K también cumple (P 3);
sin embargo no cumple (1.2) pues si A = {a}l y B = {b} con a,b
€EXya#b, no existen C , D convexos complementarios tales
que ACCyBCD.
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5.- Bases de convexos.

Diremos que una familia & de subconjuntos convexos de X
es base de convexos si para todo A subconjunto convexo de X ,
existe £ C@& tal que A = N & . Las proposiciones (2.4), (3.
4) y (u.4) aseguran respectivamente que tanto la familia f de

todos los semiespacios, como la &f’ de los semiespacios con vér-
tice, como la of - de los semiespacios que se apoyan sobre un
conjunto convexo distinto del vacio y de X , son bases de con-

vexos.

Observemos que si tomamos A convexo, la primera demostra-
cidn de (3.2) se obtiene de (Ax 2) y lo mismo ocurre con (3.4).

De esta forma resulta:
(5.1) Si K cumple (Ax 2) entonces va es base de convexos.

(6.2) Si K cumple (Ax 2) entonces of ~ es la minima base de con-
vexos (o sea, si B es base de convexos entonces c.f’v Cc g,

Demostracidn. Supongamos que existe S, semiespacio de vértice
p tal que S & P ; entonces para todo C € 8 , s,C C=p€EC,
En consecuencia no existe.@'C B tal que Sp = ﬁﬁi , O sea, . &

no es base de convexos.

Resulta evidente que si K cumple (Ax 3) entonces Q?vC QSA:P.

Asi obtenemos:

(5.3) Si K cumple (Ax 2) y (Ax 3) entonces é‘vc 6", y en conse-

cuencia tﬁ‘w es base de convexos.
Finalmente, por (4.5), (4.6) y (5.3) obtenemos:

(5.4) Si K cumple (Ax 1) a (Ax 5) entonces o' C &‘5‘” =< vy en

consecuencia o es base de convexos.
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6.- Puntos extremales.

Por analogia con la definicidn de punto extremal de un con-
véxo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, dado A

subconjunto convexo de X y x € A , diremos que x es punto extre-

mal de A si cumple que y, z € A implica x & K(y,z) - {y,z} . De-

notaremos con ex(A) al conjunto de los puntos extremales de A.

(6.1) Sea A subconjunto convexo de X y x € A . Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes: i.- x € ex(A). ii.- A -
{x} es convexo. iii.- x & K(A - {x}). iv.- existe S_ semiespacio

de vértice x tal que A - {x} C 8 .

Demostracidn. i =* ii. Sean y,z € A - {x} ; como A es convexo

K(y,z) € A ; pero como x € ex(A), x & K(y,z) - {y,z} , luego
K(y,z) €A - {x} vy, por (7.1) del capitulo II, A - {x} es con-
vexo., '

ii = 431 . Es trivial.

iii = iv. Es consecuencia de (3.2).

iv = i . 81 x & ex(A), existen y,z € A tales que x € K(y,z)

- {y,z} 3 asi y # x# z de donde K(y,z) C K(A -{x}). De esta
forma x € K(A - {x}) y, en consecuencia, no existe 8 _ semiespa-

cio de vértice x tal que A - {x} C S _.

(6.2) Si A es un subconjunto convexo de X , los siguientes e-
nunciados son equivalentes: i.- A = K(ex(A)). ii.- x € Ay S_

semiespacio de vértice x = (X - S ) N ex(A) o .

Demostracidén. i = ii. De existir x € A y S  semiespacio de vér-
tice x tal que (X - S ) N ex(A) = ¢ , resulta K(ex(A)) C S . A-
si %X & K(ex(A)) pero x € A , o sea, A # K(ex(A)).

ii =41 . 81 A # K(ex(A)), existe x € A - K(ex(A)). Por (3.2) e-

xiste S, semiespacio de vértice x tal que K(ex(A)) € S, y en

consecuencia (X - § ) N ex(A) = ¢ .
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Para la convexidad en espacios vectoriales, la equivalen-
cia i < iv dada en (6.1) aparece sin demostracidén en Hammer
[8] ; también la proposicidén (6.2) es el teorema 5 de [8] ; si-

guiendo la demostracidén de dicho teorema hemos probado (6.2).

(6.3) Observaciones. En (6.1) utilizamos (Ax 1) a (Ax 4), mien-
tras que en (6.2) utilizamos (Ax 1) a (Ax 3). Ya vimos que ca-

si todos los resultados sobre semiespacios con vértice, semies-

pacios que se apoyan sobre un conjunto y bases de convexos se
obtuvieron utilizando (Ax 1) a (Ax 3). De esta forma gran parte
de lo hecho en los pardgrafos 3, 4 y 5 , y todo lo hecho en el
pardgrafo 6 podia haberse hecho en el capitulo II cuando toda-
via no utilizibamos (Ax 5). Sin embargo, preferimos desarrollar
las teorias de semiespacios con vértice, semiespacios que se a-
poyan sobre un conjunto y bases de convexos en el presente capi-

tulo para poder relacionarlas con la teorfia de semiespacios.
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CAPITULO V

NUMEROS DE CARATHEODORY, HELLY Y RADON

En el pardgrafo 1 del capitulo I ya vimos una introduccidn
histérica sobre las relaciones entre los niimeros de Carathéodory,
Helly y Radonj; también vimos la definicidn de espacio de conve-
xidad que utiliza Kay y Womble [ 3] al tratar dicho tema. En es-
te capitulo resumiremos los resultados ya obtenidos por Levi
[2] y Kay y Womble [ 3] sobre las relaciones entre estos nimeros
y agregaremos otros resultados propios, algunos de los cuales
fueron comunicados por el autor de esta tesis en las Reuniones
Anuales de la U.M.A. de los afios 1972 [28 ] y 1974 [29].

Los cinco axiomas, introducidos en el capitulo II, nos per-
mitieron demostrar propiedades geométricas interesantes de la
teoria de la convexidad. Sin embargo para probar relaciones en-
tre los nlimeros de Carathéodory, Helly y Radon se usa bdsicamen-
te la interseccionalidad de la familia de los convexos y que la
cédpsula convexa de un conjunto es igual a la interseccidn de los
convexos que lo contienen; es por eso que en este capitulo tra-

bajaremos con los espacios de convexidad.

1.- Espacios de convexidad.

Diremos que una familia 4 de subconjuntos de un conjunto

X define una estructura de convexidad sobre X , o también, que

(X, ¢ ) es un espacio de convexidad si se cumplen las dos con-

diciones siguientes:
c1 o€l yxeb
(c2)¥ cb =nTF € G
El operador de cdpsula generado por o4 queda definido pa-
ra todo A € X por K(A) = N {C €¢/ ACC) Las definiciones

precedentes aparecen en [3] .
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En virtud de las proposiciones (6.9), (6.11) y (6.13) del

capitulo II obtenemos la siguiente proposicidn:

(1.1) Si X es un conjunto tal que card X 2 2 y K es una funcidn
de P(X) en P(X) que cumple (Ax 1) a (Ax 3), entonces la familia
€ ={ACX /A =KM)} define una estructura de convexidad

sobre X tal que K es el operador de capsula generado por @ .

Sin embargo, si ¢ define una estructura de convexidad so-
bre un conjunto X y K es el operador de cépsula generado por
¢ , puede ocurrir que K no cumpla (Ax 2) ni (Ax 3). Por ejem-
plo, si X = R* vy ¢ es la familia formada por el conjunto va-
cio y todos los conos convexos cerrados con vértice en (0,0),
entonﬁes ¢ define una estructura de convexidad sobre X tal
que el operador de cépsula generado por ¢ no cumple (Ax 2) ni
(Ax 3).

(1.2) Sean (X, € ) un espacio de convexidad y K la cdpsula ge-
nerada por “% . Entonces K sumple las siguientes propiedades:
(K 1) A € X = K(X(A)) C K(A).

(K 2) ACX=A CKC(CA)

€K 3) A.C BCX = K(A) € K(B),

(K 4) K(¢) = ¢ .

y ademds € = (ACX / A= KA} .

Demostracidn. Como K(A) = N {C € %6 / A € C} , por (C 2) K(A)
€ % s asi K(A) € {C € 4 /| K(A) € C} Vs en consecuencia, K(K
(A)) C K(A). Evidentemente, A C K(A)., Si1i ACB , {CE€E &/ ACC)
5 (ce Y /BCC)l; luego K(A) C K(B). Como ¢ € €, K(¢) = ¢ .
Fdcilmente se ve que & = {A CX / A= K(A)} pues si A € ¢4 en-
tonces K(A) € A y por (K 2) resulta A = K(A); ademds si A =
K(A), como K(A) € %6 resulta que A € ¢ .

g B ; o
En la siguiente proposicidn vemos que también vale la reci-

proca de (1.2); asi las propiedades (K 1) a (K 4) caracterizan
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a la cédpsula generada por una estructura de convexidad.

(1.3) Sean X un conjunto, K una funcidn de P(X) en P(X) que
cumple (K 1) a (K 4) y €= {ACX / A = K(A)} . Entonces (X ,

%) es un espacio de convexidad y K es la clpsula generada por

% .

Demostracidn. Por (X 4), ¢ € % . Por (K 2) y teniendo en cuenta
que K(X) € P(X), obtenemos que X € 4 . Sea ¥ = {Aj/ j € J}

c % ; seglin vimos en (6.2)ii a) del capitulo II, utilizando
inicamente (X 3) podemos probar que K( N {Aj/ jEJI) €N {K(Aj)
/ j €EJ}; asi como para todo j € J , K(A;) = A , obtenemos
K(quF)C N 3 luego, por (K 2) resulta X( NSX) =NY¥ y asi
N¥ € ¢ . Para ver que K es el operador de cédpsula generado por
6 , tomemos ACXy K (A) =N{CE Y /ACC);siACCy

C € % , por (K 3) obtenemos K(A) € K(C) = C ;3 luego K(A) C K,(A).
Pero por (K 1) y (K 2), K(K(A)) = K(A) y, en consecuencia, K(A)

€ %6 ; luego K, (A) € K(A).

Observemos que en la demostracidn de (1.3) utilizamos (K 1)
Ginicamente para probar que K (A) C K(A). De esta forma resulta

inmediata la siguiente proposicidn:

(1.4) Sean X un conjunto, K, una funcidn de P(X) en P(X) que cum-
ple (K 2) a (K 4) y “={ACX /A= K, (A)}. Entonces (X,4) es
un espacio de convexidad y si K, es el operador de cépsula gene-
rado por ‘%, para todo A C X , K, (A) C KI(A);

Para ilustrar la proposicidn anterior, consideremos un con-
junto X y una funcidn B : X xX = P(X) que cumpla (P 1), o sea,
{a,b} C B(a,b). Si tenemos en cuenta las definiciones de C., e’
y K dadas al comienzo del pardgrafo 4 del capitulo IIT, podemos
probar que C cumple (K 2) a (K 4). Asi g ={A CX /A =C(A)]
define una estructura de convexidad sobre X y si K, es el opera-

dor de cépsula generado por % , para todo A C X , C(A) C K, (A).
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Observemos que, para todo A CX , K (A) € 4 ; de donde proce-
diendo por induccién sobre n , se obtiene que C (A) C K, (A) y

en consecuencia, K(A) C K, (A). Pero si a,b € K(A), procediendo
como en (4.4) del capitulo IIT , se prueba que B(a,b) C K(A);

luego K(A) = C(K(A)) y K(A) € 4 , en consecuencia, como A C

K(A), resulta K (A) C K(A). Luego K(A) = K (A) .

(1.5) Ejemplos de espacios de convexidad.

i.- Por (1.1), todos los modelos del sistema axiomatico dado

por (Ax 1) a (Ax 5) nos dan ejemplos de espacios de convexidad;
en estos casos % = {A CX / A = K(A)} . Para estos ejemplos
podemos consultar los pardgrafos 2 y 3 del capitulo II .

ii.- Andlogamente ocurre con todos los ejemplos utilizados pa-
ra probar la independencia de (Ax 4) y la de (Ax 5), en (5.4)

y (5.5) del capitulo II.

iii.- Si X es un conjunto munido de una topologia y & es la fa-
milia de los conjuntos cerrados entonces (X, ) es un espacio

de convexidad.

iv.- 8i X es un espacio vectorial y € es la familia de los con-
juntos afines obtenemos un espacio de convexidad.

v.- Otro ejemplo se obtiene si X es un espacio vectorial norma-

doy % 1la familia de los conjuntos convexos cerrados.

2.- Los nfimeros de Carathéodory, Helly y Radon.

En todo este pardgrafo supondremos que (X,Qﬁ ) es un espa-

cio de convexidad y que K es el operador de capsula generado

por ‘% .

Diremos que ¢ es el nimero de Carathéodory de (X,%), o tam-
bién que (X,% ) tiene niimero de Carathéodory c , si c es el mi -
nimo nfimero natural tal que para todo A € X , K(A) = U{K(F) /
card F < cy F C A} . Si no existe un tal niimero natural, dire-

mos que (X,Cg ) tiene niimero de Carathéodory c = « ., Evidente-
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mente, si (X, % ) tiene niimero de Carathéodory ¢< = enton-
ces K cumple (Ax 2). La reciproca no es cierta, por ejemplo,
si X es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenadce de di-
mensidén infinita y % es la familia de los convexos de X , en-
tonces (X, % ) tiene nfimero de Carathéodory ¢ = ® pero sin em-

bargo la cédpsula convexa cumple (Ax 2).

Diremos que h es el nimero de Helly de (X, % ), o también

que (X, % ) tiene nfimero de Helly h , si h es el minimo nfimero
natural tal que para toda & subfamilia finita de 4 , 81 las
intersecciones de hasta h conjuntos de & son no vacias, enton-
ces NF# ¢ . Si no existe un tal némero natural, diremos que
(X,“% ) tiene nfimero de Helly h =

Diremos que r es el niimero de Radon de (X, % ), o también

que (X, ) tiene niimero de Radon r , si r es el minimo nime-
ro natural tal que para todo A © X , si card A 2 r , entonces
A tiene una particidn de Radon, o0 sea, existe una particidn

{A', Ad} de A tal que K(A)) n K(A,) # ¢ . Si no existe un tal

nlmero natural diremos que (X, ) tiene nlimero de Radon r ==,

La Ginica diferencia entre las definiciones precedentes y
las dadas en | 3] es que en las primeras admitimos que ¢, h y
r puedan tomar el valor infinito. De esta forma, para cualquier
espacio de convexidad siempre existen ¢, h y r ya sea con valo-
res finitos o infinito. Tomando X # ¢ , resulta que ¢ # 1 pues
si suponemos que ¢ = 0 obtenemos que K(X) # U{K(F) / card F =
0y Fc Xl . Ademés si ¥ es una subfamilia finita de ‘% tal
que ¢ e(ﬁﬂ evidentemente NF = ¢ pero Ng= X # ¢ 3 de allil
que h = 1 . Obviamente r > 2 pues por definicidn de particidn
A# ¢ # A, . Por ejemplo, si card X 22y 6= {¢, X} resulta
K(¢) = ¢ vy K(A) = X para todo A # ¢ y ACX . Asi c =h =

que
1Ly»w s 2 .
Si card X =3 y K cumple (Ax 3) (o sea, (4 es Tl), enton-




87

cesc21,h=22yr=>3,., Por ejemplo si 4 = P(X) entonces
para todo A € X , K(A) = A ;asfic=1.,8i@=1{s, XIU {{x}/
x € X } entonces si card A €1 , K(A) = Ay si card A = 2

K(AY = X 5 aaf ¢ 2 2 5 B

T < <

. d s e
S1 X = R con d finito y & es la familia de los convexos
de R* » los teoremas de Carathéodory, Helly y Radon afirman
que ¢ = h=d+1yr=4d+ 2 (ver [4]) . Los resultados ante-

: ; X d
riores también valen si X = E donde E es un cuerpo ordenado.

3.- Relaciones entre los niimeros de Carathédory, Helly y Radon.

En todo este pardgrafo supondremos que (X,% ) es un espacio
de convexidad, que K es el operador de capsula generado por (04
y que ¢, h y r son, respectivamente, los nimeros de Carathéodory,
Helly y Radon de (X,‘@ X

La siguiente proposicidn fue probada por F. W. Levi (ver
Teorema H de [2]). La demostracidn de Levi, evidentemente, es-
t4d basada en la del teorema de Helly dada por Radon [1] .

(B.1)y < m S hEp =1 ,

Demostracidn. Sea r < « , para probar que h < r - 1 tendremos

que ver que:
(a) Para toda QF)subfamilia finita de 4 , s1 las interseccio-
nes de hasta r» - 1 conjuntos de ?ﬁ son no vacias, entonces nF
to .

Probaremos (a) por induccidn sobre card %F . 8i card¥ < r-
-~ 1 , evidentemente vale (a). Supongamos, como hipdtesis induc-
tiva, que vale (a) para el caso en que card F = j - 1 donde j-
-12r -1 3 vamos a ver que también vale (a) para el caso en
que card G = ) =

Sea ¥ = {A,/ i € I} subfamilia finita de ¢, con card¥ =

card I = j ; y supongamos que las intersecciones de hasta r - 1
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conjuntos de @ son no vacfas. Por hipdtesis inductiva, para
todo 1 € T existe pp€ N{A /i #1€1} ., SeaP ={p/ i€TI}
evidentemente, card P € j , Si card P < j entonces existe i €
I tal que p,€ N (A / i € I}; Juego N7 # ¢ . Si card P = § ,
como j # r existen P = {p. /1 €I}y P, = {p, / i€ L} que
forman una particidn de P tal que existe z € K(P,) N K(P,) .
Pero si i # 1 entonces p,€ A ; asi PCN {A/1€1I}yPC
N {A / 1€T1}. Pero como FC%, utilizando (C 2) y (1.2) ob-
tenemos que K(P, ) €N {A /1€ I}y K(P,)CEN{A /1 ETI} . Asi
z € K(P,) NK(P,) €N {A /i€ I} ; en consecuencia NF# ¢ .

Esto completa la prueba por induccidn de (a), de donde h < r-1.

Seglin vimos en el pardgrafo 1 del capitulo I, Kay y Womble
[3] analizan ejemplos que muestran que, en espacios de conve-
xidad la relacidén (3.1) dada por Levi es la linica posible en-
tre ¢, hy r si se supone la finitud de unc sdlo de estos ni-
meros y no se utilizan hipdtesis adicionales. En cambio, supo-
niendo la finitud de un par de estos niimeros ellos prueban la

siguiente proposicidn (ver Theorem 3 de [3]) :
(3.2) e <@y h <o =psch+1

Demostracidn. Sean ¢ < » y h < « ; para probar que r < c h + 1

tendremos que ver que para todo A € X si card A 2 ¢ h + 1 en-
tonces A tiene una particidén de Radon. Para esto supongamos que
A C Xy card A=ch#+1 ; vy consideremos las familias finitas
F={FCA/card FZch+1-¢c} v E ={K(F)/F € ¥},
Si G, € % para 1 S i < h (o sea, si G = K(F,) con Fietﬂf), en-
tonces N {G,/ 1 <i<h}l} # ¢ ; en efecto, card (A -N{G / 1=
i <h}=card (VW{A -G/ 1<i<h})<card (VU{A-F/1*< i< }
€ h})<h[(ch+ 1) - (ch+ 1 ~-=¢)] =c h< card A ; luego
A-N{G/1<i<hl #Ay asi N {6,/ 1 <i<hl # ¢ . Pero
(X, % ) tiene nfimero de Helly h, de donde NG+ ¢ . Sea x Elﬁﬁg;
como A € , x(A) €Y y asi x € K(A). Pero como (X, )
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tiene nfimero de Carathéodory c , resulta que existe A C A
tal que card A) < c y x €K(A ) . Sea A,= A - A , card A, 2

¢ h+ 1 - ¢ 5 asi A € % ¥y, en consecuencia, K(A )€ 4 y

x € K(A,) . Asl {A ,A } es una particidén de Radon de A pues

x € K(A ) N K(A).

Si suponemos que A € X y card A > c h+ 1 , podemos tomar

B CA tal que card B = ¢ h + 1 ; asi existe {B , B} particidn
de Radon de B . Obviamente, tomando A, = A - B, y A = B, , re-
sulta que {A ,A }es particién de Radon de A . De esta forma

queda probado que r € ¢ h + 1 ,

Como corolario de (3.1) y (3.2) obtenemos la siguiente pro-

posicidn (ver Corollary 1 de [3])

(3.3) Si ¢ < « , entonces:

i.- h S & 5 K w8

ii.- <8 = hy IspnSeh+t i .
i, <o =2h+i<pSsch+ 1 .

Observemos que h < » y r < ® no implica que ¢ < » , En
efecto, si X = R con d finito y ¥ es la familia de los con-
juntos convexos cerrados en R (con cualquier norma), entonces
h=d+1,pr=d++2yc=sw .

Por otra parte, el Ejemplo 2 de [3] nos permite afirmar
que fijado un n@mero natural n 2 3 , y otro niimero natural -m
(tan grande como se quiera), existe un espacio de convexidad

para el cual ¢ =nym< h<e® ym<pr<e,

Para probar nuevas relaciones entre ¢, h y r tendremos que
pedir que (X, ¥ ) cumpla hipdtesis adicionales:

Diremos que (X, ) cumple la propiedad de dominio finito
si K cumple (Ax 2), o sea, A € X = K(A) = N {K(F) / F finito y
FEA ¥

Diremos que (X, ) cumple el tercer axioma de Levi si
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FCX , F finito y p € K(F) = K(F) C U{K((F - {a})V {p} ) /
a € F} . La propiedad de dominio finito ya fue estudiada en
(1.2) del capitulo II, mientras que el tercer axioma de Levi
ya fue enunciado (utilizando otra nomenclatura) en (C 3) del

pardgrafo 1 del capitulo I .

La siguiente proposicidén fue probada por el autor de es-

ta tesis en [28] :

(3.4) Si (X, ) cumple la propiedad de dominio finito y el

tercer axioma de Levi, entonces r < « = ¢c < r - 1 ,

Demostracibn. Sea r < » 3 para probar que ¢ < r - 1 , tendre-

mos que ver que para todo A € X'y x" € K(A) existe F C A tal
que card F € r - 1y x € K(F) . Para esto tomemos A C X y

x € K(A). Por la propiedad de dominio finito existe F finito
'y FCA tal que x € K(F). Obviamente tal F se puede tomar mi-
nimal, o sea, tal que si 6 CF y x € K(6) entonces G = F . Su-
pongamos que card F > r - 1 , luego existe {F , F, } particidn
de Radon de F . Sea p € K(F,) N K(F,), evidentemente p € K(F);
luego por el tercer axioma de Levi existe a € F tal que x €
K((F - {a}) U {p}) . Pero a € F, o a € F,; si suponemos que

a €F, , resulta que F, € F - {a} y asi p € K(F - {a}); luego
(F - {a}) VU p CK(F -{al}l); de alli que K((F - {alh)V {p}) C
K(F - {a}); asi x € X(F - {a}) lo cual contradice la mini 1li-
dad de F . A la misma contradiccidén se llega si suponemo ue
‘a€F, . Asi card F < r - 1 3 de donde ¢ g R (R

Como corolario de (3.1), (3.2) y (3.4) obtenemos:

(3:5) 81 (X,L@ ) cumple la propiedad de dominio finito y el
tercer axioma de Levi, entonces r < @ = max {c¢,h}l <r - 1 <
(ot LI

Observemos que en el Teorema 8 de [3], Kay y Womble lle-
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gan a la misma conclusidn que en (3.4)(o sea, r < o = ¢ <

r - 1 ), pero utilizando distintas hipbtesis.

4.- Conjuntos afinmente independientes en espacios vectoriales.

Recordemos que si V es un espacio vectorial sobre un cuer-
poE , yF={a ..., ales un subconjunto finito de V , se

dice que F es afinmente independiente si para todo i €{1 ,...,

n} a, & af(F - {ai]).

(4.1) 8i F = {a, ,..., a,} es un subconjunto finito de V , en-

tonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i.- F es afinmente independiente.
n n
ii.- Y @ a =0y )} «=0=para todoi , &=0.,
i=1 i=1
n n n n E
iii.- } o a = )} Ba y ) o=] 8 =1=para todo i,
i=1 i=1 ' i=1 i=1
e = Bi .
iv.- x € af(F) = x puede expresarse en forma inica como com-

binacién afin de @, ..., @,

Demostracién. Inmediatamente puede probarse que i1 = 1i, i1 =

43 5 d4% = 3w ., ¥ = I

(4.2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado E,
y F=1{a ee0, al} es un subconjunto finito de V , entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

i.- F es afinmente independiente.

ii.- conv(F) € U {conv(G) / 6 & ) 50




92

Demostracidén. i = ii. Sea F afinmente independiente y sea x =

n
% a, . Asi x € conv(F) pero si G & F entonces x € conv(G),
i=1

por (4.1) i <*iv. ii =i ., Si F no es afinmente independiente,
entonces existe i € {1 ,..., n} tal que a, € af(F - {a}), asi
dim af(F) < n - 2, y por el teorema de Carathérodory conv(F) =
U {conv(G) / card G < n - 1y G CF} ; luego conv(F) C U{conv(G) |

/ &&F¥ .

Observemos que (4.2) nos permite expresar el concepto de
affnmente independiente utilizando {nicamente la cédpsula con-

veXxd.

(4.3) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo ordenado E,
F o= {a, ;000 a } es un subconjunto finito afinmente independien-
tede VyF , F, €F , entonces conv(F,) N conv(F,) = conv (F,

N T

Demostracidén. Puesto que conv(F, N F,) C conv(F, ) y conv(F,

N F,) € conv(F,), obtenemos que conv(F, N F,) € conv(F,) N

conv(F, ). Para probar la otra inclusidn, supongamos gue x €
n

n
conv(F, ) N conv(F,). Asi x :1I @, a coniz @, = 1 donde a,2 0
=] =1 n

n
y si a, € F, entonces ¢ = 0 ; y también x =lElBi a, con )} B, =
e i=

1 donde B,> 0y si a% F, entonces B; = 0 . Pero por (4.1)

i <*iv , para todo i ;= B,

; + De esta forma, x = iz o, & con
=1

n
] o, =1 donde ¢, 0y si ¢ F, NF, entonces o, = 0 . Luego
i=1

x € conv(F, A
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Observemos que (4,3) afirma que en todo simplex no dege-
nerado (o sea, cuyo conjunto de vértices es afinmente indepen-
dgente), la interseccidn de dos facetas es la faceta que tiene
por vértices los vértices comunes a las dos facetas intersecan-

dos.

5.- La independencia afin y el axioma del simplex en espacios

de convexidad.

En todo este pardgrafo supondremos que (X,% ) es un espa-
cio de convexidad, que K es el operador de cépsula generado
porcg y que ¢ , h y r son, respectivamente, los nimeros de
Carathéodory, Helly y Radon de (X,4) .

El contenido de este pardgrafo fue expuesto, en forma re-
sumida, por el autor de este trabajo de tesis en [28] .

Basandonos en (4.2), dado FC X , F finito y no vacio, di-
remos que F es afinmente independiente si K(F) € U {K(G) / G G
F} (o sea, si existe x € K(F) tal que G & F implica que x €
K(G)). Convendremos en que ¢ es también afinmente independien-

te. La proposicidn (4.3) nos hace considerar el siguiente axio-

ma:

L]

(5.1) Axioma del simplex. Si F es un subconjunto finito afin-

mente independiente de X y F,, F, CF , entonces K(F, ) N K(F,)
< K(Pl N Fz)'

Observemos que, por (1.2)(K 3), también vale que K(F]n E. )
C X(F, ) N K(F,).

(5.2) Si (X, % ) cumple la propiedad de dominio finito y el

axioma del simplex entonces h < «® = ¢ < h .

Demostracidn. Sea h < e 3 para probar que ¢ < h , tendremos que
ver que para todo A € X y x € K(A) existe F € A tal que card F
€< hy x € K(F) . Para esto tomemos A C X y x € K(A). Por 1la
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propiedad de dominio finito existe F finito y F € A tal que

x € K(F) . Evidentemente tal F se puede tomar minimal, o sea,
tal que G & F implique x € K(G). En consecuencia, F resulta
afinmente independiente. Supongamos que card F > h 3 asi F =
{a, 50005 8, 30005 @} . Si definimos para todo i = 1 ,..., N ,
R {a’}, entonces, por el axioma del simplex, para todo

T &R 5 wwem I g 0 {K(Fj) I 3 # 1) = KN {Fj/ I ¥ 110 = Kig )
# ¢ . Sin embargo, N {K(ﬂ ¥ P g8 Ay weey 5L 2 KEA i, /'3 = 1,
ey N}) = K(¢) = ¢ . De esta forma, llegamos a que h no es

el niimero de Helly de (X, % ) lo cual es una contradiccidn. Asi

queda probado que ¢ < h .

’ d 5 5
Observemos que s1 X = R y % es la familia de los subconjun-
tos convexos cerrados de X , entonces (X,%) es un espacio de
convexidad que cumple el axioma del simplex pero no cumple la
propiedad de dominio finito. En este caso h = d + 1 pero c = =,
- m -
Si X = R = A%, 36595 X, 500:) /' %, € R}y % es la fami-
lia de los subconjuntos convexos de X , entonces (X , @ ) es
un espacio de convexidad que cumple la propiedad de dominio fi-

nito y el axioma del simplex. En este caso h = = y ¢ = = .,
Como corolario de (3.1), (3.2) y (5.2) obtenemos:

(5.3) Si (X, € ) cumple la propiedad de dominio finito y el

axioma del simplex, entonces h < ® = ¢ < h<rpr-1<<c¢h.

6.- Finitud del niimero de Helly.

La proposicién que daremos a continuacidn expresa condicio-
nes equivalentes a la finitud del nlmero de Helly en espacios
de convexidad. La misma fue enviada a la Reunidn Anual de la
U.M.A. de 1974, por el autor de este trabajo de tesis (ver [29]).

(6.1) Sea (X, ¢ ) un espacio de convexidad y K el operador de

cdpsula generado por % , entonces los siguientes enunciados
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son equivalentes:

i.- (X, ¥4 ) tiene nfimero de Helly finito.

ii.- Para todo nimero natural n , existe un niimero natural

p tal que si A es un subconjunto finito de X y card A = q 2 p ,
entonces MNK(F) / FCAycard F = q-n} # ¢ .

iii.- existe un nlimero natural p tal que si A es un subcon-
junto finito de X y card A = q 2 p , entonces MK(F) / F CA
ycard F=q-11%} #¢ .

Demostracidén. Sea h < » el nfimero de Helly de (X, % ). Dado

un nimero natural n , tomemos p = n h+ 1 . Sea A subconjunto
finito de X y card A = q 2 p ; y consideremos las familias fi-
nitas & = {F CA / card F = qQ—-nly % = {K(F) / F €¥}.
Si G € Cﬁ para 1 < i < h (o sea, si 6, = K(F;) con F, € ¥ Vs
entonces, procediendo como en la demostracidn de (3.2) tenemos
que card (A - M{G /1 <i<h} )= card (VIA -6 /1<1iS
€ RPN <Scard WIA=E/1SiSh})<S [q=(g-n)] h=
nh<nh+1=p<qg=cardA ; yasiN{g/1<is<hl#é¢.
Pero como h es el niimero de Helly de (X, % ), obtenemos que
NG #¢ , 0osea, MK(F) / FPCAycard F=q -n} #¢ .

ii = iii. Resulta trivialmente tomando n 5 5

iii = i . Supongamos que p es un niimero natural tal que si A
es un subconjunto finito de X y card A = g 2 p entonces N{K(F)
/ FCAycard F=q-11}#¢ 3 y sea h el nlimero de Helly

de (X,% ). Para probar que h < «, veremos que h < p - 1 ; pa-
ra lo cual, procediendo como en la demostracidn de (3.1), ten-
dremos que ver que:

(a) Para toda S subfamilia finita de ¥ , si las intersec-
ciones de hasta p - 1 conjuntos de ¥ gon no vacias, enton-
ces NTF # ¢ .

Probaremos (a) por induccidn sobre card ¥ . 8i card 9

< p -1, evidentemente vale (a). Supongamos, como hipdtesis
inductiva, que vale (a) para el caso en que card F =3 -1

donde j - 1 = p - 1 3 vamos a ver que también vale (a) para el
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caso en que card % = § .
Sea ¥ = {Cl/iﬁ € I} subfamilia finita de % , con card ¥’
= card I = j ; y supongamos que las intersecciones de has-
ta p - 1 conjuntos de U son no vaci s.
Por hipdtesis inductiva, para todo i € I existe x, € N { C
[/ 1 #3131 €1} ; Sea A = {x,/ i € I}; evidentemente, card A =
qQ <3j . S1iqg<3]jentonces existe 1 € I tal que x€N{cC/i
€ I} ; luego N ¢ ¢ . si qQ = j , entonces q 2 p y, en con-
secuencia, existe x € N {K(F) / FCA ycard F = q - 1 } =
N {K(A - {x}) / i €I}, Pero si i # 1 entonces x, € C ; asi
A - {x}C C para todo i €I ; luego x € K(A - {x}) C C para
todo i € I. De esta forma x € N{C, / i € I}; en consecuencia
NT # ¢ . Ast se completa la prueba de (a), de donde h < p - 1.

Como consecuencia de la demostracidn de (6.1) obtenemos la

siguiente caracterizacidn del nimero de Helly:

(6.2) Sean (X, ¥ ) un espacio de convexidad, K el operador de
cédpsula generado por ¢ , y h un nfimero natural, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

i.- h es el nimero de Helly de (X, % ) .

ii.- h es el minimo niimero natural tal que para todo A subcon-

junto finito de X , si card A 2 h + 1, entonces N {K(A - {a}) /
a €A} £¢ .

Demostracidn. Para abreviar la demostracidn consideremos la fun-

cidén proposicional f(m) : para todo A subconjunto finito de X ,
si card A > m + 1 entonces N {K(A - {a}) / a € A} # ¢ , (don-
de m es un nimero natural).

i = ii. Supongamos ij; por la demostracidn de (6.1) (parte i =
ii), se cumple f(h). Supongamos f(h ); por la demostracidn de
(6.1) (parte iii = i ) obtenemos h < h,. ii = i . Supongamos
ii; por la demostracidén de (6.1) (parte iii=i), si h, es el
niimero de Helly de (X,‘g ) entonces h,< h . Pero como i = ii,

se cumple f(h,). Asi h < h, ; luego h = h, .
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7.- Finitud del niimero de Carathéodory v expresidn del opera-

dor K mediante bandas.

Sean X un conjunto tal que card X > 2 y K una funcidn de
P(X) en P(X) que cumple (Ax 1) a (Ax 4). Segln vimos en (1.1)
la familia € = {A CX / A = K(A)} define una estructura de
convexidad sobre X tal que K es el operador de cdpsula genera-
do por ¢4 . Por (7.24) del capitulo II, sabemos que si A C X ,
K(A)
Carathéodory de (X, 4 ) es finito entonces existe i tal que,

U {c"(A) / n >0 }. Ahora veremos que si el ntmero de

para todo A C X , K(A) = CI(A) y, en consecuencia, para todo
32 i, K(A) = ¢’ (A) . Para esto, comenzaremos probando la si-

guiente proposicidn:

(7.1) Sean A un subconjunto finito de X , i un entero no nega-
i
C (A).

tivo tal que card A < 2' . Entonces K(A)

Demostracidn. Se aplica induccidn sobre i . Para i = 0 vale
(7.1) pues K(¢) = ¢ = ¢’ (¢) y, por (Ax 3), para todo a € X ,
K(a) = {a} = c'(a) . Supongamos como hipbdtesis inductiva que

vale (7.1) para i = j 2 0 ; vamos a ver que también vale (7.1)
para i = j+ 1 ., Sea ACXycard A = m < ! 3 Bim S 2j,
por hipdtesis inductiva K(A) = ¢ (a) y, en consecuencia K(A) =
c*a) . sim> 2j, existe una particién {A, ,A,} de A tal que
méx {card A, , card A} < o, Luego, por (9.3) del capitglo I
y la hipétesis inductiva, K(A) = S(C' (A ), C (4,)) C S(C (A),
Ci(A)) = Cj+kA) ; pero como ¢ *ay € K(A), obtenemos que K(A) =

)

(7.2) Sea ¢ < » el nfimero de Carathéodory de (X, ) 3 si i

i
es un namero natural tal que ¢ < 2 , entonces, para todo A C X,

K(A) = C (A) .

Demostracién. Sea A C X , por hipdtesis y (7.1) obtenemos que
K(A) = U(K(F) / card FScy F CAl}= U(C'(F) / card F € c y
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FCA} C C (A) ; pero como C (A) C K(A), resulta que K(A) =

c' (a). _
Las proposiciones (7.1) y (7.2) fueron demostradas por el

autor de este trabajo de tesis en (4.17) y (4,18) de [9] . U-
na demostracidén de (7.2) para X espacio vectorial real, se en-

cuentra en [ 11 ], teorema 1.24.
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CAPITULO VI

CONJUNTOS ESTRELLADOS

En el parédgrafo 4 del capitulo I ya mencionamos que median-
te las bandas podemos definir, por analogia con el caso vecto-
rial, la nocidn de conjunto estrellado. Para esto vamos a tra-
bajar en el sistema axiomidtico dado en el capitulo II, donde
probaremos algunas propiedades elementales de los conjuntos es-
trellados. También, resultados obtenidos por Toranzos [14] y
DreSevic [15] para estrellados en espacios vectoriales, serdn

probados para estrellados en dicho sistema axiomdtico.

1.- Conjuntos estrellados, nlicleo y componentes convexas.

En todo este pardgrafo supondremos que X es un coenjunto
tal que card X = 2 y K es una funcidn de P(X) en P(X) que cum-
ple (Ax 1) a (Ax 4).

Sea A CXyp€A , diremos que A es estrellado en p si,
para todo x € A , K(p,x) C A .

(1.1) Si A CX , los siguientes enunciados son equivalentes:

i.- K(A) = A . ii.- para todo p € A , A es estrellado en p.

Demostracidn. Es consecuencia de (7.1) del capitulo II.

(1:2) Ba {Ai/ i € J} es una familia de subconjuntos de X es-
trellados en p , entonces f\{Aj/ j € J} es estrellado en p.

Demostracidn. Sean {A’/ j € J} una familia de subconjuntos de
X estrellados en p , y A = fW{Aj/ i &.J}. 81 {Aj/ jE€EJIY=9 ,
entonces A = X que, obviamente, es estrellado en p . Si {Ai/

jJ€EJ ) #¢ , evidentemente p € A ; tomemos x € A 3 asi, para
todo § €J , x € % y K(p,x) © Aj 3 en consecuencia K(p,x)C A ;

luego A es estrellado en p .
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(1.3) Si {A;// j € J} es una familia no vacia de subconjuntos
de X estrellados en p , entonces U {Aj/ j € J} es estrellado

en p .

Demostracidn. Sean {Aj/ j € J)} una familia no vacia de subcon-
juntos de X estrellados en py A = U{Aj/ j € J} . Evidentemen-
te, p € A ; tomemos x € A , luego existe j € J tal que x € A,
y K(psx) € Aj; en consecuencia K(p,x) € A y A es estrellado

en p .

Sea A C X , diremos que A es estrellado si existe p € A

tal que A es estrellado en p . Observemos que si A es un sub-
conjunto convexo no vaciolde X ,entonces A es estrellado. Evi-
dentemente, la reciproca no es cierta. Por otra parte, la in-
terseccidn y la unidn de conjuntos estrellados pueden no ser

estrellados.

Sea A € X , llamaremos niicleo de A al conjunto N(A) = { x
€ A/ A es estrellado en x } . Evidentemente, A es estrellado
sii N(A) # ¢ . Como corolario de (1.2) y (1.3) obtenemos la

siguiente proposicidn:

(1.8) Si {Aj/ j € J} es una familia de subconjuntos de X , en-

tonces:
i.- NIN(A) / FJEJINC NN{A/ FET))
id.=J £ ¢ =>'0{N(Aj>/jEJ}C N(CUTA/FETY) .

(1.5) Si A C X , los siguientes enunciados son equivalentes:
i.- K(A) = A ii.~ N(A) = A .

Demostracidn. Es consecuencia de (1.1).

Sea A € X , diremos que C es una componente convexa de A

si C es un subconjunto convexo maximal de A .

(1.6) Si A C X , entonces A es la unidén de la familia de las
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componentes convexas de A .

Demostracidén. Sea {C, / i € I} la familia de las componentes

convexas de A . Evidentemente, U {C,/ i € T} CA . Para pro-
bar la otra inclusidn, tomemos y €A y ¢¥ = {c / yECCAy
C convexol}l ; por (Ax 3), {y} es convexo y, en consecuencia,
o # ¢ .81 {C/ j €J} es una cadena no vacia de °¥ , enton-
ces, por (6.12)c del capitulo II, Y {Cj/j € J} es convexo y,
en consecuencia, es cota superior de dicha cadena en % . Lue-
go, por el principio maximal, existe elemento maximal de ¥ ,
el que ser& una componente convexa de A que contendrd a y . A-

sfAaCU e /4i€T} .

La siguiente proposicidén fue probada, en espacios vectoria-
les, por Toranzos [14] ; su demostracidn pudo adaptarse fcil-

mente a nuestro sistema axiomdtico:

4.7y 81 A€ % , entonces el niicleo de A es la interseccidn de

la familia de las componentes convexas de A .

Demostracidén. Sean {C, / i € I} la familia de las componentes

convexas de Ay C, = N {C, / i € I} ; tendremos que probar que
N(A) = C;, . Sea x € C;,
I tal que y € C, , de donde K(x,y) € C. C A ; luego x € N(A) y

C, © N(A). Para probar la otra inclusidén tomemos p € N(A), si

por (1.6), para todo y € A existe i €

suponemos que p & C, entonces existe 1 € I tal que p €C ;5 e-
videntemente C, & K(C, VY {p} ); pero, por (9.4) del capitulo
11, K(C,VU {p}) = UlK(z,p) / z € Ci}; asi, como p € N(A) ,
K(C, VU {p}) € A ; esto contradice la maximalidad de C, . De es-

ta forma p € C, y N(A) € C, .

Como corolario de (6.11) del capitulo II y de la proposi-

cidén anterior obtenemos

(1.8) Si A € X , entonces el nlicleo de A es convexoO.
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2.- Separacidn de estrellados.

En todo este pardgrafo supondremos que X es un conjunto
tal que card X 2 2 y K es una funcidn de P(X) en P(X) que cum-
ple (Ax 1) a (Ax 5). En él, adaptaremos el contenido del tra-
bajo de Dresevié [15] hecho en espacios vectoriales, a nues-

tro sistema axiomatico.

Sea ACXyp€ X , llamaremos capsula estrellada de A re-

lativa a p al menor conjunto estrellado en p que contiene a A.

Dicho conjunto ser3d denotado por st(A,p). Por (1.2), st(A,p)
es la interseccidn de la familia de los conjuntos estrellados

en p que contienen a A .
(2.1) ¢ # ACXyp€ZX=st(A,p) = YKCa,p) / a € A},

Demostracidn. Sea OF = {s,/ i € T} 1la familia de los conjun-

tos estrellados en p que contienen a A . Tendremos que probar
que N {8,/ i € I}= VU {K(a,p) /a € A}. Por (1.3), Y{K(a,p) / a

€ A} € ¥ ; luego MS,/ i € I} € U {K(a,p) / a € A} . Pa-
ra probar la otra inclusidn tomemos x € U {K(a,p) /a € A} ;a-

si existe a € A tal que x € K(a,p) ; pero para todo i € T , i
K(a,p) €S, ; luego x € N{s,/ i € I} y U {K(a,p) / a € A} C
n{s,/ i € I}.

(2.2) Si C, D.son subconjuntos de X disjuntos tales que C es
estrellado en p y D es estrellado enq , y r € X , entonces
stC W I, p)MD=9p oCMstibV {ol;q ) = ¢ «

Demostracién. Sean C,= st(C U {r},p), D,= st(D U {r},q) , vy
supongamos que C, ND # ¢ y C N D # ¢ ; asi existen q, € C, N
Dy p,€CND . Puesto que q,€ C,, por (2.1) obtenemos que
existe s € C U {r} tal que q,€ K(s,p); de suponer que s €2 .
obtendriamos que q,€ C pues C es estrellado en p, asicnNpD ¢

¢ 3 de alli que s = r . Procediendo en forma andloga con P, »

Ll e
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obtenemos que existe t € D U {r} tal que P, € K(t,q) y que
t=r.Asiq, €K(r,p)y P, € K(r,q); luego por (Ax 5),
K(psp,) M K(a,q,) # ¢ . Pero como C y D son estrellados en p
y q respectivamente, K(p,p,) M K(q,q,) €CND ; asi C N D ¢

¢ lo cual contradice la hipdtesis.

(2.3) 8i A, B son subconjuntos de X disjuntos tales que A es
estrellado en p y B es estrellado en q , entonces existen C ,
D subconjuntos complementarios tales que ACC , BCD , C es

estrellado en py D es estrellado en q .

Demostracidén. La misma es anfloga a la de (1.2) del capitulo
IV. En efecto, sea G = {(A, ,B, ) / A , B

disjﬁntos y estrellados en p y en q respectivamente, y A CA,,

subconjuntos de X

B C B1}3 evidentemente G # ¢ pues, por hipdtesis, (A,B) €G.
Definamos en G el siguiente orden parcial (A, ,B, ) < (Aj,Bj)

sii A C A,y B C B, . Si L = {(A, ,B,) / 1 € I} es una cadena
no vacia en G , entonces (A ,B ) = ( U{A / i €I} , U{B / i€

I }) €6y es cota superior de la cadena L , en efecto, por

i s ) Ao 0% B° son estrellados en p y q respectivamente; ade-
mds A, N B = ¢ pues en caso contrario existiria i € I tal que
Ain B, # ¢ . Luego por el lema de Zorn existe (C,D) elemento
maximal de G . Para ver que C UD = X , consideremos r € X ,
C,= st(c U {r},p) y D, = st(D U {r},q) . Por (2.2); (C,,D) €

G o (C,D,) € 6. . Si suponemos que (C, ,D) € G , por la maximali-
dad de (C,D) resulta que C
(C,D))E G , obtendriamos D = Dy r € D . De esta forma queda
probado que C U D = X . Puesto que (C,D) € G , obtenemos que

C, y »r €C . De suponer que

C,D cumplen la tesis de (2.3).

e
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