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Resumen

Se describe el tratamiento de las coordenadas colectivas en sistemas que presentan ruptura
de simetria a nivel de las soluciones cldsicas desde el punto de vista de la integral de camino
lagrangiana. El tratamiento se basa en el formalismo de Anticampos. En primer lugar, se
aplica el tratamiento a un modelo mecanico sencillo. Se introducen coordenadas colectivas,
y el sistema de gauge resultante es cuantizado por medio del formalismo de Anticampos. Se
calculan las correcciones a dos loops de los estados vibracionales y la energia colectiva a un
loop, mostrando que los resultados son independientes de los parametros de fijado de gauge.
A continuacidn, se desarrolla el tratamiento para un caso mds general, que incluye modelos
soliténicos como el de Skyrme y el O(3), y que corresponde al movimiento de una particula en
una variedad de Riemann sujeta a un potencial. Las soluciones estiticas son sélo invariantes
ante un subgrupo de las simetrias de la accidn, lo que da lugar a modos cero. Se introducen
coordenadas colectivas, y la teoria de gauge resultante es cuantizada en el formalismo de
Anticampos. Se calcula la funcién de particién intrinseca a dos loops y el hamiltoniano
colectivo efectivo a un loop, y se muestra que los resultados son independientes del fijado
de gauge. Se describe brevemente la equivalencia con el tratamiento BRST hamiltoniano.
Finalmente, se discute el problema de los fijados de gauge candnicos. Se muestra que se
pueden obtener resultados correctos a dos loops en un gauge similar al gauge de Coulomb si
se define la integral de camino por medio de una discretizacion del intervalo temporal y de la
prescripcién de evaluacion en el punto medio.

Lagrangian BRST treatment of collective coordinates

The treatment of collective coordinates from the point of view of the lagrangian path
integral in systems displaying a breakdown of symmetries at the level of classical solutions
is described. The treatment is based in the Antifield formalism. In the first place, the
treatment is applied to a simple mechanical model. Collective coordinates are introduced,
and the resulting gauge system is quantized by means of the Antifield formalism. Two-loops
corrections to the vibrational states and the collective energy to one loop are calculated,
showing that the results are independent of the gauge fixing parameters. Next, the treatment
is developed for a more general case, which includes solitonic models like the Skyrme and O(3)
models, and which corresponds to the motion of a particle in a Riemannian manifold subject
to a potential. The static solutions are only invariant under a subgroup of the symmetries
of the action, which gives rise to zero modes. Collective coordinates are introduced, and
the resulting gauge theory is quantized in the Antifield formalism. The intrinsic partition
function is calculated to two loops and the effective collective hamiltonian to one loop, and
it is shown that the results are gauge independent. The equivalence with the hamiltonian
BRST treatment is briefly described. Finaly, the problem of canonical gauges is discussed.
It is shown that it is possible to obtain correct results at two loops in a gauge similar to the
Coulomb gauge if the path integral is defined by means of a discretization of the time interval
and of the prescription of mid point evaluation.

Coordenadas colectivas; solitones; BRST; formalismo de anticampos.
Collective coordinates; solitons; BRST; antifield formalism.
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Capitulo 1

Introduccion

La correcta cuantificacién de las coordenadas colectivas ha sido un tema
central en el estudio de modelos soliténicos. Por ejemplo, en el modelo
de Skyrme [1, 2] los bariones son los solitones de un lagrangiano quiral
SU(2)r x SU(2)r/SU(2)y y los grados de libertad internos (spin e isospin)
se describen como excitaciones colectivas del solitén [3]. Estas excitaciones
colectivas aparecen tipicamente como fluctuaciones de energia cero alrededor
de una solucién cldsica que rompe cierta invariancia de la accién. Para
tratar los modos cero los grados de libertad asociados con los movimientos
colectivos deben ser separados. Como esto es dificil de conseguir en el caso
general, se pueden introducir las coordenadas colectivas explicitamente como
grados de libertad adicionales. Este procedimiento se conoce como el método
de coordenadas colectivas [4, 5, 6, 7).

La manera general de introducir variables colectivas es como pardmetros
dependientes del tiempo de las transformaciones de los campos originales
[8]. La teoria transformada, que depende del conjunto sobrecompleto de
campos originales mas coordenadas colectivas es una teoria de gauge.

El tratamiento mds riguroso de teorias de gauge es el basado en la
simetria BRST [9, 10, 11]. La aplicacién del método BRST hamiltoni-
ano [12, 13, 14, 15, 16, 17] a la cuantificacién de coordenadas colectivas
en sistemas finitos fue desarrollado en [18, 19, 20, 21, 22, 23]. Las coorde-
nadas colectivas se introducen como parametros de las transformaciones de
simetria que son rotas (o parcialmente rotas) por las soluciones clésicas. La
teoria de gauge resultante se cuantifica siguiendo el procedimiento BRST
canénico usual: se introducen multiplicadores de Lagrange y ghosts por
cada grado de libertad de gauge, se construye una carga BRST hermitica
y nilpotente, y se definen los estados y operadores fisicos como aquellos in-



variantes ante la simetria global BRST. La teoria de gauge se reemplaza
entonces por una teoria invariante BRST con el gauge fijado, en la cual las
variables colectivas son fisicas, y los modos cero son cancelados por los mul-
tiplicadores de Lagrange y los ghosts. Modelos soliténicos sencillos fueron
estudiados usando este formalismo [24, 25]. La cuantificacién BRST de co-
ordenadas o campos colectivos en teorfa de campos fue presentada en [26],
donde se discute el caso en el que las transformaciones no estan restringidas
a formar un grupo o ser simetrias de la accién.

La cuantificacién BRST puede formularse como una integral de camino
lagrangiana por medio del formalismo de Anticampos [27, 28, 29, 30, 31, 32|.
Dada una teoria de gauge con sus correspondientes ghosts se introducen
anticampos, y se define una estructura de anticorchetes. La acciéon BRST
con el gauge fijado se obtiene de la solucién de la ecuacién maestra. Todo
el procedimiento se formula en el espacio de las variables lagrangianas.

El formalismo de Anticampos es considerado actualmente el método mas
poderoso de cuantificacién de teorias de gauge. Permite tratar todos los
casos conocidos de teorias de gauge, tanto las teorias en las que las trans-
formaciones de gauge son linealmente independientes y cuya algebra es de
Lie, como por ejemplo, las teorias de Yang-Mills, como aquellas en las que
el dlgebra de gauge forma una dlgebra de Lie a menos de términos propor-
cionales a las ecuaciones de movimiento (élgebras abiertas). Ejemplo de
estas ultimas son algunas teorias de supergravedad.

Esta Tesis describe el tratamiento de las coordenadas colectivas en sis-
temas que presentan ruptura de simetria a nivel de las soluciones clasicas
desde el punto de vista de la integral de camino lagrangiana. El tratamiento
se basa en la aplicacién del formalismo de Anticampos.

La organizacién de esta Tesis es la siguiente. Los capitulos 2 y 3 de-
scriben brevemente los formalismos BRST hamiltoniano y de Anticampos,
respectivamente. Han sido incluidos para hacer la presentacién autoconsis-
tente. Descripciones extensas de estos dos temas se pueden encontrar en las
referencias [16, 17, 32].

En el capitulo 4 se aplica el tratamiento BRST lagrangiano a un mod-
elo sencillo [33]. Corresponde a una particula en 3 dimensiones sujeta a
un potencial central que posee una familia de minimos lejos del origen, y
es la generalizacién al caso no-abeliano del modelo estudiado en [19, 21].
El tratamiento perturbativo a partir de una expansién alrededor de uno de
los minimos posee modos de energia cero. Para tratar estos modos cero
se introducen coordenadas colectivas correspondientes a rotaciones de las
coordenadas. El sistema de gauge resultante es cuantificado por medio del
formalismo de Anticampos, y se elige un fijado de gauge que permite con-
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trolar los modos cero y realizar célculos perturbativos. A través de técnicas
de temperatura finita se calculan las correcciones a dos loops de los estados
vibracionales, y la energia colectiva a orden mas bajo y un loop, mostrando
que los resultados son independientes de los pardmetros de fijado de gauge.

El capitulo 5 desarrolla el tratamiento para un caso mas general [34].
Estudia el movimiento de una particula en una variedad de Riemann, que
corresponde al espacio de configuracién del sistema, sujeta a un potencial.
La accién es invariante ante un grupo finito de transformaciones globales,
pero las soluciones estaticas son sélo invariantes ante un subgrupo. Esto da
lugar a modos cero al expandir alrededor de una solucién clasica. Se intro-
ducen coordenadas colectivas como parametros de las transformaciones de
simetria, y la teoria de gauge resultante es cuantificada por medio del for-
malismo de Anticampos. Se elige un fijado de gauge que permite controlar
los modos cero y calcular correcciones por medio de teoria de perturbaciones.
Se calcula la funcién de particién intrinseca a dos loops y el hamiltoniano
colectivo efectivo a un loop, y se muestra que los resultados son independi-
entes de los pardmetros de fijado de gauge. También se describe brevemente
la equivalencia con el tratamiento BRST hamiltoniano.

El tratamiento estudiado en el capitulo 5 incluye modelos soliténicos
como el de Skyrme y el O(3), asicomo también modelos mecédnicos como el
del capitulo 4. A pesar que estos casos podrian ser tratados con las técnicas
usuales de Faddev y Popov, el tratamiento de anticampos seria necesario
para tratar, por ejemplo, solitones supersimétricos cuando el algebra super-
simétrica sea abierta, es decir, a menos de términos proporcionales a las
ecuaciones de movimiento.

En el capitulo 6 se discute el problema de los fijados de gauge canénicos
[35]. Si se elige un fijado de gauge mediante el cual se anulan los modos
cero y de las coordenadas colectivas solamente se conservan las necesarias
para describir el movimiento colectivo, se obtienen resultados incorrectos
a dos loops [21, 36]. Este hecho estd relacionado con una ambigiiedad de
orden en la accién cudntica, y es nesario introducir términos de orden A2
para obtener resultados correctos [37]. En este capitulo se muestra que
se pueden reproducir los resultados del capitulo 5 en un gauge canénico
similar al gauge de Coulomb del electromagnetismo si se define con cuidado
la integral de camino por medio de una discretizacién del intervalo temporal
y de la prescripcién de evaluacién en el punto medio.

El tratamiento de coordenadas colectivas presentado en esta Tesis es
adecuado para el estudio de la dindmica de baja energia de solitones con
cargas topoldgicas iguales a uno, para los cuales el espacio de soluciones
estaticas estd dado por la érbita de una solucién ante el grupo de simetria



de la accién. Los modos cero corresponden a vectores tangentes al espacio
de soluciones. Cabe aclarar que en el tratamiento desarrollado aqui se con-
sideran solamente los movimientos colectivos cuyos momentos de inercia son
finitos, es decir, los modos cero con norma finita. En general pueden existir
modos cero con parametros de inercia infintos, como es el caso de los mod-

elos sigma [38], en los cuales estos movimientos corresponden a simetrias de

la accién espontdneamente rotas por el vacio. Es posible incluir las coor-
denadas colectivas correspondientes a los movimientos con inercia infinita,
pero la finitud de la energia requiere que los valores de estas coordenadas
sean constantes.

Un aspecto no estudiado en el presente trabajo es el de renormalizacién
ultravioleta, ya que esto depende del modelo particular al cual se le aplique
el formalismo.

Finalmente, en el capitulo 7 se dan las conclusiones. Los apéndices con-
tienen informacién complementaria sobre el formalismo canénico y grupos
de Lie, y definiciones y relaciones utilizadas en el cdlculo de los diagramas.




Capitulo 2

Cuantizacion BRST de
teorias de gauge

Este capitulo contiene un breve resumen del formalismo hamiltoniano de
cuantizacién de teorias de gauge basado en la simetria BRST [12, 13, 14,
15]. Se describe el andlisis de los sistemas con libertad de gauge como
sistemas hamiltonianos con vinculos, la introduccién de ghosts que dan lugar
a la simetria BRST [9, 10, 11], tanto cldsica como cldsica y cuantica, y la
cuantizacién canénica por el método de operadores. Discusiones extensas
de estos temas se pueden encontrar en las referencias [16, 17].

2.1 Formulaciéon hamiltoniana de teorias de gauge

La propiedad principal de una teoria de gauge es la presencia de funciones
del tiempo arbitrarias en las soluciones a las ecuaciones de movimiento.
Esto implica que las variables candnicas no son todas independientes, y que
existen entre ellas relaciones llamadas vinculos. Por lo tanto, una teoria de
gauge es un sistema hamiltoniano con vinculos.
El analisis hamiltoniano de un sistema con vinculos se inicia con la accién
iagrangiana t
2
ol = [ E(a,4), (2.1)
1
dependiente de las variables ¢* del espacio de configuracién, que supon-
dremos bosénicas (conmutativas).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange

650
bqi(t)

oL, d oL
= 37 - ZaF® =0 (2.2)
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se obtienen de pedir que la accién sea estacionaria ante variaciones de las co-
ordenadas que se anulen en los extremos. Las ecuaciones pueden reescribirse
como ] :

o 0L 2Ok 0L

¥ 3375 = 3a T BeldE: (2:3)

9¢’¢" 0¢" 0q’94¢

Las aceleraciones pueden ser determinadas univocamente a un dado tiempo
por las posiciones y velocidades si y sélo si el determinante

det ( ;?j‘gi) (2.4)

es no nulo. Si el determinante es nulo las soluciones a las ecuaciones de
movimiento contendrin funciones arbitrarias del tiempo. Esto es lo que
ocurre en el caso de las teorias de gauge.

El primer paso en el formalismo hamiltoniano es definir los momentos
candmnicos p; = g—‘f’; . Si el determinante (2.4) es cero no es posible invertir
las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos. En este

caso los momentos no son todos independientes y existen relaciones

$my(9,P) =0, (2.5)

llamadas vinculos primarios.

El siguiente paso es la definicién del hamiltoniano canénico mediante la
transformada de Legendre H. = ¢'p; — L. El hamiltoniano H,. es funcién
de las coordenadas y los momentos, pero esta bien definido solamente en la
variedad del espacio de fases determinada por los vinculos primarios. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton
obtenidas de

§ /; . (¢'pi — He) =0 (2.6)

ante variaciones independientes de las coordenadas y los momentos, sujetas
a las condiciones

¢m1 = 0’ 5¢m1 =0. (2‘7)

Las ecuaciones de Hamilton también se pueden obtener del principio

variacional :
2

§ [ (¢'pi— He— u™ ¢m,) =0, (2.8)

Ly

para variaciones arbitrarias §¢*, 8p;, 6u™ sujetas solamente a la condicion
§¢*(t1) = 84*(t2) = 0. Las variaciones estén libres de las restricciones (2.7)



debido a la introduccién de nuevas variables u™!, que aparecen como multi-
plicadores de Lagrange para imponer los vinculos primarios. Las ecuaciones
de movimiento para una funcién arbitraria F(q,p) se pueden escribir en
término del corchete de Poisson

F = {F H.}+ u™{F,¢m, }. (2.9)

Los vinculos primarios deben conservarse en el tiempo (condicién de
consistencia), es decir,

Q'Sml = {¢m1;Hc} e um; {¢m1 ) d’mi} =0. (2'10)

Las ecuaciones anteriores pueden dar lugar a nuevas relaciones entre las coor-
denadas y los momentos ¢y, , llamadas vinculos secundarios. Estos también
deben conservarse en el tiempo, asi que deben imponerse condiciones sim-
ilares a (2.10), lo que puede dar lugar a vinculos terciarios ¢n,,, etc. Al
finalizar el algoritmo de consistencia se tiene el conjunto total de vinculos
del sistema {@a} = {Dm,, Pmys - - -}-

Si las condiciones ¢, no son todas independientes se denomina a los
vinculos como reducibles. Silos vinculos son independientes, se los denomina
irreducibles, y es el caso que se considerara aqui.

Una funcién F(q,p) se llama de primera clase si

{F,¢a} ~ 0 Vg, (2.11)

donde el simbolo ~ (igualdad débil) indica que la expresién vale sobre la
superficie ¢, = 0. Si (2.11) no se cumple la funcién es de segunda clase.
En particular, se pueden separar los vinculos en vinculos de primera y de
segunda clase.

Los vinculos de segunda clase, que vienen de a pares en el caso bosénico,
representan pares de variables conjugadas redundantes en la teoria y se
suelen eliminar mediante una modificacién del corchete de Poisson, llamada
corchete de Dirac. En lo que sigue se supondra que todos los vinculos son
de primera clase, es decir, que los vinculos de segunda clase (si los hubiera)
fueron eliminados mediante corchetes de Dirac.

Los vinculos de primera clase son generadores de transformaciones de
gauge. Llamando G, a los vinculos, las condiciones de primera clase son

{Ga,Gs} = Cu°Ge, (2.12)
{H.,G,} V.2G,. (2.13)



La 1ltima ecuacién es consecuencia de las condiciones de consistencia (2.10),
y en lo que sigue supondremos al hamiltoniano en involucién con los vinculos,
es decir, V,? = 0. Las transformaciones de gauge generadas por las G, son

§.F = €{F,Ga}, (2.14)

y dejan invariante la accién (2.1).

De las relaciones (2.12) se puede deducir el algebra de las transforna-
ciones de gauge. Si las C,,° dependen de las coordenadas o momentos el
dlgebra puede ser abierta. Si las C,,° son constantes el dlgebra de gauge es
un algebra de Lie, y es el caso que consideraremos aqui.

La evolucién més general fisicamente permisible debe permitir realizar
transformaciones de gauge arbitrarias mientras el sistema evoluciona en el
tiempo. Para generar este movimiento se define el hamiltoniano extendido

Hg = H, — A°G,. (2.15)

Para variables invariantes de gauge (funciones de primera clase) la evolucién
generada por H, y por Hg es la misma. Para las demds sélo Hg toma en
cuenta toda la libertad de gauge.

Las ecuaciones de movimiento se derivan de la accién extendida

S / (Fi e Hx), (2.16)

y se reducen a

F ~ {FHg}, (2.17)
Gy =0 (2.18)

La accién extendida es invariante ante las transformaciones de gauge (2.14)
si se define la transformacién de los multiplicadores de Lagrange

§,0% = =é® + #ASCL". (2.19)

Los multiplicadores de Lagrange A® pueden ser considerados variables
canénicas como las ¢* y p; si se incluyen los momentos conjugados b,, y el
término cinético en la accién extendida

/ A%, dt. (2.20)

Los b, deben anularse. Estas condiciones aparecen como vinculos primarios
y expresan la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange. Los vinculos
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G, aparecen como vinculos secundarios al requerir que los vinculos primarios
bs =~ 0 se conserven en el tiempo.

La libertad de gauge implica que existen mas de un conjunto de variables
canénicas para una dada situacién fisica. Para eliminar esta ambigiiedad
es posible imponer restricciones adicionales sobre las variables candnicas,
llamadas funciones de fijado de gauge. Si las condiciones de gauge son sobre
las variables (g, p),

x*(¢,p) =0, (2.21)

se las denomina condiciones de gauge candnicas. Para fijar el gauge comple-
tamente deben satisfacer la condicion

det{x*,Gs} # 0, (2.22)

que corresponde a la condicién para vinculos de segunda clase. Por lo tanto,
luego de fijar el gauge no quedan vinculos de primera clase y se elimina
totalmente la libertad de gauge.

También es posible fijar el gauge mediante condiciones sobre las vari-
ables candnicas y los multiplicadore de Lagrange y sus derivadas. Estas
condiciones se conocen como gauges no canénicos. Los gauges derivativos
corresponden a condiciones

A% + f%(q,p,\) = 0, (2.23)
y los gauges de multiplicador a

A+ x*(g,p) = 0. (2.24)

2.2 Teoria BRST clasica

La idea central del la teoria BRST es reemplazar la simetria de gauge por
una simetria fermidénica global, conocida como simetria BRST, actuando en
un espacio de fases extendido por la presencia de nuevas variables llamadas
ghosts. La propiedad fundamental de la simetria BRST es la nilpotencia, lo
que permite definir la cohomologia de la transformacién de BRST. La iden-
tificacién con la teoria de gauge original se debe al hecho que la cohomologia
a nimero de ghost cero (ver més abajo) es igual al conjunto de observables
(funciones invariantes de gauge) de la teoria original.

Se define el espacio de fases extendido agregando a las variables canénicas
(g,p) una variable fermidnica #?, llamada ghost, y sus momento conjugado

9



Pa, por cada vinculo de primera clase,

{Parn®} = -62, (2.25)
{'Pch qi} = {?mpl'} = {ﬂa: qi} = {qa!pi} =0, (226)
€n®) = €Pa)=1, (2:27)

donde {, -} corresponde al corchete de Poisson generalizado, y ¢ a la paridad
de Grassmann, descriptos en el apéndice A. Los ghosts son reales y sus
momentos imaginarios

(1*)" =1 (Pa)" = —Pa. (2.28)

Se define ademds una estructura llamada nimero de ghost asignindole a las
variables canénicas el siguiente nimero de ghost:

ghg' =ghp;=0, ghn®=—ghPa=1, (2.29)

y definiendo que el nimero de ghost de un producto de variables es igual a

la suma del niimero de ghost de los factores.
Se define el generador de la simetria BRST (carga BRST),

sF = {F, 1}, (2.30)
con las siguientes propiedades:
()=1, ght=1, @*=10, {0,0}=0. (2.31)

La tltima de las propiedades implica la nilpotencia de la simetria BRST
52 = 0. Esta propiedad es no trivial, ya que al ser Q) fermiénica el corchete
de Poisson (generalizado) es simétrico.

Si el dlgebra de los generadors G, (2.12) es de Lie (C,,° constantes) la
carga BRST que satisface las propiedades (2.31) esta dada por

1
Q=19°Ga + Ec,,;q“qbpc. (2.32)

Cuando se considera la accién extendida (2.16) y se toman a los multi-
plicadores de Lagrange A® como variables canénicas es necesario introducir
nuevas variables fermidnicas 7,, llamadas antighosts, y sus momentos con-
jugados P?, correspondientes a los vinculos b, = 0, y con las propiedades

{1:P”} = -4, (2.33)
ghfl. = —ghP®=-1, €(fia)=¢€P?) =1, (2.34)
()" = #las (P?) =—P% (2.35)

10
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En el espacio de fases extendido con los multiplicadores de Lagrange y los
antighosts la carga BRST es

= 1
)= nnGQ = iP“ba + § abcqnnbpc. (236)

La transformacién BRST s actia como un diferencial sobre funciones
del espacio de fases extendido. Se define Ker s al conjunto de funciones
aniquiladas por s

F € Ker s & sF =0, (2.37)

llamadas BRST cerradas, e Im s al conjunto de las funciones que son la
transformada BRST de otra funciéon

FeIms & F=sF', (2.38)

llamadas BRST exactas. Por la nilpotencia de s todas las funciones BRST
exactas son BRST cerradas. Ker s se puede dividir en clases tal que dos
funciones en una misma clase difieran por una funcién BRST exacta. Estas
clases se llaman clases de cohomologia de s, y al conjunto de las clases de
cohomologia H*(s) se lo denomina cohomologia

Ker s
Ims

H*(s) = (2.39)

La observacién fundamental sobre la que se basa el tratamiento BRST es
que la cohomologia a nimero de ghost cero H°(s) (el conjunto de funciones
BRST cerradas médulo las BRST exactas de niimero de ghost cero) es igual
al conjunto de funciones invariantes de gauge de la teoria de gauge original

H°(s) = {observables clasicos}. (2.40)

Se llama observables BRST a las funciones del espacio de fases extendido
que satisfacen

sF = {F,Q}=0, (2.41)
gh F' = 0, (2.42)
F* = F, (2.43)

identificando funciones que difieran en una BRST exacta. Si Fp es una
funcién invariante de gauge existe un correspondiente observable BRST F
y que es igual a Fy cuando los ghosts se anulan.

11



En el espacio de fases original la evolucién estd determinada por el hamil-
toniano Hg = H, — A*G,. Como H, es invariante de gauge existe una
extensién BRST que genera la dindmica en el espacio de fases extendido

H. — Hprst, {Hsrst,}=0. (2.44)
Si F es la extensién de la funcién invariante de gauge Fy entonces
F= {F, Hgrst}, (2.45)

equivale a las ecuaciones (2.17)-(2.18). La evolucién generada por Hggrst no
tiene ambigiiedades, asi que corresponde a un determinado fijado de gauge.
Si se cambia la extensién BRST del hamiltoniano,

Hpgrst — Hprst + 1{K,Q}, e¢(K)=1, K*=K (2.46)

la dindmica de los observables BRST no se modifica, pero si cambia la
dindmica de las funciénes no invariantes BRST. El cambio (2.46) corre-
sponde a un cambio en el fijado de gauge, y K se conoce como el fermién
de fijado de gauge.

Se puede elejir el hamiltoniano BRST como

Hggrst = H. + i{K,Q}, (2.47)

con gh K = —1 para que Hpgst, ademds de ser bosénico y real, tenga
nimero de ghost cero, lo que implica la conservacién del nimero de ghost
en las trayectorias. La accién de la que se deriva la dinamica en el espacio
de fases extendido es

t2 . . o
&=/'@@+M%+wm+mw—m+qmng. (2.48)
t

Esta accién no es invariante de gauge debido al término BRST exacto
—i{K,Q}, pero es invariante ante transformaciones BRST globales.

2.3 Teoria BRST cuantica

La cuantizacién canénica de la teoria BRST cldsica implica la realizacién
como operadores lineales actuando en un espacio de Hilbert de todas las
variables del espacio de fases extendido, y con un producto interno tal
que las variables candnicas reales (imaginarias) se convierten en operadores

12
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hermiticos (antihermiticos). Las relaciones de conmutacién y anticonmutacién
se definen a partir de los corchetes de Poisson

[F,G] = ih{F, G}, (2.49)

donde [+, -] indica el conmutador graduado, definido en el apéndice A. Las
relaciones de conmutacién’ no nulas son

pi,¢’] = —ihél, (2.50)
[baa’\b] = [pa: ﬂb] = [ﬁm'ﬁb] = —iﬁ,ﬁg. (2'51)

Al cuantificar, la carga BRST se convierte en un operador lineal hermitico
af =Q, (2.52)

y la condicién clasica de nilpotencia de la transformacién BRST se convierte

en
Q,9]=0= Q% =0. (2.53)

También se define el operador antihermitico niimero de ghost
i . =
G = 5 (1°Pa~Par® ~ 1aP* +P*) , (2.54)
g* = -G, (2.55)
que determina los nimeros de ghost de los operadores

[gsqi] = [g’Pt'] =5 [g,Aa] = [g!bﬂ] =0, (2'56)
O] = 0% [G:Pad=—Pay [G:la]= Ty [5,P°]=P"(2:57)

Se define un observable BRST como un operador A que conmuta con la
carga

[4,9]=0. (2.58)

Como la descripcién de la teoria de gauge en término del espacio de fases
extendido tiene grados de libertad redundantes es necesario imponer alguna
restriccién que seleccione un subespacio fisico del espacio de Hilbert. Esta
restriccién es que los estados fisicos sean BRST invariantes

Qly) = 0. (2.59)

'De aqui en mds se usard “conmutacién” en el sentido generalizado.
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La nilpotencia del operador () permite definir la cohomologia cuantica
de manera similar a caso clasico. Para los operadores se tiene

[4,9]=0 < Aes BRST cerrado, (2.60)
A=[B,0] ¢ A esBRST exacto. (2.61)

Los operadores BRST exactos son BRST cerrados. La cohomologia de oper-
adores H,,(Q2) corresponde a las clases de equivalencia de operadores BRST
cerrados médulo BRST exactos.

También se puede definir la cohomologia de los estados, ya que debido a
(2.53)

2(2x)) = 2*|x) = 0. (2.62)

Entonces,
Q) =0 <& [¢) es BRST cerrado, (2.63)
[¥) = Qlx) ¢ |¥)es BRST exacto, (2.64)

3

y se define la cohomologia de estados H;(f2) como el conjunto de clases de
equivalencia de estados BRST cerrados médulo BRST exactos.

La identificacién de los observables A y A + [K, ], para K arbitrario
es posible debido a que los dos operadores tienen los mismos elementos de
matriz entre estados fisicos

($1|A + [K,Q]|9h2) = (P1| Alha) + (41 |QK + KQ|thy) = (¥1|Alt2), (2.65)

con
Q1) = Qftha) = 0. (2.66)

Los estados BRST exactos {2|x) tienen norma nula
(x12tlx) = (xI%|x) =0, (2.67)

y el producto escalar con cualquier estado fisico es cero
(¥19Ix) = (x|Ql$)" =0, (2.68)

asi que no contribuyen a las amplitudes fisicas. Por lo tanto, es posible
identificar los estados nulos con cero y llegar a la conclusién que los estados
fisicos estan dados por las clases de equivalencia de la cohomologia BRST.

Los observables clasicos estaban caracterizados no solo por ser BRST
invariantes sino también por tener niimero de ghost cero. Para incorporar

14



esta propiedad en la teoria cuéntica es necesario imponer que los operadores
y estados fisicos tengan nimero de ghost cero

[G,4]=0, Gl|y)=0. (2.69)

Por lo tanto, los operadores y estados fisicos estdin dados por las coho-
mologias HY,(Q) y HY(R).
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Capitulo 3

Formalismo de anticampos

El formalismo de anticampos o formalismo de Batalin-Vilkovisky [27, 28,
29, 30, 31] provee un método general para la cuantificacién de teorias de
gauge dentro en una formulacién lagrangiana. La transformacién BRST
[9, 10, 11] y un formalismo canénico son definidos en el espacio de vari-
ables lagrangianas por la introduccién de ghosts y anticampos. Una accién
cuantica con el gauge fijado se obtiene de una ecuacién (ecuacién maes-
tra) més ciertas condiciones de contorno. El procedimiento es algebraico
y directo, pero, sin embargo, poderoso. El formalismo de anticampos es
descripto extensamente en las referencias (17, 32].

3.1 Formulaciéon lagrangiana de teorias de gauge

Consideremos un sistema cuya dindmica estd governada por una accién
cldsica Sp[q], que depende de las coordenadas ¢* del espacio de configuracion,
y que suponemos como la integral de un lagrangiano local en el tiempo,

sola = [ 50,0 (3:1)

Las ecuaciones de movimiento son

650 d 8L

() () & 95 (t) = (3.2)

Supongamos que la accién es invariante ante un conjunto de transfor-
maciones de gauge, es decir, ante transformaciones de las coordenadas ¢’s
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parametrizadas por funciones arbitrarias de ¢. Las transformaciones in-

finitesimales se pueden escribir
5. = Ri. e+ R:,\ €° R 5 3.3
eqd (O)ns + (l)us ghivdic (I)GF’ ( 3 )

para algin s finito.

Adoptemos una notacién compacta (notacién de DeWitt) en la que los
indices i, a, etc., incluyen la dependencia en {, y que las sumas sobre i, a,
etc., implican integrales sobre . Con esta notacion q‘ corresponde a una
historia ¢*(t) en el espacio de configuracién, y la ecuacién (3.3) es

8.¢' = Ric® (ﬁ- §.q'(t) = /dt'Ri(t,t’)e“(t')) 4 (3.4)
donde el micleo
Ry(t,t) = Rig)o(8)6(t — t') + Riyy,(8)6'(t — ') + -+ . (3.5)
La invariancia de la accién ante las transformaciones de gauge,
§.50 = Soibeq = SoiRie® =0  (,i= 8/6¢"), (3.6)
implica las identidades de Noether

SoiRy = 0. (3.7)

Una consecuencia de las relaciones (3.7) es que las ecuaciones de movimiento

no son independientes. Las transformaciones de gauge mapean soluciones
de las ecuaciones de movimiento y, por lo tanto, aparecen funciones arbi-
trarias de t en las soluciones méas generales de las ecuaciones. Sin embargo,
diferentes soluciones relacionadas por una transformacién de gauge no repre-
sentan distintos estados fisicos del sistema. Para eliminar esta arbitrariedad
es necesario imponer restricciones sobre las coordenadas, llamadas funciones
de fijado de gauge.

Las identidades (3.7) también indican que la cuantificacién de teorias de
gauge tiene problemas. Si se diferencia la ecuacién (3.7) respecto de g se
obtiene

(SoiRE) ; = SosiRE + So,iRL; = 0=> SogiRi|5 =0, (3.8)

donde X es el conjunto de soluciones cldsicas go definidas por Spilq, = 0.
Supongamos que se quisiese cuantificar la teoria expandiendo en término de

18



fluctuaciones alrededor de alguna solucién cldsica. En ese caso no se podrian
definir los propagadores, ya que estos involucran la inversa del hessiano

singular So ;;.
El conjunto de generadores R: es completo, en el sentido que

SosX'=0= X' = Rip*(q) + M¥(q)So;, MY =-M%* (3.9)

Si los generadores R: son linealmente independientes sobre ¥ la teoria se
llama irreducible. Cuando existen dependencias entre los generadores, la
teoria es reducible. En lo que sigue supondremos que la teoria es irreducible.

El éalgebra de las transformaciones de gauge se obtiene conmutando
transformaciones de la accién

(8.8 — 848.)S0 = e*u* S0, (RiR} ; - R{R};) =0, (3.10)
y si se factorizan los parametros €* y ub
Sos (RiR}; — RiEL ;) = 0. (3.11)
De la ecuacién (3.9) se obtiene el dlgebra de los generadores de gauge
RiR};— RiR, ;= —~Co’Ri+ MjiSo, Mg =—-Mj. (3.12)

El édlgebra se llama abierta si M;i #0. Si M;‘; = 0 el algebra es cerrada, y
es un algebra de Lie si las C,,° son constantes. Aqui sélo consideraremos el
caso en el que el dlgebra es de Lie.

3.2 Teoria cldsica de anticampos

3.2.1 Anticampos y anticorchetes

La accién cldsica So[g’] es invariante ante las transformaciones de gauge
(3.3), que consideramos irreducibles y cuya dlgebra es de Lie. El primer paso
en el formalismo de anticampos consiste en introducir por cada generador
de la simetria de gauge un ghost fermiénico #°. El conjunto de campos ¢4

es ¢4 = {¢',n"} con
eg') =0, €(n*)=1, ghq' =0, ghn®=1, (3.13)

donde ¢ corresponde a la paridad de Grassmann (apéndice A) y gh - al
niimero de ghost (seccién 2.2). ¢*, que en la notacién compacta equivale a
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e es una derivacién graduada

(X,YZ)
(XY, Z)

(X,Y)Z + (-)¥2(X, 2)Y, (3.23)
X(Y,2)+ (1)*Y(X,2).  (3.24)

El anticorchete en el espacio de campos y anticampos juega un papel
similar al del corchete de Poisson. Los anticampos pueden pensarse como
las variables conjugadas a los campos ya que de (3.18) se deduce

(¢*,¢5) = 65, (¢, ¢°) = (¢24,9B) =0. (3.25)
Se definen transformaciones candnicas, cuya forma infinitesimal es
¢4 — ¢4 +e(¢4, F), ¢4 — ¢4 +e(¢*, F), (3.26)

donde F es una funcién arbitraria de los campos y anticampos con gh F =
—1, y ¢(F) = 1. Las transformaciones canénicas (3.26) preservan los anti-
corchetes (3.25).

3.2.2 La ecuacién maestra

La transformacién BRST se puede definir en forma candnica a partir del

anticorchete
sX = (X, 5), (3.27)

donde el generador S[¢4, ¢%] debe satisfacer
e(S)=gh S=0. (3.28)
La propiedad de nilpotencia de la transformacién BRST implica
(8,5) =0. (3.29)

La ecuacién (3.29) se conoce como “ecuacién maestra cldsica”. La solucién
de la ecuacién maestra S debe satisfacer las condiciones de contorno

S(¢*, ¢4 = 0] = Solg'). (3-30)

El generador S no sélo contiene la informacién de estructura de gauge de la
teoria original sino que también es la accién a partir de la cual se procede a
la cuantificacién en el formalismo de anticampos.
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La solucién a la ecuacién maestra que excluye a la solucién trivial S = Sp
se conoce como propia. En el caso de una teoria de gauge irreducible y con
un édlgebra de Lie se puede mostrar que la solucién propia es

; 1
$ = So+ g Ben® + 5Chc nan"n’. (3.31)

Al conjunto de campos y anticampos ¢4, ¢’ se le puede agregar pares de
variables triviales, de manera similar a lo que ocurre con los multiplicadores
de Lagrange en el caso hamiltoniano. Si se incluyen por cada libertad de
gauge las variables b,, 7, con

bs) = 0, e(fa)=1, (3.32)
ghb, = 0, ghj,=-1, (3.33)
y los anticampos correspondientes 6%*, §**
(bm E’Em) == (ﬁm ﬁb*) = 6:3 (334)
™) = 1, ™) =10, (3.35)
ghd*™ = -1, ghq™ =0, (3.36)

la solucién de la ecuacién maestra es

; 1
§ = S0+ giRin® + S0 min*n° + 1°ba. (3.37)

3.3 Teoria cuantica de anticampos

La accién cldsica de campos y anticampos (3.37) posee invariancias de gauge
residuales debido a la presencia de los anticampos. Para poder cuantificar
la teoria es necesario una eleccién de fijado de gauge que permita remover
los anticampos.

La accién cuédntica W|¢, ¢*] corresponde a la accién cldsica mas posibles
correcciones cuanticas

W=25S+hM +hMy+---. (3.38)
Se define la accién con el gauge fijado
Wyldl=W [¢,¢" - T—;‘b] : (3.39)
a partir de un funcional de los campos t[¢] con las propiedades
e(y)=1, ghyp=-1. (3.40)
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1) se conoce como el fermién de fijado de gauge. La libertad en la eleccién del
fermién de fijado de gauge corresponde a la posibilidad de imponer diferentes
condiciones de gauge a la teoria de gauge original.

La teoria se cuantifica por medio de la integral de camino sobre los
campos de la exponencial de la accién con el gauge fijado

[1D81exp ;wl8) (3.41)

La independencia de (3.41) del fijado de gauge implica que la accién
cudntica debe satisfacer

%(W, W) = ihAW, (3.42)
donde el operador A es
A= (et B 8y g, A?oo (3.43)
6¢A Eéi 7 )

La ecuacién (3.42) se conoce como la “ecuacién maestra cuantica”, y el
término de orden mas bajo en /i es la ecuacién maestra clasica (3.29).

Cuando el dlgebra de gauge es un dlgebra de Lie, la accién cldsica es
lineal en los anticampos (ecuacién (3.37)). En ese caso es facil mostrar que
la solucién a la ecuacién maestra cudntica es

W(s,¢"] = S[¢,¢"] + hMi[¢], (3.44)
donde la correccién cuantica M; debe satisfacer
(S, M) = iAS. (3.45)

Se ve de (3.45) que existe una ambigiiedad en la solucién a la ecuacién
maestra que corresponde a sumarle a M; un término invariante de gauge.

En la integral de camino se ve explicitamente como la eleccién del fermién
de fijado de gauge v impone una condicién de gauge. Supongamos que para
el caso de (3.37) se elije

% =~ [£2(2) - 55|, (3.46)

donde f(g) son funcionales de los campos originales g. La correspondiente
accion es

Wy = So — la 5’;;(‘.9) Rin® - ( o %6“”55) ba + O(h). (3.47)
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Los campos auxiliares b pueden ser integrados. Si a = 0 se obtiene una
funcién delta en la integral de camino que impone el gauge f® = 0. Cuando
a # 0 se tiene un promedio gaussiano de funciones delta, y al integrar en b
se obtiene un término de fijado de gauge en la accién

—2—1(;6,,51'“)"’. (3.48)
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Capitulo 4

Un modelo simple

En este capitulo se aplica el tratamiento BRST lagrangiano de coordenadas
colectivas a un modelo sencillo [33], dado por el movimiento de una particula
en 3 dimensiones sujeta a un potencial central con minimos fuera del origen.
El modelo es una generalizacién no-abeliana del modelo estudiado en [19,
21]. El objetivo es mostrar en un ejemplo simple como se puede utilizar el
formalismo BRST lagrangiano. Por medio de técnicas de temperatura finita
se calculan correcciones a las energias de todos los estados vibracionales y
el hamiltoniano colectivo. En el caso particular de este modelo es posible
comparar los resultados con los que se obtienen por separacién de variables.

4.1 EIl modelo

Consideremos el movimiento de una particula sujeta a un potencial tipo
“sombrero mejicano” en tres dimensiones espaciales ¢, (s = 1,2,3). El
hamiltoniano para este problema es

2 2
A0 Wz (2 2\ 2
Huﬁ-}-g?(q,—a) ; (41)

donde m es la masa de la particula y w3, a son parametros que determinan
la forma del potencial. De aqui en mas m y h se tomaran iguales a 1 si no
se indica lo contrario.

El hamiltoniano (4.1) es invariante ante las transformaciones generadas
por los operadores de momento angular J, (@ = 1,2,3)

[H,Js] = 0, (4.2)
[JmJb] = ifabc'}c- (43)
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Este es un problema estidndar de una particula sujeta a una fuerza central,
con la tnica peculiaridad que el potencial posee una familia de minimos lejos
del origen. El problema se puede resolver por separacién de variables. En
coordenadas esféricas los autoestados son de la forma

11)njm = an(f)},jm(as ¢)1 (44)

donde Y}, son los esféricos arménicos y R,; las autofunciones del problema
radial efectivo.

Usando la teoria de perturbaciones de Schroedinger se obtienen las en-
ergias de las dos bandas més bajas (en una expansién en potencias de 1/a):

wa 1 u
€oj = (—2- =" m + O(a 4))

bamsd 40 (145 106 ), e
ﬁi=(%iq%+mfﬂ
+§;1§J'(J' +1) (1 + f—, + (’J(a“")) : (4.6)

Para a grande y j pequeiio el espectro de bajas energias consiste de una
banda rotacional asociada a cada modo de vibracién de la coordenada radial.
Deseamos resolver el problema en el caso en el cual la energia de vibracién
es mucho mayor que la de rotacién

h2
2ma?
Para m = 1 y wa (O(1)) fijo, a grande es equivalente a /i pequefio. Por lo
tanto, la expansién para a grande es equivalente a la aproximacién semicldsica.
Sin embargo, si se trata de iniciar la expansién perturbativa a partir de un
minimo de la accién se encuentra un continuo de minimos tal que la particula
estd en reposo a un radio a y con cualquier valor de las coordenadas angu-
lares. Por el contrario, cudnticamente existe un sélo vacio con j = 0. (Esta
situacion debe distinguirse del fenémeno de ruptura espontanea de simetria
en el cual hay muchos vacios cuédnticos.) Si se elige uno de los vacios clasicos
y se trata de corregirlos aparecen modos de frecuencia cero en las direcciones
angulares que arruinan el cdlculo con divergencias infrarrojas.

En la situacién general también se tiene un algebra de generadores de
simetria como (4.3), y el espectro puede ser clasificado por las correspondi-
entes representaciones irreducibles. Lo que no es posible en general es sepa-
rar las coordenadas asociadas a la simetria de los demds grados de libertad.

hws > — ma’wsz > h. (4.7)
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Este problema puede ser resuelto introduciendo coordenadas colectivas. Las
coordenadas colectivas permiten eliminar los modos cero y al mismo tiempo
restaurar la simetria que fue rota al nivel clasico.

4.2 Soluciones estaticas y coordenadas colectivas

La accién euclidea para el modelo es
1
Slal = [ dr |32+ 5 @ - ). (48)

donde ¢, = 8,¢,. La accién (4.8) es invariante ante el grupo G = SO(3) de
rotaciones de las coordenadas g,.
Las ecuaciones de movimiento para S son

w3

G = 559 (4 — %) = 0. (4.9)
Las soluciones estéticas g, satisfacen la ecuacién independiente del tiempo
L=a. (4.10)

Debido a la invariancia rotacional hay una familia continua de minimos dada
por (4.10).

Supongamos que se escoje como minimo § = (0,0,a) y se expande las
coordenadas en término de fluctuaciones alrededor de la solucién estitica
gs — s + g,. Las ecuaciones linearizadas para las fluctuaciones son

gr = 0 (=1,2), (4.11)
& = win. (4.12)
El minimo elegido es solo invariante ante el subgrupo H = SO(2) C G =
SO(3) de rotaciones alrededor del eje 3. Debido a que el minimo rompe
parcialmente la simetria rotacional no hay fuerza de restauracién a lo largo

de las direcciones 1 y 2, y esto que da lugar a dos modos de frecuencia cero.
Hagamos una rotacion de las coordenadas dependiente del tiempo

1
gs — R(a(7))stt = ¢ — a€ant s + Ea“a"emebmqu + -, (4.13)

donde a® (a = 1,2, 3) son parametros dependientes del tiempo que describen
el movimiento en SO(3).!

!Se eligié la parametrizacién canénica para simplificar la notacién. Cualquier otra
buena parametrizacién de la variedad del grupo (como los dngulos de Euler) puede ser
elegida.
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La accién transformada es
1 . 2 w2
= /d‘r |:§ (q, - C!"C:fbst%) -k -é;:% (qf £ a2)2:| ! (414)

donde €., son las constantes de estructura asociadas con la simetria del
problema (ver ecuacién (4.3)), y la matriz ¢t se define en el apéndice B, a
partir de la identidad (B.10), que en este caso es

d
R™? 'R,) = —Ce. 4.15
(7 5m®) = -G (4.15)

La accién transformada S’ describe el problema desde un sistema de
referencia mévil orientado de acuerdo con las variables colectivas a®, y
moviéndose con una velocidad ¢*¢} en la direccién b.

Consideremos ahora los dngulos a® como genuinas variables (colectivas)
del sistema. Es facil ver que la accién (4.14) es invariante ante transforma-
ciones de gauge, cuya forma infinitesimal es

5;9. - —EG(T)faatQt: EBab = —s“(‘r‘)@g, (416)

donde © es la inversa de ( (apéndice B).

La invariancia de gauge es una manifestacién del hecho que transfor-
mar las coordenadas intrinsecas y correspondientemente mover el sistema
de referencia no cambia la situacién fisica.

4.3 Formalismo de anticampos

La accién lagrangiana invariante BRST correspondiente a la teoria de gauge
(4.14) se obtiene mediante el formalismo de anticampos descripto en el
capitulo 3. En la notacién de ese capitulo el conjunto los campos de la
teoria son las variables originales y las coordenadas colectivas ¢* = {g,,a%},
mientras que los generadores de las transformaciones de gauge (4.16) son

Ras = —€qasti, Rz 5 '—@g' (4'17)

El 4lgebra de gauge (3.12) para este problema corresponde al dlgebra de
SU(2) con contantes de estructura C,,° = €z (este resultado se obtiene de
la identidad (B.14)).

Siguiendo los pasos de la seccién 3.2, se le agrega al conjunto de variables
intrinsecas y colectivas {g,,a®}, por cada uno de los generadores de gauge
(4.17), variables bosénicas auxiliares b, y pares de ghost fermiénicos 7 y
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la- Por conveniencia elegimos los ghosts reales y a las variables auxiliares
b, imaginarias.

Por cada uno de los campos {g,, a%, bs, 7% 7o} se introduce un anticampo
{g;,a;,b%,n;, 7%}, con paridad de Grassmann y hermiticidad opuesta al
campo correspondiente. Se define el anticorchete segin (3.18),

/d(ap §'¢  8"F 4G g §F §tG

bgs(7) 6g;(1)  6g;(7)bg,(7)  ba(T) bai(7)
SBRF  §G §BF  6G §F  §LG

~ bog(r) ba*(r)  bne(r) bna(r)  bma(r) bme(r)

(F,G) =

Br 86 0 §F 846 . §F LG
67a(7) 87°°(7)  87%*(7) 67ja(r) ~ 8b4(7) 66°(7)
§RF  §G

565 (1) Eb,,('r)) (2.18)

Los anticorchetes fundamentales no nulos entre los campos y anticampos
son (ver ecuacién (3.25))

(406 = b, (4.19)
(a%03) = (n%m)= (M) = (b)) = &5.  (4.20)

La accidn clasica de los campos y anticampos § debe ser solucién de la
ecuacién maestra (3.29) (S, S) = 0, con la condicién de contorno (3.30). La
solucién propia correspondiente es

~ a = 1 * — g%
S= S‘ + /dr (—fth.Qt"? - abez"?u i _éfabcnaanc - "‘?a 60-) . (421)

S, ademads, genera la transformacién BRST (3.27) de los campos

8¢y = ~1N"€astQts (4.22)

sa® = -0k, (4.23)
c 1 a

1° = ~5eaneh 7, (4.24)
8fla = —ba, (4.25)
sby = 0. (4.26)

Como el dlgebra de gauge es un dlgebra de Lie la accién cuédntica tiene la
forma (3.44) W = S + hiM;, con M; como funcién solamente de los campos
que satisface la ecuacién (3.45) (euclidea)

(S, My) = AS. (4.27)
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El miembro derecho de la ecuacién anterior es
AS = -0} ;n°6(0) = ©3¢5,031°6(0), (4.28)
donde ,a = 8, = 8/8a®. Haciendo uso de la relacién (B.13) se obtiene
AS = 1°050h¢E.6(0) = 1°0" 3, 1og |¢/6(0), (4.29)

con la identidad 8,|¢| = |¢|©§¢t,. El miembro derecho de (4.29) corresponde

bSc,a*
a la transformacién BRST s(—1log|¢|) = (S, — [log|(|dT), y, por lo tanto,
la solucién a la ecuacién maestra cudntica es

Wi, "] = 5[, "]  hb(0) / log [C|dr, (4.30)

con S dada por (4.21).
La integral de camino estd dada por (ver ecuacién (3.41)) (h = 1)

z = /’D[q,a,n,i‘y,b]exp(—W.p[q,,a“,n“,ﬁa,ba])
= [ Dlaannbles (-5 +50) [1ogilar). (831

Sy corresponde a la accién (4.21) con los anticampos eliminados mediante
el fermién de fijado de gauge 1 (ecuacién (3.39)). El segundo término en el
exponente se puede reescribir mediante la identidad

[ Plalexs (500) [1ogiciar) = [ il [T 1) = [paldl, (e32)

y corresponde a la medida de Haar (apéndice B) sobre la variedad de SO(3).
Elegimos para v

2

2 .
P / dr [(“’753,,,@, +0, (abcg ) + ;“’?b,,,) Tat + a“(f;’ﬁa] . (4.33)

donde a’ = 1,2. El pardmetro w es arbitrario y deberia desaparecer de
cualquier resultado fisico (invariante de gauge). Serd interpretado como la
frecuencia asociada al sector espurio. Se obtienen las siguientes expresiones
para los anticampos

5 Y dw? e
94 = E: T€3aa’77u’1 (4-34)
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oy = %

= i (s — €wraed G — iy + €1cad®(eCMa) ,  (4.35)
s = :T‘i:_%;ﬁa': (4.36)
"= ==f(“’{e3mrq.+a, (s + %b) (4.37)
B o= g =ia (4.38)
Mo = :T:i=0, (4.39)
by = g—i:o. (4.40)

Con esta eleccién de gauge la accién es

2 2
w" a ¢ w b sa’
Se = S'+ /dT [5&3!’“' — by (?fssa"b + 0- (Ct G ))

2

& ’ o2 ugl e | w = ! =
_3b3fxacg = ”?a'ﬂa s 3’731?3 = T (q37?a'na = Qa'na'qs)
Fieaer a3 — ies.,,,acc:nbﬁa] . (4.41)

Los campos b pueden ser integrados. La integral de camino es entonces

7 = [ Dlg.c,n 6 (&) exp(~5), (1.42)
Se¢ = §'+ /dT [% (wéamf‘h + 53,— (dbcgt))z — i n®

LI iwz 3 ] -

Ficaber GG o — iesapdCEnTs) (4.43)

Por conveniencia introducimos los multiplicadores de Lagrange A% en la
integral de camino

7z = [Dlg.annNe (@) [[6 (¢ - 26G") exp(-5)

I

[ Pla,n, 7,410l wlexp(-5)). (4.44)
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En la dltima linea las funciones delta fueron exponenciadas por medio de
los campos 7. Entonces:

S:g, = Sintr. + Scol. + Sa.cop.

1 5 W, at 2 1 2
Sintr, = /dT |:‘2‘ (Qs = E’\ 5a'st?t) e 8? (QIz = a2)

1 5 2 o gl [PERY- |
+§ (wfflm"h 3 Aa") = U7 + e3n
2

*-i% (aetien” ~ qwien®) + %eafsacJ«“'naﬁsf
—%e&w,\“'q*'ﬁa] , (4.45)
Seol. = ~—i f dré®r,, (4.46)
Sacop: = % f dr2® 0% m. (4.47)

La accién para las variables intrinsecas (coordenadas originales ¢, mul-
tiplicadores de Lagrange A y ghosts 7,7) €s Sistr.. Contiene la accién trans-
formada (4.14), pero con los multiplicadores de Lagrange como velocidades
del sistema de referencia mévil. También contiene un término de fijado de
gauge, la accién para los ghosts y el acoplamiento entre los ghosts y las
variables bosdnicas.

Scol. €s la accién libre para las coordenadas colectivas, en formulacién
hamiltoniana. Se puede ver que los 7, = 1§S.n./§a® deben interpretarse
como los momentos conjugados a los 4ngulos a®. Por lo tanto, D[a, 7] es la
medida invariante candnica en el espacio de fases.

El acoplamiento entre las variables colectivas y las intrinsecas estd dado

POT Sacop.-

4.4 Tratamiento perturbativo

4.4.1 La descripcién a orden cero

Estamos describiendo el movimiento de una particula desde un sistema de
referencia intrinseco que se mueve respecto del sistema de referencia original
del laboratorio. Es conveniente considerar que el sistema intrinseco esta fijo
y que el sistema del laboratorio se mueve respecto de el. En ese caso tenemos
los siguientes generadores: J, = €gpegsPe, que rotan la particula respecto del
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sistema intrinseco; y I, = ®2P;, que rotan el sistema de laboratorio respecto
del sistema intrinseco.

Se puede construir un operador I, como I,Z,, donde %, = (R™1)a3 es el
tercer eje en sistema del laboratorio. I, conmuta con todos los I, porque
tanto I, como Z, rotan. Los autoestados colectivos serdn autofunciones de
I? e I, de la forma

w(aa) = Z cfaﬂfah(an)s (4'48)
I

donde las D’s son las matrices de rotaciones finitas.

Como I, conmuta con el hamitoniano H la energia es independiente del
valor de I, y se recupera la simetria rotacional rota por la solucién clasica,
correspondiente a la degeneracién original en J,.

En un problema con simetria axial I3 también conmuta con H. En el
caso de nuestro modelo de juguete el autovalor permitido para I3 es I3 = 0
(como se muestra mas abajo) y, por lo tanto, la funciones de onda resultante
son esféricos armonicos, como se esperaba desde el comienzo (ver ecuacién
(4.4)).

En los préximos pasos se obtiene la funcién de particién Z (de la que se
pueden obtener los valores de las energias). El método de integral de camino
permite obtener Z como una integral sobre caminos periddicos (incluyendo
los ghosts) [39, 40]. Elegimos la misma solucién clasica que en la seccién 4.2,
y expandimos las variables intrinsecas en término de fluctuaciones cudnticas.
Los multiplicadores de Lagrange y los ghosts se anulan clasicamente. Esto
da una expansién para la accién intrinseca en término de las fluctuaciones

Sintr, = s@) 4 o3 | o9

intr. mntr. intr.”

(4.49)

4.4.2 La acciéon cuadratica

De la accién cuadratica se obtienen los propagadores libres. La accién
cuadratica es

i -
s = / dr [5 (45 +w3g3) + 5 (65 +w*qp)

+ % (A2 +w?2?) — i (70" + wzﬁa:rf") + iﬁsﬁa] .(4.50)

A este orden el sistema es descripto por un oscilador arménico de fre-
cuencia w,. Ademas, el sector espurio es descripto, por cada subindice (1, 2),
por dos modos bosénicos y dos fermidnicos, todos con la misma frecuencia
de excitacién w. El fijado de gauge (4.33) fue elegido precisamente para
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darle frecuencia distinta de cero a estos modos. Al estar la accién (4.50)
libre de modos cero los propagadores estdn bien definidos, y los cdlculos
perturbativos pueden ser llevados a cabo en forma directa. La aparicién
de la frecuancia espuria w es consecuancia del fijado de gauge, asi que esta
debe desaparecer de los resultados invariantes de gauge (que corresponden
a resultados fisicos).

Para evaluar la funcién de particién a orden cuadrético se usan las inte-
grales gaussianas

/D{gb] exp (—% / dr(¢? +w2¢2)) = det™1/%(8? — w?), (4.51)

[ Ptmlexs (- [ artii +wm)) = det(0? - ), (452

para variables bosénicas y fermidnicas, respectivamente. Se obtiene

Zo = /D[Q&QSHAars Na's ﬂn] exP(_Sf:t}r)
= det™'/%(8? — w?)det™}(87 - wz)det_l(af — w?)det? (87 — w?)

det~1/2(82 — w?) = [2 sinh (ﬁ;’”)] ; (4.53)

Las contribuciones de los ghosts cancelan las contribuciones de los grados
de libertad espurios bosénicos ()«"’, g,). La 1ltima igualdad se obtiene por
regularizacién del determinante. Aqui J es la inversa de la temperatura [41].

A partir de S (2 ) se calculan los propagadores libres por medio de la
expresién

((Tr01(11)Oz(m2))) =
= [ Dlgs g0, X T, 1ONm)O(m) exp (-5 ). (454)
Se obtiene
(8) = ((Tqa(r)gs(7"))) = Gun(T — 7'), (4.55)
(b) = ((Tga'(f)%'g'rf))) = Gu(T - T!)! (4.56)
(c) ((T"“'(T)f\"’ (T') = Gu(T - 7), (4.57)
(d) .= (T(r)n® (1) = =iGu(r - 7'), (4.58)
donde 1
G.(r) = % (P = 1) (eﬁ”e“"""] +e“’|"'|) : (4.59)

Los propagadores estdn representados graficamente en la figura 4.1.
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2 4 "'\../E:_f\ e —f =
(a) (b) (©) (@)

Figura 4.1: PROPAGADORES LIBRES.

4.4.3 Correcciones de orden superior

Los términos ciibicos y cudrticos en (4.49) proveen los vértices de interaccion,
que se muestran en la figura 4.2. Sus valores son

Y]

(a) = =t ‘;; gg:

B = - 5  ad

(c) = %533'3' q'393'Aﬂ )

(d) = = !":'535’::’ 934"3')*"', )

) = - £ gsA*’?,

M = 5 e

Ea = Y i‘:’ifu's&' iﬂ;":;;;b': (a0
) = Baw 2,

B = - & &

k) = - & G

0 = Sg@  as:

(m) o ;’_qu quﬂ’za

@ = - & NG -(W)

La topologia de los diagramas de dos loops que contribuye a la funcién
de particién intrinseca estd dada por la figura 4.3. Sus valores son:

2 w2 w?
(a) = %%Gwa(o)z‘f‘ 2 SGws(O)Gw(O)"I“ %G“(O)z’ (4’61)

4a?
Jé) 36w? 2w? — w2
(b) = —=5+ —52Gus(0)* + B—5"G.;(0)G.(0)
8a 4a 2a

4w? + w2
% 4 o, (4.62)
_ 3ﬂw§ 2 4w? + Wi

; G.(0)%. (4.63)

w3 (0)Gw(0)



IRV

() (b) (c) (@)

\\J}/ a\’\\t/a/ 3\\\t/a/ 3\5‘1//5’

(¢) () (8) (h)

N K XK X
>< ><

: . 4
Figura 4.2: VERTICES DE TERCER Y CUARTO ORDEN DE s® y 5

intr. intr.”
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O—0O <
v
(a) (b) (c)

Figura 4.3: DIAGRAMAS DE DOS LOOPS INVOLUCRADOS EN LA CORRECCION
A LA FUNCION DE PARTICION.

Sumando todos los diagramas se obtiene

A(B) = (a)+ (b) + (c) = —§—€3 + gf—z [coth (iﬂ)] ’ . (4.64)

donde la frecuencia arbitraria w no aparece.
Para encontrar las energias corregidas se expande el resultado anterior
de la siguiente manera:

Zox (14 A) = (1 + 4%) e~ 38w (1 + %) e300 4 ... (4.65)
Si se compara esta expresién con la funcién de particién exacta
7 — e Biwstde) 5 e—ﬁ(%wa+661) e
= (1- e+ e3P 4 (1 - Bbey +---)e" 3P 4 ... (4.66)

se obtienen inmediatamente las correcciones

1

660 = *m, (467)
7
651 = —m, (468)

que coinciden con (4.5) y (4.6) salvo por los términos dependientes de j
que calculamos més abajo. Es de notar que la expresién (4.64) contiene la
correccién a este orden de todos los autovalores nws. Esta es una ventaja
del método de temperatura finita.

Las correcciones que involucran los momentos colectivos I, se pueden
evaluar en manera similar a partir de los vértices de la figura 4.4, pero el re-
sultado es mejor expresarlo como un hamiltoniano efectivo. La contribuciéon
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ﬂ.’

B S

Figura 4.4: VERTICE DE ACOPLAMIENTO INTRINSECO-COLECTIVO.

al‘

| B e s =5 (]

Figura 4.5: CORRECCION COLECTIVA A ORDEN ARBOL.

a orden arbol de la figura 4.5 da

2 B
Doy (4.69)
Similarmente, las correciones de un loop se evalian de los diagramas de
la figura 4.6

@)=—@§%@H$%QM, (4.70)
3p

®) = -BE6,0)- 2560, (4.71)

(C) — f::‘z%cws(o)'l"!:!%Gw(O). (472)

Hay una contribucién adicional de los diagramas desconexos de cuarto
orden de la figura 4.7. Esta contribucién deberia se cero salvo por el hecho
que los generadores I, no conmutan. Se obtiene una contribucién de orden 3,
que puede ser evaluada por medio de teoria de perturbaciones para estados

Figura 4.6: CORRECCION COLECTIVA A UN LOOP.
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Figura 4.7: DIAGRAMAS DESCONEXOS DE CUARTO ORDEN.

degenerados. El resultado es

1 2‘64@ (0). (4.73)
La suma de (4.69) y (4.70)-(4.73) da:
12 2‘; 13.35 Gy (0). (4.74)

La ecuacién (4.74) es el hamiltoniano colectivo efectivo (a orden O(1/a*)).
Fisicamente se espera que la particula esté en un estado con I3 = 0 debido
a su simetria respecto de este eje. En el formalismo BRST esto se obtiene
de la observacién que I3 es un operador nulo I3 # 0 corresponde a estados
nulos (ver seccién 5.4. Por lo tanto, se debe tomar el valor medio de (4.74)
en |jI, I3 = 0). Usando el hecho que

(51 Is = |25 I, Is = 0) = j(j + 1), (4.75)

se obtiene 313
3+ 1)y - i+ 1) 64, (0). (4.76)

Expandiendo como en (4.65) se obtienen las correcciones dependientes
de j a los primero dos niveles

06 = %j(j +1) (1 + —35 + O(a"‘)) (4.77)
ber; = 5o zj(j +1) (1 o . 5 (’J(a“‘)) (4.78)

de acuerdo con (4.5) y (4.6).
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Capitulo 5

Tratamiento de coordenadas
colectivas en un modelo
general

En este capitulo se aplica el tratamiento lagrangiano BRST a la cuantizacién
de las coordenadas colectivas en un modelo general [34] que incluye modelos
soliténicos bosénicos, como el modelo de Skyrme o modelos sigma no lineales,
asicomo también modelos mecdnicos como el del capitulo 4.

5.1 EIl modelo

Consideremos una particula que se mueve en una variedad de Riemann C
con métrica g,. La accidn euclidea es

5= [ar (%g,@'q" 5 V(q)) , (5.1)

Las coordenadas ¢* parametrizan la variedad y V(q) es un potencial arbi-
trario. El punto ¢* indica derivada respecto del tiempo euclideo 7. La suma
estd implicita sobre indices repetidos.

La variedad C corresponde al espacio de configuracién. Un punto ¢ € C
describe una configuracién del sistema. Por ejemplo, en un modelo o no
lineal en 2 + 1 dimensiones con espacio interno 7, descripto por la acciéon
euclidea

5= [ drdagile) (66 + V4 949), (5.2)
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donde ¢* y g:;(y) son coordenadas y la métrica en 7, respectivamente, el
espacio de configuracién C es la variedad (infinito dimensional) de mapas de
energia finita ¢(Z) : R? - 7. Las coordenadas ¢* son los campos escalares
¢*(£). La métrica en C y el potencial son

gule) = 95(P(@)FE - 1), (5.3)
Vo) = [Peasle)ve- vy (5.4)

El indice s corresponde tanto al indice discreto i como a la variable espacial
Z. Sumas en s indican sumas en 7 e integrales en . Con estas convenciones
el formalismo que se desarrolla a continuacién puede ser aplicado tanto a
modelos de solitones como a simples modelos mecanicos.

Supongamos que existe un grupo finito, no trivial, G de simetrias de
la accién, constituido por las isometrias que también dejan invariante el
potencial

1l

¢ - fa9), (5.5)
gnt(Q) — a,f"agf"gw(f(a,q)), (56)
V() = V(f(a:9) (5.7)

donde las a® parametrizan el grupo G. 8, y 0, indican -3-3—, y %, respecti-
vamente. La parametrizacién es tal que a® = 0 corresponde a la identidad
f*(0,9) = ¢".

Las variaciones infinitesimales, que generan el dlgebra g de G, estén
definidas por

baq" = Oaf*(e, 9)|a=0 : (5.8)
Conmutando dos de estas variaciones se obtiene (ecuacién (B.4))
0af* 050 f* — 060:f*0af* = —Cap“0cf*, (5.9)

donde C,;° son las constantes de estructura del grupo G.

En la seccién siguiente se realiza una expansién semiclasica alrededor de
un minimo del potencial V. El caso interesante es aquel en el cual varios
minimos cldsicos estdn relacionados por transformaciones de G, mientras
que cudnticamente solamente hay un vacio porque G no estd roto (este
no es el caso de ruptura espontédnea de simetria en el cual existen muchos
minimos cuénticos). Si se elige un minimo clasico aparecen divergencias
infrarrojas que arruinan el calculo (las excitaciones tangentes a la superficie
de minimos tienen fuerza de restauracién nula). La cura a este problema es
la introduccién de coordenadas colectivas que eliminan los modos cero y al
mismo tiempo restauran la simetria rota a nivel cldsico.
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5.2 Soluciones estaticas y coordenadas colectivas

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la accién (5.1) son

b Lora
hunﬂﬁ o5 Mﬂnnc A%cbu» o thn: = nQn:.v ] %ua\ = 0. Am.u.ov
Las soluciones estaticas satisfacen la ecuacién independiente del tiempo
%L\._nnm =0, (5.11)

Elegimos una solucién estética particular §° y expandimos los campos
alrededor de ella ¢* — g*+¢®. La ecuacién linearizada para las fluctuaciones

es
Aal\n» o ENW&V Qn =0, Am.va

donde ~
W-?:...a = %: K] %enun_nﬂnu. Vi.wo = %: T .%ca\_nﬂm . Amev

El conjunto de transformaciones infinitesimales {6,} se divide en dos:
las 8,7, que modifican la solucién estdtica, y las §;, que la dejan invariante.
Los elementos de G que dejan al minimo invariante forman un subgrupo
compacto H de G con &lgebra de Lie ) [42]. La parametrizacién a® puede
ser elegida tal que los generadores de g—h y ), {84} y {8a}, respectivamente,
sean ortogonales. Ademds, supondremos para simplificar que G/H es un
espacio simétrico, lo que es vélido para los modelos de Skyrme y O(3).
Estas condiciones se resumen en las siguientes relaciones:

[a-H,b] C e-h, (5.14)
[b,6] C b, (5.15)
[e-h,e-b] C b, (5.16)

’, . ! -
Por lo tanto, las tinicas constantes de estructura no nulas son C 3, Cg;° ¥y
Cap.

Los generadores de g — f) dan lugar a modos cero
Vol = 0, 3 o Surg’. (5.17)
Si se eligen los generadores 4,/ tal que el tensor de inercia
T = Gotba 3" 807", (5.18)

sea diagonal, entonces se pueden definir los modos cero normalizados

T e, (5.19)

al =gt
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donde los momentos de inercia Z,: corresponden a los elementos diagonales
de Z,, y en la ecuacién (5.19) no hay suma sobre a'.
El conjunto de modos normales {¥3} = {¥3; ¥},

Vatd’:’ T Oa (‘7'\', | wl"ziglt) 7!’:1 =0 (wﬁ 75 0)3 (520)
satisface las relaciones de ortogonalidad
§u¢%¢fﬁ = ‘sﬁﬁu g:t'ﬁ;'fp;' = 60'&': §ll¢%¢:' = 0! (5'21)

y completitud - 8
Gut ™Y + Gud®® Yol = 6. (5.22)

Hemos asumido que el grupo G no estd roto a nivel cudntico, asi que
el vacio debe ser invariante ante G. Como la solucién estatica no es invari-
ante se restaura la simetria por medio del procedimiento de coordenadas
colectivas.

Hacemos una transformacién de los campos ¢* dependiente del tiempo
8, 21]

¢* - £*(a(t), ). (5.23)

Hay que tener cuidado cuando este tipo de transformaciones se realizan en la
integral de camino ya que pueden aparecer términos de orden /% [43]. Con
la eleccién de gauge que se hace mas abajo estdn ausentes, pero en otros
gauges deben ser incluidos [44]. En el contexto de coordenadas colectivas
este problema fue discutido en [37, 45], y su resolucién para el tratamiento
con anticampos [35] se describe en el capitulo 6.

La accién transformada es

So— Sp = f dr [%y.s (q“ + d"Cﬁﬁaq‘) (q" + d‘Cfﬁdq‘) + V(Q)] , (5.24)

donde la matriz (b se define en el apéndice B (ecuaciones (B.9), (B.10)).

Consideremos ahora a los pardametros a® como genuinas variables (colec-
tivas) del problema. Es facil ver que la accién Sj es invariante ante trans-
formaciones de gauge (8, 21], cuya forma infinitesimal es

(8)-=n ().

donde R5(q) = 6.q° estd dada en (5.8) y

Ri(a) = §,0° = —©F. (5.26)
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El sistema de arriba puede se interpretado como una descripcién del
problema desde un sistema de referencia mévil orientado de acuerdo a las
coordenadas colectivas, y moviéndose con velocidades d"cz en las direcciones
b. La invariancia de gauge es una manifestacién del hecho que tansformar
las coordenadas intrinsecas y correspondientemente mover el sistema de ref-
erencia no cambia la situacién fisica.

5.3 Formalismo de anticampos

En esta seccién se aplica el formalismo de anticampos descripto en el capitulo
3 al problema presentado en las secciones anteriores. La notacién utilizada
en este capitulo (definida en la seccién 5.1) difiere de la del capitulo 2 en
que la dependencia temporal se escribe explicitamente.

5.3.1 Solucion de la ecuaciéon maestra cldsica

Comenzamos por la accién Sg[g, a] (5.24) que es invariante ante las trans-
formaciones de gauge (5.25). El dlgebra de gauge, que se obtiene de las
ecuaciones (5.9) y (B.14), corresponde al dlgebra de Lie del grupo G, con
costantes de estructura C_,°.

El conjunto de variables {¢°,a®} es aumentado por la introduccién,
por cada generador independiente de gauge, de variables bosénicas (anti-
hermiticas) b, y pares de ghost fermiénicos (hermiticos) 7% y #j,.

Por cada uno de los campos ¢* = {¢*, a®, ba, 7%, 7o} se introduce un anti-
campo ¢ = {q;, a;,b*",n;, 7"}, con paridad de Grassmann y hermiticidad
opuestas al campo correspondiente. A partir de los campos y anticampos se
define el anticorchete segin la ecuacién (3.18). Los anticorchetes canénicos
no nulos son

(q‘:Qt*) == J:h (527)
(%) = (7% m5) = (M, 7°") = (b, %) = 65. (5.28)

El paso siguiente es encontrar la accién de los campos y anticampos que
satisface la ecuacion maestra (3.29) (S, S) = 0 con la condicién de contorno
(3.30) S[¢,¢™ = 0] = Sglg,a]. La solucién correspondiente a la ecuacién
maestra es

1
S =86+ fdr (q:R;n“ - aj®bn® — 3 i’ + f“;‘“‘ba) . (5.29)
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S es la accién a partir de la cual se procede a cuantificar la teoria. Ademads
genera la transformacién BRST (3.27) de los campos (ecuacién (3.27))

s¢" = n%ad’, (5.30)
sa® = —p°@d, (5.31)
o = —; 1 (5.32)
8a = —ba, (5.33)
8b; = 0% (5.34)

5.3.2 Solucién de la ecuacién maestra cudntica

La accién cuantica de los campos y anticampos W (¢, ¢*] tiene la forma (3.44)
W(¢, "] = S[e, ¢*] + hiM1[¢] debido a que el dlgebra de gauge es un dlgebra
de Lie. M, satisface la ecuacién (3.45) (euclidea)

(S, My) = AS, (5.35)

donde el operador A estéd definido en (3.43). El miembro derecho de la
ecuacién anterior se puede calcular a partir de la solucién (5.29)

AS = §(0) / drn® (8,3 - 0% - Cupt) (5.36)
De las ecuaciones (C.9), (B.9) y (B.13) se obtiene

AS

1
6(0) f drn* (-59"9“,“12: + 9205&(;‘,‘)

5(0) [ arn® (-Ridilog i+ BkaMICl), (537

Il

con g = det g, y |(| = det ¢?, y donde se usé la identidad det M 18, det M =
M*9,M;;. El miembro derecho de (5.37) corresponde a la transformacién
BRST

s (~log /g — log|¢[) = —R20, 108 /3 + ©}84](]- (5.38)

Por lo tanto, la solucién a la ecuacién maestra cudntica es
W16, 87 = 516,67 - h8(0) [ (log /G +loglC)dr,  (5.39)
con S dada por (5.29).
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5.3.3 Fijado de gauge e integral de camino

Para cuantificar la teoria es necesario eliminar los anticampos por medio
del fijado de gauge. Se define la accién con el gauge fijado (de aqui en mas
h=1)

6

Wy=W |¢,¢" = L ; (5.40)

¢
donde 9 es el fermién de fijado de gauge. La integral de camino estd dada
por

= /'D[q,a,q,ﬁ, b] exp [—S.;, + 6(0)/:17 (log\/§+log|C|)] . (5.41)

Sy es la accién (5.29) con los anticampos eliminados mediante el fermién de
fijado de gauge. El término proporcional a §(0) puede reescribirse

[ Pla.alexp [60) [ dr 1og v+ 108 1)
- [Pl [T vomir) = [Plavavield, (542

y corresponde a la medida de integracién sobre el espacio de co acion
C y la medida de Haar sobre la variedad del grupo G.
Realizamos la siguiente eleccién para el fermién de fijado de gauge

. 2
Gi=i / dr [(wg.x" — 8, (a*cg’) + %bbrﬁl"“') ol a"cff;&] , (5.43)

donde las funciones x* dependen de los campos g, y los pardmetros de
inercia Z,+ fueron definidos en (5.18). Los pardmetros w,s son arbitrarios
y deberian desaparecer de cualquier resultado fisico (invariante de gauge).
Seran interpretados como las frecuencias asociadas al sector espurio (ver
ecuaciones (5.79)-(5.81)). La accién con el gauge fijado es

Sy = Si+ / dr [;1;" bz, — tby [wz,xﬂ’ — 0Oy (dbcg')]
+ 55" — tba (d:"(f) + ifa0)® — iWlTa (&x“') 7
- iCu® (a%) n*i0 - iCas” (4°¢3) n"ﬁe] : (5.44)
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Los campos b pueden ser integrados. Las integrales sobre b; dan fun-
ciones delta, mientras que aquellas sobre b,s son gaussianas y pueden ser in-
terpretadas como promedios sobre funciones delta de fijado de gauge (seccién
3.3)

z = [Dlavanleliciol i [[6(86) e (-50), (545
Se = Sh+ / dr [%2— [wg,xa’-a, (abcg’)r

iy + i - i (8x* ) '
—iCa® (adcg) g — iCas’ (adc;) n"'r'lg] . (5.46)

Para eliminar las derivadas de segundo orden & introducimos multipli-
cadores de Lagrange A® en la integral de camino para Sy

[ Pravaptelicmin i [[ 8 () exp (5.

= [ Dlavaplelicioi,m. II&( Sy - )
X H 5 (a'zb(b) exp (—Sy)- (5.47)

Z

Las funciones delta pueden ser exponenciadas por medio de campos 7.
Se obtiene finalmente

z = [ DlglyaDla, DR, n, exp(~S5) (5.48)

Sy = Sintr.+ Seol + Sacop.s (5.49)
Sintr, = /dr [ly.t (q +\/%_z\“6 )
( /\b by q )+V(q)

+

Lo (wz a’ Wq! Aa') .
2wa, a’x vV Ial
+ i + i7" — 1w iia (&x"’) 7’

(P . . Wqr R s
\/—?Calbc A° ﬂbﬁcr - Z\/?Ca'bcAa ﬂbﬂa] (550)
a' a’

48

. Wo!
il



Scol_ = _i./d‘rdaﬂ-a, (5.51)
Wy ]
Sacop. = [ dr—==2205m;. .
D. / ':"\/_Ij ot b (5.52)

La accién para las variables intrinsecas (campos originales ¢, multipli-
cadores de Lagrange A y ghosts 7,7) es Sintr.. Contiene la accién transfor-
mada (5.24), pero con los multiplicadores de Lagrange como velocidades del
sistema moévil. También contiene un término de fijado de gauge, la accién
para los ghosts, y el acoplamiento entre los ghosts y las variables bosénicas.

Scol. es la accién libre para las coordenadas colectivas en forma hamiltoni-
ana. De ella se ve que 7, = 165¢,1./6&* debe interpretarse como el momento
canénico conjugado a las coordenadas colectivas a®. Por lo tanto, D|a, 7|
es la medida invariante canénica en el espacio de fases. La forma mezclada
lagrangiana-hamiltoniana es frecuente en problemas de coordenadas colec-
tivas [36].

El acoplamiento entre grados de libertad intrinsecos y colectivos estd
dado por Sacop.-

5.4 Cuantizacién BRST hamiltoniana

En la seccién anterior la integral de camino BRST con el gauge fijado fue
construida por medio del formalismo de anticampos. Un resultado similar
se puede obtener integrando los momentos en una integral de camino BRST
hamiltoniana. En esta seccién se describe brevemente ese procedimiento
para mostrar su equivalencia con el tratamiento de anticampos. La cuan-
tificacién BRST hamiltoniana fue descripta en el capitulo 2. Su aplicacién
el tratamiento de variables colectivas se puede encontrar en [21].

El hamiltoniano cldsico correspondiente a la accién lagrangiana invari-
ante de gauge (5.24) es

H= %9"?.?: +V(q), (5.53)
mas un conjunto de vinculos abelianos de primera clase
By =000 — % (5.54)
con corchetes de Poisson
{pd'} = -6, (5.55)
{7a,a®} = -8, (5.56)
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y donde j, = p,8.q° son los operadores que generan las transformaciones de
los campos intrinsecos. El hamiltoniano cuéntico posee una ambigiiedad de
orden que se resuelve como de costumbre tomando como energia cinética al
laplaciano sobre C. Cuando se expresa el Hamiltoniano en el orden de Weyl
se obtiene un potencial extra a orden h? [46]

- h? 1
H = —?[,\ +V= 2 [p,g tPt]w + WV + V, (5.57)
con 1
Vau = 3 (9"T%Th + R), (5.58)

donde T'%, son los simbolos de Christoffel

1
1:: = §gu" (gw.f- + Gtv,s — Qd,v) ) (559)
y R es el escalar de curvatura del espacio de configuracién C
R=g® (T —Thet TRAe ~F2L0) . (5.60)

Un conjunto de vinculos no abelianos se obtiene multiplicando los vinculos
(5.54) por © [21]

Go=OPF, = jo— I, {Ga,Gs} = Cas°Ge. (5.61)

Los operadores I, = @2, satisfacen {I,, 1} = —Ca°I., y deben consider-
arse como las versiones colectivas de los operadores intrinsecos j,, ya que
generan las transformaciones de las variables colectivas (ecuacién (B.16)).

Siguiendo el procedimiento descripto en la seccién 2.2 el espacio de fases
se extiende introduciendo por cada vinculo de primera clase un multiplicador
de Lagrange A® y dos ghosts fermiénicos 5%, fj,, junto con sus correspondi-
entes momentos conjugados by, Pa, P®. Como fue explicado en la seccién 2.3,
al cuantificar, los estados fisicos son definidos como aquellos aniquilados por
la carga BRST 2 (2.36),

“Ha 1
Q =1n°Ga + iP%, + Ecnbcqnqbpc:
y los operadores fisicos como aquellos que conmutan con Q.
Cualquier término de la forma [K, ()] puede agregarse al hamiltoniano

sin alterar los elementos de matriz del hamiltoniano original dentro del
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subespacio aniquilado por Q). Luego de la redefiniciéon A% — iwncl':,l"( 2\
bar — —iIifzwt:,lb,,f, elegimos [21]
Wat [ ' Wy e
K = —2=2°Py — i [ W2 X® % ). .62
Pt (w2 + 5 G

El hamiltoniano BRST que se obtiene a partir de esta eleccion de gauge es
TWe!
Ty
— PPy — iwkia (5,,;@") nt
. Wa!

T

Si se integran los momentos p*, bs, Pa ¥ P en la integral de camino en
espacio de fases se obtiene la integral de camino lagrangiana de (5.48)-(5.49),
con la identificacion Pz = 5.

Las funciones x se eligen tal que [ja:,xb’] # 0 a orden cero, lo que
permite que los propagadores de ghost estén bien definidos. En ese caso
el hamiltoniano BRST no conmuta con los operadores j,. Esto es deseable
para los j,/, ya que dan lugar a los modos cero, como se vi6 en la seccién
5.2. Por otro lado, la simetria ante las transformaciones jz no es rota por
la solucién clésica, asi que es conveniente elegir un esquema de fijado de
gauge que conserve dicha simetria. Primero se deben definir operadores de
transformacién similares a los G, (que transforman las variables originales
y las colectivas) para los multiplicadores de Lagrange y los ghosts [21]:

Hppst = H - X Gy + %bﬁ: + iwgr\/Tarbarx®

Can°2\% 1°P... (5.63)

Wyt e &b Wy Zvb'
N, ——"icaf Wi+ =200\
wcf\!Iy 4 + \/Ibi b

+ X220 Wb + Cu°2%,, (5.64)
Ta = Cabcqbpc: (565)
Ta = Cap®Pfe. (5.66)

Estos operadores tienen las mismas reglas de conmutacién que los jg.
Las transformaciones de todas las variables estan definidas por los oper-

adores

Lo = Gga+ Ng+ 7 + Ta, (5.67)
[La: Lb] = iCﬂbch: (5.63)
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que son operadores nulos [21]

L, = [a,ic‘,,,ﬁ%#'ﬁc +iC5° A%, + z"P.,] ; (5.69)
conmutan con ), y mapean estados fisicos en estados nulos (de norma cero)
[17]. También conmutan con el hamiltoniano original.

Los operadores L, no conmutan con el fermién de fijado de gauge debido
a las funciones x“’. Sin embargo, estas funciones pueden ser elegidas para
transformar ante los Lz como

i[La, '] = ilja, '] = Cae® X° - (5.70)

Esta es la eleccién que se hace en las seccién 5.5 (ecuacién (5.73)).

Si los pardmetros arbitrarios w, se eligen iguales dentro de cada rep-
resentacién irreducible de H en g — ) los operadores L; conmutan con el
hamiltoniano BRST. Por lo tanto, los autoestados del hamiltoniano pueden
clasificarse por las representaciones irreducibles del grupo H. Sin embargo,
en una representacién irreducible cualquier estado puede obtenerse a partir
de cualquier otro por aplicacién reiterada de los Lz, que son operadores nu-
los. Esto significa que la tinica representacién que no estd necesariamente
compuesta por estados nulos es la trivial, en la que hay solamente un estado
que satisface L;|) = 0. Los estados fisicos estdn en esta representacién.

La accién de los operadores colectivos I; en estados fisicos estd determi-
nada por la estructura intrinseca, es decir,

Lz|ph) = 0 = Is|ph) = (ja + Na + 7a + 7a)|ph). (5.71)

Los operadores colectivos I3 pueden identificarse con los operadores intrinsecos
ja + Na + 7a + Ta al tomar elementos de matriz entre estados fisicos. Este
hecho es usado en la seccién siguiente al calcular la funcién de particién.

5.5 Tratamiento perturbativo

En esta seccién se evalia perturbativamente la funcién de particién (5.48),
es decir, la traza sobre estados fisicos de e P#. Es sabido (39, 40] que esto
corresponde a realizar la integracién funcional sobre campos con condiciones
periddicas de contorno en el intervalo [0, ], incluyendo los ghosts, a pesar
de ser fermiones.

La minimizacién de la accién (5.49) con la suposicién que los multipli-
cadores de Lagrange y los ghosts se anulan clasicamente da que los tinicos
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valores de expectacién no nulos para los campos son los de la ecuacién
(5.11). Expandiendo todos los campos como fluctuaciones alrededor de sus
valores cldsicos se procede a relizar un calculo perturbativo. El lagrangiano
cuadratico provee los propagadores libres, y los términos cibicos o de or-
den superior dan los vértices que se usan en la expansién en diagramas de
Feynman.

Para simplificar el cdlculo expandimos las fluctuaciones de ¢* en término
de los modos normales

¢ =@ + YL+ e, (5.72)

donde £™ son las coordenadas normales. Elegimos las funciones de fijado de
gauge x® como

K =17 gl (¢ - &) = 7,1 (5.73)

Dicha eleccién cancela a nivel cuadrédtico el acoplamiento entre A y £, y
provee de frecuencias (espurias) a los modos cero y los ghosts. Este gauge
se conoce en problemas de solitones como gauge rigido, y es similar al gauge
de ’t Hooft en teorias de Yang-Mills-Higgs [47].

La accién cuadratica es

1 as s _
Si(:t)r. — /d“" [§6ﬂﬁ1 (Eﬁfﬁ'"l"wgf"fﬁ)
1 T (Y T §ogf
+ 58aw (.ga & 4wl e’ e 4 ATAY w2 A")
= (ﬁ,,ﬁ‘*’ +w:,ﬁ,,,q°’) ¥ e’ﬁafya] : (5.74)

Para evaluar la funcién de particién a orden mas bajo se usan las inte-
grales gaussianas en el tiempo periédico T

]D[qb] exp [—% f dr(? + wquz)] = det™/?(82 — w?), (5.75)

para campos bosénicos, y
[ Pames [~ [ artii+otan)| = a2 -2, (570)

para campos fermiénicos.

53



Se obtiene [41]:

20 = f DE, A, 7] exp(~52))
= H det_uz(af — Wga) X
i

H det™1/2(82 — w2 )det~/2(82 — w?) det (02 — wk)

a'

11 [2 sinh (‘6—;"3)] i A (5.77)

fi

donde B es la temperatura inversa. Como de costumbre, el determinante de
ghost cancela la contribucién de los grados de libertad bosénicos espurios
(A%, £%"). Expandiendo el resultado anterior se encuentra la contribucién
Y a2 ala energia del vacio.

Los propagadores de temperatura finita se calculan de manera similar

(TE(r)E™))) = PPGu(r-1), (5.78)

(P () (7)) = 8¥Cuylr—7), (5.79)

(TA ()Y (7)) = 6°¥G., (v -T), (5.80)

(Tha(r)n¥ (7)) = —i6hGu,(r—T'), (5.81)
donde : PR 5

Gul7) = m ( € +e ) . (5.82)

El orden temporal en el propagador de dos velocidades se define

(TEY(r)E™(r"))) = 6"™0:0nGu,(T — T')
"™ (r — 7') = "WwiGy, (T —7').  (5.83)

La (T — 7') cancela vértices extras en el lagrangiano (respecto del hamil-
toniano de interaccién), como también las contribuciones proporcionales a
6(0) que aparecen de la medida 38(0) [ drlogg(r) (Eq.(5.42)) [48].

Los términos de orden superior al cuadrédtico proveen los vértices para
construir diagramas de Feynman. Los vértices ciibicos y cuarticos estan
dados en la Figura 5.1. Las lineas derechas corresponden a los campos g, las
onduladas, a A, y las de puntos a ghosts. Los valores para los vértices de la
Figura 5.1 son:

(a) = _%Anmlfnfmfly (584)
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1 NE

(b) = 'iBnm;I‘anmEl: (585)

(C) = —wa (Ba’m;ﬂ - Da':mn) Aa'sném, (586)
1 I )

(d) Pl —--é-wa:wa (Bu'b';n + Dn!;bin + Db';a’n) Aa Ab En’ (587)

: Ty 2 . A = 5
(e) = aw§,1/fpy;,,,,qa:£"q"'+;wj,r,,: 2 Dy yinflar€™’,  (5.88)
a

() = —iwaTy~3C 4% A1, (5.89)
(g) = ‘i{.dc!Ica_% Ccabrdﬁﬁ/\c' bf, (590)
1
(h) = —5; Enmip"EEE", (5.91)
. 1 in ¢m
(i) = E nm ipE"€ £I£p, (5.92)
y I a' m ¢
(.]) = —Wy (§ F!a':nm + Bpt;anf;pm i Hﬂ":ﬂm) A Eﬂf EJ: (5'93)
1 1
(k) = —Wewy [(ZFa'b';nm =+ Blb';n + EDa’;ln) Dyt im
+ Hn.;,,,;m] x* A gngm, (5.94)
(1) = iwzfﬂb;a’;nmﬁa’nbfnfm' (595)
También hay un término de acoplamiento entre los multiplicadores de

Lagrange A* y los operadores colectivos I, (ver ecuacién (5.49)). Cuando
se integra sobre los campos ¢, A y los ghosts, los I,» se comportan como
fuentes (no conmutativas) para A%. El vértice correspondiente se muestra
en la Figura 5.2, y es igual a

. Wat
—1

—/\a'fﬂ:. :
i (5.96)

5.5.1 Correcciones a dos loops

Las correcciones a dos loops de la funcién de particién (excluyendo los
términos dependientes de I/, que se calculan més abajo) estan dadas por

los diagramas de la Figura 5.3. Sus valores son
1
(a) = 3 [(W%Brhrh;ﬁ = Ammﬁ) Gun(0) + wiDaf;ﬁawaa. (0)}2

X g(ws) (5.97)
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(d)
A 4 2 g A hY ok , i
b, b \Jﬂ//‘a b\\i/a b\\i/a 2 !
(e) () (g) (h)
n i) i n m
P l a n b’ a
(i) () (k)

Figura 5.1: Vértices de tercer y cuarto orden de thasl)iST y L(B:lF)QST'

Figura 5.2: Vértice de acoplamiento intrinseco-colectivo.
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""Z’ (Ba'm;n 1 Da’;mn)2 Gw ,(O)Gwn(O)

mp?

g B? G..(0)G,,(0) - Le! C #Cobg(wer, war)
15 2 d
+Zwa'wb’ (Ba'b';n ik Da’;b’n + Db';a'n) 2Da’;b'nDb’;a’n

X g(war, Wy, wn)

X 2
_'2"“’2’”1271 (Ba"m'n E Da"mn) g(wa'swmywn)

1
+7 (30 B + 5 ) (s, )
1
_EwZ (Ba"m.;n -+ Dal;mn) (Ba"n.;m + Dal;nm)
X g(wa'a"-"m"‘:’n)

1 ;.
+§ (“’ian;pon;m + Bm ;nAmpn) 9(wn, Wm, wp) (5.98)

(&) = gwiz';Fﬁﬁ;llen(O)Gwl(O)
—ﬂw:; (Bla’;'n e %Da’;ln> Da’;lnGwaf(O)Gwn(O)

-g  tiGon (0)Gu(0) (5.99)

donde las funciones g(wz), 9(wa,wr,wm), 9(wp, W, Wm) ¥ 9(wn,wm) estan
definidas en el apéndice ??. Las contribuciones proporcionales a §(0) que
vienen de la exponenciacién de [],. /g (ver ecuacién (5.42)) y del propagador
((Tém€™)) se cancelan exactamente.

Sumando todos los diagramas, y haciendo uso de las relaciones del apéndice
?? para simplificar el resultado, se obtiene

1
7% = (wfﬁw?Bfﬁr;ﬁJrgAémr) 9(wn, wp wm)

T Amal T WIBmiaBagim) 9(wr, Wn, Wm)

1

1
2
1
+§ [(w,zﬁBﬁ;ﬁ;;ﬁ o Aﬁrﬁu‘t) Gwm(o)]2 y(wﬁ)
( Epnmm + _ngﬁﬂ;ﬁtm Bz ) Gua(0)Go,n(0)
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(a) (b) (¢)
Figura 5.3: Diagramas de dos loops que intervienen en la correccién de la

funcién de particién.

a!

=T o i |

Figura 5.4: Energia colectiva a orden mas bajo.

_%] (2Bn’ﬂ‘m o Da';mﬁ.) [Da';ﬂﬁl + 4ﬂw3i|Da';mﬂGun(0)Gwﬂ. (0)]
+§Db?;ut:fDﬂ!;bl'cl‘ -+ %Dur;b:mﬂbr;‘,pﬁ Tt g‘Bﬂ'b':rﬁDd'iﬁb’

B i B k
~57; ek Cuds ~ BVanl@), (5.100)

donde se ve que todas las frecuencias espurias han desaparecido, como debia
suceder. Se puede verificar en casos simples que los resultados conocidos son
reobtenidos, como por ejemplo para el kink A¢* en 1 + 1 dimensiones [37].

5.5.2 El hamiltoniano colectivo

Las correciones que involucran los momentos colectivos I, pueden ser eval-
uadas en una manera similar a las de la subseccién anterior. Sin embargo,
como se hace en teoria de perturbaciones a niveles degenerados, el resultado
se expresa mejor como un hamiltoniano efectivo actuando sobre las coor-
denadas colectivas. A orden &rbol los diagramas involucrados son los de la
Figura 5.4, que son de orden O(Z~!)

1 o
He = ﬁfg. +0(17?). (5.101)
Los diagramas de un loop son los de la Figura 5.5. Dan

Ia'i I 1
(I {_—_Vl-a’;;‘} {Z (Ba'm;n + Da’;mﬂ) (Bb'm;ﬂ + Db'?"‘“)
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Figura 5.5: Priemra correccién a la energia colectiva.

X [~BGun(0) + wing(wn, wm)]
1 >
+Z (Bn'm;n H: Da';mn) (Bb'n;m + Db';nm) g(c.b,,, wm)
“% (Bs'c’;n + Do’;c’n b Dc';n'n) (Bb"c';n + -Db';c'n + Dc’;b'n)

X wf;g(wm wc:)}

ﬁIa’Ib'
+ 2Ia!:rbl'
T, Iy
(b) %“"\/I,=;i (Ba'b';ﬁ + 2Da';b'ﬁ) [(wfﬁBﬁiﬁ;ﬁ = Arﬁrﬁﬁ) Gun(0)
+62D g2 Gy (0)] 9(02), (5.103)
I, Iy} |1 1 1
(C) = ﬂﬁ [EFa’b';nﬂ o §Blu';nDB";In = zDa':lnDb’;In

+ %Hﬂ’;b';nn] GW-\.(O)' (5.104)

Cyé Cuig(@a), (5.102)

Existe una contribucién adicional del vértice (5.96) (Figura 5.2) a cuarto
orden. Dicha contribucién corresponde a diagramas desconexos y deberia
anularse salvo por el hecho que los generadores I, no conmutan. Usando
teoria de perturbaciones a niveles degenerados se obtiene

T I Iy Iy Lo Iy I Iy
2L o Ty 8T, Ty
Toe Dy Iy It

~—erz,  9(Gadw) —46Gu, (0], (5.105)

_6 Gm‘f(o) + g(d’a':wb')

que claramente se anularia si los I, conmutaran. Como fue discutido en la
seccién 5.4, los Iz pueden identificarse con operadores intrinsecos, asi que la
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contribucién proporcional a ellos debe incluirse en la correccién intrinseca
a orden O(Z~?) (diagramas de tres loops). Tomando esto en cuenta, la
contribucién de (5.105) al hamiltoniano colectivo es

IalIbl

C JC G’G
c'b’ ! w_r . 5.106
2Ia’Ib’ b c J ¢ (0) ( )

B

La correcién de un loop al hamiltoniano colectivo efectivo (5.101) puede
obtenerse como —1/3 veces la suma de todos los diagramas més (5.106).
Usando las identidades del apéndice se obtiene:

=) {Iar, Iy 1 1
‘Hcol.oop = —#Ib'}awn(()) l:gFa’b',ﬁﬁ 4 Z-Ha';b';ﬁﬁ
1
+87 (Ba’b';ﬁ + 2Da';b’ﬁ) (wr?ﬁBﬁum;ﬁ - Arﬁrﬁﬁ)
1 1
—Z a’m;ﬁBb’m;ﬁ. e, ZDc';u'ﬁDc’;b’ﬁ
1
_5 (Ba’c’;r‘ch’;b’ﬁ = Da';c’ﬁDc’;b'ﬁ)]
IaI,II 1
—;—— ’I_EI—E— Z‘U,zﬁ (Ba'ﬁl;ﬁ + Da’;ﬁ;ﬁ) (Bb'ﬁl;ﬁ =t Db’;ﬁu‘t)
al !
X g(wﬂawﬁl)

0F % (Ba’ﬁl;ﬁ A Da';ﬁ;ﬁ) (Bb’ﬁ;ﬁl + Db';ﬁﬁl) g(wﬁ;wﬁl)}f’lo'?)
Nuevamente se ve que es independiente de los parametros arbitrarios wg,
lo que da una 1til prueba de nuestro ciculo. Tiene una dependencia en 3
porque corresponde al hamiltoniano colectivo asociado a todos los estados
vibracionales. Por ejemplo, las energias colectivas asociadas al estado fun-
damental se obtienen del limite § — oco. Si se quieren las del nivel w; debe
buscarse el término proporcional a e P«a,

El resultado anterior da las correciones a los parametros de inercia Z,.
Para obtener la correcién a orden O(Z~2) de los niveles de energia deben
calcularse los diagramas de tres loops.
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Capitulo 6

Tratamiento de coordenadas
colectivas en gauges
canonicos

En el capitulo 5 se estudié el tratamiento de coordenadas colectivas mediante
el formalismo de anticampos. Las coordenadas colectivas fueron introduci-
das realizando una transformacién, en general no lineal, de las coordenadas
del sistema original. Es sabido [37] que dichas transformaciones pueden dar
lugar a términos de orden 4? en la accién. Con la eleccién de un gauge no
canénico como el del capitulo 5 dichos términos adicionales no aparecen, pero
si deben incluirse cuando se eligen gauges canénicos [44]. En este capitulo se
describe el tratamiento de coordenadas colectivas con una eleccién de gauge
candnico, y se demuestra que es posible obtener los mismos resultados que
en el capitulo 5 si se incluyen los términos adicionales de orden h? en la
accion.
Consideremos la accién (5.1)

T o
So = /df (§g.sq '+ V(a)) :

pero incluyamos las coordenadas colectivas a® dentro de las variables del
sistema antes de realizar la transformacién (5.23)

q" = f*(aft), q)-
En este caso las variables originales y las coordenadas colectivas estdn de-
sacopladas, y existe una invariancia de gauge trivial dada por las transfor-

maciones
§.° =0, b8,0°=—-0F". (6.1)
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La correspondiente solucién propia de la ecuacién maestra es
S = Sé-{-fdr (—a;@:’l a _ % ﬂbcﬂ; a b_l_,qﬂ*b )
~ﬁ6(0)/df(log\/§+log|(‘|). (6.2)

El 1ltimo término determina la medida de integracién para los campos en
la integral de camino

D[q,ﬂ,ﬁafhb]\/EKL (6'3)

La transformacién (5.23) puede dar lugar a la aparicién de términos
de orden h?. Para estudiar esto en el marco de la integral de camino es
necesario discretizar el intervalo temporal en segmentos de longitud e tal
que t; = to + €i, y conservar los términos de O(¢) en la accién [37], usando
el hecho que debido a la naturaleza estocastica de la integral de camino las

diferencias Agq (definida en (6.7)) son de O(+/€) [43]):

1
So = Zzg,gﬁq‘ﬁq‘

1
+ 8¢ (got,uo — 2979(stp)[uvg]) Ag®Ag* Ag“Ag” + €V, (6.4)

y la solucién propia
1 iy
8= SO i Z ( ahe n ™ 5 abcnmng 7)?"' 7}" b ) (65)

con la medida de los campos dada por
[] daidasdidmdbiy/g(a)I¢(a)] (6.6)
Las variables en punto medio y la diferencia se definen
b= 5 Guitd), A= - (67)
donde ¢ representa a todos los campos y

= ¢(ti): [3“‘] = % (gm.t + Gtu,s — gd,u) . (68)

Las funciones de los campos de la accién Sy estdn evaludas en el punto medio
ya que esta eleccién coincide con el orden de Weyl para el hamiltoniano [37].
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Los términos proporcionales a los anticampos en (6.5) estan evaluados en el
tiempo ¢; pues corresponden a las transformaciones de gauge de los campos

5.g! =0, b.0f = —OF(as)e?. (6.9)
Realizamos ahora la transformacién de las variables
g — f'ei, @), ai— ai (6.10)

Se obtiene la accién en término de las nuevas variables
] 1| .
S[) = Z Eglt I:,tfvaquqy + ZE_E' [298¢ :u Itvo'-r + 391“.!.& ,pffy.f:;-r

+ (gst,uv — 297(stp)[uvq]) f5. 15 fafy] Ag*Ag”Ag” Ag”
+eV(q), (6.11)

donde la métrica g,; y sus derivadas estan evaluadas en f(og, ¢;), y ¢* denota
¢* y a®. Esta accién es invariante ante las transformaciones

b.q! = bagte?, 6,02 = —OF(a;)el, (6.12)

siendo la correspondiente accién de los anticampos

* ' - a 1 O na*
S 2 Z € ([qu-é,,q,- - c:“@g(a.')] == ECab Nei®h 7:’? +7; 5ai) . (6.13)

6.1 Gauge de Coulomb

Al cuantificar alrededor de una de las soluciones clasicas g, la dindmica de
baja energia corresponde a un movimiento libre en la variedad de minimos,
que en nuestro caso es el espacio simétrico G/H , acoplado a las oscilaciones
de frecuencia finita en las direcciones normales. Teniendo esto en cuenta es
razonable considerar una eleccién del fijado de gauge que preserve solamente
las variables fisicas del problema, es decir, las fluctuaciones de frecuencia
finita y las coordenadas sobre G/H. En esta seccién se estudia este gauge que
designamos, por similitud con el electromagnetismo, “gauge de Coulomb”.
Es conveniente utilizar la expansién en modos normales de la seccion 5.5

¢ =0+ e (6.14)
Elegimos el fermién de fijado de gauge
= ie (Tait? + faic?) (6.15)
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del que se obtienen los anticampos en funcién de los campos

G = ifaifatVars (6.16)
az = ifai (6.17)
ag; = 0, (6.18)
it = iaf, (6.19)
n"* = gl (6.20)

En este gauge la accién de los anticampos es’

Sucy = 3 i ([widuedoatths — Tai@f ()] mé + boé?’ + bwia?) . (6.21)

Al integrar los campos auxiliares b los 1iltimos dos términos de la accién ante-
rior dan funciones delta en la integral de camino que imponen las condiciones
de gauge

¢¥ =0, of =0. (6.22)

Con esta eleccién de gauge la medida de los campos es

[] défdag’ dindniy/9( + n€?) det ¢4i(of) det 5. (6.23)

1
Al igual que en el capitulo anterior se puede calcular perturbativamente
la funcién de particién. Para ello expandimos la accién en potencias de
las fluctuaciones £, Para simplificar el cdlculo pasamos a una notacién
continua mediante

& = 8 (6.24)
a — a (6.25)
At — &, (6.26)
Aa — e€a, (6.27)
o= 10, (6.28)
i = 10, (6'29)

reteniendo los términos proporcionales a € y € en la accién:

So = [ JaafufiQUQ +V(@+ vat®)
2
+15 200 her + S0mufiifilor

+ (gotuo — 2979[stp][uvq]) £2, FLF2 2] Q*Q¥Q°Q™, (6.30)

!Usamos la parametrizacién para los elementos de G descripta en el apéndice B.
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con la métrica g,; y sus derivadas evaluadas en f(a“’,r} + ¥5€™), y donde
Q* denota £ y a®. El limite € — 0 debe tomarse después de calcular los
diagramas. Esto se debe a que los factores € que vienen de los vértices de
la accién pueden cancelarce con §(0) = % provenientes de los propagadores

(ver ecsuaciones (6.33)-(6.38)).
Consideremos primero las contribuciones de los términos de la accién
independientes de €. La accién cuadratica es

(z) _ }_ ) 2 p7i2 1~ el
S¢ = ./1_2(E +Wﬂ£ )+29nba (22
+i/Tihan® — ifan® + i7aCE 07" . (6.31)

El segundo término es la accién de las coordenadas colectivas, y corresponde
al movimiento libre en el espacio cociente G/H, con métrica

§a'b’ = Ic'C‘::Cf: (632)

Los propagadores libres que se obtienen de la accién cuadrética son

(EEEENN) = E™Cun(r—7), (6.33)
((Tf’:‘(r)fﬁ:(r')}) = 6“:"'6(1' = 1-") — S“mwﬁGwn (r— 'r'), (6.34)
({Ta® (T)(:'tb ) = & b §(r—1'), (6.35)
 ch!
(T () = \}%ﬂr ~), (6.36)
(Tra(r)nb(r))) = —ishs(r —7'), (6.37)
6%
(T = J%ez,cﬁ'é(r 7). (6.38)

De los términos de orden superior en la accién se obtienen los vértices
ciibicos y cudrticos de la Figura 6.1. Las lineas llenas corresponden a los
campos £, las onduladas a las coordenadas colectivas, y las de puntos a los
ghosts. Los valores de los vértices de la Figura 6.1 son:

(a) = —%Aﬁmrfﬁf"‘ir, (6.39)
(b) = _%Bﬁ.ﬁ;;féﬁémfr: (6.40)
(C) = = [‘\/E 2: (Bb'ﬁ.;m + Db';ﬁ.ﬁ‘s) + CE'DE;FH’TI] dﬂ'fﬁléﬁ? (6'41)

1 ! cal B
(d) ~§1/I,,,Id,g;,g§,' (Baarsn + Doran + Darern) 662 €7, (6.42)
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3
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(a) (b) (c) (d)

=
P
g
N
S
""hl] 3|
Xal
& 3

(¢) (f) () (h)

Figura 6.1: Vértices de tercer y cuarto orden.

() = —iy Ib’Db';a'ﬂﬁu'Eﬁnb': (6.43)
1 =
(f) = —5;Ennmé €€, (6.44)
1 s
(8 = —zFammé™nees, (6.45)
' 1 1
(h) = -—v IC'C:' [V Lo f" (ZFc'd':ﬂﬁi 1k ch';ﬂDd';fm % EDd’;fﬁDc';fﬁ
1 1 d .al b =
+ 'éHd';c';nm + Ecb'Hd-;c';nm a a Eﬂfms (646)
() = —ivVTyHyammian® €™, (6.47)
(-]) = _iHE;u’;ﬁmﬁﬂ'nbEﬂEm' (648)
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6.2 Correcciones a dos loops

Las correcciones a dos loops estdn dadas por diagramas cuya topologia es la
de los de la Figura 5.3. Sus valores son:

(a) = % (W;Bmm;ﬁ = Aﬁuﬁﬂ) Gun(0)g(wn) (6.49)

1 1

(b) = Z (w;w;ﬂ;m;r-F' EA?WJ) g(wﬁ;wﬁwwf)
1
2

= g“’fzi (Barmm + Datiam)” Gun(0)Gun (0)

“ﬁ""iﬁa'y ::Cg Ve (Bc'ﬁiﬁ! 3 DC’iﬁrﬁ) DJ;ﬁm Gwn(O)Gum(O)
B 5" B Denn D Gun(0)Gun 0) (6.50)

(c) = —g (Eﬂﬁr‘m’ﬁ == %ﬁFﬁa;ﬁ.fa) Gun(0)Go,n (0) (6.51)

+ Bﬁrﬁ;f ("’fziBnl‘;m + Anmr) Q(Wﬁ; ‘-i’ma"-;"r)

La suma de los diagramas (a), (b) y (¢) no coincide con el resultado
(5.100) del capitulo anterior. Faltan términos que vienen de la accién de
O(e€) y O(€?), y sobran los dos tltimos términos de los diagramas (b), que
dependen de las coordenadas colectivas. Los primeros son considerados en lo
que sigue, mientras que los segundos serdn tomados en cuenta en la seccién
siguiente cuando se calcule el hamiltoniano colectivo.

Para calcular la contribucién de la accién de O(¢) y O(€?) es conveniente
notar que la eleccién del fijado de gauge (6.15) es equivalente a hacer un
cambio de coordenadas en la accién original (6.4). Esta observacién se puede
comprobar comparando las integrales de camino.

La medida de integracién en la integral de camino para la accién (6.4)
en término de las variables originales g° es

qua'v 9(:)- (6.52)

Si se realiza el cambio de variables
af = 1 (of' 3" + ieF) (6.53)

la medida de integracién se convierte en
[] défdag’/det g,.(Q:), (6.54)
i
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con la nueva métrica definida por

9uw(Q) = gu(F)FA1L, (6.55)

i ! -’ = # .
donde Q" representa a £” y a® . La accién en funcién de las nuevas variables
es (en la notacién continua)

So = ./ %ng“Q" + V(7 +¥at")
2
+¢:_8 [2gstf,:;f.twr 5 3gst,uf,:|f,‘yf;1'

+ (gatyun — 207[stp][uvg]) £ 15 Fo 2] Q“Q7Q° Q"
= f %g,wQ“Q" + V(7 + ¥at™)

+§§ (g,uv.a"r = 29”[#:*)\][0'75]) Q*Q¥Q°Q . (6.56)

La métrica (6.55) vale

g A (gﬂm gﬁa')
= Ja'a ZGa'v'
( gaﬂb:i'll’fn gst’l’aczfabqt ) (5.57)
9t ¥aC 8hat  guCSi(Putbagt )’

con g, y ul evaluados en @ + ¥4, y (% en a®. La métrica puede ree-
scribirse como

gl ( bam 0 ) ( IatValh  9aVa¥l ) ( bar (M%) ar )
5 Mg Na’b’ gstil’:ﬂb:n gstilb:",lbé' 0 (N‘)dtﬂ' (6,58)

con
Ma'ﬁ = szébqsgaﬂb:is Na'b’ = C:racfﬁa'ﬁ;h (659)

A partir de (6.58) se obtiene que

1 défdag’\/9(a+ $nkP) det 7 det Nan(Qs). (6.60)

La accién (6.30) en el gauge (6.15) coincide con (6.56). Para demostrar
que la eleccién del fijado de gauge (6.15) equivale al cambio de variables
(6.53) falta comparar las medidas de integracién.
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La medida de las fluctuaciones, coordenadas colectivas y ghosts en el
gauge (6.15) estd dada por (6.23). Mediante la redefinicién 7% — (¢n° la
accién de los ghosts (6.21) se reescribe

Sen= 3 e [Ausdueni(@® + wAEP WA - Tainf] - (6.61)

Al integrar los ghosts se obtiene (6.60).

Para pasar a la notacién continua es necesario evaluar las funciones de
g y @ en el punto medio. Esto da una contribucién adicional de O(e) a la
accién (6.56) proveniente del jacobiano de (6.54) [37]

€ £k
[ —16 (9" Guor + 9" 0 g7 ) Q7 Q7. (6.62)

Los términos proporcionales a €2 en la ecuacién (6.56) y a € en la (6.62)
dan la contribucién extra a O(h?). Para la contribucién a dos loops a la
funcién de particién las funciones en (6.56) y (6.62) estan evaluadas en el
minimo, es decir, con las fluctuaciones {® = 0. El término proporcional a
€2 en (6.56) proporciona un vértice cudrtico, con el cual se puede formar un
diagrama en el cual €? se anula con las partes singulares de los propagadores.
Esta contribucién vale

ﬂ - =AK[,. o =
~ox (gpv.a"r - 23 [,u.u)«][arrn])

= L (T + P TLIS 4 B), (6.63)

donde wa son los simbolos de Christoffel

I’ =

to = 5977 (Gurw + Guryu — Guur) » (6.64)

B =

y R es el escalar de curvatura del espacio de configuracién C. De (6.62) se
obtiene un vértice cuadratico y un diagrama en el cual ¢ se anula

U‘T=é

B . o _ b In =
E (gpvgpv,o‘r + gw,cguv,'r) g 8 gwr;a,v' (665)
Por lo tanto la contribucién a dos loops es

ug (*T;,Tc. + R). (6.66)
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En el resultado (6.66) se pueden separar los términos que dependen de las co-
ordenadas colectivas, y usando las expresiones para los simbolos de Christof-
fel del apéndice C se obtiene

_§ (3T, T2, + R) = —BVeal(@') — BVau(d)

_g' (2Ba'1ﬁﬁ + Dn';ﬁﬁ) Da';ﬁﬁ: » ng';u'c'Da';b'c'
+§Da’;b’ﬁtpb';a'1& T % a'b’;m-Da’;ﬁlb' o ﬂ C 'b Cc’a' (667)

Veol €s la contribucién de los términos de O(e) y O(ez) al hamiltoniano

colectivo
Vea(e') = Vgu(a')+
15 (/T (Bewsm + Den) D
—%é"""CiCﬁ DeamDgam: (6.68)

donde Vg, g es el potencial cuéntico (5.58) para el movimiento en el espacio
cociente G/H

1 bad =
VG}‘H = § (g a’ I‘d:drb:d; + RG}'H) (669)
siendo Rg/p el escalar de curvatura del espacio cociente [49]

1 '
: RG/H = _E":C“'c'scscta . (6-70)

El resto de los términos de (6.67) son los diagramas que faltaban en (6.49)-
(6.51) para obtener la funcién de particién intrinseca a dos loops (5.100).

6.3 EIl hamiltoniano colectivo

El lagrangiano a mas bajo orden para las coordenadas colectivas se obtiene
de la accién cuadratica (6.31)

140 = Jawwea®, 1)

El correspondiente hamiltoniano es
(0) = r "ﬂ'b’ I r
His= 3 [wa g ]w 5T, [w,, (O @c,':rb] (6.72)
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donde [- - -Jw indica orden de Weyl. A este hamiltoniano deben agregérsele
las contribuciones del mismo orden que vienen de los diagramas calculados
en la seccién 6.2 que dependen de las coordenadas colectivas

6% (& Dy ((E7E™)) + Vet
1 _ar I C' T
+ (Zg ¢/ T (Betsigm + Detsiam) Dgam
if

+§§“"”cﬁfc59m9m) [1+403Gun(0)Gun(0)],  (6.73)

El factor entre corchetes puede reescribirse

14 403C0n (0)Gun(0) = 1+ 48 5up(([Pat™Pi¥] )
= 46M5, L ((Pat™Pit*)), (6.74)

donde los P son los momentos conjugados a las fluctuaciones £”. Como las
contribuciones dadas por la parte singular del propagador (6.35) ya fueron
incluidas en los diagramas (6.49)-(6.51) se puede hacer el reemplazo a* —
—i§*% my. Ademds, se tienen que ((£7¢™)) = —i((Pz¢™)), y haciendo uso
de las relaciones del apéndice (C.20)-(C.21), la contribucién (6.73) puede
reescribirse

B = = [ﬁa'b’fa'Cf'] oy (™)) + Ven
+5 GG
1 ~a'b’ p& .(2r) .(2r
+58 GG, (6.75)
donde ;) = P, (82 ) €™ es la parte fisica de los términos cuadraticos en
las fluctuaciones de los generadores intrinsecos j, = p,8,¢* (ver seccién 5.4
y apéndice C).

Como G/H es un espacio simétrico es posible definir un operador tipo
paridad o (automorfismo invloutivo) tal que [49]

0:G-G, o*=1, (6.76)
o(z)=z si z€h
{ o(z)=—-z si z€g—h (6.77)

Si suponemos que o actia en el espacio de configuracién y conmuta con el
hamiltoniano (y con el operador mimero de ghost) el valor de expectacién

((ji,zr)jﬁ-z’)}) = 0 ya que joy jg tienen paridades opuestas.
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El hamiltoniano colectivo es entonces

Hcol = H(o)‘}‘H;ol

col

1

== = a b
= o [‘Fa c.@.:m‘b]w-l-V(;;H, (6.78)

donde se hizo uso de la identificacién
T = 7 (i), mamg = (G5, (6.79)

que corresponde a la identidad (5.71) en el gauge de Coulomb. El hamilto-
niano colectivo puede reescribirse en funcién de los generadores colectivos

1

| — 2! o
Heol = 2Ia’In ) (6 80)
con los generadores hermiticos definidos por
_ 1ot Lot
J 5 (Tb@.-.l + G)nnn,) 1 (6.81)

El hamiltoniano (6.80) coincide con el hamiltoniano colectivo a orden O(Z1)
obtenido en el capitulo 5.

72



9000000090000 000 00080000 000000000OOCCGOIGIOIOOROOIOBOOIOGORORDOSYS

Capitulo 7

Conclusiones

En esta Tesis se ha presentado el tratamiento BRST lagrangiano de coorde-
nadas colectivas, basado en el formalismo de Anticampos para la cuantifi-
cacién de teorias de gauge.

En primer lugar, en el capitulo 4, se ha descripto la aplicacién del
tratamiento al estudio de un modelo mecanico simple dado por el movimiento
de una particula en 3 dimensiones en presencia de un potencial central
cuyos minimos estdn fuera del origen de coordenadas. Este sencillo mod-
elo, sin embargo, presenta las caracteristicas basicas de los problemas en
los que aparecen las coordenadas colectivas: las soluciones cldsicas son in-
variantes solamente ante un subgrupo (rotaciones alrededor de un eje) del
grupo de simetria de la accién (las rotaciones en 3 dimensiones), y por lo
tanto si se procede a cuantificar expandiendo las coordenadas como fluctua-
ciones alrededor de la solucién cldsica aparecen modos de frecuencia cero.
Para tratar los modos cero se introdujeron coordenadas colectivas como
parametros de las rotaciones de las coordenadas. El sistema sobrecompleto
de coordenadas originales y coordenadas colectivas es un sistema de gauge,
y se procedié a cuantificarlo por medio del formalismo de Anticampos. Con
una adecuada eleccién del fijado de gauge, que le proporciona frecuencias
espurias a los modos cero, fue posible realizar célculos perturbativos. En
particular se calcularon correcciones de dos loops a los estados vibracionales
y de un loop a la energia colectiva, mostrandose que los resultados que se
obtienen mediante este procedimiento son independientes de los pardmetros
de fijado de gauge (frecuencias espurias de los modos cero), y que ademas
coinciden con los resultados que, en este modelo, se pueden calcular por
medio del método de separacién de variables.

En el capitulo 5 se present6 el tratamiento de coordenadas colectivas para
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la cuantificacién de un modelo general correspondiente al movimiento de una
particula en una variedad de Riemann, posiblemente infinito dimensional, y
que corresponde al espacio de configuracién del sistema, y sujeta a la accién
de un potencial. Este modelo incluye los modelos soliténicos bosénicos,
como el modelo de Skyrme y O(3), ademds de modelos mecanicos simples
como el considerado en el capitulo 4.

La accién del modelo general considerado es invariante ante un grupo
finito de isometrias, pero sus soluciones cldsicas, solamente ante un subgrupo
compacto. Por lo tanto, existe un conjunto infinito de soluciones cldsicas
dadas por la érbita de una de las soluciones ante el grupo de isometrias.
El conjunto de estas soluciones es un espacio cociente, que por simplicidad
supusimos un espacio simétrico.

La cuantificacién alrederor de una solucién cldsica sufre del problema
de los modos cero, dados por las fluctuaciones tangentes al espacio de solu-
ciones. Para controlar los modos cero y restaurar la simetria rota a nivel
cldsico se introdujeron coordenadas colectivas como pardmetros dependi-
entes del tiempo de las transformaciones de simetria, obteniéndose una teoria
de gauge con algebra no-abeliana. Se procedié a cuantificar la teoria por
medio del formalismo de Anticampos. Fue posible controlar los modos cero
con una eleccién adecuada del gauge, generalizacién de la del capitulo 4, que
les dio frecuencias espurias no nulas, determinadas por los pardmetros del
fijado de gauge, y al mismo tiempo desacoplé a orden méds bajo las fluctua-
ciones de los multiplicadores de Lagrange. Por medio de técnicas de teoria
de campos a temperatura finita (en el formalismo de tiempo imaginario) se
calcularon correcciones cuénticas a dos loops para las energias intrinsecas y
de un loop al hamiltonino colectivo efectivo, mostrandose que los resultados
fisicos son independientes de los pardmetros introducidos al elegir el fijado
de gauge.

Finalmente, en el capitulo 6 se discutié el problema de los fijados de
gauge candnicos, considerando una eleccién de gauge similar al gauge de
Coulomb en electromagnetismo. En este caso el fijado de gauge elimina las
fluctuaciones de energia cero y las coordenadas colectivas sobre el grupo que
sobran respecto de las coordenadas del espacio de minimos, y no se intro-
ducen multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, aunque parece la eleccién
mas sencilla pues solamente se conservan grados de libertad fisicos, y es en
la que se basa el método original de coordenadas colectivas [5, 6], no se ob-
tienen resultados correctos a dos loops. Esto se debe a que la eleccién de
gauge equivale a un cambio no-lineal de las variables de integracién en la
integral de camino, por lo que aparece una ambigiiedad de 6rden en la accién
cudntica, y es nesario introducir términos de érden /i® para obtener resul-
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tados correctos [37]. Se mostré que es posible elegir un gauge no canénico
y reproducir los resultados del capitulo 5, en en cual el fijado de gauge fue
derivativo, si se define con cuidado la integral de camino por medio de una
discretizacién del intervalo temporal y de la prescripciéon de evaluacion en
el punto medio.

El tratamiento descripto en esta Tesis basado en el formalismo de An-
ticampos podria ser extendido para incluir teorias con campos fermionicos.
En particular, seria de interés poder aplicarlo al estudio de solitones su-
persimétricos. El dlgebra supersimétrica es un algebra abierta, y como es-
tos solitones rompen parcialmente la supersimetria, al incluir coordenadas
colectivas se obtendria un algebra de gauge abierta. En ese caso podrian
aprovecharse todas las ventajas del formalismo de Anticampos. También
seria interesante extender el tratamiento para el estudio de la dindmica de
baja energia de solitones con cargas topoldgicas mayores a uno, para los
cuales en general el espacio de soluciones no corresponde a un espacio co-
ciente, como se supuso en esta Tesis. Este problema esta relacionado con el
estudio de la dispersion de solitones.
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Apéndice A

Formalismo candnico con
variables bosdnicas y
fermionicas

Consideremos un sistema que depende de variables reales conmutativas ¢*
y anticonmutativas 8% pertenecientes a un algebra de Grassmann, y que
corresponden al limite i — 0 de operadores bosénicos y fermidnicos, respec-
tivamente:

0268 + 6%6> = 0, (A.1)
P - = o, (A.2)
¢¢ -¢¢d = 0. (A.3)
Se define la paridad de Grassmann € de las variables
€(¢') =0, €6%) =1, (A.4)

y tal que la paridad de Grassmann de un producto de variables sea la suma
de las paridades de los factores mddulo 2.
Las ecuaciones clasicas de movimiento surgen de extremizar la acciéon

t2 A :
S=[ L(¢ ¢, 0% 6%adt, (A.5)
t1
con ¢ y 6% fijas en los extremos y siendo el lagrangiano L real y bosénico.
Los momentos canénicos se definen

aL

(4
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= (A7)

Ko =
donde gTI; corresponde a la derivada desde la izquierda definida mediante la
variacion de una funcién
Lt i Wy
o= 96>
Los momentos p; son reales y los 7, imaginarios.

El hamiltoniano canénico

5£(6%) = 66° 56> (A.8)

H = j'p; + 6°7 — L, (A.9)

es real y bosénico. Las ecuaciones de Hamilton surgen de la accion hamil-
toniana

S= / (g""p; + 6% — H) : (A.10)

Se define el corchete de Poisson generalizado entre dos funciones de las
variables candnicas como

8F 8G OF 8G 8LF oL@ OBLF 8LG
— = e I e NP, _\eF :
{F,G} (aqf 3 ap;aqf) <\ (aea . T aa«)’ (Ag)

donde er = ¢(F). En particular, las ecuaciones de movimiento son

F={F H}. (A.12)

El corchete de Poisson generalizado tiene las siguientes propiedades:

{F,G} = —(-)*F%{G,F}, (A.13)
{F,G1G;} = {F,G:1}Gz+ (=) {F,G,}, (A.14)
(F.G) = -{G"F}, (A.15)
€({F,G}) = er+eq, (A.16)

y satisface la identidad de Jacobi

{F, ), F} + (-)ntntn){{F, F}, R}
+ (m)mlmtm)im R}, FR}=0. (A7)

Los corchetes de Poisson no nulos entre las variables candnicas son

{Pi:qj} = _Jf: (A.IB)
{0%,xg} = -83. (A.19)

78



000000000000 00000000000000000OCGOCCCIOOIOGIOONOIONEGOONRDOS

En la teoria cuantica las variables candnicas se convierten en operadores
en un espacio de Hilbert, y se define el conmutador graduado (conmutador

o anticonmutador)
[A,B] = AB — (—)*4*BBA, (A.20)

a partir del corchete de Poisson
(A, B] = ih{A, B}. (A.21)

El conmutador graduado tiene las siguientes propiedades:

[F,G] = —(-)*¢[G,F], (A.22)
[‘EGlG?} - [F1G1]G2+(“_)EFEGI[F:G2]: (A'23)
[F,GI! = —(-)res[Gt, F], (A.24)
([F,G]) = er+ec, (A.25)

y satisface la identidad de Jacobi

(R, F), Fs] + (=)mlmten)((F, R, F]
+ (=)mlrter)([Fy, Fy), Fy] = 0. (A.26)

Las relaciones de conmutacion entre los operadores canénicos son

[pi,d] = —ihé}, (A.27)
(6%,75] = —ihsg. (A.28)

El producto interno en el espacio de Hilbert es tal que las variables clasicas
reales (imaginarias) se convierten en operadores hermiticos (antihermiticos).
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Apéndice B

Algunas propiedades de los
grupos de Lie

Un grupo de Lie consiste de una variedad diferenciable 7, y un mapa ¢ :
7 x T — T, con las propiedades:

1. Clausura: 7° = ¢%(8,a), @,8,7€7T,

2. Asociatividad: ¢%(v,4(8,a)) = ¢°(4(7,8), @),
3. Identidad: ¢%(0,a) = a® = ¢*(a,0),

4. Tnversa: ¢*(a,a™!) = 0= ¢*(a"?,a) .

Un grupo de transformaciones de Lie consiste de un grupo de Lie que
actiia sobre un espacio geométrico § a través de las transformaciones de
coordenadas conectadas con la identidad f : 7 x G — G. La funcién 2" =
fi(a,z) tiene las propiedades:

1. Clausura: a € T,z € G = 2" = fi(a,2) € G,

2. Asociatividad: fi[8, f(a,z)] = Fi[6(8,a),z],

3. Identidad: fi(0,z) =z*,

4. Inversa: fila™?!, f(a,2)] = fila, f(a™',2)] = fip(a”?,a),2)] = 2" .
Las transformaciones infinitesimales z'* = f*(§a,z) son generadas por

£

dz"’

Xo(z') = ~RBi(z) (B.1)
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con Py .
B () = —f# o (B.2)

Las relaciones de conmutacién de los generadores determinan el dlgebra de
Lie através de las constantes de estructura

[Xa(2"), Xp(2')] = Cop® Xe(2'), (B.3)
lo que implica
. ORIz . , ORi(z' e
B 20E) g2 - o emie). (B4

Supongamos dos transformaciones sucesivas
z' = fi(a,2'), 2" = fi(8,2"). (B.5)
De la propiedad de asociatividad se tiene que
2 = fila, f(B,2")] = f'[#(e, B),2"]. (B.6)

Derivando respecto de 3% ambos miembros de la ecuacién anterior, evalu-
ando en 3% = 0, y usando que z’ = z” cuando * = 0, se obtiene

afi(a,zl) T afi(a,a:') 6¢b(a,ﬂ)
Bz Ri(=) = dab ape ’ﬂzo' o
Se definen 6¢b( 8)
b iy a,
oo = 2520 (8.5)
y su inversa (%(a),
¢tos = 08¢ = &¢. (B.9)

La relacién (B.7) se puede reescribir como

8fi(a,z') _ 0fi(a,z") )R (). (B.10)

aaa azlj

Las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones (B.10) son

a2fi(a’zl) ;- azf‘.(a,z') 3

3a99a® ~  dabdas fHeLL)
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Derivando (B.10) respecto de a® se obtiene

o’ f* af of a¢;

da%dab 32’53 plaflc + 8z Oal bRJ
9 d ont o O 06 o
= 927 (6 a7k b Rd) GR, + 32;.1’ dab 3 e
PF  seiapi OfF crdnsORE | OF 8CS
8 J'Ja rkc cg‘RiRz az;kg Cb ca 7 '!" oz ’-73 bRJ (B12)

¥y, por lo tanto, la condicién (B.11) junto con (B.4) dan la relacién de las
matrices ( con las constantes de estructura

(o= Ga = CaC2G5, (B.13)
donde ,a = 8, = 0/0a®. De (O = 1 se obtiene
03054 — 0505 4 = C,,' 0. (B.14)

A partir de las martrices © se pueden definir los generadores de trasla-
ciones derechas F(a) — F(¢(a,B)) en el grupo de Lie

Ya(a) = —058, (B.15)
con reglas de conmutacién que surgen de (B.14)
[Ya(a), Ys(@)] = —CapYe(a). (B.16)

Para un grupo compacto la medida de integracién en el grupo invariante
ante traslaciones derechas e izquierdas (medida de Haar) estd dada por

dp(a) = [¢(a)|dV (a), (B.17)

donde |{(a)| = det (&, y dV(a) es la medida plana euclidea dV (a) = da' A
da® A --- A da™.

A veces es conveniente usar la parametrizacién para un grupo G dada
por la descomposicién por el espacio cociente G/H [49]. Dada una seccién
o:G/H — G, se puede descomponer g € G como:

g=oh, (B.18)

con
o = exp (a"'Xa:) €G, h=exp (aaXﬁ) € H, (B.19)
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siendo X; los generadores del subélgebra f) y X, los del complemento g — .
En esta parametrizacién las matrices ( y © son

R _ (0% -egciel
¢= ( ] ﬁ ), @._( : o : (B.20)

Las matrices (/, CE, y ©' dependen de todos los pardmetros a, mientras que
¢ y © solamente de los a®, que parametrizan H. @' es la inversa de (' y ©
la de (.

84

0000000000000 00000000000COFOCOINCOCGCOIOIOOOIONCGEOCGOINCOCPONONOIOIOBNOGY



Apéndice C

Relaciones tutiles para el
calculo de diagramas

En este dpendice se definen los coeficientes que aparecen en los célculos
perturbativos de los capitulos 5 y 6, y se establecen relaciones entre ellos
consecuencia de la invariancia de la accién (5.1) que se necesitan para probar
la independencia de gauge de los resultados fisicos.

Cuando se expande la accién (5.1) en potencias de los modos normales
es 1itil introducir los coeficientes definidos a continuacién:

Aumi = Vautho¥L 08, (C.1)
Buamg = Getu¥ivh o}, (C2)
Darnm = Tat™7GstBare (0, Q)YLYL,, (C.3)
D&;nm e ﬁ,taavf'(o, Q)'l/’fx"pym (0'4)
Enmik = Vatuw®a0L 1YL, (C.5)
Frmik = GstunPatl ViR, (C.6)
Hommt = Tar™ ¥ 9ut0aun (0, ))UL 0200 (C.7)

Estos coeficientes est4n relacionados entre si por el hecho que la accién (5.24)
es invariante de gauge. Para encontrar todas las relaciones que permiten
simplificar el célculo hay que diferenciar ambos miembros de las ecuaciones
(5.6)-(5.7) con respecto a a®, y evaluar en a® = 0:

0 0,V (£(0,4))8af’, (C.8)
O = aaas.fu(o: Q)gut + aaatfv(oa Q)gw + aafw(o’ Q)gat,wa (Cg)

donde se usé que 8, f%(0, q) = §¢.
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Expandiendo estas relaciones alrededor de la solucién clasica se obtienen
las relaciones deseadas

Emnlat = "Akmn-Da’;k! S Akm.!-Da';kn ] AimIDa';km
—@2 Hatvmnt — @2 Hatonomt = @f Hottmns (C.10)
Aﬁ'nm = _G’:‘:Da';nm = a":‘-Da';mn, (Cll)
Bﬂm;a' = "-Da";mn ) Du';ﬂma (0‘12)
Fotyma' = _Bkl;mDa';kn = Bﬂk;mDB';kl = Bnl;kDa.';km
_Ha';l;nm g 3 Ha';n:m!: (013)
Dagmm = —Damn (C.14)
Dzsyy = Dapa=0 (C.15)
Doy = - ECW", (C.16)
! Ty
b Lo -
Cae' = == Oy, (CIT)
Iy

donde, para abreviar, se define @3 = wp, @,» = 0. Se obtienen relaciones
adicionales a partir de las relaciones de conmutacién (5.9):

Dgipt — Dptigat = ' 0, (C.18)

[ 1
Da';mnD b'inl — Db';mn-Da';nI ~ Tly Cb’a’E-Dé;mI

+Hbl;m;lal — Hn';m.;!b'- (Clg)

Las fluctuaciones £™ alrededor del minimo § estdn en una representacion
de G. La representacién de los generadores §, estd dada por las matrices

(0 )um = VZa' (Datifnm) + Batlnim)) (C-20)
(6a)pm = D&;[nm]a (C.21)
donde [- - -] indica antisimetrizacién. A partir de las relaciones de mas arriba

se puede demostrar que (C.20) y (C.21) efectivamente son una representacién
de G

(8a)nm (86)mt = (88)nm (8a)mt = Ca® (8c) s - (C.22)

También es conveniente definir algunas funciones que se obtienen al in-
tegrar los propagadores térmicos:

B B
g(wn) = ./n d1~1/° dnG,,. (11 —T2) = ‘%, (C.23)
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; B
9(wn,wm) = f dm f d1Gy, (11 — 72)Gu,n(T1 — T2)
0 0

= S [“"“ a (%—m)
o (B2)]| @

B B
9(@n, W) = / dry / d790r, G, (11 — T2)0n Gu,.(11 — 72)
0 0

= B Bwn
- maam (%)

) (02

o [ R it
= B [w,. (w2 — wh, — wf) coth (ﬁ2 ) coth (E;_"i)
b (63, ~ a2 - o) coth (52 )th(,ﬁ;)
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+ wy (w;2 — w2 + w2) coth (%) coth (%’3)

+ 2wnWmw coth (ﬁ—:’ﬂ) coth (%)] /
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