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trata de un méledo para analizar sgisiomaz binarios de couponentes insepara-
bles (o diffeilmonte geparables) 7 reciprocasenie in'e:rlerentes s ¢ualquier otro
uétodo copoeido de detrminacidn de los miswmos,y para ceterminarpsen alpgunos casos,

el valor de las propiedades de uno de slloe sin aislaoibn previa. Se desconoce al
valor de todas las propiedades de este 1ltimo,ni se diespone de &1 aiglado. Se dis
pone,en cambio,del oiro conmpone:ute.

Sean laes componentes mencionados las suctanciasA ; B,siendo A el conocido y
2 el conocido. S5 supone,por ahora,jue B forma una pequeiia parte drl sistema,un
10% a lo sumoydijamos.

Si se dispusioera de A y B aislados,se pieparartan sintéticamente sistemas en
todo el intervalo de composiciones; se madifia uwna propiedad (intensiva) -a cuyo
valor contribuirfan ambog,pues son reciprocamante intarfofantaa— en egos gidemas
y en @l dado,y por interpolacidn se determinarfa la composicién buscada,como es
sabido. El problema consistente en determinar el valor de las propiedades de A
sin geparacifn,no tendrfa sentido como problema pues se podrfan medir directa~
manﬁe en A aislado.

Perc no se dispone de A aislado.

Si no obstante el no disponer de A aislado se conociera el valor de una propie
dad del mismo,se podria proceder asi:

Se prepararfis cierto nimero de sistemas conteniendo cada uno cantidades ignales
del simtema dado mds sendas cantidades cada vez mayores,a partir de cero,del compo
nente oonnoido;o sea del que estd originariamente a men.r concentracidn: B. De es
ta manera se tendria una serie de sistemas sucesivamente enriquecidos en B,tendien
do en a8l limite a B puro. Supuesta la mdxima homogeneizacidn compatible con las
condiciones,se mediria en los sistema: aai oblenidos la propiedad de la cual se co
noge sl valor de A,y se graficarian los velores respeciivos en funcidn de la canti
dad agregada de B. Si se extrapolara entonces la gréfica hacia los valores negativos
del agreszedo de D hasta encontrar en ordenadas el valor conocido de la propiedad de
A,la abscisa correspondiente expresarfa 1a cantidad de B que habrfa gque yuitar del
sistema dado para tenar A solo,con 1o cual se obtendrfa la composicidn buscada., Pa
ra conocer los valores dr obras propiedades de A se medirfan las mismas en todos Is
sistemas preparados y las grAficas correspondientes se extrapolarian hasta la absei

oz ya determinada.
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Pers comn no ss conoce el valor de ninguna propiedad de A,n0 se sabe hasgta
dénde extecder la primera exirapnl cids,sursiende la indaterminacidn motivo del
presente trabajo.

2, PARTE THEORICA

2.1. El;} J orado de enriguecimiento arbitrarios.

&. Priner esnfoque del problema.

La composicidn de un sistema formﬁdo por dos componentes A Y Bypuede expresar-
s@ con la fraceidn o titulo zk o, seglin el cual se encuentra cada uno,definido
como la relacidn entre la cantidad del componente ¥ la cantidad del sistema, Noso
tros,en lo que sigue nos referiremos siempre,salvo indicacién contraria,al ti{tulo
de B y lo simbolizaremos simplemente con z. Al sistema dado leo designaremos S y a
los gistemas preparados como se dijo en 1la Introduccidn,SX, Sea s la cantidad fija
de Sy ay b las cantidades de A y B que la componen (s=a+b), Si x representz la

¥ cantidad agzregada de B a la cantidads de S,la composicidn de cada SX que da la unidn
de ambas estd determinada por z{b+x)/(s+x) o bien por x (s,a,b: constantes).

Toda propiedad intensiva,fijadas las demds condicioneg,es funcién solo ds la
compezicidn del siatema, Cuando utilicemos a z como variable determinante de la
composicidn,la funcién representativa de la propiedad la simbolizapemos con ;Iz);
7 con P(x),cuando la refiramos a x.

Haturalmente:

;(0}=P(-b)=Pﬁ (valor de la propiedad de A) (2.1)
P(l)u?(oo)-l?_B (valor de la propiedad de B), (2,2)
pues en el primer caso el sistema estd compuesio solo por A y en el segundo,siendo
& finita,estd compuesto virtualmente =zolo por B. 1
liuesiro problema estd implfcito en lasea. 2.1 :se trata precisamente de deter
minar b y PA' :
La grdfica de P(x) pertenecerd en general al #ipo representado en lag Figs, 1
R, I Por razones de simplicidad no se consideran funciones con disecontinui-

dades o mayor nimero de mdximos o mfnimos., Se comprenderd mis adelante que ello
.no afectaria en general los razonamientos que se expondrdn a continuacién.
Si se conociera el valor de una propiedad de Ages en las grdficas de las Fips.
1 donde podria hacerse la extrapolacisn mensionada en la Introduceidn (en o1 su~
puesto de que b sea pequeiia en relacidn con a).Véase como ejemplo la Fig. la,donde
se ilustra la extrapolacidn de P(x) hasta encontrar en ordenadas el valor E, para

determinar as{ b. Pero comg dijimos, A es desconocido y por le tanto, tambidn 1o e=



P

entre A y 3,de8 mode qua sa plantea la pregunta acerca de cufinto de la variacibn
is ?(-:) producida por una dada variacidn de x se debe a la diferencia enire las

propledadss de los componentes puros (adendes de la difarsncia entre los valores

de z corrsspondientes a cada valor de x),y cufnto a la interaccidn.

b- 501!.10151‘1 fDI‘!T.a.l.

Ba sabido (1) que la funeién P(x+h) se puede esoribir como producto del

operader sxp © ,/Ox) por la funeidn P(x):

P(x+i)= oxp (@ /Ox) P(x) (2. 3)

El incremento h no tiene por gué ser funcidn de x. Pero no hay inconvenients

on suponer que =2f lo es. As{ hacemos
h=(b+x) g(x,t) (2.4)

siendo g{x,t) una funcidn finita de x y de un cierio pardmetro t,c seas

|s(=, )8 o ‘ - (2.5)

Con wayor generalidad t representa mds que un pardmetro,un conjunto de
parinetros.

Adends,convengamos en llamar M al operador definido arriba,es decir:

K= GZP:‘O "9:‘.).; | (2.6]
Luego,la sc. 2.3 se puede esoribir:

¥ P(x)= P(x+h) | (2.7

A' Sz mds: en @l caso mds general debemos gontar con la posibla interaccidn

S

'k

g e b =k Ll hi’lllz'l."." L 2

g

La 2.7 sorresponde a una familia de funciones de x,sestn los diferentes valore

de t. Ilamaremos D(x) a cada une de lam funciones componentes de la familia:

D(x)= ¥ P(x) (2.8)
agresande un subfndice cuando deseemos especificar el valor de % correspondiente,
asft

Di(x] ,{x 1='(:|:)_Wk1 . & (2.9)

See,ademdy:

o (s = 2y (x) = D) (2.20)
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s Punciss defindda como la diferenciz entre Yaw D{x) correspondlanies a h:tl, hj.
Vaamos qud valores adquisren M=) 7 f{ para Te-b 7 X—»00,independiente
neuse de t y de g(=x,t).
Semin las ecs. 2.4,5,6 v 812
A
D(<b) = @ P(=b) =P(=h). (2.11)
Y por 1a 2,13 A
D(~b) = P, (2.12)
Resulta inmediato,entoncesyde lag2,10 y 12 qua
Qf=d) = 0, (2.13)

resultados,los expresados por las dos \ltimas acsaj independientes de g y por lo

tanto tambidn de t.
Por las 2.4 ¥ 5,para x —»oo ytambién h—»oo .Luegoypor las 2.4,5,6,7 ¥ 81

B(ee) = lim  exp (d /dx) P(x) slfm .P(z+h) = P(o°), (2.14)
-:ao) ( h=oo)

Y por la 2.2:

D(00)= Py (2.15)

Finnlmente,de las 2,10 y 15 resulta:
Q(oo) = 0. (2.16)

Entonces,las D(x) tienen necesariamente al men,s dos puntos comunes, Unc ea,

Ki)ﬂl// m'ﬂ
/.-'
i
Ao
J__i ! 4
e b X oy
0, b
L

Px) Pa)

R

Z z
c d
- Pigs. 1 a,b,c y d. Ordficas correspendientes =
cuatro posibles formas de P(x). ®n 1 a,determi
nacidn de b por extrapoalacidn,conceiéndose T A
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por Ia cWd2;(~by” )« E otre,por la 2.14, (0937 |« Tmmbién resul ta gue las Qf
: 1)

“lecan astesarismente al menos dos puntos comunes.Uno,por la 2,13 es (=b30). &

poor la 2,1%,8a (©910). Luego,podense poner:

L (%) = D (x) = D (x) = 0 pars z= -»,00. (2.17)
14 i 3 .
Los ecu. 2,11 y 14 expresan que los dos puntos comunes de las b(z) pertenecen

tanbide « Yixl. As{ era de esperar,jues en‘realidad P(x) es una de las D(x) defi

altxs por 11 2,8, Pers con una caracterfatica capecial: es la D(x) correspondien

te 3 13 funeidn ;(x,%t) para 1a cual & es idénticamente nuloypara todo x., Efecti-

vamsnte,asi resulta de las 2,8,6 y T:

D(x)= It P(x) =exp(d /Ix) P(x) «P(x+0) = P(x). (2.18)

Para el caso particular en que una de las D(x) s#a P(x),la 2,17 =e purede es-
cribhir:

Ax) = P(x) = D(x) = O pars x = ~b,00, (2.19)

En el supuaats ya mencionado en la Introduccisn Y en el parﬁgrsfn_! de la
seccifn 2.1,referente aque b es pequefia en relacidn con a,y siempre gue podamos
conocer U(x) para x»0,1a 2,12 nos resuelve formalmente el problema de determi-
nar la composicidn y P&.r; vimos la dificultad que habia para extrapolar Pk) pa
ra ¢ 0: couo no se conoce b ni PA queda completamente indeterminada la abscisa
( © 1a ordenada) hasta la oual hay que extrapolar (ver Pig. 1 a). Pero ahora no
diszponemos solo de una funcién que pasa por (-b’PA)' Disponemos de toda una fa-
milia: las D(x),imcluyendo P(x). Si las conocemos para x»0,todas referentes a
una misa propiedad,las graficas extrapoladas para x{0,perienecientcs a dos o més
D(x],0sté o no inclufda P(x),deben concurrir,en general,al punto ("b’PA:' Deter—
minado 8l punto de interseccidn de las grificas extrapoladas,quedan as{ determina

dos & la vez b y PA' (rig. 2). D,.(x)

P) Q@

- ::::::::::::::::::jbjol

"~

s
R
i e s
|
i 1_“‘5"' ’/'/
- e z
Fig.2.Determinacién de b y P Fige 3., Detepminacidn de b por
?o§(§ftrapolacién de las D(x ’zs*éPOfgcggg de Q(x) hasta
hasta el punto de in- anular la ordenada.
terseccién.

Andlogamente,la 2.13 nos permmite extrapolar Q(x) hasta anular la ordenada pa

ra determinar b. (Fig.3). No conesideramos ahora,pero ef lo hasemos mis adelante,
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lag condicions: en gqueynds alld de un tratamiento puramente formal agerd viable

la reallzacidn de lLas extrapolacionas.

Significado el epervador .

Debeamos dar contenido a la solucifn formal a que hemos arribado y para ello
as necesario dar sigaificado al cperador M para luege darlo a D(x) y a Q(x).

Temne vioto gque en nuestras condiciones (a y b conatanbes),la composicidn
quada determinada por x. IEntonces,polemos sxpresar cualquier propiedad dependien
te da la composicifn como P(x). De acuerdo con la 2.7 el operador i aplicado a
P{x) la transforma en P(z + k). Luego,aplicar M a P(x) implica medir no la pro-
piedad de un sistema de cantidad s + x,constitufdo por a de Ay (b + x) de B,
sino de un sistema constitufdo por la misma cantidad de Ay (b + x + h) de B,

Inaginaw.> un proceso crvalquiera capzz de alterar la composicién de los ais
tamas, Nada més que alterar 1a composicidn,pues si el proceso fuera capaz de
separar completamente A y B ain mayores dificultades,estarfa resuelto el proble
ma,Como no se conocce A no se conoce tampoco en qué grado el procese altera la
composleidn de los sistemas compuestos por A y B. Ni siquiera se sabeyen prin-
civio,sl la accidén del proceso alterador de la composicidn ( que para abreviar
lo designaremes en lo que sigue con p.a.) ejercida sobre uno de los componentes
ea influlida o no por la presencia del otro,

Veamos qué ocurre en un sistema SX de agresgado x de B,al ser sometido a un
Pefae1

ILa cantidad a pasard a valar,digamoa,afA(x,t),aiendn fa(x,t)una funcidn que
en zeseral dependeri de las condiciones en que actie el p,a.,incluyendo la can-
tidad deSX sometida al mismo,representauas por el pardmstrp.t ¥ de la composi~-
cldu,representada por x.Por aliora no establecemos ninguna relacién entre eae
pvarémetro y el pardmetro t con que tratamos antes.

Del wismo modo,la cantidad de B ge modificard como para que por cada bix
se tenga (h+x)f3(x,t}. Asi,fa(x,t) ¥ fB(x,t) quedan definidas como la relscién
antre las cantidades de A y B,reaspectivamente, despuds y antes de la actuacidn

‘del p.Aes

£ (x,t) cantidad de A despus de actuar el p;a. (2.20)
A" " cantidad de A antes de actuar el p.a.

¢ (x.4) cantidad de B después de actuar el p.a. (2.21)
- Lok cantidad de B antes de actuar el p.a.

Similarmente,introducimos para los sistemas SX:

4 ' P
fﬂ,(x,t}a cantidad de SX después de actuar el p_gl (2.22)

cantidad de SX antes de actuar el pea.




Y en particular;para el aistema dado 5y

30 ) -1anti1..ao de S fdaspuds de actuzr sl p. “a (2.23)
W cantidad de S anteg de actusr el p.=z=.
Resulta inmediateo ques -
fn(x’t) £ 0 (2.24)
f'-__‘_(x,t} £ O (2.25)

pues,por una parte,ci una de estas funciones pudiera anularse,el componente co-
rrespondiente desaparecer{a,con la consiguiente aislacidn del otro,no contempla-
da en las condiciones de nuestro problema. Por otra parte,si pudieran anularse
anbos seria nula la cantidad de sistema despuds de la actuacidn del p.a.,situa-
¢ién de la que naturalmente no extraerfamos ninguna conclusidn de interds.

Considerando las 2.20 y 21,surgen,ademds,las condiciones:

0< £, (x,8)< 0@ (2.26)
0(1‘3(::,1;) < oo, (2.27)
(con valores en general comprendidos entre O y 1),pues partimos de cantidades
de A y P no nulas y no consideramos ninglin p.&. que pueda hacerlas infinitas.
Lae cendioiones a las gue estdn sujetas fsx ¥ f' resultan de las de fA
N g fB. Més adelante veremos la relaci’n que hay entre unas y otras fuaciones,
Aliora trataremos de encontrar alguna relacidn entre fL y fB carackeris
ticas del p.a.(asf{ también como de A y B) y h.
De acuerdo con lo expuesto cada sistema SX;envirtud de la acinacidn del
p.2. pasard a ser un sistema transformado SX' compuesto a razén de ufk(x,t)
de A por cada (b+x)f (x,%) de B,0 bien a razén de a de A por cada (b+:}fB(1,t)/
fA(x,t). Luego,en cuanto al cambio de composicibén todo ocurre como si la can-
tidad de A se mantuviera constantie mientras que la cantidad de B se iagrementara
en
Ax = (bax) TB(x,t) - 1] - (2.28)
f £ Xy%) '

Vimog al principio de esta seccidn que aplicar N a P(x) implica medir la pro
piedad despuds de alterar la composicidn del sistema & para pasar a 1la composi
sién correapondiente a un agregado de B igual a x+h,eun vez de Xx,como lo expresa
la 2.7. Sc comprende que Ax no es mfs que hypor lo que la anterior puede escri-
birse:

£a(xst) (2.29)

h= (b'i".‘) = L=

fk(x,t)

-

Comparando con la 2.4,8s natural identifiocar el pardmetro t que figura en

olla con el introducido en las definiciones de £, ¥ £ (6c3.2.20 y21). Ee immp



diato entonces,también por comparacidn de la 2,29 gon la 2.4 aue

ra 4
L.T_I\.j.’,“l'.) ’
glxst) = TN = 1 (2. 30)
RS
Podamos advertir que lag oondiciones impuestas a f y a fﬂ por las

224 v 27 son cocherentea cen las impuestas a g por la 2.5.

Vimos (ecs, 2,20 y 21) que £ y f_ son simplements laz fracciones ds las
A

B
cantidades originales de A y 3 que se obtisnen despuds de la actuacién del p.a.
La relasifn entre ambas tienn tambidn un aimmificadn distinto del emergente
diractanente de lo que acahsmos de decir,acaso wmés ilustrativo afin. En efecto:

Log tffulos da A y B antes del p.s. son 2. 7 8. Despu&u,zi ¥y al.Tenemos

A B 3
entonces;

: (b+x)rn
3 S
n § af, (I:a-i-x)f,B
L]
R i B

afA + ('b«z-z).fB

: (o) el
z a/(a+bax)

=
.

[

Dividiendo:
% /) ‘s

z;7ma : £,

Asf vemos que f?/f , oxpresa el nimero de veces gue la relacidém de los %itu

(2.31)

log de B y A después del p.a. 98 mayor que la misma relacidn antes del p.a.. Por
ella definimos

r(z,t) = fB(x,t)/fA(x,t) (2.32)

que llamaremos factor de enriquecimiento (sobreentandaz_fa_gom en B).

Teniendo presente la 2.28 y 29 puede ponerse:
h=ax = (b4ax) ( r{x,t) -1) . (2.33)

De acuerdo con ol significado de r dado por la 2.31l,se comprende gue
r(x,t) - 1 expresa el aumento relativo de la relacidn entre los tftulos de
B y A al actuar el p.2.,por lo que a ssa diferencia podemos llamarle grado de en
riquecimiento (en B),y teniendo en ocuenta la 2.30 éze es t_il nombre que puede

darse a g{x,t). Vale decir:

P (s S, LR (2.34)



de Significado de D(z) . 2(x).
Dae lo expuesto en el perdeorsfe anteriocr F de la es, 2,9 que define Di(x},
rogulta que esta funcisn nos da loa valores de una propiedad de los sistemss SX

formados por la cantidad s de S még 1a cantidad x ds 3,despuds gue un proceso
hube alterado su compesioifn,en las oondiciones simbolizadas oon ti. En cuante
al significado de qij{x] definida por la 2,10,resulta que esta funcién nos da
la diferencia entre los valores ds la propiedad despuds que se hubo alterade
la compoaicidn en las condieiones ti ¥ los valares despuds de una alteracién
en las condiciones tj (recudrdese que en general t representa un sonjunto de Pa
rimetroe;.

Vimos que D(x) es idéntica a P(x) para h id&nticamente nulo (ecee2.7 ¥ 8)s
Para quse esta condicisn se cumpla,como b+x no puede ser idénticamente nula,debe

cunplirse por la 2,33,para un % dado:

r(x,8) 1 -0
para todo x.
0 bien,por las 2.29 y 30:
g(x,t) 0.
Oy,por 1a 2,32:
fa(x’t) “fn(xat)r

para %odo x y un t dado. Ello era de esperar: es claro que ai para todo x la

propiedad despuds de la actuacién del p.a. es igual a la propiedad antes de la

misma,el "p.a." no ha actuado como tal,pues en ese caso ng se ha alterade la
composicién y rA-fB.Indice de ello nos lo daria el hecho de gue al volver a
medir la propiedad en cuestidn obtendrfamos los mismos valores de P(x).

En resunen: P(x) se obtiens midiendo directamente la propiedad en cada sistems
SX y sn 8,(x=0)y Las D(x) se determinas midiendo la propiedad despuds de¢ la ac—
tuacidn del p.a. en esos sistemas.Como caso particularyen el que el mupuesto p.n.
Bo modifique la composicidn,se reobtiene P(x),que puede asi cousiderarse pertane
ciente a la familia de las D(x). S5i inelufisos entonces a P(x) come una de las
D(x) cuya diferencia nos da 3(x),en este caso particular Q(x) es simplemente la
diferencia entre la propiedad antes y despuéds de la actuacidn del p.a.

Se comprende gque para cada ]ropiodad.hay tantas D(x) como condiciones en que
puede actuar el p.,a. y tantas (x) eomo pares de esas condiciones. Cuando decimos
Pe&. hablamos en general,de modo que las "condiciones" incluyen el P«aes particu~
lar de que se trate: aln cuando las condiciones operativas sean las misnag,dos p.a.
diferentes alterardn en diferenbe grado la composicidn de los sidemas ¥ asf se da
lugar a dos D(x). O smea que en el conjunte de pardmetros simbolizado por t,est4
inclufdo el que caracterizard cada Pesi.,un sinple ninero,por sjemplo.

AP SR

s ")"_ i X ‘_'-'. :L“." W, ‘-'f"",
AT Wil L il LS il
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Pl significado dado de D(x; explica lo que expresan las eos. 2.12yl5. Para
x= ~b, ,los piatemzs estdn compuestos selo por A y por Byrespectiivanente,y por
mfe gue me los someta a procsaos alteradores de la cosposicibn,los sistemas segui

v4n compuestos solo por A y por B,y sus propiedader aerdn Py Po.

Se gomprende asi también lo que expresan las scwe. J.13 _{ 16. Si tenemos un
gishema compuasts sela por A (z= -t} y 1o sometemcs a.i Pette tendremos ,evidente
mente,otro sistema compuesto solc por A,

Unicamente podemos hacer wediciones en siatesas de x30,por lo cual D(x) ¥
a(x) nos son solo directamente conocidas para tales valores. Pero si S em su~-
Picientemente pobre en B an general se :podré,cmo ge expuso en el pardgrafo b
deestasecoidn,extrapolar dos o més D(x) para x< 0 y deteminar el punto en que
se igualan,es decir (-b;P A}. 0 bien extrapolar Q(x) nasta anular la funeidn ;
para obtener -bh (ver nuevamente Iigs.Z y 3). Ha el primer caso réao’lvenos
el problema de la determinacién de la propiedad de A y la composicién sin se-
paracién de loa componentes y en el segundo el de la composicidn solamente.
ids adelante discutiremos ascerca de las extrapolaciones.

En 1a Introduccidn se vis la inposibilidad de realizar la extrapolacién
de P(x) hasta x= ~b por desconocer P . Como en P(x) estédn representadas todas
las propiedades que se sabe pueden ser adsoriptas a los sidemas y en T " los
valeores corraspondientes de A,surgfa una difisultad insalvable. En esencia,
el método expussto para sorftear esa diﬁ.cnltnd nace de la definioiﬁn de uns
nueva propiedad cuyo valor para A nos es ennmido,min sin sonocerse A mismo.
Beta propiedad es (x),ouye valor para A como para teodo sistema formado por
un componente Wnico,es nulo, Es decir,podemos considerar Q(x.) ocomo una P(x)
singular. Us un componente desconocido no conocenos el valor de ninguna pro
piedad,excepto su Qyque es igual a cero. Esto constituiria m trivialida.d
si Q para eistemaz coupuestos por dos o més empomntes rum también nula,

o sea si,en nuestro caso Q(x)=0 para todo xypero no 19 es. Ho hemos definido
Q(x) como la diferemin,por ejmplo,onm 1!3 ;hnud.cladon de los sistemas al tiem

tiempo %, ¥ las correspondientes a tz,mtgaiiaaaae constantes las demds con

diciuncsf Wvidentemente asi estarfamos frente a Q(x)=0 para todo x.Pero dife
rente es la situacidn si,siguiendo con el mismo ejemplo,t ¥ t, denotan dos
valores de un miamo pardmetro o conjunto de pardmetros col;:o te;pera.tura,prg
sibn,etc. que impliguen dos alteraciones distintas de la composicifn, BEn tal
caso,repetimos,(x)=0 para los valores -b & o de X,¥. admﬁa,m:ztualmente,

para un nimerc finito de valores intomodieg.cono L] verti nﬁ.a adelante.

Se dijo antes que podemos ¢ nsiderar Q[:) como una. P(x) singuler. In rea
lidad,para cada propiedad hay una femilia de (x},cmo tanbidn se dijo, 7
gola una de las in‘bmmtu de la :t‘auilt.a puade considerarse una hueva

-=P(;J,siando-1aa demds otras tantas D(x).
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Uia generalizacion.

D

. 3 " L !
5 pueden genoralisar las ecas 2.9 ¥ 10 que defines D(x) y Ux).

=
Cv

£

sada Mz) era necesario edpecificar un valor fijo ds % y para q(z},doa'valg
res. La zeneralizacién reside an convertir a t en scierta funclidn t(x),ds wo
do que donde i se referiz a t, jahora se refiere a ti(xﬁ,no a un determina-
do valor gino a una determinada funcifn. El reato del rauwsiaciento ya ex-
puasto no se aliera en 1o que es de nuestro interés. Los valores de z(x,t),
r(x,t),fﬁ(x,t) y fB(x,t) quedan ahora determinados solo por x,y lo mismo
puede dacirse de b ( o Ax),en una forma carasterfstica para cada D(x) (ver
eca. 2s4 429,32 ¥ 33).Pero ello no afecta la validez de las 2,12,13,15 y 10.
Esto implioa que mnmediante la generalizacidn es posible introducir mnuevas
D(x) ¥ @(x) para cada P(x),que pertenscerdn a las respectivas familias de

funciones.

T Clases de p.a.
Todos los p.a. tienen como caracteristica esencial el hecho de que de

bido & su actuacidn fremte a asistemas de dos o mis componentes,hay una cel-
da en o1 espacio en la cual, ma- dos componentes i,k de los mismos,se cum
ple:

fi(x,t) P4 fk(x,t), (2.35)
desigusldad gue representa el cambio de composicidn.

Ademds de la caracterfstica dada ,hay otras que no son comunes a todos
1os p.a. ¥ que permitenm clasificarlos eon: no destructivos,destructivos;crea
dores 7 mixtoa.

Llamaramos pe.a. no desiructivo a todo proceso que alters la composicidn
de sistemas mediante el desplazamiento de sus componentes de modo $al que se
presenten en diferentes celdas en distintas compomiciones respecto de la ori
ginal.

Como por definicibn en los p.a. no destructivos no hay apariocifn ni desa
paricidn de los componentes sino solo desplazamiento de los mismos,ademds de

la 2.35,86 cumpleypara todos los componentes:
i {2.36)
Zj fi:} (x,t) 1,

donde i se refiere al componente y j a la j-esinma celda.

Sjemplos dae p.a. no destructivos;

1)Difusién a través de una superficie limite,slempre gue los aiatemas
estén compuestos por componentes tales que por lo menoa dos de ellosdifun
dan "'gn diferente mién,-mo 15 requiere la 2.35. Al cabo de eierto
tiempo,por 1o menos en dos celdas estardn presentes los componentes en
composicifn distinta de la original: a uno y otro lado de la suparficie
1fmite. Decimos dos celdas,por lo menos,pues por la inhomogeneidad de la
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de la distribucidn de 1los componentea,cada celds serd,en general,divisible
en otras menores,cumpBéndose en cada una de dstas los requisitos impuestos
por la 2,35 y en el conjunto total resultaute,la 2,36.

2)Distribucién en un par de lfguidos no miscibles, Diaclviendo en un
par semejante un sistema de varios componentes,al recuperarlo en cada 15—
quido se obtendrd,en general,sistemas de composicidén alterada respecto de
la original.

})Destilacidn En general en cada mmta,mopto el caso de loas a-
cedtropos,lo que se destila tiene composicién diferente del degtilado y
ambas composiciones difieren de la original.

4)Sedimentacidn., Se puede dividir el wmedio en que se produce en cel-
das de diferente composicidn entre s{ y respecto de la original.

5)Contacto del sistema con un disolvente. intes de que se llegue a la
homogeneizacidn total,la solucién resultante podrd dividirse en celdas

_eomo en los ejemplos anteriores.

Llamaremos p.a. deatructivo a iodoapra?fao capaz de alterar la com-
1ol
posicidn de sistemas por desaparicidn de por lo menos uno de sus componen
tes. En este caso sigue cumpliéndose la 2.35,pero no la 2.36,que es reem-

plazada por:

?f“(x,t} 5 (2.37)

Ejemplos de p.a. destructivos;

1)Desintegracién radiactiva. Si el sistema estd compuesio por radio-
igdtopos independientes de diferentes perfodosycon el transcurso del tiem
po se modifica continuamente la composicién con las ca.m"knristiem pro~-
pias de los p.a. destructivos.Aquf el papel de la superficie 1{mite men~
cionada en el ejemplo referente a la difusién estd desempeiiado por el fe-
némeno de la desintegracidn radiactiva. Contrariamente a lo que ocurre en
ese ejamplo,esta "superficie limite" no permite el pasaje o traslado de
los componentes como ellos son originariasmente. Al cabo de cierto lapso,
de un lado de la"superficie" quedard cierta fraccidn f(x,t) de cada compo
nente,fraccién que en este caso es en realidad solo funcién del pardmetro
tyque aqui representa el tiempo,ademfe del eou;raapondienta periodo,

2)Reacoidn incompleta de los componentes frente a un reactive.

Los procesos oapaces de alterar la composicidn por incremento 4@

la cantidad de uno ¢ Tis de sua componentes, los desimaremos como p.
a. Creadores ,
De ln definieidn precadente, resulta jue para estos procesos, se

cumpley por lo menos para un componente,
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creddor

La desintezracidn radicnctiva puede considerarse p.a.81 as conviens, en
ol ejemplo va d-.do, en considerar tiempos negntivos.Haturalmente, todos loa
pea. destructivos qua lo son'en el ! surso del tiempo, pueden considerar '
se creadores en virtud del mismo arii.lcio.

Por liimo, podemos definir los p.a. mixtos como %odo p.a. que actda frem
te a diferentes samponentes del pisioma segin mAe de uno de los p.a. conside-
rados haata'aqui : no destructivos, destructives y creadores,

Rjemplo de p.m. mixto:

‘Imaginemos un sistema formado por variae sustancine tales que un reacti
vo reaccione inoompletemente con una de ellas produciendo otrn de las sus~
tancins componentes, de modo que hay una sustancia gque disminuye su canti-
dad 7 otra la aumenta,

Para otros ejemplos de p.a. en general vesse jef. 2, e Pitliografia,

suponiendo en ellos gue no me produce separacifa,sino solo alieracidn,
g« Un ejemplo detallado,

Para ilusirar lo expuesto precedentemente detallaremos uno de los ejen
plos citados: el de la difusidn. Nuestro propésito no es dar una técnieca,
gino una explicacion acerca del modo de operar para obtener los wvalores de
las D(x) en casos concretos.

Supongamnos que los dos componentes A y B del sistema & son sustanci.s
no volédtiles, solubles en cierto 1lfjuido que en adelante llamarenos L.

Debemos, ante todo, preparar una serie de sistemas sucesivamente mis
ricos en B. Para ello, como se explicé en la Introduccidn y en el pardgra-
fo a de la sacelén 2.1, agregamos a una serie de masas iguales s de S, sen~
das masas x de B, cada ves mayores, de manera qno-.c‘a._da gigtema asi preparado
de masa s+x contiene a de A y bix de B, ledimos en cada 8X [ homogeneizados)
la propiedad de nuestro interés y asi obtenemos valores de P(x) para O£x$0o
Luego preparanos oon cada uno una solueién con L, de concentracidén deteruing
da, digamos 1%, A cada solucidn se la hace difundir reproduciblemente, con
la téenioa adecuada, hacia L puro, a través de una membrana, orificio o super
ficie 1fmite inerte cualquiera. Fijemos por ahora, ademda de la concentracidn
de la solucién, todas las demds condiciones ( temperatura, tiempo de difusifn,
volumen de solucién, de L, etc.) como constantes independientes de x. Al oa-
bo de cierto tiempo, antes del equilibrio, tendremos dos solucisnes : una a
eada lado de la superficie limite. AGn cuando A y B son ingeparables nos po
nemos en el caso general en gue, tratdndose de dos sustanciss diferentes, no
difunden en la misma proporcién, aunque de todosmodos no sea practicable la
aislacién de una de ellas. 22

Cada una de las soluciones 'uemlfnﬁhs tendri compozicidén A-B difersnte

de la de S.Claro gqueno muy diferente, pues en tal caso, repitiendo unas po-



A e BT s

14

cag vecos la oparacidn se llegaria A.ﬂﬂ vislacidn ,virtualeante, lo cual no es-
%4 contenslado san nnaziro problema.

Mtonces, 3l considerasos para todo x la solucidn que se obllene a un migmo
lado da la superficie 1inite (otra condicipsn, ue ne depende asi de x )y ¥ a0

todas sllas evaporamos L ; obtenemos sigtemuas SX' de conposioidn alterada res-
vecto de la de cada BX de los suales provienen, le npnera que si en cada uno pri
minado por la difusién en solucisn del sistiema de mase s+x medimos nuevamente la
sropiedad en cuestién, no obtendreuos naturalmente el valor P(x) siio otro, el que
correapond§ a la nueva composicidn, es déoir D(x). 2s claro jue fijadas como esidn

todus las condiciones en qua se realizs la difusifn, los valores de la propiedad

 eatudiada despuds dela miamma solo dapenderdin de la oompﬁniui&n ds cada sisienma

S (antes de la difusiém) , o sea, de x, “aturalmente, siendo dicha propiedad fun-
cidn de la composicidn actual de cada 3X', sze podria a:praaa?-ﬁauiiﬁdﬂgon cuenta
el nuevo valor de la misma que corresponde a un x'# x, y poner P(i‘}’iﬁ vez de
D(x), Pero ello no nos provesria la informacidn deseada, '

%n resumen: P(x) nos da la propiedad de oazda sistema antes de ser aqmétido )
la difusidn (p.au:;y D(x}, 1a misma correspondiente a la fraccidn de cada sistema
que se resupera después de la difusién. Para cada conjuntode condieiones, habrd
una  B(x) + Por ejemplo, o?orﬁndn a oira temperatura, o durante otro lapso, etc.

Al conjunto de condiciones @omo @aas nos referiamos al decir en el p&régrato' ]
de la seccidu 2.1 que % representa un conjunto de pardmetros, como en la ec. 2.4.
También puede surgir otra D(x) modificando la condicidn "p.a." es decir, utilizan
dc para alterar la composicisn, en vez de la difusién, ofro f-d.: disérihuﬂiﬁn en
un par de lfquidos no misdbles, resccidn incompleta con una tercera sustancia, ete.
fualguiers sea la B(x) oconsiderads, D(~b) de el yalor de la propiedad que
medir{amnos despube de la difusidn en un eistema S al que previamente habriamos eli
minadoel componente B , ' |
Por otra parte, i sometemos a la difusidn ls solueidn preparada con el sisge

tema SX deo agregado x de B tan grande que la musa a de A es despreciable, al

_ recuperar v medir la propisdad encontranos el valor PB. "odo ello es valido

independientemente de las condiciones a las cuzles corresponda la D(x) eonsidera-
da, condiciones nue pueden modificar la forma de esa funcidn pero sin afectar la
valides de las eos. 2.11, 12, 14 y 15, pues como ye habfamos dicho, las Dx)
sen una familia de funciones caracterizadas vor ellas .

Cuando hablamos de la propledad . nos referimos a ella on determinadas con-
diciones, que son independientes de las condiciones en gue se efectud la difu~
gidn y en general, de laa;aqﬁrnepohdientch al p.a. Por ejenplo, si se irata des
la densidsd a 20 °C , esta tamﬁaraﬁura no esté de ningin modo relacionada con la
ténpexatura a nue se realizé la difusidn para las:distintas D(x). %e comprende asi

que la 2.13 expresa el hecho ~trivial, por cierto- de gue teniendo la propiedad
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de A ( 'a determinadns eoadlcionesn) aiamyre =1 misws vwalor, la difersnsia antre
3

dos valorss ounlesquiara de olla, ez abwiamests nulsz. Lo misme ex[résa, pero

pars By, la 2,14.

Como para los sistesmas SI x)0, conngemos P(x), D(x! y Q{x)zara tales valo
res. (Naturnloente, P(0), D(0) y @(0) corresponden 21 3% parsicular de xz=0 s €8
deoir, a 2k Se puede, entonces, graficar en un misuo papel dos D(x),o P(x) y una
D(x), o varias D(x) con o =sin P(x),para x30 ¥ extrapolar para x{0 . S1 S es
guficientemante pobre en B, en general es posible detercinar con ciaria sproxl
macidn la iptarSeccidn de las curvas exirapoladas, Fsle punto nos deaterviinara
Fjp y =b, que son zus coordenadas (ver :%gqrs-E}. By evidente que tawhifn podrd
extrapolarse 7(x) para x40 , hasta anular la ordenads, ya como diferencia eanire
dos D(x) o una (zx) y P(x), para determinar &

Temos considerado para %odo x la solucidn que sze olLtiens a un nismo lado
de lz superficie limite. %n cada caso, cunéidnrando las soluciones yue se obtig
nen del lado restanie, jqueda determinada a la ves olra D(z}. Ademds, =i se con-
sideran Varias superficies limitessucesivas, el espacio entre dos cualesjuiers
contendrd en genaral, antes de haberse llegado al esguililbrio con la consiguien
te homogeneizscibn total, sistemas de composiciones diferentes entre si y res-
pecto del original. De eata manera, en una misma experiencia tendremos datos
de mfis de una D(x) (ein considerar P(x) ).

For ahora, habiamos dicho, fijamoe las condiciones (conatantes para todo x)t
correspondientes a oada D(x). BEn realidad, no hay ningin inconveniente formal
en adnidir queel sconjunto de pardmetros simbolizados con ¢t en las ecs. 2.9 y
10 puaden considerarse, todos o algunos, como funciones de x . Asi, podemos oaﬁg
blecer que para cierta D(x), al ser x mayor jue un cierto valor recuperamos los
sistemas a la derechan, digamos, de la superficie linite, mieniras gue para los
valores de x menores o iguales que el especificado, recuperamos a la izuierda.
Para desechar el caso singular en que ese cambio se pueda gompensar con una
variacién en otro pardmetro, consideremos constantes para todo =x las deméds
condicionas. la D{x) resultante sigue cumpliendo lasz ecas. 2,12 y 15 y por lo
tanto son vilidas también las ecs. 2,13 y 16. Bs decir, lanueva D(x) periene-
ce afectivamente a la familia de lss D(x). Pero en seneral, presentard una dis
continuidad para el valor ds x indicado, correspondiente al salto en la compo-
sicisn al pasar de un lado a otro de la superfioie limite, excepto, como es na-
tural, jue para ese valor de x no haya tal salto, Pues bien: en general se pro-
duciri i unaD(x) dizcontinua . Da su discontinuidsd provocada no extraeremos
ninguna informacién de interés. ™ algln caso puede precentarnss inconvenientes:
ea obvia, estando de por medio exirapolaciones para x<0,la dificult:d emergente

de una discoatinuidad pars valores priximos a x=0, En cambio, no rolestan las

discontinuidades para valorea de x poaitivos tan leianns da O gque los corres-—
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pondientes valeres de E{x} no loa tomames an cuenta pars la extrapsélacidu.
[Bsto sefiala la posibilidad de que afn cuando para nn cierto valor de x se
produzca un salto brusco en la composicibn de los sistemas recuperados

; un mismo lado de la superficis limite oy en general,recuperados en una
misma celda,ello no ocasione dificultades).

Podemos decir entoncss que,generalmente, el cambio de celda de re-
cuperacidn ocagiona una discontinuidad en la composicidén de los sistemas
recuperados y por lo tanto en D(x). Tanbién se puede producir la disconti
miidad modificando bruscamenie,por ejemplo,la temperatura a que se produ
oe la difusién para los sistemas de x superior a cierto valor, 0 modifi-
ecando bruscamente el tiempo de difuasibn —siempre menor que el necesario
para la homogeneizacidn total,etc. Llevando el razonamisnto a un extremo,
podamos decir que s partir de dos D(x) es posible construir infinito nime
ro de D(x),tomando para\cada nueva funcidn perteneciente a la Tamilia,los
valores de una u otra de las D(x) dadas,alternadamente. Para cada conjun
%o de valares de x en que se haga el cambioysurge una nueva D(x). Siendo
_las dos D(x) originales centinuas,la funcibn resultante es sevidentemente
discontinua,excepto que las condicicnesde una y otra de aquédllas,repre-
sentadas como gabemos por el pardmetro t,difieran sole en infinitesimales.

Con relacidn s la dltima salvedad,podemos imaginar una D(x) construf
da mediante una serie de infinitas D(x) cuyos % difieran,al pasar de una
de éstas a la siguiente,precisamente en infinitesimales. En tal caso,la
D(x) asi obtenida es continua,si las dadas tanblén lo son. Llegamoa de
eafa mariera » considerar la posibilidad de que algunos o todos los pars
matros simbolizados con t,correspondientes a las condiciones en que actia
el p.2, pueden transformarse en variadles continuas de x para tener nue
vas D(x) continuas,siempre que r(x,t) sea continua,por lo menos en el in
tervalo de % en que seaere,respecto de t,ademds de serlo respecto de x
como lo reguiere la continuidad fijada de las funciones originales (ver
ecs. 2,9,7 ¥ 33). Por ejemplo,para tener unaD{x) no es forzoso mantener
sonstante la tcmpasatﬁra pare todo x. Se puede introducir un gradiente
de tenparatura que si es continuo no ocasionard,en general,ninguna dis
continuidad en D(x) aunque sf la modificard,respectc de la de tempera-
$ura constante,acaso favorablemente para facilitar la exirapolacibn.

Ademés ,puede concebirse gque la variacidén de los pardmetros es sus-
ceptible fde verificarse,cuando esté implicado el tiempo,durante la ac-
tuacidn misma del p.a. En el caso que ilustramos,podemos variar la tem

peratura en tanto se produce la difusidn. Puede darse que si la ley de

variacién de la temperatura con el tiempo no es ademis funcién de x,
los efectos de esa variacién sobre la alteracidn de la composicibn

sean idénticos para todos log sistemas sometidos al p.a. pestajuemos
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que elleo es pogible poarc no necesari Jypues zi blen 1

14 1 & variaoidn en
la mismz para todos,los sistenas na son 1o mismos ya que difieren e 3
oomposicidn,
Laa considerasiones que antecedan pusden tener gran inportancia prdc
tica; por una parte,ellas implioan gue si al gonotimientn de dog simte-

mas a 1& difusidn se hace sucesivamentesuno tras otro, a la temparatura
ambiente,puede que la varimcidn de la miana no ocagione inconvenisntes
para temer D(x) y q(x) mra.poiablas. Por otrs parte,las mismas conside
raciones nos dicen que si el sometimiento al p.a. @e hace para todos loa
sistemas sinmultdneamente,en condiciones idénticas,a menos de los parame
tros que se haya decidido tornar variables de x (vor ej. concentracidn
de la solucidén,composicidn del 1iquido Lyetc.) y operando en el mismo re
cinto, en general se podrd trabajar a temperatura ambiento,sin necesidad
de termostatizar,aln onando se produscan variaciones bruscas de teapera
“tura de un solo o ambos signos.
En resument
1)Recuperando 2 smbos lades de la superficie limite (para el caso
mis simple en que haya una sola),los valores de la propiedad en cues—
$i8n correspondientes a los sistemas 8X' asi obtinidoa,pwhnaaon a dos
D(x),una por cada lado, Midiendo la prépiom previaments al sometimien
to al p.a. se tiene tambidn P(x). O sea,de una sola serie de sistemas
SX ,tenemos tres D(x),inelufda P(x) i tres funcicnes ‘gus,extrapoladas,
concurrirdn en general al punto ( -b;P )s¥ tmbih tres Q(x), desechan
do las que solo difiom de sllssan ol algno. 4
8i en vez de haber una sola superficie 1fmite hay dos o n&a,oada
celda comprendida eutre doa de ellas o entre una ¥ la pared del reci
plente donde se realiza la difusifn,da lugar a una D(x). Para n celdae,
n funciones D(x) propiamente dichas,més r(x). Bn total, n+l B(x) y por
lo tanto (bfl) A(x). Se comprende gue el amnto del nfmero de D(x)
as{ o‘btmid.o trae cmiga la dieminucibn de la diferencia ,para cada
x,d0 la composicién de log.gistemas recuperados en celdas contiguas y
la resultante proximidad,en m,-d.e los valorss de las D(x) corres .
pm@tu. |
2)Se pueden obtener més D(x) sonetiondo 1los 8X a otros peas,o blen por
31pterm16n de las condiciomes referentes a cada p.a.,ys sea dentro
de una nim D(x) o al nm de una a otn,nmtn n decida o sea posible,
por ej. (3
a)modiﬁmm de 1; camposinm dq .L.omo y& se mencion$,o sim
plemente su rmplw
b)difusién hacia un 1fquido d_;l.latingm.d. aquél oon el oual me
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praparan las soluciones originsles.

e Acerea de las formas de D(x) ¥ 1(::}.

Se comprende gue oomo todas las 0(x) correspondiontes a cada proepis-
dad pasan poer los puntos <ouunes { =b;P
(S0lq si P

A) e (w;}’B),allas no son lineales.

s ?B puede concebirse al menos como posible el caso mingular
en qua una D(x) sea constante) En la secciln siguiente veremos gque,por ej.,
las D(x) correspondientes a una proviedad tal que ?"-(z‘} sea lineal,son hi
pérbolas equlildteras,sl r es constante,

De las eos. 2.8,7,4,30 y 32 se deduce que lak forma de cada D(x) que
da determinads por la de P(x) y la de la correspondiente r(x,t). Al res
pecto,pueden presentarse varias situaciones tipicas. Veanos algunas; (v.ec.
2'331) P(x) ereciente y r{x,t)>1 (en el intervalo de x conaiderado).

Como se produce enriquecimiento en'B (r) 1) y eomo D(x) representa la
propiedad de los sistemas enriquaecidos,D(x)) P(x). Ademds,resulta que x>0
(ver eo. 2,33) 7 que la gré&fica de D(x) estard a la izquierda de la de P(x).
Véase Fig. M y secoidn 2.3,pardgrafo a.

2) P(x) ereciente y r(x,t)¢1.las conclusiones son aquf las contrarias
de la situacidn anterior. Vexr Fig. P '

3) P(x) descreciente y r(x,t)) 1. Resulta D(x) ¢ P(x), 8x)0 y grifica de
U(x) = la izquierda de la de P(x).

4) P(x) decrecisnte y r(x,t)?1. Resulta lo contrario respecto de la
gituacidn precedente,

5)5i para algin valor X=X ,r(xv,t)u 1,rasulta D(xv)--P(xv) ¥ &x=0.
Depende de si en el entorno de ese valor r(x,t) - 1 cambia o no de eig
no el que la gréfica de D(x) corte a la de P(x) en T=X_ (ver Figa. 4 ¥ 5).
Veremos que no siempre que se sorten,o sea,no siempre que se gualen las

dos funciones, A x=0.

4 : x) :
| P | Pe
(=10
1 Do) D(x)
, |
E |
r-l‘a f- I:<O I
K
{ . _ ' .
X s 2z X, x
Fig.4.Como r-1 no cambdia de Figs 5yen la cual como se
signo al pasar x de un valor me produce el cambio de =zigno de
nor a uno mayor de x ,la gréfi- r-1,las gréficas de las dos

ca de D(x) no porta 2 1a de P(x). funciones se cortan.
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5)e{x) no mondtona y r{x,%)) 1. De lo expuesto en 1) y 3),resulia:

A s)n-,E(‘x.})Pt-r) y D{x)<P(x) sucesivaments. Créfica de I(x) a la iz-
quierda de la de P(x). Ver Fig. & .

7)P(x) no monétona y r(x,t){1. De acuerdo con lo vistc en 2) ¥ 4),

81220,0(x) es mayor y menor que P(x) sucesivamente y la grifica de D(x)

ostf a la derecha de la de P(x). Ver Fig.7.

L . o
/ : M PG) %
72" el | P&y

P "l Gt') I’
i - o <
' -bai i
| P e
%
Pigs6.Una P(x) no monétona con Pige T+ Una P(x) no monétona con
utia de sus D(x) para r(x,t)>1. una de sus D(x) para r(x,t)<1.

Zn la Fig. 8 se ven representados los 4Qx correspondientes a X=x,,xX,,
etc. préximos al m&ximo de una P(x) o,en general,a uno de sus valores
estacionarios,siendo ellé continuz, También lo es r(x,t),que ademis es
meyor que l. Veamos algunos aspectos de esta situacidns

Para xex, ysiendo 1 y P(x) ereciente,D(x)>P(x),como vimos., Bl siste-
ma se enriquece en B pasando a& tener la composiocidn determinada por la
abseisa del vector Ax. Al llegar a x, vemos que el valor de D(x) es igual
al de un méximo de P(x). Luego,el SX considerado (x=x}) pasa a tener la
sompogicidn a la ousl corresponde ese mdxino(dada por la abscisa del ex-
tremn del correspohdiente Ax ). Para X=X, ,08 evidente gue el SX pasa a

la enopoaicidn deds por x=x_ y no a la dada por ::axs,. Se comprende tame

b
vién que sungue D(xv) 2 P(;v)’“ ha alterado la composicidn del respecti
SY pues en realidad adgquiriéd la composieidn dada por x-zé,siando P(IS)"
F (x ).Coma 1o habfamos snunciado més srriba ex 5),vemos as{ que no siem

pro la interseccibn enire las gr&ficas de P(x) y B(x)y0 bien 1la igual-

) A::, D )
ST N (x
N ‘ P&)
| | | ‘Azw '
ax, | : 1 '| )
AX, . l I l I { I
R : o I o !
| - 1
P I I | l LU | '
I I ¥o il T 1.7
( | ' I
A : i I e 5.
T I T T B3 : Vs
R it S X3 Xy x- Xyt Xgr Xg % X x

' 7
T4e.8. Interprotacidn de las grdficas de P(z) : D(x) en la
pro d.ud de valores ntaoimrioa. P(x) vy r(x,t)oontinuas
T rix,t) 21 :
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dad entre las funciones,indice Ax=0 ({ o r(x,%)=1 ). Ello se tendrd en ocuen
ta cuando sen de interds la determinacidn de Ax,como se veri en la secoidn
2.3»y se trate de una P{x) no mométona.

8i dos mdximos (o minimos) de FP(x) eetuvieran suficientemente préximos,
o bien si r(x,t) turiera valores suficientsmente altos,podria darse el oca-
g0 de que unc de ellos no aparezca en D(z). Por ej.;si el 3X de .:.-:;.1 pasa

a tener la composicifn dada por x.r,y los de Jr.=‘3:2,x s0tc. a la dada por va-

lores de x superiores a I’f (ver Fiz.3), 5

Otra situacibn especial se presentarfa ci para,diganos,z une Adisminu
eibn en r(x,t) causara que el sumento en x,respecto de x},fu_ara. mener que
la disminuoién en Ax (respecto del correspondiente a 13) de modo que el
SX pasam als compepaicibn de ’5111““'63' En tal caso descenderfa el wvalor
de D(x) para aloanzar ruevamente ol valor del mfximo de P(x) pam algin
K:l % superior a x 4.39 decir,un miximo de P(x) habrfa dado origen a dos
rdximos en D(x).

En los dos fltimoa phrrafon tratamos dos casos szingulares. Fuera de
ellos, a cada méximo ( o minimeo) de P(x) correspondie uno de D(x) y re-
cfprocamente. En general,el examen de las griAficas nos dirf a ‘qué parte
de P(x) corresponde cads parte de D{x),para determinar Ax sin embigiie-
dad onando se trate con funciones no monétonas. La mencionada correspon
dencia entre valores estacionarios;puede wutilisarse para ello ocomo re-
Terencia. | :

Sabemos que si para algdn valor TuX_, r(:?,t}al,ro_mltu P-(xv)gi)(xv)
(Figas4 y 5).Asf resulta también Qf )<0.las dos dltimas igualdades se
cunmplen también en el caso ilustrado por la Fig.8,para P(x) no monbtonas,
sin que r(xv,t)-l. e

Esas igualdades no son las representadas por laa ece. 2,11 ( y 2.15)
¥ 2.13 (y2.16),siendo x V,t -b, Estas ltimas ecusciones dan Ouenta de
dos puntos comunes fijos para cada familis de D(x),inclufds P(z) y de
las dos rafces oomunes 2 todas lae Q(x),independiontencnte de t, Paro
ello no excluyeycomo lo anunciamos al final del pardgrafo 4 deesta sec-
cién,la pogibilidad de otrs puntos comunes para las D(x) Jungue a0 eg
munes a todas ellas,y las consigulentes rafces en Q(x),tampoco comunes
a todas. La difarencia enencial reside en que aqui no pedemos fijar
independencia reapecito de *t.

La igualdad entre P(x) y D(x) o entre dos D{(x) para valores de x com
prendidos entre =b e gp podria dar lugar a conclusiones incorrestas acer
de las extrapolaciones si no fuera por la diferencia sefinlada y porque
adenfs se puede confirmar todo resultado titr’&pqlmdo laa D(x) ¥ Q(x) eco-
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rrespondicates a obras propiedades,debiendo axtenderse todas las extrapola-
clopnesy lLasta el cismo valor x=-h,

Para ilusiracifin,considaremon la Mg, 4,suponisndo que la cantidad de B
en S no es b sino b+::_ﬁ. Il aje de abgcisas seria en ese caso 1la recta XeX o
8i extrapoléramos P(x) y D(x) determinarfamon como b el valor ¥ ° Pero
de acusrdo con lo dichoyafln sin recurrir a ptras propiedades,podremos adver
tir gue no se trata de b Somando otras D{x) de la misma propiedad,es deoir,
variando t. Una situacin siuiler puede presentarse en lo representado en las

Pige$ y 8.Mn todos los casos se aprociarfs obwo x  depends de .

De todag maneras,los inconvenientes ewergentes de la extrapolacién de
. funciones no lineales ¥ la forzosga  limitacién relativa a que 3 forme solo
- una peguefia parts de S imponen la necesidad de wejoras en el nétodo propues

to hasta shora. De ello trataremos en las dos secciones siguientes.

2.2, P(a) lineal vy grado de enriguecimiento
constante respecto de x.

8. Acerca de las reatricciones 1ntrodmim.

Masta ahora no hemos impuesto ninguna restriscién a la forma de P(x),
o 'f(z'),ni a la del grado de enriguscimiento g(x,t),excepto las que surgen
de su mismo significedo (por ej. las ecs 2.1 y 2) y las referentes a nuﬁti
muidad (para poder extrapolar),

En esta sesceidn consideraremos el case en que .l-"(s) es lineal ¥y en que
g(x,%) y poar 1o tanto (ec. 2.3) r(x,t) son constantes para oada D(x),sea o

ne para cada una % constante, Deba cumplirse,entonces:

dr-art é'r_e

—— —""‘ ——

dx . Ot ax dx
La igualdad anterior se verifica si:

1) dr 4t o , 2z a0 (2.38)
ot dx dx

2} ‘}_a = ar EE. -
dx Ot dx (2.39)
En 1a primm ecuacisn del cdgo 1) yen realidad debe anuiurn dt/dx
ya que Jx/dt £O pues asf lo exige la existencia de la familia de las p(x)
(ver e0,2.9]. 81 no fue#s por ello existiria una sole D(x) que serfa na-
turalimente P(x). Por una parte,la mencionads esuacién indica gue el p.a.

actia sobre todos los SX en las mismas condicioses ¥ por otra,la que la
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ACONDATE AXPresa (ue,permanesiando edgh condiciones conctantes,r no depende
de x;15 cual,pi la cantiiad de los IX MO 56 sauete al pias es coustante,
implica ademds independencie de r rezpagto da Ja cnuposisién de los giste
mee. Une sltueoifng;sgonyas perteneciente o sste caso se presenta cuando,
aparte de la constancia de ¢ respecto de X,8e varifice que en todos los

SX A 7 B reaceionan ante el p.a. independientemente unn del otro., De eata
maners no sole e® constante r para cads D(x),sino tambidn i‘i(x,t} ¥ fﬂ(x,t)
(ver ocs. 2.20,21 v 32). Con pelacisn a los ejemplos 1) y 2) tratados en

el pardgrafo £ de la nmaiﬁnpg%agigiﬁff&ggm?%g.ggda con detalle en el
pardgrafo g) y distribucibn ‘en uu par de lfquidos no miscibles,aceptamon
que lo precedente me cumple si las solusiones en cuestidn son suficiente-
mente dilufdas. En cuanto al ejemvlo 1) para procesos destructivos,la de-
aintegruoidn radisctiva de radioisdtopos indspendientes,no hace falta nin
guna "dilucidn".

En lo nque respewta a la eg. 2.39,01la se rafiere al caso en que 1a
wiriaeidn que para cada x experimenta r ror x misma se compensa por la
experimentada a través de t,que deberd entonces sor una determinada fun
cién de x para cada D(x).

La linealidad impuesta a ‘f(z) Y la necesidad de que .i"(o)aP 4 ?(1)-1’:8’
inplican que:
P(2) =(P - Ps & P (2.40)
que sn forma wds explicita se pusde poner,ilamando P a la propiedad de
loe siatenas compuestos por A y B:
PaPag +P

o SN
agoribiendo aquf para el tftulo deo :'B,,sus13 on lugar de z.

{2.41)

Para el caso general de un silstema de mfs de dos camponentes,cada

uno de propiedad P:} 7 titule 3, e puede twansformar la anterior en:

P =
%Pjai (2.42)
Veanos ahora algunos ejemplos de propiedades gque satisfacen esta

ecuacidn,

Bn un sistema formado por varias sustancias el nfmero n de moldeulas
que lo componen esté dado naturalmente por la suma de los nfmeros de mo-
léculas de cada una:

n = jZa =

Por otra parte,el nfimerc correspordiente a cada sustancia es igual

al cociente entre la masa mJ &a la misma y &1 mol Hi respeativo. Para



el sistema total,me tratard de la masa total m y del mol medie N.Entonces:

2 m;
~ZT4J—f*

De donde;
onde I m,
- e i St
|
luegos

oo 3

i .
=3
M.
Y para el peso moleoular: )
" gy 7 et %r
M~ PN J (2.4))
de la forma de la 80.2.42. '
Supongamos que el aistama se ha formado sin variscién de volumen de

manera que el volumen V del mismo es igual al volumen suma de loz de cada

componenta;

e
£ J

Siendo d 3 la densidad de cada uno y F la del sistema,la ecuacidn ante
rier puede aseridirsge; m:

A j;- —

0 tien: A A ,m1

Za decir;
Ly A2
PR
a i J $ (2.44)
0tro caso qua conduce a la ec. 2.42 e3 sl referente a la radiactivided
inducida ypor ej. por bombardeo con neutrones,si no se producen fenémenos

secundarios como el efecto Sz2ilard-Chalmers. lLa actividad inducida es en

oada instante,para la masa to3al m y dends condioiones dadas;

| Az 2 aymy
expresando a 4 la actividad inducide en 1a unidad de masa de cada componente.
La aetividad especifica inducida total serd:

A oy
a,:-?—n-—--z.%:;;

E_B dﬂir]

o B Z szj 2 (2.45)



La 2.4) expresa que la propiedad definida como la inversa del peso mole-
eular nedio es de las que satisfacen la ec. 2.42. Algo similar puede decir-

s8¢ de las 2.44 y 45.

Por Wltimo trataremos un ejemplo muy general.
Conpgideremos como sistema la funcion '(auma. de un oierto nimero de Tunciones

u, (componentes),de una o varias variables:

| R 2 AL 4 (2.46)

Suponer una variacifn en las variables puede entemderse como el sowetimien
to del sistema a un p.a.,supuesto que esa variacién afecte en diferente propor
eifn los valores de,por lo menos,dos funciones componentes (para asegurar la
alteracifén de la composioifn) Asf{,una vez producida esa variacidn que,camo que
da dicho podemos adseribirla a la actuacién de un p.a.,tendremos un nueve valor

camo se desprende de la ec, anterior 2,46,

de U :

Dividiendo por U ,correspondiente al sistema antes de la actuacidn del
PoBat UP 0 v Z"‘c{:}j)d’
U U
L]bjz e |
4 s Sy AT

Ahora bien: a u j/U podemos simbolizarlo cen & o8 que expresa el"t{tulo"

que se pueds poner;

de u;j en el sistema(antes del p.a.). Ademde,de acuerdo con las ecs. 2:20 § 21 y

la 2.22,a Up e U podemos representarlo son £ y a u Entoncesn,

f=2 5%
Bs deeir, f es una propiedad que satisface la ec. 2+42. Como saso particu

:‘;;x (e, t)= E% (I».'\‘-)ZA i .‘FB &.t)lg

:¥S>( % .'YAZA " QQZB

‘-;3" % (;B" F") L+ ;A (2.48)
Llanando z  al valor de z correspondiente al sistema 3,(x=0),

;fs B (?3-—5—})20 + Fa (2.49)

jp.a./’uj con fj.

reemplazando:

(2.47)

lar resulta inmediatamenta que:

0 mds brevemente;

que se puede poner:
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(Téngase présente que FA{x,t),f‘B(x,t, 7 fS?i(:’ t) ,afn cuando los escribimos
abrevisdanente sin las variables entre paréntesis,son,adends de funciones
de t,funciones de x y por lo tanto de z,salvo que se indique lo contrario)
Mds adelante haremos uso de la 2.47 y sus casos particulares 2.48 y 49.
Por ahora nos limitamos a destacar que ellas no tienen ninguna limitacidén

en cuanto al modo de actuar el p.a.

b. Formas gue adoptan P‘x].DS:} X Q[x].

i hacemos un cambio de variable en la 2,40 teniendo en cuenta que

z= (b4x)/(s+x),tenenoss )
P = (Po-Ta) 222 + Fa (2.50)

que es la forma de P(x) para toda propiedad que satisfaga la ec. 2.42,0 bien

gus casos particulares 2.41 & 2,40.

Ia 2.50 se puede someisr a una transfo:uaci&n

P@= Rt 2 5 + Bt + 0% +h &
Lué?o-

PCX) :[(Pﬁ'a)’sé 4' &J sas-x i % ::x (2.51)

De acuerdo con la 2.50,la expresidn que en lz ec. precedente figura en
tre corchetes es igual a P(0). Luego:

P@C) = (O)s+.‘x. FBD &

S (2.52)

Esta ecuacidn nos dice que la 2,42 también es satisfecha considerando
el sistema S como un "eomponente” y el agregado de B como el otro.

Si sometemos los SX a un p.a.,los recuperamos a razén de la cantidad
(s+x)fsx por cada cantidad (s+x) original (ec.2.22). Considerando el efeg
to del p.a. sobre las cantidades 8 ,b y x separadamente,resulta (ecs. 2.21
¥y 23) que la cantidad s se transforma en sfs,b en bf_ y x en xf.

Para tener la expresién de D(x),teniende en cuenta el significado que
le hemos dade en el pardgrafo d de la seccidn 2.1,podemos utilizar la 2.50,

donde deberemos resmplazar s por sf
DE&) -

que transforméndnls cama hieimoa antos aon la axpraaién de P(x) nos das

s por bf ¥ x peor B. BEntonces,




o py by ] sly D Xlg
D@) 4{(@“&)?5‘5 + T -f}:su’ B 4 ]DE 5%*1{8 1 (2.53)

que tanbidn puede obtensrse directamente haciendo las sustituciones indicadas
en la eec. 2.51.

Anflogamente a 1o dicho en relacién con la 2.51,80 advierte que lo que
Tigura entre corchetes en la 2.53 es la propiedad del sistema Sy (x=0) ,de8-
puz de hadberse alterado la oompoaioi&n,o seases D(0). Luego:

x{g |
DE&) = D(OJ S)Q« i + F i A

Egta es la expresidn general para las D(x) relativas a cualquier propis
dad lineal en z. Egvdlido un comentario similar al hecho en relacién con la
2.52.

La anterior también podamos ponerla asf;

D (&)- D6 i ¢ il |
- ¥ (2.55)
ot s
En las condicienes simbolizadas por tet v tendremos una D(x) partioular:

Dm(x)_-_- 2y ()Sf +i§z)%%

S s it it

donde Lemos agregado una m come subfndice a lez simbolos correspondientes

(2.56)

& magnitudes gque dependen de las condiciones relativas =2l p.a. Sabemos que

-?B_y fS dependen de ellas y por lo tanto, tanbién D(0) que como dijimos es

igual a la expresibn que figura entre corchetes en la 2.53.

Para otras condiciones,que indicaremos con t=% £

D, ) = 2o@%n + Bxfon
£ A S‘f -f-l?[\
Sn B
Teniendo en cuenta la 2,10, juntamente con las 2.56 y 5Ta

O e Do (@ sfipy + B fyom sy, + 5%,
iy Stom ‘*xfa,w.. Sén R

que ea la expresidn general de Q(x) para cualquier propiedad lineal
an 2.

(2.57)
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e Solucidn del preblama.

la 2.58 se puede poner asi:
Dnle)s b 4« Bx D @)skn e
Gm(x): B 4L e | ﬁ'—?‘ (2.59)
S }%ﬁ s S‘gz A x
: an
%;(4— %3)201- %5

Adenfe,por la 2.49:

0 sens

Como z ez el tftulo de % en S y es por lo tanto una constante,

zS/rB en la exprezifn anterior es funcifén solo del factor de enriqueci-

miento r. Una de las restricciones quo tenemos en consideracidén consis-
te precisamentie en la constancia del grade de enrijuseimiento Y por lo
tanto también de r para cada D(x).Iuego,cada una de las D(x) ouya dife-
rencia da Q(x) en la 2.58 es funcibu de x molo explfcitamente.

Por otra parte,podamos obiener pare D{x) uns éxpresién difersnte de la
2,54 & 55,haciendo intervenir el componente A directamente,no a través de S,

Para ello,tenemos en cuenta que la 2.40 se puede escribir asi:

P@)= (Pa- Pe) (~2) + P

* Como l-z es el titulo de A; 3 P
P(l) = (PA' Pﬂ)a,_b . HOs

que es otra expresiéu de P(x).

Bvidentenente; D 1) (P PB) + PB

De donde: 3 fa

Dex) = (B-B) —2 10

3 1A +b + X _
;g (2.61)

En el caso que eonsideramos r y por lo tanto f /f ao. dmndm de x.
De este modo volvemos a enconmtrar que D{x) es funcién de x expucitﬂnmte
y solo explfeitamente. @n estas condiciones,un simple examen de la Gltima
ecuacibn nos mueetra que cada D(x) es una hipérbdola equildtera cuyas asinto
tas son las rectas y=P, y x= = [a( f‘;g"fa ) + h] (ver Fiz.9). Se comprends,
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gomn siempre que tratemos son p(x),0(x) ¥y A(x),que sus valorea con sentido
fislad antds dadoz para x) -k,

La femilis de D{x) es entonces una familia de hipérbolas equilfteras cu-
v» parfmetro saracterietico ea,segzlin se asdvierte en la 2,61, fA/fB,o bien r,

pues P Pa,a ¥ b son comunes a todas las integrantes de la misma. Al papar

B
de LIMA& otra no se altera la asfntota ;reP (de acuerds con el hecho de gue
camo 1o exprnaa. la 2,15,para toda D(x), IJ(OO):P )s En cambioyse traslada la
asintotaga‘qigzé?):ltera el valor de f /r . Eate traglado, juntamente con 6l
efscto de la modificacifn de eas valor en @) producte del miamo por PL s
Lhaoe que en las condiciones que estudiamos la diferencia ds dos D(xz) cuales-
quiera,ss decir Q(x),tenza dos dmicac rafces,las ya conopidas para toda Q(x):
uns finita,para x= b y la otra x .., oo (ver Fig.9).

El anflisis hecho precedentemente nos asegura que la rais ﬂ:nita. no 80
lo exiszte sino que también en Gnica, Adevds esta conclusidn se confirma des
pejando x previa igualacidn a cere del segundo miembro de la 2.59,pues nos
enconiramos asl con una ecuacibn de primer grade en =, la rafz caloulada es,

comg sabemog, =b,resul tandos

E: ~ Dﬂn(b)* b'n'(o)

(2.62)
’gn [Dvn (o) h{'il"‘_[bﬂ(oj-@]
6"m -
Toniende en ouenta que .ﬁosb/' %, obtenamon:
‘Z?’n; (0) i, ~D41 (O)
o = e L Epusar)

7 [bm B - E2 )

P I)m(o) ¥ nn(o) se pueden determinar fle acuerde con el significado de
cada efmbolo. Sole nos falta referirnos a la determinacibn de fm/fm
f!’-szf‘.'lh para poder aa.loula.r la composicibn del sistemaz dado S econ las ecs.
2.626 62'-

Fo ennocemos =3 tampooo % Luego,por la 2.60,n0 conccemos fB.,’fS +En oam
bio sabemos qus z o9 congtante y también lo es,en sl casec gue estamos tratan
do,r« Entonces,por la misma ecuscida, f.(x, t)/fs_{x,tg) es constante para ca~
da D(x),es decirmypara todo x y un dado t. Veamos oémo,on general,pueds deter
ninarse esta constante necesariaz para ui-oé valores de t.

Como sabemop,la scantidad s+x de SX se transforma por la actuacién del

(-S+x_)gx =5 < fI'Jca (2,53)

wle O



Eg decir guse

7rfx.u,. ji“'“)%‘?"'t}"‘*5:6‘1'”
e G (2,64)

Como primera aproximacidn podemos aceptar que para valores de x muy gran-
des resvecioc de s,el valor de fB(x,t} que figura en la 2,64 es aproximadamen
te igual al correspondiente a B puro,o aea,fB(OO,t:. Bste pusde ser determi-
nado pues disponemos de B.

Tomamos varios SX de = auficientamente grande y determinamos los valores
fsx(:;_,t) sorrespondientes (laz fracciones de 3X que se recupera en cada caso),
para el pardmetro % relativo a la U(x) en cuestién. Aplicando la 2,64,caleculs
mos un valor aproximade de £ B(x,t} para cada x ¢onsiderado. Aproximado,debido
fundamentalmente a que tomamos ecamo i'_B(x,t) a fB(OO, t)goorrespondiente a B puro,
como di jimos,y no el correspondieonte a B para x finita,es decir,a B formando
sistema con S y por lo tanto con A. El error asf cometido tiende evidentemente
a cero en tanto x tiende a infinito. Considerando los valores aproximados de
fs(:, t)digance ?S(z,t) funcibn de 1/x,podrenos en general determinar por
extrapolaoidn para 1/x<0 ol valor de fs(;:,-t} " a dilucidn infinita" (dilu-
oi8n de S en B): fs(oa,t).Ver Pig.104

£ ¥

j=P5 ;£ S TN A RN T 1
e ag

2,

*

2 %
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iy 1 i

R 8
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A Una veus determinado fp(@,t},
(=}
{5(1-t, calculamoa fa(oa,t}ffsﬁlgt]. Todo

ellc para t= E para t=t . Tene-

b ot *.
mos asi las relaciones fBﬂ's que

-

1 1 98 nacasitamod pasa aplicar la 2.62
£w 6 62',pues estamos en el caso en
I > que allas no dependen de x,como

A

vimos al oonsiderar la 2,60.

Pig. 10 (esquemftioa).Cré&Tica
da ;_*t[x'tj en funoidn de 1/x El problema se simplifica ai la
Begﬁﬁ la 2,64 con la de
Tslx,t),calculado conla
miema nrevig reemplaszc de cumple mediante la independencia
£.(x,t) por £ (o0 ,%)

independencia de r respecto de x se

raspacto de x tanto por parte de

fA. couo de fB.Euto implica que

tembidn f' es dindependiente de x
( ver ec. 2.60). Luego,en tal case
se puede determinar I

tre S, (x=0).

- aplicando el p.a, sobre B pure ,{x«co),¥ fs 80

En regsumenshemos fijado las condiciones eun que son conocidas las
formas de D(x) y Q(x) y son aplicables las ®es.2.62 y 62' para obte-
ner la composicidn. Se comprende que no hay ahora razones pars mante-
ner la restriceibn consistente en que b debe mer pogueiia en relacidn
con a,naturalmente necesaria en el caso de extrapolacidn de fuuciones no
lineales.

Detemminada la composiciln de S,se puede conccer P, Laociendo el reem

A
plazo de Eo dado por la 2.62' en una de las dos =isuien tes ocuaciones,

que son inmediatas de la 2.953:

Dm(ﬂ):(%-g)zof(w + /2

Lo (2.65)
D (o) = (%-3) Zo';(éﬁ + 5 (2.66)
sn

Hesho el reemplazo en cualjquiera de ellas,resulta:

laﬁ“' ‘t)"7(h2};rzigzn.- Iln (Q)aglnoigrz
fan fsm. i fam fsn (2.67)
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como entre laa dos O\") ouya diferencia define Q(x) puede estar incluida
P(x),tendremos dos ecuaciones casos particulares de las 2,62 (& 2.62') y 2.67
que dan b ( & 2, )y PA. Vimos que (ver ec.2.18 y pardgrafo gz de la seccién
2.1) que considerar P(x) como integrante de la familia de las D(x),implica
ra’erirnos al caso en que en realidad no hay cambio de composicién,ya sex,
come dijimos,por imcapacidad esencial del p.a. para producirlo o por operar
en condiciones partioculares,circunatancia ésta que incluge el hecho de que
los SX no sean sometidos al p.a. Hemitiéndonos a esto dltimo,las nuevas ecua
oclones que expresan b, LI 5 P L % pueden obtener dirsciamente de las 2.62,
62" y 67,respectivamente,reaenplazanio Dm(o)’fﬁm y £ de acuerdo con las
tres igualdades siguientes:

nm(o) = P(0)

Bm =

fam = le

Se obtiene entonces:

p(O) - Dn ()

22 [P(9)-R] - [Dco)-Fo]

sn Plo) - D,, (o)

72 [P6)-3] [Dute) 5]

a A Pla)fan - Dato) fin (2.69)
%n - fin

b-s

(2.68)

- g

(2.68")

51 el r.a, actda pero sin alterar la composicisn,los wesultadoa son
loe mismos 3 Dm(0)= P(0) y en cuanto a e ¢ — bien no se cumplse
que son ignales a 1,e6s sufiociente que la relacién sea igual a 1 y ello
2f se oumple,pues 3! no hay cambio de composicisén =1 (ver es.2.60).

Veanos qué ocurre =i tLd‘s;:u = an",ISn «®n aste ceso ,por la 2,60,

r =¥ « luego,como por las 2.8, Ty 33 D(x) = P(x + h) y 1 =(b+x) (r=1),
resul ta Dm“)"’n(") ¥ en particular nm(oj a2 zan_go) + Bato oonduce obvia
wente a una indetorminacifn: la correspendiente a tomar dos veces 1z

amisma D{x).

Dentaquemos que las 2,62,62'y 67 y sus casos particulares 2.68, 68' y 69
no requieren informacién de tods la serie de sistemas SX,sino solo del Bis
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tema dado S ¥y ol componenta conocide B y que,como ya dijimos,no ostén suje
tas a la pestriccidén consistente en que B constituya solo una paguefia partie

de Ss

2.3. P(s) arbitraris y grado de sariquecimieuto
gonstante resnecto de x.

e e e

a. Caso referente = P(x) y una D(x).

Hemos visto (pardgrafo ¢ de la seceifn 2.1) que al someter 2l p.s. un
gicteoma SX pasa a ser un sistema UX' de diferente composicidn: la de un
sistema formadc por la cantidad s de S y un agregado de 3 igual a x nés
wi oderto Ax ,positive o negadivo segin se prodnzea enriquecimianto (rd1)
o empobracimiente (rgl) en B,como lo expresa la ec. 2.33,que resscribi-
nog asi:

Ax=(bsx)(2~-1) (2.70)

Bn el pavdgrafo L de la seccién 2,1 referente a las formas de
p({x) v a(x). Aimplimremos ahora la allf expuesto,con relacién abx en
egpecial.

Sea por ejemplo la grifice de P(x) la que ge ilustra en la Fig.ll.
Consideremos un SX de x=x, ¥ propiedad P(xlj,repraaentudu por el segmen
%o Mli. Si on ese sistema se produce un enriguecimiento en B de modo que
pasa a tener la momposiocién de un SX com x = x, + Ax 1 (AxY0 ), wedi~

da nuevamente la propiedad eacontvapemos sl valor P( x  +Ax ),represen~

1

tado por el sesgmente RT,que como szhbemos es Dix_ ),segmento M'N. Aqul ve-

d
mos que introducir el walor D(xl) equivale & una contraceibn del eje x,
como lo requiera la definicidn de D(x),dada por la ec, 2.9 juntamente

gon 1a 2.7. En la Fig. 12 se trata el caso en que me produce empobreci-

D(x) M_ D(x

P(x)

|
I
|
|
|
|

N, i ¥ ‘N

> — S
X, x 0y
Fig.11.4 x para P(x) oreciea Fig.12. &z para P(x) crecien

hyr)ln . tﬂ;fr(l.

misnto an B y por lo tanto dilatscisn del eje x. Bn smlus figwras Hx
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- —a
83td represenjads (inocluso, el signo) par sl vector ¥#'i,positive o negative

sexin Yenga o no el mimmo sentido que el memieje x positivo.

Para cada x = %, 80 cualguiera de las dos siltusciones se deteruina !.:l"_z.l‘
v asf Ax,trazande por K';0 sea el punto ( % D('l> ) una paralela al
oje de absoisae Lasta interceptar P(x). Haturalwonte,la intersescisdn so ro
duoe en =1 punto ( Xy Az ; P(xl + Dx), qus coinside conk .

51 P(x) es deocrecisnte (oaso no ilustrado por laa Figs. 11 7 12),e1
rosultado anterior no se sltera. Tampoco hay cambios esenciales en la pro
rimidad de uwn valor astnoionsr.io,exaapto el %ener en cuenta que,per oj.,al
sigtena de zex, (Fig. 8) pasa,como dijimos en el perfgrafo h de la seccién
2:148 la composicién dada por X, ¥ no @ la dada por Tey yde modo que para deter
minar B hay que congiderar la segunda intersecoifén de la paralela al eje x con
P(x).

Como es evidents,la so. 2.70 ge oumj:la independientenonte de la forma
de ;(s). Viuos ebmo se realisza la determinasisdn de A x gobre la basze de las
gréficas de P(x) y D(x), Ahore bien: considerando 12 restrisedidn inpuesta en
eata seccidn (oconstancia de r respecto de x),vemos que cualquiera sea la
propiedad en cuestidn, A x es une funeidn linoal de x que se anula para x= -b.
(Ver Fig. 13). Censeguimos entonces une wodificscisdu gustancial corn relacidn
a lo expuesto en la geccién 2,.1,donde para doterminmar b debfancs extrapolar
funcicnee no liueales como lo son P(x),D(x) ¥ Q(x),con las consiguientes 11
mitaciones,ontre ellas la referente a que B forme una pPaquaiia parte de S,li-
mitacidn que evidentemante podemos ahora desechar.

O¥ra posibilidad consigte (Fig. 14) en considerar dos valores de x,diga

wos X, ¥ x, y sus respectivos Dx: Axl ¥ A:.z,qus astardin dados pors

5 Ax o= (b 4-_!1).(:'1*1)

3
L .Eg A:r.2 = (b #+ 12).(1'? - 1)
Py x |

Como estamos considerando r constante vsspecto de x,rlqrz. De las dos
ecuaciones anteriores resulta,entonces;
b X, 0x- %A%,

Be H&n acercs de la ecuacién 2,70.

En la ecs 2,70 x correspondo al aistema SX original,antes da actuar el
Pe2s Sabemos que on virtud de fste,oadz SX mana tener la composicién dada
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por,digamos,x'. Veamos oéme podemos éxprosar x an funcidn de x'.

Como T bﬁf’

' = x +Ax,

reemplazando en la 2,70; ‘ [

Ax = (b +x - Ax) (r-1)
Luego

|
&X:*(b+x')(—;g— —-4) o

(2.72)

Vemos con la f1tima ecuacién que Ax eos también una funcisn lineal
de x' (r constante ) que se anula para x'= ~b.Como antes,  x estdé dado
por el valar absoluto y signo de) vector L'H (Pigs. 11 y 12),pero shora
la abgcisa considerada no es Ja ds su origen (M') sino la de su extremo
().
Del mismo modo en que de la 2.70 obturimos la 2.Tl,de la 2,72 podemos
obiener una ecuacidn similar donde X, ¥ X, se sustituyen,respsotivanente,

2
por x} y ) (ver Pig.14).

En ofecto: AX1 & __('b.’..x,)(ﬁg;-"/f)
Ax, :“Cb+x2)(:2 "’d

Siendo r constanto,rl > rz,ohteniéndou de las dos ecs, anteriores:

b__ I,’sz -0, A,
g Ax, e axz (2.73)

Tanto para la 2.71 como para la 2. 73,1-1 = ra.Por lo tanto,ya que asi
AII b 4 Axe son del mismo signo,en esas ecuaciones pPodemos poner en lugar
de cada Ax,sl valor absoluto correspondisnte,que 1lamademos vy ¥ Vye00m0 se
ilustra en la Fig. 15

Dix)
4 pex) 0 mea:
' b= XiVi- X2V (54,
: e : V7 - V3
| {4 | y : "
P L : h= X2 -1 iy
4 “ 0 - ° J
r’ xl' x 2 2 -
Fig.15 V;lorn' absolfxtos de /V; (V:;_

A x para dos valores de x.
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Recordanos gue 1:1 ¥ :\'.2 son las abscisas de los origenes de los vecto-

—R —_—
res Ax ( o M'R) correspondientes a x, ¥ 3y ']' ¥y x_ las de sus ex~
. 2
tremos. Introducidos los valores abaolutos vl Yy v2 podemos convenir en
que,por ejenployde las dos abscisas correspondientes a Vi Xy 88 1la me-

nor y xi la mayor y lo mismp para X, ¥y x"g.

be Caso de dos D(x).

Consideremos P(x) juntamente con dos D(x),como se representa en las
Figs. 16,17 y 18. Distinguiendo a las DI(x) con D (:) ¥y D C:),trnmdo para
lelas al eje de abacisas quedan determinados,de a.cuardo con lo que se ex~
plicé,los correspondientes Ax ¢ Ax ¥y ox sPbara x = x ¥y x= x.n res-
peotivamente., A D (x) corresponde t = ¢ ,y por lo tanto r(x,t )¢ £ (x,t )y

etc ;que abr-via.runos roniendo simplemanto r{x,m), £ (x,m),atc. Ala-n simi

lar para D (;) Entonces,por la 2. T0: L AZn P&
| Om 22 Wap
Pa
I
|
S
i |
_x' Xm x“ ').!

Fi;':a 1 ?

Figs. 16,17 y 18. réfica de P(x)
con dos D(x),D (x) ¥ Dn(x) con los
p(z) correspondientes Ax para P(x) ere
ciente en el intervalo de x conside
%ﬁ) rado,r > 1 y r £ 1,P(x) creciente
Cﬂ Yr yr menorss que 1 y P(x0
n n
decreciente y 1.'m Yy rn mayores gue 1.

Fig.18

A = (b X hmm)-4]
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At = Chsdiy) [ T] (2.76)

Como oualquiera sea el signo de Axm y el de Axn se cumple que (ver
las figuras citadas): :

x ox ¥ Nz - Dw i (2.77)
n m m n
Reemplaszando x en la 2.76:

¥, b9 E W (b + xm-mxm-dl,)['c(r,,,n}t (2.78)

Restando 2.75'y 78:
Axm—dln > (b +x,,,)[’l(xm,'m)' ‘:’7 =
~-(b+ X oy + B = dxn)[q'(xn,h).fj
by +xm)[ﬂ (Lo ™) - 2 ()] -(12y-03,) .
Ege 3 .[/L(,Y,,,:n) -4]

| R (X, )
AXyy, -AX m :(b+xm)lQ(x o -4]
'7:

(2.79)

Llamandos A-Z:nm = 172 x Im P

¥y teniendo en cuenta la 2.77,1a 2.79 se puede poner:

A:an 5 (5 +In)[’?_(x,,,,7;) il (2.81)

que haciendo r (xm,m)

B ea
mn

(2.82)

r(xn,n)

se puede finslmente escribir:

AX yrom = (51-15»;) (e'm«n* /)

(2.83)
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Eata ecuaseidu ( o la 2.81) contiene como casos particulares,otrans
ye vietas,segin verificaremos a continuacidn.

Las 2,70 y 72 se refieren al caso de P(x) y una sola D(x) ¥y Ax
corresponde asi al segmento de paralela 2l eje de abscisas comprendido
entre ellas. En cambio la 2,83 u 81,se reficren al caso mis general
del seguento comprendido entre dos D(x) ocualesquiera. Fodemos pasar de
oste caso al primero,haciendo una de las D(x) idéntica a P(x).

Congideremos primeramente I (x) P(x). Entonces (ver ece. 2,18 y
3)y r(xyn) = 1 ,en partioular r(xn,n} = 1,y filh! Oyidéntidad eata @1
tima que resulta evidente imaginando la coincidencia de la gréfica
de P(x) con la de Dn(x).

Luego: AXyrs o AL AXp = Aoy

y la 2.81 se reduce a
A2y (bt Xan)[2Xm, m)- 1]
que podemos escridir simplemente asii _ _
(btx) (2-4)
idéntica a la 2.70. =

En segundo lugar vesmos gué ocurre considerando D (x) P(x). Resul
ta r(x,n) = 1,en particular r(x ym) = 1,7 {;x

Adenda: Ao ot e Bl Ui AXag

roducidndose la 2.81 a:

/
- 4% = (b+%m) (¥, )

(2.84)

Ahors bien: en sste caso en que Dn(::)’aoinoido con P(x),al anularse
zs:h, x es la abscisa del extremo ue'CSIh (ver Figs. 16,17 y 18) y en-
tonces,siguiendo el contexto de la 2. Tlypodemos poner en su lugar x'.
Fliminada asf la letra m,la 2.84 puede e-crihirsa

Ax = _(6+1)[Q'-/I)

que es la 2.72,
Veamos ahora la forma de la 8. general que corresponde a la partiou
lar 2.72. Reemplazando x en la 2.81 seqpin la 2.80:
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A
-
Almm ~Cb+ n) Q(Im;”)/n(xmﬂ) (2.85)

© blen,por la 2.83; l
. o
Almdnz"(b+ n)(l?*mn

de forma similar a la 2.72,00mo gueriamos. Como &sta de la 2.70,podemos
tambidn obtener la 2.86 considerando un intercambio entre D (x) yD L)

(2.86)

con el consiguionte intercamdioc de lae letras m y nysalvo paraéx ( de
ahi el signo negativo).

Lo que se sostuvo antes ascerca de la 2.70 se puede repetir ahora para
las ecusciones 2.72,81.84 y 86.Ea efooto: si bien estas f1%imas,come la 2.
1C se han demostrado sin suponer la constancia de »r respecto de x,ea de
interés fijar esa restriceidn pues entonces en todos los casos estudiados
4 x es funcidn lineal de x que sme anula para x = - b. Para las 2,81 y 86
en realidad es suficiente para ello que se vorifique la conastancia de
r(xym)/r(x,n),adn ouando no para cada r individualmente,

Es decir que independientemente de las formas de P(x) ¥ D(x),dispo-
niendo en un mismo papel de las gré&ficas de P(x) y varias D(x),o0ada una
de éstas con r constante (aungue,es claro,variable al pasar de una a otra),
los segmentos de paralelas al @je de abacisas con origen en una de ellas,
inoluso la de P(x),y extremo en otra,gzraficades en funcifn de la abscisa
del origen o del extremo,rerresentan una recta con abscisa al origen igual
a = b,

Ademds,nediando la constancia de r o siuplemente la igusldad de r
para las doa abscisas implicadas,es posible aplicar la 2.71 adaptada a
la forma general que involucre no solo P(x) y vna D(x) sino también el
caso de doa D(x). Del mismo modo que llegamos a esa ecuacién,sobre la

bass de la 2.01 obtenemos:

oo Im,Ame-‘:cmzAfo

Ax%d! —A-T(wmz_ (2.87)

T partiendo de la 2,86;
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b 2 Xﬂldzhm_z ‘l.h.tf-\xmmﬂ
QXpm, -~ D Xnma (2.88)

Aqui también debemos deocir quesenrealidad,las 2.87 y 88 solo requieren
la condicibn Rmn,l = Rmn'z( ver Fig. 19).

Las 2.87 y 88 se pusden poner en forma similar a las de 2.T4 ¥ 75,08
deoir,considerando los valores absolutoes de bxm,da modo que estas G1%i

son un sase particular de aguéllas.

|
I
|
|
| l
' |
: |
. -
Xm, Xns Xmy : Xa1 Y
Mag. 19. A Im para dos abescimas.

b. QOeneralizacién.

Sonsiderenos una serie de pares de absciaas X . ¥ xn 3,c:m.'r'«npoml..’v.og
B
tes,como sabemoa,al origen y extremo,respectivamenie,de cendos vectores
&m VT Fijemcs la condicién de gue el oxtremo de unc tenga la misma

"y

abscisa que &l origen del que le sigueyes decir:

x x
nys mys+l’

(2.89)

como se ilustra en la Fig. 20,de mansera que el sentido positivo de s
coincida con ol gentido positivo de los vectores 5.:' (siendo todos los
considerados del mismo signo,en virtud de 1a 2.89). A los vectores E:
que satisfacen estas condiciones,los llamaremos escalonsdos y con el
mismo nombre designaremos a las magnitudes escalares correspondientes,
o ssa a A::,ta.l com aparecs sn nuesiras ecuacionsa.
Como por definicién (ec. 2,80)
AL poy g = xﬂ,-&"" i x‘"’h“‘“ ?
Aoy 51 = Xms-+ T Anm, -4

Teniendo en cuenta la 2,89

x"'!r‘“ " 5 x'mls

Lusgo,
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ok
+ A yym, 5-4

'xmlf\ -~ I‘m‘S“’“ {2.90)

come se advierte en la Fig. 20

.-

xX —

Fig. 20. Tres Axm escalonados.

AManfsspor la 2.82:

Arnm&,!—

, = (b+Im,s-1)(an,:-a . 1)

(2.91)

cambiande ¢l subindice s-1 por a,obtesemos:
AIT\W, g . T (b - lm‘s) (QWT{ lsﬂ'/l)

de la que,por la 2.90,resulta:

AX nms™ (b + Xom 54 +£\I-nm‘;_;) (?'mn.‘s ¥ D

T por la 2.91

T Smons = [ b#3maet+ (04 X s R .))(Qm—u):
= (b R § "’"1.5‘“) ‘?-m-n,s-l (an.s"t)

A continuscidn,reiteramon 8l procedimiento anterior utilizando las

2,90 ¥ 91 ea las que se disminuye en 1 los subindices s. Asf tenemosi

—_—

Axﬁ“‘s :.(b'i' -E'mts-g E’mntpl (Qﬂmm's & -~ )
- ( b+1m,S-J_ t Axnnn'é—?) an‘!\_. (R-rnn's" I

:[h+ xm\,s-z * (_b“' Im-“z)(gmﬂﬁ'ﬂ_g?mnrr-:(Q‘ma,s' \):-
s (‘:)‘t-I'm,S-Z) Rmﬂ,'{;-z Rfma.,s-l (Q'mm,s . ') h

-
-
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Andlogamente,de la & anterior:

B Xopam s = (b+Xms 3+0%m s-)qu, §=2 Rma 51 (Rmns )

[‘D‘f‘x‘m -3 1’(‘.‘»1-:(7\4 $- 3)(R‘h-m §-3 |>ngn 3-2[2\“,,5.. (R'M,S |)

0 sea:
Ax”flm‘ S ﬁ(b + XL f~3) Rmn §-3 R'mm.s-z E‘»m,s-l (E‘Mn,s" l)

Como lo suglere la forma de eoia expreeidn,ss puede demosirar por

induccidn que:

PR 6 4
AIW'$ :- (B*-x)’l'r-)) Rmn'S:)gnn'j_J‘,‘ ven mm'r_1 (anig
Bacliendo 8 = ¢ + jyla cnlerior se tpansforma en i

A x%"m e o:) o (b t er,c) Rnun,c Eam;, e+ " 'ﬁmﬂ,cfj“ (pmn'cypo(&‘)z)

0 blen: Ctj‘! |
Fatm i et —(/3+Im c)(}?mm C"j—/)ﬂ i & (2.93)
simd.o;
120 (2.94)
TT R, = 1pers w< C (2.94)
k.'(, oy

Como vemos,la 2.93 (o 92) expresa ol Axm o+j-8eimo en funcién de la

gbsoisa del origen el A X c-&simo. Asi,por ej.,pars o=3 ¥y j=52

‘A I”W,g o <bf‘z«7n’ 3) (p?m,x -j)ﬁm”'em"“..-‘an‘s *

si Rnn es constante ,la 2.93 se puede poner:
7
e e W L bt Xme) B (Koon=1) (299

Para J=0,la 2.93 da:

A x‘n m,C = (6 r Iw,c) (Q'm‘l.c._ I)

que,como era de esperar,coincide con 1a 2.02,referenie zl caso particular

considerado antes.
Expresaremon shon.ﬂxm . o funcién de la abscisa del extremo del
]

correspondiente vector. tplieando la 2.86.
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| X

A I%mqfs oo (’bh 2.11‘ S’> L-*;-_;—-——_-- — | )}

Nma s (2.95)
Como por definicisdn (eoc., 2.80)
s WRER Y & +1
Ao 4y = Lo 544 "y
rasulta
Ko, o4 = z‘h.sw = DXy m, 544
' .
T por la 2.89
X = G+ “Az‘-hm N |
R SE-s T ’ (2.96)

como se advierte em la Fig,20.

Hesnplazando en la 2,25«

d.x,;,,m., (..«.(b-i-Iﬂ,Si-t AI,,,,,, 5“)(R——,, )

Por la 2.86:
= = (b+X ) o ’)
(6 N, 5+ (2.97)

AI?‘M,Sﬁ vm i

Entonces, Axm = -[b f'lhiﬁ-ﬂ +( b—l-l'_-,‘ SH) (ﬁ:;;:)} (R—m'—n‘s- 4)

/ y
=~Chs Xuee) Roinsoi (o )

Repitiendo los pasos seguidos,aplicando las 2.95 y 96 (con los sub-

{ndicss aumentados en 1): A

Sy
AX‘}L'Y)!S“ (b“‘:t*h $+2° A:Z'hm Sfi)p (?"‘;"‘:— _9:
M), Sty ™,

/
[‘)+ 51-2.-f(brlfh,ﬂz)(m”m”z-)’]A)mn”' mﬂ
fincaeos) i 4
& ( “Xa, W £ ke, JCH ,Qm.. S

JI")‘ irte

Beiterando ol procego dilerior; 4

A =~(b+Xmn M'nsn) ( -1 -
I'ﬂﬂ S ( /en\.“,jfz le’i‘fm Cet E’m'

f—-.-l‘ b + I.,, c+3 F ('5+xn “‘9

(e, )]
- R ﬂm;em e (i 3 Mm )

Como lo sugierse la dltima oouaoién,ae pusade d.cmcatra.r por 1nd:uooi¢$n

ques
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-
L\ X noms < b+ xﬂfs o ﬁ)[k)mnaif/"g"’":“}'zMa”"y-g-z}fmnﬁ")

Haciendo g8 = ¢ - J,

M
AX o ¢ ek, b +X,,,c-5)[i?,,,,3 ) E,,,,c_, "'me-y‘-}(ﬂ:g’ ,) (2:98)

Y como por la 2,89

b o = X
n,c_l m,c'

b
A I'ﬂmic"j T “(6+xm,c¥é,,,;r-.kmm R Nl emm, c-( -:))(H,,,,}cv "y (2.99)

O bien,

Almm)c-j:-(bfxm)(fm;cy—jﬁ PJ (2.100)

K=z C~()=1) may, k!

siendo
i>o0 (2.101)
v oconviniands que C+1
-1 L}
] ] Rm’k' = 1, para W )o=1. (2.101')

Como dijimos,la 2.93 expresa el Ar.nm ¢+j=faimo en funcibn de la abacisa
4
del origen del A:x.m o-ésino, Anflogamente,la 2.98 nos expresa el Azm
-
(0-:)~8sino en Tuncién de la abgsoica del extremo del A xm c-8aimo y las

2.99 ¥ 100,en funcién de la abscisa del origen de este vector.

Se puede advertir que la 2.86 es un caso partioular de la 2.98 (para
3 =0)

54 Rmn es constante,la 2.98 se puede poner:

| (Y sy -
A:rmrm!f-j: —(b-‘-x‘h’c"),e’": (e'”‘:?_—,)

Y las 2,99 6 100:

=G g
AX -——(5 +Im,<)/€,,.,hj (/@M-f) (2.103)

mm-,c-_/ e

(2.102)

N

Hallaremns altora la ezpresifn dué AI!!ﬁl,O"-j ypara u,v:; O
J=u :
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For la 2,93 resulta: Cﬂ"'
; TR
—( b+, (f( /)/ / mutj
Z A I‘"m!,(.g __(/b 97, :. l. LIS ot
Sk
sujeta & nondiciones dadas por lam 2.94 y 94
shars Basns aJ” ) )~ IQ
T T TT
L [( wa 14 )TT ?m, ] s K:CQM, My, K
J:U
4+ C.i-U“Q
T 3 -
l ( QM,K 71‘_ oy 2l
(__H“_‘ N 7
Q‘DLM ; ; Hﬂ'}'}m, £ _'L
K=C PR
C+U+2 Cpdt! :
+ 17 ATy WM
% A
C."*' ar-t e CAHV-2 +
+_ K 3'& powm)ﬁ: —ZZ._C th’&
ct+o” <+ - ')Q &4
~+' R‘Imn,K ) - l(;*lc. o, K
£35S g
P c+u-/
St Q
— l pﬂmm i X / / Lxdpl i
| Ay y .K: <
Luego,reemplazando en la 2,104:
CHU-1

Z AX man, Ct (é""x’”‘ ¢) 7_’/(\)::». K 77—?%}2.105)

J-U
(A,v20)
Dado un conjunto de Axm escalonados (ordenados como siempre

gegin el sentido positivo de los mismos),se comprende que la suma del
subconjunto do AIm congecutivos eemprendidos desde el nfmero o+u hag
$a ol nimerc o+v,an total v-u+l sumandos,estd dadgpor la 2,105,en fun
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cibn de la abscisa del primero de Sstos (u=0) o de uno anterier,no perts

neciente al subconjunto ( u)0)

Si uz0, la 2,105 adopta la forma particular,teniendo en cuenta
la 2.94'

Z WS ”/.-_(61-3(,,., )(77_P n,x“’%mﬁ(? o)
j=o

=X Rmn es constante respecto de x,las dos ecuaciones anteriores

ge reducen a i

;:_; AIMM,CUI(b +-'l’m;,c.) (ﬁ:,:‘— e:,;, )

(2.107)
(3o
b
Z & Xonam, c4j = (54X, C)( ) (2.108)
LM}O)
2
ihera hallaremos la expresidn de ZA:' s para dye30.

N2y - J
Por la 2.100 resulta;

zdx )c.J (b"'x’"r‘)z e _’T "X (2.209)
=

E“Cj-#

sujeta & las condicliones dadas por las ecs.2101 y 101°'.

Ahora bien:
= wt Z -f
Jz‘; (Qm' ’)j:-/_o ?mﬁ i S -U—JQN K ‘C-O—'J e i
N, C~4 ™
e 7_ e TS 77 Prmn-,k*’ "'f—
. K= e-d k' ¢ -clyy
<1 3 e 0
—I' n_pmh;!t' ] SFY 7-/_ K)(m,;‘x: +
k':Cotes k'-c-d

T B~ TR+
- Ol -2 o s

- —
- —

— — —
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- . -

+Z QM,, Z n i

2 C-R% Klrc.@+2
Z m K Z mau k'
kl-¢c-@ l"' ~C=-@+
r- pm,” L i, 1 p n: ger 8
k' o-e K C—dw

Luego,reenplazando en la 2,109:

Voo o=+

ZdAImm,C j’ -(bﬁ:m,c) ]_ e"’“’b"‘ —~T an K,
i (@, 9}0) (2.110)

Rsta es la expreaidn que,con relacién a un conjunto de Axm escalona-
dog,da la suna del subconjunto de un niwero de los mismos igual a e-—d+l
(eonsecutives),enfuncibn de la absoisa del origen de uno posterior (segin
8l sentido positivo de los A:m) ¥ por lo tanto no pertensciente al sub-
oonjuntao.

Para dal,teniendo en cusnta la 2,101',la anterior tomz la forma parti

oular; P c-1
Z AI T J:-(bi-X'm,c) U Q" —]) (2.111)
= kK': c-@ s K(Q)o

0 bien,nor la 2,291

Z AZX Meniyes] ‘"“(B"'Xm C- n) T IQ,.M K )(2.112)

J:.l k‘ic."'
@>o

Ademés, si an es conatante respesto de x:
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%
JZ mm)(u-"( 04 Xen C)(k s Kma.) (2.113)

( ,Q>o)
e

Z VA XMM‘C,J:-Cbi-.Imc)(pm;\e-— l) (2.1124)

:l
) (£>0

camo resulta de las 2,110 y 111,

Tambidn,por la 2.89:

e ~ -d
J.Zd A Xmm ,c.-J: b, (bi"x;’"“‘) (pm:-l i me) (24115)

y (d,¢ 50)
Z a4 X mm: e J (b+Z°‘ )(Qq,, Pl O (2.116)
e (4)0)

Ya hemos hallado la expresién de la suna de cierto némero de 6: conse
cutivos pertenecienté a un oenjunto de Axm escalonados, an mmiﬂn de la
abscisa del origen correspondiente al primero de aquéllos o de uno ante
rior,semin o1 sentido positivo de los Axm, (8642.205) y también la de
en funcidén de la abscisa del origen correspondiente a uno posterior (ec.
2,110) o en funoibn de la abscisa del extremo correspondiente al €ltiwmo
(e0s.2.111 6 112 y 114 § 116). Ahora expresaremos osa suma en Tuncidn de
la abscisa del origen correspondiente a cualquiera de los 4 - ¥ escalona
dos que constituyen el conjunto,pertenezca o no al eubeconjunto cuyos com-
ponentes son los sumandos.

Teniendo en cuenta las 2.106 ¥y 111gsrendo m- o 3 2507

Z Axmm‘ C+e = ZAXmﬂn C+i Z‘d Miom, C~ L —

—*(b+zm ‘)(7—'004:4. [’) (£+-ch (7— )

k- e"

0 sea:

Crv!

< | s
Zﬁ IOW,C+L:(b+YQh| C.) [77}8"%‘( - FQ.: 4 (2.117)
oy e

K'-Cc-e' : (”?’0)1'»)

si nhm es constante respeoto de xi
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o’ = -g' =
5 Az = berm R i)
(==& i § "

Las dos ooumims mtarioras son vdlidas,como se indicl,para v'2 0 y e')0.
81 fuera o' ‘(Oy].a lxprenién de la suma la daris - directamente la 2.105. Se
congrende que lo mismo puede decirse de la 2,110 para el caso en que siendo
o' 20, v'<0.(81 v'<0 y 6'<0 es aplicadle de todos modos la 2.117 como
también 1la 2,118 pues se trata de un cambio trivial respecto de las condieio
nes gue requieren:intercambdio de v' y e',0 sea,inversidén en el arden en que
se suma)

La ec. 2.117 ( y 1a 2,118 para Hnm constante) expresa la suma de v'+e'+l
FAY x_ eonsecutivos escalonados en funcién de la abscisa del origen correspon_
diente al (e'+1)-ésimo. Ello,unido a 1o dicho on relacidn con las 2,105 ( v
1o7) ¥ 2,110 ( y 113),n0s permite decir,en resumen,que dado un conjunto de
bxm escalonados ,disponemos de las expresiones de la suma de un subconjun
to de A:mn consecutivos en funcidn de la abscisa del extremo u origen co-
rrespondiente a cualquiera de los componentes del conjunto (tener en cuenta
la 2.89).

Hesulta inmediato que si Hm es constante respecto de x,tal suma es una
funeidn lineal de la abscisa considerada que se anula para x = -b,

Como la suma de funciones lineales es otra funcifn lineal,el enunciado
precedente pude hacerse extensivo a la suma de Axm no oconsecutivos,aun
que siempre pertenecientes al econjunto de 4 X escalonados,siendo la absci
#a consideradsa la corrsspondiente al origen o extremo de uno de éstos,de po-
sicién relativa constante respecto de los primeros.Por ej. para un conjunto
de oinco A X escalonados se puede tomar la suma del segundo mis el cuarto
mds el quinto y oonsiderar como variable la abscisa del origen del primero,

o del ex%rem> dol tercero,etc. Designando la suma con Si,on genaral,

= bix )%c,

donde Qic represents la expresibn correapondiente a los an. Vemos que
en realidad no es necesario gque Rmn sea constante para gque se ocumpla la
linealidad reaspecto de X s08 decir,de la abscisa consideradazes suficiente

que lo sea la mencionada oxprui&n,que por ej. on ol caso de la 2,117 ea:
v

T_ Q'mng G W ‘Q‘rhak*

K:c-ef
También podemos oonaiﬂa_ru' el producto de cierto nifmero de sumas. la
rafz q-bzina del producto de ¢ sumas estd dada,segén la ec. anterior,por:
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I?‘S (!:H—Y)\/_/Lﬁc

funcién de la misma forma de las ya vistas.

Representando todas ellas,y las que podrfan agregarse combdindndolas,
son \P(x),a:l ia expresifn de los .Inmn es constante ( o bien,simplemente,
si R es constante) y considerando dos valores de ellas para sendog va-

laru de la abscisa considerada,se puede obtener del mismo modo en que se
obtuvo 1la 2.71:
b x, P(Xa) - X2 \O(i‘)
& \p(—r l) = Kp(xj )

La bisqueda de otras funciones ademfs de la consistente en A:r.m,

(2.18")

que sean linedles en X Yy ®e anulen para X= ~b,se 1llevé a cabo ocon el
propbsito,por una parte,de digponer de la posibilidad de hacer otras
tantas determinaciones de b con el mismo par de D(x) y dismimufr el
error promediando los valores obtenidos; y por otra,para mejorar la
exactitud de la determinacién al usar funciones lineales de mayor pen
diente

C. Acerca de R .
—”ﬁ_m

De las 2.80 y 83 obtenemos:
e (bex) @ - 1),

de donde,
x=R x + b(!illm - 1)_ (2.119)

Ademds,como los vectores bxm gon paralelos al eje de abscisas (ver
Figs. 16 ,17-y 18):
Dn(xn) - Dm(xm) . (2.120)

las dos ecuaciones anteriores expresan que si B = es constante,D (x)

(3,4)

resulta de aplicar a D (x) una traansformacidn aiin y reciprocamente.

Como @s sabido,en toth transformacién afin,definida(en el plano) por:

' mox + dy + 8 (2.121)
y' =ex +fy + %, (2.122)

1a relacién entre el drea de un tridngulo deteminado por tres puntos imd
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genes y la del determinado por tres puntos originales respactives,estd

o

En nuestro caso,d = 8 = 0y £ = 1 .Por lo santo aquella relacion estd

dada por el siguiente determinante:

dada simplemente por ¢ o sea R +Esto nos provee un medio para calcu-
lar an ;8iempre que el mismo sea constante.
shora,trataremos de encontrar un wmedio para calcular nm sin necesidad

de determinar las areas antedichas.BEn aracto(u, .2149):
;(.ﬂ:: /zmm xm—-‘- b (/Z'Dm- I)

Anal ogamen te:

si Rm_n es constante,restando se obtiene:
e
{
Xon, = p = Qma;., (I/"'l "I""')
y poniendo x'-X = 4 , resulta finalmente:
R L3 dm
mn. = E?
M
Bs decir , se puede determinar an s calculando la relacion entre la di-

ferencia de dos x cualesquieras y la diferencia entre las dos X 3 OO~

rrespondientes , como se ilustra en la fig.Z2l.

.Dm ('l)

/ 'Dn“)

o s

Fig.2l.Determinacion de dn Yy
dm scuya relacion da Rum

Clh--i

d "
Lim Tn e S 5L
Consideremos la FPig. 20. Reescribamos la ec. 2.108,siendo Rmn constante
A
ar
2 A% ery = (6+Xomc) (Rt )

=9
B particular,( v = 0 ) ,como lo expresa directamente la 2.83

—"}xmm,c = (6*rﬂ”:¢) (ﬁm "‘d



Dividiendos

AF
Z ‘d"(-fhmwr{_f)

o
23K

mam,C

/) 1." M
P \f?).‘?’ :»‘n + ’ + &ﬂ +! (2'124)

que da la expresion general de la relacion indicada en el primer miembro.

%n particular , si v = 1 { ver Figs. 22y 23 )

Axwm: +A X, f
m

Ax iz nt/
nan, A
Luego :
@ A
mn = ( 2.125 )
p
ecuacion que c@incide con la 2,123 si x = X' (Pig. 21 )
P (X1 PP ]
> s D,U)
AX,
|
Aew Xeog Tmy Ly
Fig. 22,Dos A-:m escalonados Fig., 23.Lo mismo gque en la Fig.
oonsecutivos,para la determi- 22.Aquf los A xpm son negati-
nacion de Rm vos y como siempre,estan nume-

rados segun el sentido en que
son positivos.

Si en la mrasian de Axm s dada por la 2.83 , reemplazamos Rmn por su
igual ( ec. 2.125 ) mco'niramoa 1
m :
b= Sk e
Ax.wnz, Mmq |

(vdlida =i Rmn,l = Rmn,z ) ,que es un caso particular de la 2.95 , para

¥ ;-:m.,_].""|6 “nm, 1

"m,z

2ede -I:(z) arbitraria,gradc de enriguecimiento constan-
te 7y proceso slterador de la composicion no des-
tructivo.

a. D(x) complenentarias.

™ el caso de un p.a. no destructivo,podemos dividir el espacio en jue ac~

tua en dos celdasjen una de ellas _se.jgapm_iﬁiatm- smfn las fraccio-



— g o W - e R . i e - e s s, s
d - 0

£
F ] -

nas £ 5 0 bien i‘h ¥ f’i - T la oftra,las fracciones son,svidentemente,
ddb .

1l - st 301 = fﬂ ¥yl = 1‘B «De una sola =erie de sistemas SX sometidos al
Dsa. 26 tienen asi dos series de sistemas SX' de compnsicion diferente,
entre si y respecto de ls original ( salvo el canmo para algin valor de x
para el sual r = 1 ) . Surgen asi dos D(x) ,a las que por la conexidn gue
hay entre ellas las llamaramos"complementarizs”.

Ya usanos las letras m y n oomo subindices en Dm(x) y Dn(z) para distin-
guir dss D(x) cualesquiera,relati.rn. a una cierta P(x), Para referirnos

a dos D(x) comdlauentarias emplearemos los subindices p ¥ q y & saber i

D (x) 7y I)q (x) . Veremos ahora que nueva informacion podemos obtener de dos
D(x) complementarias.

b, Determinacion de fA

Teniendo en cuenta las definiciones de fA s fq b § fSI s podemos decir que
por cada cantldad de SX igual a six , se obtiene , despuds que hubo ac-

tuado el p.a. , la cantidad:

@*-3’),!) Z aj" 4 (b+ Z.),C

;@ &uz} ’p“' -
;f; s .b*-:(_

De donde:

Como IB/ rﬁ = T , reemplazando en la 2.70,%eniendo en cuenta que d+b = g

s@ {lene una nueva expreaio'n de Ax H

A (s»:z)(f-‘-' -4)

(2,126 )
Ly 0, /
: T
WS vt SR
Mozl sz, (2227 )
8T o A T

Esta ecuacion nos permite la determinacidn de "A conociendo Ax y fsx .
Veremos que en el caso de tratar con D(x) complementarias es innecesaria,

para ello,le previa determinaciouin de f

X ° |
A Dp(z) sorresponden r(x,p) , fl(x,p) 7 1B(x,p) . Algo similar para Iaq(x-)

Como 3@ trata de wos complementarias i

fep+4(x9) =1 iy
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douacion nue avcorde con la 2.36. que caracterisza a loa poa. no destruc—
tivogyee vélida pm' 1'& ¥y 1’ asf como para 1' Y fSX .
Dejando de lado el oasc en gue para algun va.lar de x sea r = 1 , siendo

.p)
r"(IaP.).:. ?(x'; % 1, ( 2,129 )

siempre se cumple por la 2.128

| e (z.9) _ 1-f8lcp)
Lo Fa(x,9)  I-A&EP

0 spa 3 a una complemeniaria corresponde -nriqminionto en B3y ala otra.,

. (4( 2.130 )

necesariamente ,enriquecimiento en A { o sea ampa‘brwimionto en B ).

Como cona:wmnuia,lon. gignos de A 'xp ¥ A xq son cmﬂnriog..l la misma
conolusion se llega toniendo en cuenta las ecs., 2.129 y 2.130 , expre-
sando diches Ax conforme la 2.70 , para una a&im ( uamﬁ ) del origen
de cada vector ( Pig. 24 ) s

Axf’ (b-f-x/g]Z:'l(IF P)m "] ( 24231 )
ﬁX? = (AH-ZP)[’Z(Z 4- -] | ( 2.132 )

Sendo x comun'a Ax vy Ax
P P q

<5 il -

De

A% (T, P)-!
'AZ‘? r(l’f,y}/

'ée-q,—al oy

P14 4. A ¥ qu para x = tp

T ae r e f'/’fA s Tesulta npliozd_o la 2.128;

Xp P i
AXp . B %P
kg 1~ % (%o, p)

!~ )

4]

De donde;



AL, /

Ao
éﬂxff- _;,[., (xf,f)

JC; (%, p) = a2y (233 )
4'17 Axp

Luego:

¥y por la 2,128 ;

J[‘ SR Vale 9= (2,234 )
O~ Ai"/g
Ya hemos visto que A x ¥ A xq son de signos contrarios,para cada valor

de x . Entonces,las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue:

A
75(7-'/:[-’): el (2,135 )

" /A% g/
ﬁ(ﬁf ): e o2
i | 8% 4147y “S)
Haciendo;
[_K\’ZZF/ = /D 2.3
/AQ:’?/ =9 ( 2.138 )

Podemos poner ( ver Tig. 24 )

#4 (Xp, p) :—F%T
% (r/o.?)

( 2.139 )

( 2.140 )

b
rry

~ Las ecuaciones anteriores nos permiten,pues,determinar la fraccion f, del

A
componente desconocido sin conocer sus proriedades,sin separarlo del co-

nocido ( B ) , ein necesidad de determinar f__ como lo exige la 2.127,

SX
cualquiera sea la forma de P(xly sean o no fA o r constantes respecto de x,.
Veremos ahora queyan cambio,disponer de ecuaciones similares para 1’3 im-

pone una restrioccicn scerca de r .

- £ Determinacion de f

?rolonsmoa A x en la Fig. 24 hasta interceptar D (x) , como se ve en
la Fig. 25 . Al nulvo A xq asi hteminado lo llmarmos A x'; y ala
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alfeisa de su origen x -

Recordemos que D (1) y D (x) son formas partioularea de dos D(x) cuales-
suiera referidas a la misma P(x) . Entonceg’asl como antes hiclmos
Zﬁ,xnm - X X ( ee. 2.80 ) , ponemos ahora:

?P = -xf’ ( 2.141 )

7 de acusrdo con la  2.81 i

f(z,o;ﬁ/
AI‘W,_(A-&' /)/ 05,?} -ﬂ( 2,143 )

Dividiendo la 2.131 poer la 2,142

AxP: f(i‘/«‘,/’/—/

’f(ix;? /2) ) ( 2,143 )
V'('Xg ;r
Aplicando las 2.32 ¥ 2.128 :
g [-RT )
e e b (L, Y
A%y I-98 (Xp, 9/ 7
A -4(Xg ¢)

r‘((? 9)

= [ﬂ(’xrﬁ) -4 (* P*ﬁ)]/{r(x?ﬁ)l u”i’ l+ﬁ%1}
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Mul $+ipl icando -nuperador y dsmominador por I (xn,»;} , teniandc en cuenta

gue > I =L .
iy AT B

_‘_A_zﬁﬁ-*: J“E(lp a) = (%p9) LF('TP %)
Agp N (Xg,9) [/! ﬁ(’l,v Q}/ 2(1{,#).,.,('(230,;}

2Ly, q)
De donds ;
Axp fecxp, [ 1- 2 (et

Agp f(x _ 2], A(xp,;)_? a2
%{J A f;?)l:f ?(‘(7;?) m *-———i'.ﬂ, (f.‘?)

La 2,144 nos da la expresidon general de tp i a qu en terminos adserip-

tos a Dq(:} . Ahora biem : ei introducimos la restriccion
/). (.T,u, i) = A ("E% ?}
resulta de inmediato que éji’f
% (at/, 9= ( 2.146 )
e
Como ( var ec. 2.141 y Fig. 25 )
= 7?/" i "7‘}"
AT X}g

_( 2.145 )

( 2.147 )

y como x , abscisa del punto de P(x) al cual concurren A x ¥ dx‘; y @8

un valor intermedic entre x ¥ xq s @8 decir ¢

1;,1:, L 2 xf ( 2+148 )
resulta que 4 ‘xw ¥ A xP tienen el mismo signo 1 ambos tienen su origen en

la grafica de Dp(x) , uno su extremo enla Dq(x} y el otro en la de P(x).
Luego la 2,146 ze puede poner :
{42l

74; (iﬁg,?/l- I(ﬁjtgf/

Ya lemos sconvenido en designar con p el valor absoluto de dxp ( ecua~

( 2,149 )

eién 2,137 ) . Convengamos ahora en simbolisar con q' el valor absoluto
de A x‘ ¢ Toniendo en cuenta que x_' = ; - J:l ’ 1un1’.amgnto con las

acs. 2.141 s 2.147 y 2.148 , raaulta ( somo se advierte en la Fig, 25 )

| D%qp] = Py (2.150



Luego , de la ec. 2.148 :

f_':
f e - AL

7 por la 2,128 ; ,

:'g( Xp,p) = P*? ( 2.252 )

Las oeu.Z.lSldr 2.152 gon au;illg:_,ros en su forma a las 2.140 y 2.139 . Pe-
ro aparte de que aquéllas se refieren a estas a tl , hay una diferen-
cia esencial. f, esta dada en terminos de dos valores de A x : uno deter-
minado por D (z) y P(x) y el otro por D (z) ¥ P(x) , pero , como dijimos
con abeciaa. del origen del vector 5: comun a ambos.
Bn cambio , si bien tambidn la 2.151 y 2,152 expresan f, en témino de dos
valores de 4 x , uno correspondients a D (x) y otro a IJ (x) , los or{ge-
nes de los vectores no tienen abscisa oanun 1 la de uno oa xp ¥ la d.l O
tro xq « Asf pudo surgir la restriccidn indicada por la 2.145 , a 1& cual
estan sujetas esas ecuacionnso Bata claro que no se requiere la constmia
de r(x,q) on el intervalo o, e

e e e
Sino simplemente lo impuesto por la 2.145 .

Si en la 2.143 aplicamos la 2.32 y 2.128 transformando a r(xq,q) en vez de

hacerlo con r(x ,p) como antes , obtenemos:.

M. Rpp)-1  [T(Gp-1][1-5 X p)]

A T v R |
W e Al e i)
1~ g

_ G ) [1- 5G]
% P15 ) i i)

o
——

Dividiendo numerador y denominador por r(xq,p) y teniendo en cuenta gue

£/t = 2, 1 /L(?}a P) ¥ '
[Ml;,ﬂ) i /Z(Zf,/)J L/I-g&?'ﬂ]
o%p

D%y~ el [ Sl i 1 S T
Xff T, P [/[ }; (’[,f r.) 5 (Tfpf’! +f fP (2,153
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Aci como la 2,144 nos da la oxpraalon general de 3z I/ 4_1 en funcion
reide

2! A Fra b1 i
de términos yimculados con ?p(x; : fijamos ahora la “restrichion :

(%, p) = *(’7;/") ( 2.154 )

la ecuacion se reduce a ;

Y por la 2,128 ;

;é(x L= AQ’.;P

0 sea , utilizando valores absolutos como ya se hizo ;

Jz»('l’ /J/___ f!; ( 2,155 )

Y por la 2,128

5? /
(rf;,y) PP ( 2.156 )

Los resultados expresados por lags dos ecuaciones anteriores eran &e 8=
perar.Bn efecto : dado que con D (x) yD (x) hemos distinguido cada
una de las dos D(x) cnmplqmentariaa rcapooto de la otra, sin ninguna es-
pocificacidn adicional,es correcto intércambiar p y q ¥ términos asocia~
dos, &n los primeros miembros de las 2,151 y 2, 352 - x intercambia con
Ii » 4 ¢on P jen los segundos miembros P ocon q'.As{ r-sultan 1nmodiatamnn
te las 2,156 y 2.155 , que estdn sujetas a la restriceidn dada por la e
«wuacion 2,154 , que surge tambien por simple intercambio entre PYqQ, ¥
entre xp b 4 xq en la 2,145 .,
Una simple comparacion de las 2151 y 2.152 con las 2,155 ¥ 2.156 , tenien
do en cuenta las 2,145 ¥ 2.154a que esos pares de ecuaciones estan respec +

tivamente sujetos,nos dice que =i se verifican estas dos dltimas ecuaciones

j‘é(xf" F —_/é(sz/‘/ ( 2.157 )
f,g(ﬁ(ﬁ?):)é(l?‘?) ( 2.158 )

Reciprocamente y Puede demostrarse que estas acuaciones son condiciones

simultaneamente

Para que se satisfagan a la vez la 2.145 y 2,154 .
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255 -T:(z) arbitraria y g_ra.dd de enrijuecimiento suavemente
variable respecto de x .

Vimos una serie de funciones lineales de x que se anulan para x = -b,si,
entre oiros casos r es constante respecto de x.'Péf-ejamplo ; la dada por
la 2.70 , la 2.83 , la 2.105 eto.jen resumen las jue en general llamamos
‘P(x) .
fhora biern:ei r verfa suavemente comx , (3 ‘uncwn ‘P(x) se apartarid de
la linealidad , en general menos gue las D(x) o Q(x) . "m este caso,si
‘wolvemos.a introducir la restriccion referente a que B forme una pequefia
' parte de S,serd preferible extrapolar ¥(zx) para x menor que cero hasta a-
nular la funcion y determinar b,pues afln siendo r variable ¢ (x) se anu~
la para x = — b (ver Pig. 26 ) .
Por otra parte recordemos que las e-

(ﬂI)A cuaciones 2,71 o 2.73 o en la forma
mas gensral , la ecuacion 2.118 re-
juieren,para que sean rigurosamente
vAlidas la igualdad de r , o de Rmn ’
o de la expresion formada por los
, R yaegun la ¥ (x) que se trate ,

’
-’

4 Pa:ra. las dos abacisas en cuestion.

Fd

-~
F_' b = 5i los r no son constantes,pusden ser

le R y si estos no lo son , queda
Pig. 26 - Determinacion de b e ¥ il '
por extrapolacion de ¥ (x)

para r suavemente variable . expresion que contiene los Rm.n y GO~

aun la posibilidad de que lo sea la

mo por ejemple la que aparecen en
ec. 2,118 . De todos modos supongamos en todos estos casos se produce va-
riacion,Si la variacidn es suave ¥ =i las dos abscisas que se consideran
no estan muy alejadas entre si , podemos aceptar , que aproximadamente se
cumple la igualdad requerida entre los r , Rhn sete. , y aplicar las ecua
ciones mencionadas al principio de este pd}rafo s lo cual nos permite nue
vamente eliminar la restriccidn referente al bajo titulo de B en el sie-

tema S .
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3. CONTROL DE LA VALIDEZ DE LA TEORIA CON EXPERTWNCIAS SIMULADAS

La teor{a expuesta hasta aqui,en gran parte se fundamenta en el desarro-
110 realizado reférente a cierto tipo de transformaciones afines ( ver pa-
ragrafo ¢ de la seccidn 2.3 ) . Por ejemplo en la seccion 2.4 ( D(x) com-

plementarias ) estudiamos en realidad las transformaciones dadas por

4 !_ ‘&3 k: :*_l
X 2 ¢, A Sl ( 31)

y 4 =)

I /.._1’
T A 1y
/- %4

J =4
X:::b+1 ( 3.3)

o3 la cantidad total de B en cada SX ,

donde

kB - fB(x,p) v kA = rk(x,p) .
Vimos como disponiende de las grificas de la funcicn original ( P(x) ) y

las de las transformadas ( Dp(x) v Dq{x) ) es posidle determinar k, ¥ ky

( constantes ) .

Tambien estudiamos las transformadas por ecs. 3.1 ¥ 3+2 para llegar a la
conclusidn de que la longitud del segmento horizontal que une las grifi-
ea de una de ellas con la de la otra o con la de la funcion original , es
una funcidn linesl de la abscisa de uno de sus extremos y a las demds con
clusiones relativas a los A X escalonados,etc.

De esta manera , el presente trabajo tiene un fundamento puramente mateqé
tico.De todos modos,con la doble finalidad de confirmar la teorfa, contro
lar su validez en sus aspactog principales y de verificar su aplicabilidad
con datos provenientes de la experiencia,afectados con el consiguiente e-
s )val iendonos
del método de Monte Carlolsu: con varias formas de P(z) y de r(x,t) .

rror,hemos realizado una serie de experiencias simuladas

Tlegimos como ;kz) a cuatro Tuncicnes ; las dos primeras,de primewm y se-
gundo grado en z , y las dos Ultimas , en busca de mayor generalidad,las

partes real ¢ imaginaria de una funcion de Bessel de variable compleja.
Las Tunciones son 3

ﬁ(z): 2Z+3 ( 3.4a )
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Ple)= - 32244z +2 ( 2.4b )
P(2)= Re, (1022(&1) ( 3.40 )
P&)=1ImJ, (foze?) ( .40 )

todas sujetaz naturalmente a ;
0O<LX <1 ( 3.5)

Esas funciones nos dan cuatro propiedades de los sistemas SX en funcidn de
z antes de gue haya actuado el p.a. ( incluyendo valores para - b £z < 0
o gsea O 55 (z° » siendo , como sabemos, 2, el valor de z para el sistema
5.4

As{ como en relacion a la propiedad antes de actuar el P.a, introdujimos
;xa) ¥y P(x) ahora contando ya con D(x) simbolizamos onn'S‘a) la propiedad
despues de sctuar el p.a. expresada en funcion de z , t{tulo de ® antes

de actuar el p.a. , del misno modo que en D(x) , x expresa el agrezado

de B antes de la alteracion de la composicion.

Siendo z' el valor de z después de haber actuado el P-a. , @s entonces

D) = PR')

( 3.6 )
Verewos ahoras como comstrufmos las D(z) .
Para cada SX , de acuerdo con la 33 ;
£ = — ( 3.7)

a +X

que despues de la actuacion del P.a. pPasa a valer ;

g XhGt) d
@ty )+ X fee)
A

5 £ (e Ry
el a -
x,¢) X e

Las cantidades a y X , de A y B , en cade SX son naturalmente proporciona

les al respectivo titulo . Teniendo ello en cuenta la 1.7 queda

Z’: A _ (3.9°)
/ =%
nay 2




Como D(2) = P(z') (ec. 1.6 } , para tener las D(z) correspondientss a cada
propisdadsolo nos falta especificar r(x,t) . Pijada esta funcion , para ca
da valor de r (el correspondiente a eada valor de z ) caloulamos z' , cono

cemos asi P(z') , que ®s izgual a D(z) . @ nuestro caso , P(z) o blen P(z')

correspondientes a las ecuaciones 3.4a y 3.4b las ocalotlamos directamente
aogﬁn las mismas « Bn cuanto a las dos restantes , dadas por 3,’.3_1‘&';? 3.44,
tomamos sus valores de ta‘blaa(q v 7

Las Figs. 2?-,-28,29 ¥ 30 muestran las grificas de las cuatro ;(a) ; respec
$ivamente , cada una con r = 1 , junto a las D(z) . Para cada D(s) hay un
t caracteristico ( eo. 2.9 )y asl r(x,t) se torna funcich solo de x o en
todo oaso uanam constante.

Un canbio de variable nos harfa pasar de Q{x) a E(z) y cuyas graficas o-
mitimos pues se pueden imaginar faciiuente considerando en las mismas fi-
guras citadas la diferencia de dos D(z) cualquiera s incluida _-I;-_(z).

En la prdotica no trabajaremos con 2 aino com x como 'waria;bi_lmm BCUA~
ciones 3.4 y 3.5 determinan tambien cuatro formas para P.(x) ; bediante

el resmplazo indicado por z=(b4x)/(s+x) . Pero para facilitar la exposicion
haremos uso ds la sustitucidn dsda por 3.7 obteniendo asi cuatro };‘_(X) ’
gorrsspondientes a las propiedades en funcion de la cantidad total! de B ,
X , en cada sictema de cantidad de A igual a ; & . Se entiende por la 3.3
que pasar de P(x) a P(X) implica solo un dezplazamiento del eje de abmci-
sas hasta x = -b y considerar , en principio,mulo el contenido de B.Mas
adelante podremos correr nuevamente el aja para tratar con P(x) sogu’n ai
ferentes valores de b

Para que las cuatro P(X) queden numericamente determinadas por las ecua-
ciones 3.4 7 3.5 =olo nos falta convenir el valor de la cantidad fija a
de 4 . ( La cantidad 8 = a + b quedard luego fijada cuando al determinar
la posicicn del eje de abscisas para P(x) quede especificada b , pues

el eje serd la recta X =15 ) .

Tomamos a = 100 unidadez, y eutonces,por la 3.7 :
Z
= S0

Por caloulo determinamos X correspondiente a los valores de z para los
cuales conocemos los F(s) disponiendo as{ de i';(x) . BEs clhro que se pue-
de partir invertidamente : de un X dado , calcular z ( ec. 3.7 ) y as{
determinar ?(z),naturalmente igual a -!"‘(x) para el correspondiente valor X.
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Considerando las D(z) en vez de las P(z) deterrinames las D(X) , o sea ,
las D referidas al eje x = =b .
Ahrora “isn ; loa valores de las P(z) obtenidas segun las ecuaciones 3.4
son todos valores'exactos'o tedricos . No habria inconveniente esencial
en suponar qua las propiedades son tales gue loa valores wedidos eastan
dados por sgas scuaclones 3l no fuera que,en general ,viicrss tales no res—
sonden idealuente a una ecuscidn . Por ello para completar el modelo a
que ajustarenos la simulacion de experiencias para conirol de la teorfa
expuesata,algnuno de cuyos aspectos se pusden ya apreciar em las Pigs.27,
28,2 v 30 ( propiedades de las D(x) y Q(x) ,aun cuando all{ mstan en
funcion de z ) , distorsionamos las P(X) y D(X) , o bien , las P(x) y
D(x).Para sllo multiplicamos cada valor de la funcisn por un factor des—
tinado a introducir cierto error . Con esis fla utilizamos una tahln(‘)
con numeros al azar dentro de una distribucion normal , conjlnn 0 ¥
O -1, a partir de la cual construimos oi;r'a.cun/n T N - o ) £,
Tdentificamos a los nurieros de estas tablas como los errores porcentules
correspondisntes a P(X) , de modo que casi el 100 § de los errores esta
comprendido en + 3%y + 1 # , respectivanente.Teniendo en cueata que
P(X) supone una medida directa ( en tanto wea posible ) de la propiedad
7 D(X) la wmedida de la propiedad previa actuacion del p.a. , hicimos co-
rresponder la primera tabla ( error + 3% ) a.g(x)‘y la otra a P(X).Con~
sideramos nulo el error en abscisas.
En cuanto al modo en que los diferentes errores correspondientes a los
valores de las funciones se asignaron a cada uno de ellos , se eligid el
scriterioc mas natural : elegido para cada funcion un cierto nimero de la
tabla que corresponda ( segun se trate de una D(X) o P(X) ) ese es el e
rror asignado al primer valor de la serie de valores que se disponga de
1as funcion.Ypara los valores siguientes,los errores siguientes en la ta-
bla.
Bn la practica fué conveniente tranaformar previamente las tablas mencio-
nadas poniendo en el lugar de cada nfimerc ( es decir de cada error porcen
tusl ) el factor por el cual hay que multiplicar cualquier valor para in-
troducir los correspondientes errores.) sea , las tahlas originales forma
da con los errores porcentuales E& las tranaformamos en las constituidas

por los factores f dados por:
i
£= A+ =
- /00
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De acuerdo conlo que anteceds , obtuvimos los valores de P(X) y B(X) si-
mulade:nonf-o sxperimentales , multiplicando correlativamente log valores
exactos B.Qtomimdoa por las ecuaciones 3.4 ¥ 3.5 por los factores de la
tabla de O = 1/3 y @ = 1 , reapectivaments , roapcfmdo el orden en que
se encuentran , a partir dol considerado primere ( dii-’qzrc_nte para cada
funcidn ) . Naturalmente,se pudo tanbien slegir cualquier otro &rﬂ.torio
que seleccione la posicion de los factores que se toman nmoai_fmto s
pero sin scleocionar los valores de los mismos . I

Las Rgs. 31 , 32 , 34 y 37 muestran los supuestos valores cxperimmtalaa
de P(X) y D(X) para los diversos sasos que 2l11{ se indican . £

A ocontinuacidn trataremos ea pu-tioularla.a determinaciones de b rcali—
sadas basfndonos en la linealidad de W(x). Bn todos los casos,fijado de
antemanc el valor de b , se ignoraron los valores de P(X) y D(X) para X<b
lo cual significd volver a P(x) y D(z) y medir ‘p(x) para x20 , Se tom$
como _9.(:{) la oorrujioﬁdiento ar=r = 1,250 y como gl'.(l) la de
r-rn-o,833(R- -1,500).mlaanga 31;383 tablas 1 a VII

'se dan los detalles correspondientes.
Por razones de uniformidad,en las tablas figura X y no x como variable,

¥y por lo tanto cads valor de la variable independiente no se modifica

al considerar diferentes valores de b ,

In todos los casos se considerd b igua-_l al menor valor de X afectado en
cada determinacion.Por ej.,en la tabla I , i hacemos una determinacicn
suponiendo contar con todos los valocru de X que allf figuran 4, b = 15,
'pua_n el mﬁor valor de X implicado es 15 . Pero no siempre l'ato.:igonor Va~
lor coincide con el menor valor de X en la tabla.™ ese caso &x Do y
se considerd variable la abscisa del origen del vector correspondiente .
Se comprende que si Q x < 0 , al menor valor de la tabla hay que restar-
ls ol valor absoluto del 4 x correspondiente al mismo,pues el extremo

del vector no puede tener abweisa X<b , 1o cual significarfa penetrar la
zona donde x <0 .

Las determinaciones de b se realisaron calculando la ecuacion de la recta
por el método de los cuadrados minimos y hallando su abscisa al origen

( = «b ).los correspondientes errores porcentuales figuran al pie de ca
da tabla.Cuando hay dos valores,el primero se refiere a la tabla mas aba-
jo de la lines divisoria ( por ej, , en la tabla I , X 2 23,7 ) 3 ol se- .
gundo , a la tabla completa. )

De la tabla I a la V se tomé como ‘ﬂ:ﬂa A x o Axm yon funcion de
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Tabla] Tablall  Tabsbll
Xm [B%m]| | Xm ;01 m I ANy
10| 26| ] wo | 21| 333 451
(10| 35| to| %31 | 3855]1¢ ¢
193 | 4o 12| a0 | 370 1Ty
U2 ys gl 98 | | 93¢ 50
| : ¥ i ‘-
29,7 f0[]237] 1o q_l‘”} AL
285 2 1als | iy Lhé/‘{iﬁla?»o,f
SRR | EOI B R
92(1'0 5:? 290 ,it/ T able IW
—-m
2.0 6,21 0| 145 Xm | Anm
EEE i | XN | ey
307 | i || 3071166 [ 3] 255
| 3701 hef]| 370 “AY ] | 539237
3861 80| 38¢] 18 | [ e 259
Plz)- - 123+4yz 42 L//"? ;? ¢l a 30; ?—_
€= 32%, (4% et
4451 205 | | ¢¢5| 334
Pl)=-4z%yz+2 %Jﬂﬂ-{,ﬁme’
E‘:J,q%;fl77ii €= /"5%
Tabla s
Xm ﬂx‘m ézﬂ?ﬂ_
66,5 /7O 335
70,9 %7 25,020, |
739 % A N 36,6
76,5 %0 38.4
§0.5 | 45 4 Q0
§37 | 20,5 416
§70 | Jhé 435
Yoo 225 7957
Y30 23/ 46 7
fe ¥ 24,0 36
100 245 500
€: (7% €E: ,5%
P&)=1m ), (1026 3)
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1a abscisa del origen del correspondisnte vector, K:-- ( @e=.2.7T0 ¥ 2,81 )
Bn la tabla ¥I se consideran doa runcinnns,corroepo;ﬂiantea a dos A x
eacalonados sucesivos ;el primero y su suma,0 fea A:mnd' ¥ Z x y que
estan en ella simbolizados por Ty @ Ty Para cada funcidn se conmiderd
gomo variable xml ] 2 ; x (ea decir la abscisa correspondiente al O-
rigen del teroaro,qus no =e auma),de modo que se determinan seis ecuacio
nes de rectas,que acorde con la teoria expuesta en la 'soocin’:_x 2.3 5 prin-

sipalments en su pardgrafo b , estan tedricamente dadas por 1

A‘I (6+x/m ,) ('Em;;t -f} I/MJ-:.,‘.Z,HJ
AT, v (b+Xm, Q)p (&h f) (%'?;1000(‘03}

A9, = ..(61‘".,1/{::7 3) ﬁ (Fm ) (J(__é_moo‘fo_?j
ZA% = (}-3+ZJM,r)@m,,' -/) (_ac 2;0(5!01)
2‘59( : (1;,4 r FUOE (ﬂ.. p‘,;;) [% diese '0F)

Sy
242’_ ~-(b+2'm,,2)( m,,,.-l) (e 8m Let )

ﬁ: la tabla VI jue estamos tratande figuran las- pendientes tefrioas ("(o)
y las calouladas (X ) y el md‘orreapondianta a cada una.El indice do-
~ble ij se refiere al par I 3 ;ri considngﬂmﬂe puede advertir el gran e
rror mlativo en X omnponﬁimha a pendimtds bajas yque en este caso
‘aatn agociado a gran error en el valor de b jpera 71 en funcion de T3
Vemos tambien que al poder aplicar la 2,106( o 2,108 )en vesz de 1a 2.83
la pendiente Xgpasa de 0,500 a 1,25 ( 150 # de aumento ).En cuanto a los
valores determinadom , o/ pasd de 0,453 a 1,187 ('162 % de aumento )

Bn la tadla VII se toma como w(x) a la suma de doanm escalonados su
cesivos,correspondientes a otra P(z) ¥ como variable,a x_, +Para este caso
el valor de b tedrico es 200 y por lo tanto(a=100) ,z,= 66,6 % «

La tabls ¥ITI se refiere a la deteruinackon de _fm_ ¥ fmn‘ogén 1o expues
to en la seccion 2.4 D‘(x) ¥y Dn(z),nan complementarias dado los valores

de fm 3 rm g rm ; tm ’y como tales , podemos simbolisarlos respectiva
nente omnp(z) y Dq(x). Conparense lo_s resultados gon los valores teéri-

cos f = 0.40 ] f = 0’50!

Ap Bp

Para estuiar el efecto de variaciones en r,me fij5 AL 1 que
gomo vemos no puede decirse gue varfs suavemente: al pasar de =0 & &=l

mh su valor en el 100%.Pero fijado ademds pr- - 043z + 0,8, rq resul
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Tabla Vi

X |+ Ko 1 X5 2 J2 Lod | Ao X € il
250 370 747 | 40| 255 | A4 | 0500|0453 | &7
280 | 41,5 6o | 34 | 32,5 49 | 4250 | 418F| -2
320 | qe;z 1631/ 152 | 369 12,4 | 222|037 | 49
350 |71 F | V54| 169 [ Yoy | 22 |04 |0sn | -6
390 | T5F | 822 | wY | 9 | 3 |oms (o207 | 172
40.0 | T 9751 140 | 475 | 32 |05 | o5y | 28
P(z) - -3724+47+2 Yy = A X, M2 o O Rporie ] B 5
736 /> vil Tabla I X
X | A, X | ¢ [P 9" lhte]sa | bns | 5ei
260 | 228 Hol 284135 | 6Lo 0671 | 0.6¥ | 0,97 0479
220 | 268 1450295 | 232 | 650 |09 | 0,673 | 0,4L¢ | o970
240 | 280 §00| 30, | 350 10,5 o,'css To,;ef 0461 | 0,443
260 | 319 £40(32,7 1395 | 10 [0,&0 0,44 | 9y50 | 0,454
280 | 345 400|335 | 445 [HE 19650 (0649 | auyl | aggo
300 | 315 NO| 365 |47 Igio 045 0,639 0490 | 043
320 | 390 P() = Im J,(10ze'8)
340 | 0 o = Z+1 fap =-032+08
360| 3o T abla viu
390 | Y50 X -1 970 Pl whd Rt Vol L, Y e
400 470 41 | 85 | uy | 2l | gt0| 05¢] oo | 043
P (2)- 1) (o1¢) 63 | 109 | 148 115? RALE 0,5/ 0,.vo#'I 0,41
€, =20% g3 | y# 200 219 | 0,50 LO,‘.-'f 940 0,42
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ta suavemente variable aproximadamente para zDo0,3 (ver Fige. 32,33,3 y 35). De
acuardo con 10 gue se expuszo ea la seccidn 2.5 se aplicd la ec. 2. 118" utilizan-
do oomo"p(x) a A: . Bn todas las determinaciones se eligieron los qu segzin

fueren vistos an 15 Pig. 25:qu Y AJ:('1 90 bien sus valores absolutes q ¥y q'.

De las mencionadas detemminaciones se dan detalles en las tablas X,XI y XII,
donde con g ¥y q' figura una sola abscisa,lamenor (la restante es evidentemente
igual = la anterior mds la suma (p+q') ). En cada caso se tomd b igual a la res-

pectiva abscisa (menor) menos q.

Xiglel el x| 9] YiglXlgi¥le
3!:5“25{24? T4 | 605 246] 518 83| #50 any | e60] -30

330 190 288 (U2 675 285 192 63 ;!_7:5; 295 (680 02

= TS — i i | —

bo¥| 151 [ %0 | 64 | T4 20| 650 09 300 30,1 | 65| 2,6

45| 164 342 | 89 | 303 | 30t | 7| 52 | 890/ 327 H0] 0,

415 1%5 370 90 |600 245 se2] Yo [ 900/ 335 | e ] 01
23 m,rjqozi 03 | %o | 2¢8| bo¥| 61 | 90| 36,5]830(3,1

P)= 32%u4z22 Plz)- J(wz ¢ %) P(2)ala'd (/022“3)_

[p =741 f;b: Z+ 0 5

En la tabla IX se ven los resultados correspondientes a la determinacién
de fB segln las f8rmulas demostmias en la seccién 2.4,alin ouando,como alli ne
expusc,las mismas son rigurosamente vilidas solo cuampliéndose la reatriceidn
referente a la igualdad de los r. Es claro que si r varfa suavemente ,en prime
ra aproximacién podemos aceptar que efeotivamente son iguales. En la tabla me
dan ,ademds,los resultados obtenidos en la determinacifn fle f&.

IV. APLICACION A LA QUIMICA NUCLEAR: Andlisis de curvas de desintegra
oidn.

Uno de los problemas gue sflen presertarse en Quimica Nuclear y discipli
nas relacionadas es ol consistents en el andlisis de curvas de deasintegracidn.
Aquf consideraremos el caso de dos radioisdtopos independientes. Siendo los
radioisfopos A y B,1a actividad I(t) en funcidén del tiempo estd dada,como es

sablido,por
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1(4) = ae Mt | o tet (4.1)

donde a ¥ » sou las actividades iniciales de cada uno ¥ )A yAB sus conatan

tes de desintezraci n.

Fuestro problemayque como se advierte por la forma de I(t) es el mismo
que se presenta en relacidn con otros fendmonos,se puede plantesr en términos
matemiticos de este modo: Se conocen los valores de una funcién I(t) (que satis
face la 4.1),para diferentes valores de %. Se counoce admé-).ﬁ. Se requiere b
( o bien a) ylh. o | _método corriente,siempre que les perfodos difieran suficien
temante,hace necesario el esperar valores de t tales que entonces se pueda des
preciar el aporte a I(t) correepondiente al componente de menor pericdo,lo cual
ge advertird en la grdafica de log I(t) sl apadecer una recta .Consideramos que
precisamente nuestro problema resice en analizar la curva antes de que aparezca
la recta. Se comprende el sentido de resolverlo si se tiene en cuenta,por ej.,
el caso en gue se necesite cnanto antea la composicidén de la mueatra radiactiva.

laremos de este problama el enfoque adecuado para poder rno.‘wirlo con la
toorfz expuesta en la secoidn 2.2. -

El pea. serd aquf la desintegracidén radiactiwa,representada por los exponen
ciales,que en tanto actda modifica la composicidn. la dnica condicifn,el tiempo.
De esta manera a y b resultan las cantidades de A y B antes de actuar el p.a.
La cantidad » de sistema dado es como siempre igual a (a+b) y en este caso,natu
ralmente,igual a I(0).

Adenés tenemos,poniendo I(0)=I_,I(t ) =1 e I(tn) =1,

Q= I (4 2)
Sy = 2~ 28m (43)

fin =0~ %tn (4.4)
S (4.7)

,‘.ps.n: _':%1 (46) '

Debemos ahora encontrar una propiedad lineal en z,para poder aplicar
las scme. 2.62 5 62' ¥ la 2.67. Se puede demostrar que una propiedad tal es
d log I(t) / dt. Otra propisdad del mismo tipo es la relacién entre laz acti
vidades separadas por un initsrvalo At dado,independients de t. Vedmoslos
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Tlkeat) o qaPalbee |y gy
1(t) T(¢)

Es decie -

T(+ +at)
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Los valores de la mencionada relacidn para A y B puros son,respectivamente;

By < N
3 (4.8)

: - Lot
Pg e L7857 49

Luego, tanbidn la propiedad definida como la misma satisface la 2.42.(En rea
lidad,esbe resultado,que es comin a toda funcidn suma de funciones como vimes
al obtener la 2.47,podrfamce haberle deducido de esta (ltima ecuscién. Observe-
moz que no ez suficlente que la propiedad que piensa utilizarese satisfaga la
2.42 formalmente; los fachores gque designamos oon P, ¥ P, nc deben contener &

z ni explicita ni implfcitamente para que realmente podamos considerarlos pro
piedad cde A y de B. Tanbién debe excluirse que mean funciones de otra variable,
sono por 6j. el tiempo,en sl problema gue estamos tratando.

Para aplicar las ecuacionea de la seccibén 2.2,se puede entender Dn(O) y
I}l_'(o) ,de acusrdo con lo precedente,como d log I(t) / dt para tat ¥ tet
v P_ como -0,434333.0 blen,se pueden entender aquéllas como las fracciones de

B

IL" " In a que se reducen @stos valores de la actividad al ‘ranscurrir,a partir

de t-tm 4 t-tn el lapso fijado At,pasando a los valores I(tm + AﬂaIn" <]
I(t + At)I',
n n

i

0 gea: r
s D € R i
% (4.10)
"
Am
:DM (o) = (4.11)
Loy
En eate caso PB ostd dada por la 4.9 y teniendo en cuenta gue es un valor
partioular de fB,lp simbolizaremos con FB'“ decir:
P }"6 At
%=ﬁ=i (4.12)

Andloganente:



o = iy = R (4:13)

congiderando ertonces como propiedad (4 +4t) / 1(s),1a ec.2,62 se trans-

forma,haciendo los reemplazos indicados por -l-plg_.eca.é;z,lo.ll 7 12,001
=1 y vl
dgn [ Im ;:] ﬁ»-[.tm F
Ll X, L T ]
De donde,teniondo on cuenta las 4.5 v Gs o
S
}3 = ~[“ﬂ th = Irh« In«
- = ) . p - :
l"“ mm“ - Lon, FH’\. - FE: ([M{ﬂh -‘.[n- km

Procediendo del mismc mods con la 2.67T:

’PA it %:ﬁ.*a Knn — —'-;_z:{émmgrh
Ain f5m =~ IR

que,por lae 4.5 y 6 a8 Tinslaente:

P - _[fu; J‘%IL "‘-[v:ém

\ - 3
/- ~[40\ fﬂu‘, - A fgm (4.15)

(2,14)

A partir de T A se pusde calecular la constante de desintesracién segia la
4.13,00n la limitacidn ue impone el exponencial en cusiio s que para valores
de Pa. cercanos & 1 su error se multiplica al transferirse a >l o al periodo.
En efecto,se puede demcsira’ que para un dado error relative en T;el error en

N tiende o infinito el del periedo también-,en tanto T tiende n uno.

Se obtiene una simplificacidén de las eca. 4.14 y 1% haciendo coincidir
el aje da t con tﬂ,on decir,haciendo f.muﬁ.. o tal caso th- 1 y esas ecua~

ocionas se transiorman en
R 2 s et
L! 0. fou + Fallm fp=1m)
Pq - Ly, PR - i
T P80 = T

En el Departamento de Tisica de. la Hﬁvergim;aé La Plata 2e snsayaron
sati¢factoriamente los resuliados anterlores ,am'htgp-m-rimtaloa. En parti
sular mo hard reforensia al anflisis de unna curva de desintegracidn correspon.

N~ 31 2 b
dienta a una nazela de IJ ¥ Il-?’ yque 88 realizf suponiendoe desconceido el
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Fig. 38. Andlisis de la curva de desintegracidn de 1131-132.

tz‘em/m (horag) ©

dltimo. La tabla siguiente da el detalle de cuatro detemminaciones.

tnl I {» "[3; |l Tn I L N Pa

0 [¥3T 2740 |oh| & | 625 [48F o4y
h[4190 2030 H|1ir0 | 745 | 469 o427
2h| 3240 i6 40 K| 985 | (FT | 46F |oyar
w oo

oo | [JHO W| QO 64T | 43§ oy
At=3{ | Frowedios| 479 | 0,427

A partir del promedio de los valore=z de b obﬁnidoa ge trazd lz recta de
decaimiento del 11‘31

¥ por diferencia la del supuesto desconoscido,como se ve
en la ig. 38. El valor del perfode de desintegracibn,calculado scbre la ba

se del promedio de P resulté: 2,43h. E1 #1timo dato comunicado para el Pe
riodo del 1132 831 2,43h.
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Lpendice T .- Alsamac caracferistlicas wdiclionsles de funciones estudliadas

94 7{2) es crecienta y r > 1 ,0 decrecieants y r {1 , resulta 5(3) P F(z‘

({ escerto para 2 = 0y 2 = 1 , en sue son igualea) ., Lusgo x)=D(x)=rP(x)
tiene wn mAximo . La situacidn se invierte si P(z) es decrecisnte y r < 1
o deoraciente y r>1 . Hste analisis se puede axtender a ;@mn(:{}aﬂm(x)—nn(x)
1legandone a (is %n(x) tiene un méximo o minimo , siendo D(z) crecienta
dggun sea rz > rn o rm < rn s ¥ & que Q(x) tiene un mdximo o minimo siendo
P(z) decreciente sejun sea r '4 rooT '7rn L

Calcularsmos ahora en general el valor de x = x_ para sl cual ae producen

.
saor valorss estacionarios de an(::} y PaTR X ¥ T constantes siendo
;(z) lineal.

Ademas de la dada por la scuacion 2.56 y podamos escribir otra exprasion

para Dm(."., (ver ec. 2.61 ) _L =5

D ()= (fa-Ffe) 2= + 18

y uua expresion similar pars Dn(x:].

Ragtando amdbas 3

@ (") ({/ﬂ) - = (1)

/‘iaf +b+X Z’:a.#)-tz

Derivando e igualando a cers encontramos

Ko = o .
SN
/Iq.\ L
Luego ,el valor corpesponde a X ( cantidad total de D en el gistemna )
A o e
k —
\/ A Aae

Reemplazands en (1),encontramcs gque el valor estacionario qm(x} de qhm(z)

S ) el 2
At 4 A2

Q
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«L1

+ & M L4
sruacion de la yus se puede deducir lo dicho anteriormente con relacion

« la» oondiciones en que el valor estacionario es un méxine o un mfnimo

Por sj. Si F(z.) es creciente ( P;"’u ) €0 . 5i adenas rm) r ,la expro-

siop yue multiplica a esa diferencia en la ec. anterior es negativa.lue-
z20 4.2 0 - se trata de un maximo .
£l valor d» 3 para sl cual tiene lugsr th(x) = QEm[:) es :
ol 7 A
@ +X;: A + VN 2a

Este valor es tambien,independisntemente de que F(z) s®a o0 no lineal ,

#l valor da z para el cual se produce sl cambio mayor en la composicidn
raferido 1 14s Dm(x) y Dn(x) entre =f.la indspendencis respecto de la
“orms de P{:) se comprande sise tiene en cuenta que la expresion que fi-
;ura entre corchetes en la (1), es la diferencia z;.r:. - 3:\11 que da ouenta
de la Wiferencia de composioidn despuss de actuar el p.a. segin ¢ = tm

y segun t = t . Esa diferencia es igual a - ( 5 - a{m) -

B evidente entonces ( ver (1) )%;m(:_) se produce para el X, o e pa
ri loa duales A »':h:;a ectaoionario . Si —l;(a} no es lineal,!gueluente corres
nonderd u '-'.m o sﬂ un A zm estacionario , pero en ~enaeral no surreaponde-
‘a a an valor (x)

Ajendice II .~ Un problena de calculo de probabilidades,

Para 1lustrar el alcance de la aplicabilidad de la teoria desarrollada en

la asecién 2.2 , resolvereuos el siguisnte problema:

98 tienen dos urnas , cada una con bolillas blancas y awarillas ; la segun
da,adenas, tiene bolillas de otro color.Se extrae cierta fracoifn . de bo

1illas de la primera urne ( gue incluye la fraceidn f_ de blancas ) no sien

do,2n 8l noiento de esia -ntrmiﬁn,hmogim la diatfi‘ouoién de bolillas.
jo conoce Ji probabilidad de sacar una bolilla blanca en la sezunda urna

¥ la de sacar un par blanco o amarillo sacando sendas bolillas de cada
una antas do la mencionads extraceidn . Se conococen tanbidh estas probabili
dudes despus= de ells -

Se pide en "uncidn de los datos, la composicion de cada urna y la probabi
lidad de sacar una bolilla blanca en la segunda urna.

Antes de la extraccion de la fraccion f_'s s la probabilidad de sacar un par
blenco o amarillo es

| P_-.. I%,)%a-& 3; ’2&
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T g = Sy

B2

donde P ¥ dan las probabilidades de sacar una "lanes er la primers

-
51 ¥ TB2

¥ la segunda urna , respeciivamaiite , 7 anslogmuerte aca ff‘

pecto de laz amarillas,

Como P.. ¥ P . son iguales a la fraceidn deltetal de bolillas en la prima

Al S
ra urns que corresponde a las blancas 7 a las amarillas,antes de la exirag

cion de la fraccidn fs s Tespec tivamente ,-podomaa'ééofiﬁifrlq-antnriur as{
9 -. "
P:.Ze, ’32 "’ZA;&Z

Estamos aaf frente a una propiedad gue satisface la 382 . Aduméhkla extrac
cion de la fracecion rs s Como supusimos qua durante la extraccion las bo-
1i11las no estaban houogeneamente distribuidas,actud como p.a.jentonces po
demos poner : .
f _
- X 55 £
l) = ;:B"fﬁzi é;QI /tz
Luegoise puede enfooar el rroblema sogﬁa la teorf{a expuesta en la seccion
2.2 , apliocando 1a 2.68 !
S P-D
B ~ ~

g8 [ O~Fpa)-[ - l82]
y por la 2.69 ° P -— lo)g *'Bé S .
e e

’ .
z“Bl noa da la composicicn de la primewd urna , que aels contiene blancas y

amarilliss

By

Con P __ podsmoz calcular la somposisisn de la sezunda pues P, =2
A2 A2 A2 ,

-—

T ZAE 7 la probabilidud de sacar una del tercer color as P? = 2

i A P - “ h
wid@t@eg,ﬂ P g =l ( 1o Tgo de

3
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6 SONCIUSIOR 8BS
| wetoda exzpuesto estd destinado a resolver problemas analflicos gue pre_
cantan los sistemas binarios uno de ouros nomponentes ( 1 ) es deseonoesido

¢ de nuy dif{ei) o imposible separacidn,con loa medios de gue se dispone
s¢ tualmentejel otre componente es B (conocido) s siendo ambos rec{procamen
te interferontes.

M el casoc de mayor generalidad ( a menos de la restriceion consictente

an gue B forme una pequefia parte del sistema dado S), la extrapolacion de
1as B(x) 7 a(x) ,estudiadas en la seccidn 2.1,pardzrafo b , nos permite
determinar,con las obvias limitaciones que impone la extrapolacion de fun
ciones no lineales,la composicion de 8 y las propiedades del componente A.
Pare ello se reguiere 1nformac16h,pravaniente,no solo del sistema S y Si-
no tambien de sistemas mas ricos en I, tales sistemas se preparan agregan
do a cierta cantidad del sistema dado cantidades variables de B.la infor
macion se prooura nediante la alteracidn de la composicidn de los sistemas
aal obtenidos , la cual se lleva a cabo con procesos gue no hacen practie
cable Ta separacicon de Ay B . .
B el caso de que la alteracion de la composicidn sea constante respecto
del agresgado de B ( o mea x )es posidle , en general , determinar la
composlioidn sun cuando B no forme una pegueiia yartaﬂ&e S . Mas generalmen
te , @lloc er posible si es constante respecto de x una expresion formada
con diversos grados de enriquecimiento correspondientes a diferentes con-
diciones en que se altera la compoaioiéh,a diferente valores de x .

Se pueden considerar los dos casos siguientes : a) Si la funeidn que repre
sents la propiedad que se considera para obtener los valores de D(x) es
lineal en los titulos de los componentes,de acuerdo con lo expuesto en la
sencidn 2.2,para conocer la composicion y el valor de la propiedad co-
rrespondiente a A puro,solo se requiere informacion del sistema $ y B .
b) Si la funcién mencionada es arhitraria ( seccion 2.3 ) con datos pro-
renientes de los sistemaa preparzdosicomo se indied se calculan valores

de vnrias funciones lineales cuya abascisa al origen determind la compo-
sicion del sistema dado .

®n principio se pueden plantear fres cuasstionsa :

1) Consiste an‘g:%ar el el componente comocido forma una pequefia parte
del sistema,en relacida con lo requerido por lo expuesto en la saccion

2.1
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3) congiste en couo saber que,siendo A desconocido e insepsradle,es el
inico componente ademas del conocido,puestoda la teor{a se desarrold pa-
ra mer aplicada a sistemas binarios.

})Consiste en cdwo saber que el grado de enriquecimiento es constante ,
fuera de los casos en gue ello pueda aceptiarse a priori ( por ej., 8l re-
Tferaente al sistema formado por doa radigtopoa independientes o la dis-
tribucion en un par de lijuidos no miscibles a baja conceniracion ‘etc.)
Para responder a loas interrogantes precedentes , el canmino a seguir es

al siguiente :

91 las D(x) y Q(x) referentes a una o mas propiedades para diferentes con
diciones en quese realiza la alteracidn de la composicidn,se extrapolan

v ooncurren , las D(x) hasta igualarse y las Q(x) hasts anularse,todas,
en una abscisa comin,en general podemos concluir que :

12 ,- §l sistema tiene dos componentes,

2¢ .- Bl sistema dado es efectivamente pobre en B ( la 2bscisa mencionada
nos da la cantidad de B en el mismo )

Una vez confirmado el cardoter binario,se puede estudiar,sise considera
nrcesario,la constancia del grado de enriquecimiento o de las fraccio-
nes t".‘ v fa @e las cantidades de A ¥y B gue se recuperan despues de la al
taracion de la composicién.

34 la abscisa no es comin,ello puede deberse a la presencia de otros com
ponentes o a que B no fom una pequefia parte de S ; o a ambas causas a
12 vez.Rsta cuestidn se aclarari con ayuda de las funciones <ﬂ.(:c} (ver
pardgrafe ¢ de la seccion 2.3 ) .

La linealidad de ‘Jp (x) nos da , en principio , un indicio de la constane
oia del _rado de emnriguecimiento.Solo un indiclo porque per ej. tratandose

ieuna 50 (x) aislada podr{a trat: = de un caso singfilar en que en el in
tervalc de x considerado la funcion pueda ser-o pueds considerarse-li-
neanl,sin serlo para todo x.Por ial razon,serid conveniente hacer nas de
an ensayo para verificar cbnetmoia dal grado de enrijuecimiento,o como
aa di‘}o anfes,para mayor generalidad,de una expresion formada por dife-
rantes grados de enriquecimientojtambien es posible en clueﬂl controlar e
sa constancia segin lo expuesto en la seccion 2.4.

51 tenemos un grupo de So(x) que ae resentan como lineales,ello serd

aafinl de jyue se puede determinar la composicié'n por extrapolacion de

135 miswds hasta ‘P (x)=0.La concurrencia a un puntofuico confirmard que

ne esti an las condiciones requeridas para considerar ocorrecto el re-
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sultado.

Tuada aun en pie la cuestion referente al caso sn ue extrapolando las
D(x) ¥ Q=) no se obtisne uns absoise comunyea cuaubo 2 s5i ello se debe

a sue B no forma una pequeiia parte de S o b;an & la presencia de uno o
nis componentes, ademas de 4 y B . Pues bien!se pusds aciosirar,como se
datallari an un trabajo posterior,que en las condiciones en ue g’(x}

es lineal en presencia de dos componentes,no lo es en presehcia de un texr
caro,zi la funcidn yue representa la propiedad a que estan referidas las
D(x) no- es 1ineal en sl titulo de loa componentes.

31 la mencionada funciéﬁ o3 lineal en los titulos puede darse que Sﬂ(x)
sgilineal en xyaun en presencia de wmas de dos componentes,si se ocumplen
olarias condiciones.®n este caso ,la abscisa al origen no da la compoai-
cion,La pressncia de un tercer componente serfa aquf advertida porque,en
todo uaso,la abscisa al origen no serf{a comun para todas las 99(x) s
o aTntesicg en las condiciones especificadas en cgda cazoj,conociendo uno
golo de los componentes de un sistema,es en genral posible determinar si
lay mdemas uno o mas componentes.Si sl sistema resulta binario,es posidle
detarminar la composicidn y las propiedades del componente desconocido
que mean funciones linealsa de los tftulos y aun las no lineales ( 81 01
tftulo del conocido es suficientemente bajo ),

Cuands hay problemas de separacifin de componentas de sistemas,sl analisis
o puade resclver a veces con el uélodae de di;-ncica'n isotﬁpia#mqu B0
lc requiare Ila aislacitn del componente que go desea dntszninai en una
pesueila fraccion de la cantidad presente originalmente;requiriendose el
sonccimiento de ese compomsnte.di ol sisteua es binario asungue se desco
nonca ese componenteyconocidhdose el otro se puede aplicar el método am
uf rropusato sin necesidad de esyaislacion.Bs suficiente una recupera-

s18n parcial de los sistemas compuestoe por ambos.
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