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' A. MARTA 



El objeto central del presente trabajo es la clasificaci6n de 

las singularidades de morfismos de k-glgebras, A: A + B donde se 

supone que la caracteristica de k es cero. 

Mount y Villamayor resuelven el problema introduciendo la 

u B @A-glgebra J(L(B/k),B @ A) y definiendo en el esqueina de tal ani- 
' 110 10s con juntos de singularidades gengricas , suponiendo algunas hi- * p6tesis sobre el anillo B, entre las cuales juega un papel esencialv ' el hecho que D(B/L) sea un B-m6dulo de tipo finitc. I.. 

i 
+- -7 - 

Mediante el uso del m6dulo de diferenciales M-gdico, Dc(B/k) 
* Cy'ii; puede extenderse la noci6n de conjuntos de singularidades a1 c a s o p  

b. *L/ I I. x,wd que D(B/k) no sea de tipo (por ejemplo anillos locales completes),, . . l;i 
gengrica es tambi6n posible usando el espacio ds @ 

jets J(L,B @ A), anglogo algebraic0 a1 espacio de jets infinito - ' 

J ( V , W ) ,  usado por Boardman para la clasificaci6n gengrica 
1 aridades de aplicpciones diferenciables. 

~l'capitulo 5 tiene por objeto mostrar que un cierto 

2 coordenaias puntual en M E 1 ( 2 ; i,i, , . . . tiene validez en un en 

torno abierto de dicho conjunto. Esto se lleva a cabo usando 1as.e~-  

el kistema. de coordenadas "prepayatorio" de Mount-Villamayor. 

tensiones jacobianas de ideales y mostrando su estrecha relaci6n con 

Quiero expresar mi gratitud a1 Profesor Ingeniero Orlando E. Vi- 
I .  

iayor, quien me dirigi6 en el presente trabajo y orient6 en la e- , . L l ; ' l  A 
- I I.. .'.-.-, , b- laboraci6n del mismo, as5 como a1 ~nstituto Argentino de Matemgtica 

e 

gue me bkindb el lugar y soporte financier0 para realizar esta tesis. 
L.. - ., *. : ! 

Carlos S. Subi 

Setiembre de 1976, - 
- n r -  L L  



1.1 Espacios de Jets. 

1.2 Campos vectoriales totales. 

1.3 Rango y rango total. 

1.4 Los subconjuntos de singularidades. 

La referencia general, para 10s conceptos y resultados de 

este capitu10,es el trabajo de J. M. Boardman [I]. 

Aqui presentamos ~ 6 1 0  10s puntos fundamentales de la teor5a 

de Boardman a partir de 10s cuales puede notarse la analogfa que 



1.1 Espacio de J e t s .  

Dado n ' ( 0  C n C -- s e  d e f i n e  l a r e l a c i 6 n  d e e q u i v a 1 6 n c i a '  - . 

Dadas dos var iedades d i f e r e n c i a l e s  V y W , pasamos a cons- 

t r u i r  o t r a  var iedad d i f e r e n c i a l  J ( V , W )  mediante l a  c u a l  s e r g  

p o s i b l e  c l a s i f i c a r  las s ingu la r i dades  de  a p l i c a c i o n e s  d i f e ren -  

c i a b l e s  f : V + W. 

Dado que e l  prob lena e s  esenc ia lmente l o c a l ,  supondremos 

quc W = Rw y que V ';; v a b i e r t o  en RY. 

S i  v c V e s  un a b i e r t o ,  F (v )  denotarg l a  R-slgebra de  fun- 

c iones  suaves (en e l  s e n t i d o  C") d e f i n i d a s  en  v  a v a l o r e s  en R .  

S i  p  E v , F ( p )  s e r g  la  ~ - g l ? e b r a  de  ggrmenes de  funciones 

suaves d e f i n i d a s  en a l g h  en to rno  de  p. F(p)  r e s u l t a  una g lgebra  

l o c a l  y m denotarg s u  i d e a l  maximal, es d e c i r ,  e l  i d e a l  de  ggr- 
P ' 

menes de  func iones que s e  anulan en p. 

Sean { X I ,  m e + ,  xv} y {yl , . . . y s i s temas  de coordenadas 

de V y W , r e ~ ~ e c t i v a m e n t e .  

- e n t r e  10s: ggrmenes de func iones suaves de  V en W como s igue :  
. n 

f - g, s i  y ~6.10 s i  i f  y g son ggrmenes d e f i n i d o s  en e l  
0 

(iii) 10s der ivados  p a r c i a l e s  de  orden me- 

. . nor  o  i g u a l  que a,  de f  y g ,  co inc i -  

den en  p. 

Llamamos 2" ( V , W )  a1 con jun to  de c l a s e s  de equ iva lenc ias  que 



resulta por la relacidn ; -I.' ' 

Si m s n se tiene nna proyeccidn canSnica n:: J~(v,w) + &v,w) .  

Si f es representante de un elemento de J~ (V ,W) , para todo pun- 

to p del dominio de f se tienen dos aplicaciones naturales: 

Dada una aplicacidn f : U + W , donde U es un abierto de V, se 

asocia la seccidn jet de f : ~~f : U + J~ (v,w) que aplica p E U en 

la clase del germen de f en p. 

El elemento ~ " f ( ~ )  se llama el n-jet de f en p. 

Resultan claras las relaciones de transitividad 

Jnf = nm. .Jmf m k 

n y )I:= n n . n m ,  s i k > m a n .  

Por un campo vectorial definido sobre el abierto U C V , enten- 

deremos indistintamente una secci6n del fibrado tangente sobre U o 

bien una derivaci6n (R-derivaci6n) del glgebra F(U). 

Fijado ur, sistema de coordenadas ix,, ..., xV} en V, quedan de- 
."h ,' 
'5. terminadas derivaciones d l  . . . , d tales que d,  (xi = 6, j. 

" * 
Dada un v-upla 0 = (0 , . . . , uv de enteros positives escribi- 

. - .  remos * '  _ : 
01 02 (Jv ..: T do = dl. 4 . . . . . dv , operador sobre F (v) 

1 

s -A 

. ,' Cr2 Qv v 
r '  xu = x  X 

1 .  2 '  * * *  ; x , denotando por la 1-a la suma 
r. - - .., , t v z;i 

- ~ a m o s  el siguiente sistema d e  coordenadas en Jn(-V,bl),. n finito: 

Serdn las funciones coordenadak X i  , YI , Zj ,  para 1 < i < u , 
1 < j < w y 1 < 101 < n  definidas por: 



7 

con f germen de una a p l i c a c i b n  de  V en W ,  d e f i n i d o  en p. 

Queda d e f i n i d o  sohre  Jn (V,W) una e s t r u c t u r a  de  var iedad d i f e ren -  1 
c i a b l e  c o n l a  c u a l  las ap l i cac iones  ll: y J n f  r e s u l t a n  suaves e n t r e  

var iedades  d i f e r e n c i a l e s .  

Bore1 h a  demostrsdo que J(V,W) e s  isomorfo a J" (v ,w) .  T a l  l i m i -  
m rn 

t e  i n v e r s o  s e  toma a p a r t i r  d e  las proyecciones n n :  J ( V , W )  + 

Jn ( V  , W )  ( m  Z n )  , considerando l a  t o r o l c g i a  l i m i t e  inverso .  

Def in ic i6n  1 . 1 . 2  Dado U c J(V,FJ) a b i e r t o ,  $ : U -t IR s e  d i r d  suave 

s i  $ = 4 . l ln localmente,  pudiendo n no e s t a r  aco tado s o h r e  U. E s c r i -  
1 

bimos F(u)  e l  a n i l l o  de func iones suaves sob re  U , y F(s )  e l  a n i l l o  
a 

de ggrmenes d e  t a l e s  a p l i c a c i o n e s  d e f i n i d a s  en s E: J ( V , W ) .  . -. . + .x . -- 

Results entonces que F(S) = l j m  F(nn s )  , donde fin : J ( V , W )  + 

! I 
1 .  'J ' (v,w) e s  l a  a p l i c a c i 6 n  c a n b n i c a ' d e l  l i m i t e  en J'(v,w). 

Por l o  t a n t o  l a  composicibn 4 .  Jf,  4 .E F(U) y f:U -+ W , re- 

s u l t a  una a p l i c a c i 6 n  suave. 

1 . 2  Campos v e c t o r f a l e s  t o t a l e s .  

Definimos 10s campos v e c t o r i a l e s  t o t a l e s  D , ,  i = I , .  . . ,U  sobre  

J(V,W) por  las igua ldades:  

D i X j  = 6 i j  

D , Z , , =  Z j a m  donde a ' =  ( a , ,  ..., a , + l  . 0 *+I, * * * , a v  



I 

.Dado un a b i e r t o  U C J(V,W) , llamamos campo v e c t o r i a l  t o t a l  a 

una combinacibn l i n e a l  de  l a  forma 1 Di , con 4, E F(U) 
1 < i < v  

Nbtese que 10s operadores D, ~ 6 1 0  t i e n e n  s e n t i d o  en J(V,W), 

r e s . ~ l t a n d o  de  l a  d e f i n i c i 6 n  la  impos ib i l i dad  d e  c o n s i d e r a r l o s  en 

E s t a  e s  una de las razones que nos conduce a c o n s i d e r a r  e l  

e s p a c i o  d e  j e t s  i n f i n i t o  J(V,W). 

Habigndose d e f i n i d o  1.0s campos v e c t o r i a l e s  en  tgrmino de coor- 

denadas,  s e  q u i e r e  c a r a c t e r i z a r l o s  de modo independ ien te  d e l  s i s t e -  

m a  e l e g i d o  y d e f i n i r  as; un f i b r a d o  t o t a l  g loba l .  

Sea N CV a b i e r t o  y f :  N -+ W una a p l i c a c i 6 n  suave. Por l a  de- 

f i n i c i b n  de Z r e s u l t a  l a  i den t i dad :  
i o  

. . v d l i d a , p a r a  las func iones coordenadas a n t e s  d e f i n i d a s  y para  cual -  
I - 1 

: ' q u i e r  4 € F(U), U = n (N) , p o r  a p l i c a c i b n  de  l a  r e g l a  de  l a  cade- 
v 

na. 

. Esto  el i rn ina l a  dependencia mencionada y permi te  d a r  l a  s igu ien-  

t e  . 
. - / 

'. . 
Def in i c ibn  1.2.1. 

Definimos localmente e l  f i b r a d o  tangen te  t o t a l  ID sobre  J(V,W) 
u 

como e l  f i b r a d o  v e c t o r i a l  que t i e n e  a  10s campos v e c t o r i a l e s  t o t a -  

l e s  X Y . , . . . , D ~ }  como base d e  secc iones .  

Los elementos d e  l a  f i b r a  sob re  s E J ( V , W )  s e  l laman vec to res  

tangen tes  t o t a l e s  e  inducen func iona les  l i n e a l e s  F($) -+ !R que satis- 

facen l a  fbrmula u s u a l  de der ivac iones .  



E l  f i b r a d o  ID e s t a  candnicamente i d e n t i f i c a d o  por  l a  f6rmula: 
0 

D $  . "1 = d ( $ .  J F ) ,  d E T  
V 

S i  D = I I r(d) y ( J f ) *  denota l a  func idn t r a s p u e s t a  de  Jf ,  s e  

t i e n e  que pa ra  toda  secc i6n  j e t  J f  s e  v e r i f i c a  

(Jf)*(IIf:d) = d . 
v 

Como por  d e f i n i c i 6 n  todo  campo v e c t o r i a l  t o t a l  e s ,  loca lmente,  

de  l a  forma 1 -4. D s e  t i e n e :  
I i 

Dado U C J(V,#) a b i e r t o ,  $ E F(U) y D l ,  D E D ( sob re  U) 
2 2 

s e  d e f i n e :  

[5Dl ,D,] = D . D - D . D , de donde 
1 2 2 1 

Los campos v e c t o r i a l e s  r e s u l t a n  ce r rados  b a j o  e s t e  product0 y 

t i e n e n  entonees e s t r u c t u r a  de g lgebra  de  L i e .  

1 . 3  Rango y range t o t a l .  

Sea N C V a b i e r t o ,  p  E ?I y . A  .C  F(N) un subconjunto cua lqu ie ra .  

S i  T  . denota e l  espac io  tangen te  a . V  en p ,  se d e f i n e  la a p l i -  
I .%) -  . "1 P 

cac i6n .  .:' T + ~ * , . q a e  a cada d E T  l e  a s i q n a  ( d ( a ) )  E R *  . 
v l  P v l  P a EA 

T a l  a p l i c a c i 6 n  e s  R- l inea l .  

Def in ic ibn  1 . 3 . 1  E l  rango de A en p, r K  ( A ) ,  e s  l a  dirnensi6n de  l a  
P 

imagen de l a  t ransformacidn l i n e a l  d e f i n i d a  mgs a r r i b a .  Por co-rango 
. 

d e  A en p,  K r  (A1,entenderemos l a  dimensibn d e l  n6c le0,  r e s u l t a n d o  
P 

r K  ( A )  + K r  ( A )  . =  V . 
P P 



Andlogamente, dado Q E V C J(V,W) y A C F(U) queda definida , 

la aplicaci6n lineal 

Dls + R . 
Definicibn 1.3.2 Rango total de A en s,, trks (A)  serd la dimen- 

ci6n de la imagen de esta Gltima transformaci6n lineal y corango 

total, tkrs(A), la dimensi6n de su nGcleo. Aqui tambign vale 

trk (A) + tkq (A) = U = dim V. 

Lema 1.3.3 Sea s E u c J(v,w), p = nv(s) y f:N + W aplicaci6n sua- 

ve tal que p E N y (Jf)(p)=s. Si A C F(U) se tiene tambign que 

(Jf)"A C F(  (J~).~(u) 1. Entonces 

trk (A) = rk ((JflaA) 
P 

Y tkr (A) = kr P ((Jf)"A) . 
Demostraci6n: resulta de la f6rmula Di 4 .Jf = di( 4 .Jf) 

Definici6n 1.3.4 Sea U C J(V,W) abierto. Una familia $,, . . . ,$, 1 

C F(U) se dirg totalmente ifidependiente en $ E U si el rango to- 

tal de {),, . . .., $2 en s es k. Se  dird totalmente independiente . . en . . 

U. si lo' es en cada punto's f U. . 
. . 

3 

: Es claro que k G u = dim V . 
Lema 1.3,s Sea u C J(V,IJ) &bierto, y ) . . . , $ 1  un conjunto to- 

talmente independiente 'en U L  
. . 

Entonces existen campos vectoriales D l ,  D2, ..., D v  sobre U 

univodamente determinados por las condiciones 

=, 4 
D i 4 j  i j  ,.I i, j G  U. 

Demostracibn. Suponemos U suficientemente pequefio como para que el 



f i b rado  t o t a l  sobre  U admita una base { a l ? . . : ,  a 1 . 
V 

Por h i p 6 t e s i s  e l  det'erminante de l a  matr iz  ( a ,  O j  )no s e  anu la  en 

n i n g h  punto de U. Sea ( a  l a  mat r i z  inversa .  
i l 

S i  def in imos D, = ai jaj  , Estos r e s u l t a n  10s Gnicos campos vec- 

t o r i a l e s  t o t a l e s  v e r i f i c a n d o  D ( = 6 i j  . L a  un ic idad  asegura  l a  ex is -  
i j 

t e n c i a  de  campoa v e c t o r i a l e s  t o t a l e s  D, , i = l ,  ..., u  , d e f i n i d o s  glo- 

balmente en e l  a b i e r t o  en c u e s t i 6 n  y v e r i f i c a n d o  las re l .ac iones reque- 

Lema 1 . 3 . 6  Sea Q C J ( V , W )  una subvar iedad,  p  E V , f : V  + W una a- 

p l i c a c i 6 n  suave t a l  que Jf e s  t r a n s v e r s a l  a Q en p. 

f (p )  = q  y J f ( p )  = s E Q . Cerca de p  , Z = ( ~ f  )"(Q) e s  una subva- 

r i e d a d  de V . 

en Q ,  entonces:  

e s  e l  i d e a l  de  ggrmenes de func iones que s e  anulan 

dim k e r  ( f /, 1, = t k r s  [a + n:mp ) , 
n 

d o n d e q  = f ( p )  y (t lZ )*:-TzIp+ Twq es l a  d i f e r e n c i a l  d e  f / z  ; z +bl  . 
~ e m o s t r a c i d n :  c i r c a  de $ , Q e s  l a  imagen i n v e r s a  de una subvar iedad 

de  J~ ( v , w )  para  alg& k f i n i t o .  

L a  t r a n s v e r s a l i d a d ,  jun to  con e l  t eo reka  de  l a  f unc ien  i m p l i c i t a ,  
- 

impl ican que ( J f ) f :A  genera e l  i d e a l  de  ggrmenes en  p ,  de  funciones 

que s-e anulan en Z . 
Del Lema13.3 s e  s i g u e  que: 

t k r  ( A  + II:tmq) = k r  ( (J f ) f : (A + llf:,mq)). 
s W P W 

Pero d  E ( T  anu la  ( J f ) *  A . s i  y s d l o  s i  e s  tangen te  a Z y anu- 
v P 

E l  l e m a  r e s u l t a  entonces de (T n Ker(.f,) = Ker ( f /  1. # 
v l z  P P P 



1.4 Los subconjuntos de singularidades. 

~efinicibn 1.4.1 Dado# A C F(U), U C J(V,W) abierto, se define la 

k-6sima extensi6n jacobiana total, A ~ A  , corn0 el ideal de F(U) 

generado por A y el conjunto - - -  - de - menores de dimensibn n x n , 
det(D.a.1, donde D,  son campos vectoriales totales sobre U, a le  A 

1 1  

(1 C i, j < n )  y n = v - k t 1  . Por convenci6n A*'A=F(u) . 
Como siempre u!=dim V y D E D = fibrado tangente total sobre 

Consecuencia inmediata de esta definicibn y conceptos antes 

introducidos es el siguiente 

Lema 1.4.2 Sea s E U y A C m . Entonces 

t k r A 2 k  s i y s 6 1 o s i  A ~ A C ~  . 
Sea I = i ,  i 2,.-., ) una n-upla de enteros positivos; d i r ,  

mos que I tiene longitud n, 

Nos proponemos definir~m subconjuntos 1' del espacio de j e t s  

J(V,,W), para .,cada sucesibn I . 
' . .  

La ~iguiente definicidn es motivada ?or. el lema precedente iy 

I t . .  

el'lemal3.6. '. . . .  

Definicibn1.4.3 S e a s  EJ(V,W), q=n_(~) ,  m eiidealmaximal a 

de F ( q ) .  Definimos 1' C J(V,W) como: 
I ' tkr mq = ; i  

s 1 

'tkr dr mq = i2 

, tkq Ad'rnq = i3  

. . I . . .  . . .  



.Nota:  - (i) E l  espac io  de J e t s  J ( V , W )  queda p a r t i d o  seqGn 10s suhcon- 
I 

juntos 1 ;es d e c i r :  p a r a  todo s E J ( V , W ) ,  e x i s t e  una Gnica suce- 

s i b n  I ( i , ,  i,, .. . , in) tax que s E 1' . 
(ii) Por o t r a  p a r t e ,  1' = 4 a menos que 

M (a) i, >i,> i, > ... .ia-, 2 i >  0 
n 

( b )  u > i ,  2 u - w  

- - ( c )  S i  i ,= u - w ,  entonces i i,- ... - in . 
(a) Resu l ta  d e l  hecho de  t e n e r  una suces i6n  d e  i d e a l e s  c r e c i e n t e s  y 

por  t a n t o  l a  suces i6n  de  corangos t o t a l e s  debe d e c r e c e r  (en  s e n t i d o  

( b )  E s  c l a r o  que w 2 i , .  Por o t r a  p a r t e ,  mq puede s e r  generado por  

W elementos l o  que muestra que t rksmq w y por  l o  t a n t o  tkrsmq Z 

(c)  S i  i, = u -  w ,  ~ ~ - ~ m ~  = F(U)mq , donde U e s  un a b i e r t o  que con t i e -  
I lirB 

ne s , y puede ve rse  que t i e n e  e l  mismo corango t o t a l  y ex tens iones  

jacobianas t o t a l e s  que mq, de  donde l a  suces idn  I s e  e s t a b i l i z a .  

~ e f i n 5 c i 6 n  1.4.4 Dada una a p l i c a c i d n  (suave)  f :  V + W , def in imos 

1' ( f )  C V c o m o . ( ~ f ) "  (11 ) , para  cada u-upla I donde Jf:V + J ( V , W )  

I 
. e s  l a  secc ibn  j e t .  N6tese que 1 (f) poseen l a  m i s m a  .propiedad d e  

r 

p a r t i r  V , comb l a  t e n i a n  10s conjuntos 1' en J(V,W) .. ., . . .  



CAPITULO 2 

2 .1  El mddulo diferencial rn-ddico Dc(B/k).' 

2.2 Invariantes de Fitting. 

2.3 Definici6n de singularidades de un morfismo de anillos. 

La rererencia para 2.1  es fundamentalmente el trabajo' de Y. Nakai 

y S. Suzuki [ 9 ]  en el que introducen 10s mddulos diferenciales m-gdi- 

cos, as: como las propiedades detalladas en el apartado. 

En lo que respecta a1 mddulo diferencial (ordinario) puede verse 

[ 8 1  . Asimismo en [ 5 ]  se estudian dichos m6dulos, como caso particu 

l'a dada por Mount y villamayor en [ 6.1. 

lar de 10s m6dulos diferenciales de orden superior que factorisan de- 

rivadas de orden superior. 

En 2.2 se presenta la propiedad fundamental de 10s ideales inva-' 
4 

i 
riantek de Fitting. Su demos'racidn, as5 como otros resultados rela- 

cionados con estos invariantes,.puede verse en [ 4 1  . ' 

- a - - - 
' ~inalmekte, e? 2.3 introdu&imos la nocidn de 10s conjuntos 66 

I 
singularidades asociados a un morfismo A : A + B,. gue este bakada en , 

I 



La definici6n de 10s ,conjuntos de singularidades de un morfismo 

de k-dlgebras, X : A +  B, tiene sentido cuando el B-m6dulo diferenciai 

D(B/k) es de tipo finito [6 ]  . Extenderemos este concept0 a1 caso en 

que B es local con radical m , y D(B/k) no necesariamente de tipo fi- 

nito; la condici6n de finitud requerida se supondrd en el B-m6dulo 

diferencial m-ddico Dc (B/k), objeto un poco mss particular que D(B/k). 

2.1 El m6dulo diferencial m-Sdico D (B/k). 

2.1.1 Salvo menci6n explicita, todos 10s anillos se suponen commutati- 

vos con unidad. 

Sea B un anillo, m C B un ideal. 

Consideraremos sobre B la topologia rn-Sdica, que hace de B un ani- 

110 topol6gic0, y que tiene como base de entornos del cero a 10s idea- 

les mr (r = 1,2,. . . ) B se dird entonces un anillo m-bdico. 

Si Eses un B-m6dulo y B un anillo m-sdico,. consideramos en E la 

topologia m-ddica cuyo siktema fundamental de entorhos del cero es 

la familia de subm6dulos mr .E (r =..I,?, .... . I .  ' 

El m6dulo E , equipado con estatopolog~a, se dird un B-m6dulo 

m-ddico. - 

E se dice sepaeado si n k r ~  = ( 0 ) .  
r> 1 

Los anillos topol6gicos a considerarse se supondrdn espacios to- 

poldgicos Hausdorff.(separados) o sea n m r =  ( 0 )  , a menos que se es- 
r > l  

pecifique lo contrario. 

Notemos que, segGn un teorema de Krull, si B es un anillo local 

noetheriano m-ddico, con radical m, entonces B resulta Hausdorff. 



2.1.2 Veamos c6mo se obtiene el mddulo de diferenciales de una 
4 

A-slgebra B. 

Se define I (B) por la siguiente sucesidn exacta: 
A 

donde p(b @ b l )  =bbl .  , . "  I I I * -  

Por ser B cornmutativo, p resulta un morfismo de A-glgebras. 

Se comprueba que IA(B) es la A-subllgebra de B f B, generada 

(como A-slgebra) por 10s elementos de la forma b @ 1 - 1 63 b , b E B. 

Sea TBI; B + I (8) la aplicacibn definida por T (b) = b  63 1 - 
A WA 

1 8 b . Se verifica que T tiene la siguiente propiedad 
BlA 

T (b.b') = b.T (b') + b'.T (b) +-T (b) .T (b') . 
BIA BIA B /A B /A BIA 

El par constituido por la B-glgebra IA(B) y la aplicacibn . I 

T : B + I (B) tiene la siguiente propiedad universal: 
BIA A 

Si. R es una B-61gebra y T: B '+ R es A-lineal verlricando: 

entonces existe u-no y sblo un morfismo de  B-glgebras (salvo B-iso- 

morfismos~ T * . :  I (B) + R tal que T&. T = T . 
BIA - - A 

i ~a aplicaci6n T 6s lo que en 1 5 1 se llama una A-serce de 

R-valuada. Los detalles y demostraciones referentes a series d p  
L 

Taylor pueden encontrarse en la referencia mencionada. 

~efinicien 2.1.2.1 D(B/A) = I A (B)/I~(B)' , d B : B + D(B/A) la apli- 

cacibn TI o T donde II : I + I I B es la proyeccibn ca- 
BIA A A 

ndnica. D(B/A) es llamado el m6dulo de A-diferenciales de B y dB la 

A-derivaci6n canbnica, ya que verifica dB(b.bl) = b  d B (b') + b t  d B (b) 



Proposici6n 2.1.2.2 El B-mbdulo D(B/A) estd caracterizado por las 

siguientes propiedades: 1 
(1) Existe una A-derivacibn dB: B -+ D(B/A); 

( 2 )  D(B/A) estg generado, como B-mbdulo, por dB (b 

(3) Si 6 : B + M es una A-derivaci6n de B en el B-m6dulo M, existe 

una h i c a  aplicaci6n B-lineal 6* : D(B/A) + M haciendo commutativo 
I 

el diagrama: 

Supongamos que h : B' + B sea un morfismo de A-dlgebras. 

Entonces dB. h : B' + D(B/A) es una A-derivaci6n en el B-m6dulo 

D(B/A) (DIB/A) se considera B'-m6dulo a travgs de A )  . 
Luego existe Gnica una aplicaci6n de B'-mbdulos : D(B1/A) + 

. D(BIA). De modb que si-llamamos d 1 : B @ B? D(B1/A) + D(B/A), se tiene 

que tal morfismo de B-m6dulos resulta Gnico haciendo el siguiente 
. 

7 I I-- r I- 
diagrama cornmutativo: 

- - .  
I 

- 
. 

- . - ... - ' ,  
/ 

& 

M ~ S  aGn: puede verse que coker(dh1 tiene la propiedad universal 

que caracteriza a D(B/B1), usando como derivaci6n can6nica a II.dB; 

donde ll: D(B/A) + coker(dX) . 
De mod0 que todo morfismo de A-slgebras : B' + B , da origen 



a una sucesi6n exacta de B-mbdulos: 
# 

Si S es una parte multiplicativa de B y A: B + BS-I es la a- 

plicacibn canbnica, d~ resulta un isomorfismo; ie. vale la fbr- 

mula: 

BS"? D(B/A) = D(BS" /A). 

En particular si p C B es un ideal rriqnc 

B $ D(B/A) 1 D(B /A) . 
P P 

2.1.3 Supongamos ahora que la A-glgebra B, es un anillo m-ddico.. 
! 

Siguiendo [ 91 introducimos la siguiente 
Y 

* I  1 

Definicicn 2.1.3.1 D (B/A) =D(B/A)/ n ~'D(B/A), B-mbdulo m-ddico 
r > l  

L. 

b'. que llamaremos el n6dulo m-gdico de A-diferenciales de B; dB . 
B -r D (B/A) a la composicibn: 0 . dB, donde 8 :  D(B/A) + D (B/A) 

C C 

es la proyecci6n can6nica. Notemos que, por definiciGn, D c (B/A) 
. 4 -  ' 

es un B-mbdulo separado. 

Proposicibn 2.1.3.2 D c  (.B/A) est5 caracterizado 
- . . 

propiedad unive~sal: 
A 

(1) ~xiste una A-derivacibv dB: B + D ( B / A )  , que llamaremos A-deri- 
. - C .  

, . vaci6n m-ddica canbnicq,. de B ; 

c .  
\ A Q 

(3) Dc (BIA) este generado, como B-mbdulo, por d ,(b), b E B; 

( 4 )  Si E es un B-mbdulo m-ddico separado y 6 : B +  E una A-deriva- 

ci6n de B en E, existe una Gnica aplicacibn B-lineal 6* : 

Dc(B/A) -+ E haciendo commutative el siguiente diagrama: 



En particular el m6dulo de A-diferenciales (0)-sdicos es D(B/A). 

De mod0 que.: si D(B/A) rs un B-m6dulo m-gdico separado Dc (B/A)g 
I 

D(B/A). 

Por lo tanto si B es un anillo de Zariski y D ( B / A )  es finitamen- 

te generado como B-m6dul0, D(B/A) D (B/A). 

Nota. - por anillo de Zariski entendemos un anillo B m-Sdico noe- 

theriano, tal que todo subm6dulo F devk-mbdulo finitamente generado 

E, es cerrado para la m-topologsa de E . 
Sea : Bt  + B morfismo de A-dlgebras. 

Supongamos que B es un anillo m-ddico 

Bt es un anillo n -5dico 

y que A(rl1.c rn , i.e. h es una aplicaci6n continua 

*- de dichos espacios topol6gicos. 

Esta illtima condici6n asegura que si E es un 8-m6duJo m-ddico 
- .  

separado, E resulta un B'-m6dulo n-Sdico separado. 

Consideremos la A-derivaci6n d . A :  B' + D (B/A). Por l a  pro- 
A 

B c -- 
t 

piedad universal de D (Bt/A), existe una Gnica aplicacibn Bt-lineal 

D (Bt/A) + D (B/A); llamando A : B g  D (B'IA) -+ D C (B/A) se obtiene 

un diagrama commutativo similar a1 construido con 10s mbdulos dife- 

renciales ordinaries: 

A A 

@ d B ,  4. .1 
B 8 Dc (Bt/A) + D (B/A) 

B ' 'i' x 



~btese que en general el B-mbdulo B 9 Dc (B1/A)-no es separado 

en la topologia m-Sdica, aunque Dc (B1/A) lo sea. 
A 

Por ser D (B/A) separado d A puede factorizarse a travgs de 
C 

B $ Dc(B1/A)/ n m r [ ~  $ Dc(B1/A)l , y llamando D,*, a1 conucleo 
A 

r > 1  

de d A se obtiene la siguiente sucesi6n exacta de B-m6dulos: 

En [ 9 1 se demuestra que D 4 n mr D,* r D (B/B1); si, .en par- 
B * B  r > 1 

ticular, Dc (B/A) es de tipo finito y B es Zariski, D,, , =, D (B/Bt). 

No vale en general una f6rmula de localizaci6n para el mbdulo 

D (B/A), analoga a la obtenida para el caso de mbdulos diferenciales 
C 

ordinaries. El siguiente resultado sers Gtil mas adelante: , . 
: **-fi, 

Teorema 2.1.3.3 Sea B una A--5lgebra y supongamos que (B,m) es un - *.1--+ * - 1 
anillo Zariski. Sea I C B un ideal. Entonces si Dc (B/A) es un B-m6- I 

! 
dulo de tipo finito la siguiente sucesi6n es exacta: 

La demostraci6n puede vedse en [ 9 ] . 
. - 

. . 
2.1.4 En este apartado supondremos q.ue 10s anillos son noetherianos. 

Si B es un anillo m-ddico, *B denotara su completacibn con respec-dl I 'i 1 

to a la topologia m-8dica y ;-la clgusura 2e m en k que resulta ser 

Es b i e q  conocido que en tales condiciones k resulta un anillo 



- .  
I+ 

- i 

f " >4 
Y 

m-gdico (noe ther iano)  y separado [ 10 I . 
- En [ 9 1 s e  demuestran '10s s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s :  

A 

2.1 .4 .2  Supongarnos que B e s  una A-Slgebra, v i a  X : A + B . 
Supongarnos que A e s  un a n i l l o  q- bdico,  B un a n i l l o  m-gdico y 

A 

X ( r l )  C m . 
A A ? \ A  A 

Podemos entonces -ccrnsiderar a B como una A-.blgebra v f a  X:A + B , 
morfismo deducido de  X pasando a 10s completados. 

I 

Entonces,  s i  D ( B / A )  e s  de t i p o  f i n i t o  y (B ,m)  e s  Z a r i s k i  se t i e  

ne que: 
A A i a D (B /A)  - D (%A) D ( B / A )  . 

El = C C 

En p a r t i c u l a r :  s i  A y 8 son a n i l l o s  l o c a l e s ,  A dorninado por  B , 
y Dc (B/A) e s  de  t i p o  f i n i t o ,  Dc (B/A) " @ D c (B /A ) .  

B 

2.1.4.3 Supongamos ( B  ,m) y (A,n ) a n i l l o s  l o c a l e s  t a l e s  que 

( i )  B e s  completo en l a  t opo log la  m-bdica, 

( i i )  (B,m) domina (A,q) ; i .e. A E B y m n A = TI 
I L -  

( i i i )  B/m e's una ex tens i6n  f i n i t a m e n t e  generada (corn0 b lgeb ra )  

de A/l1 . r 

Entonces D c - ( B / A )  e s  un B-m6dulo de  t i p o  f i n i t o .  
. . -- ;GI: , De 2.1.4.3 r e s u l t a  que s i  B = k [[ X, , ..., xn]] , m = (x, ,..., x,) = 

 ad(^) (k cuerpo) .  .. P . . 
Dc(B/k) e s  un B-m6dulo f i n i t amen te  generado.. 

~ 6 t e s e  que D(B/k) no e s  un B-m6dulo f i n i t a m e n t e  generado. 

Es te  r e s u l t a d o  s e r v i r s  para  g e n e r a l i z a r  l a  d e f i n i c i 6 n  d e  s ingu la -  

r i d a d  de  un morfismo de k-dlgebras l o c a l e s  h : A + B ,  suponiendo B 



completa. 

2.1.5 Finalmente 10s m6dulos diferenciales pueden usarse para ca- 

racterizar anillos locales regulares , segiin se demuestra en [ 9 I. 

Teorema 2.1.5.1 Sea R un anillo local completo regular de rango 

n y sea m su radical. Sea k un cuerpo contenido en R tal que R/m 

es una extensi6n finitamente generada separable de dimensi6n r so- 

bre k. 

Entonces Dc(R/k) es un m6dulo libre de rango n +r. Mbs a h :  si 

(xl , ..., xn es un sistema regular de pardmetros de R y al , ... , a 

son elementos de R tales que sus clases residuales mod. m son una 
6 

base de trascendencia separable de R/m sobre k, entonces d,xl, ..., 
es una base de Dc (R/k). 

Teorema 2 .5 .1  Sea R un anillo local completo con radical m. >- -4 
a 

Sea kack un cuerpo tal que R/m es una extensi6n separable y fi- 

nitamente generada de k. 

Supongamos que carac(R) j 0 . 
- - I .  

Bajo estas hlpBtesis, si D (R/kl es un m6dulo libre de rango F -- 
finite, R es,un anillo locall regular. . . . - 

a :  (i) el teorema 2.1.5.2,  vale en caracteristica disti'nta de ce- 
. . 

ro, suponiendo R un dominio entero,, k perfecto y R/m algebraico so- 

bre k. 

(ii) Si R es local no completo, pueden usarse 10s teoremas te- 
A 

niendo en cuenta que R regular-R regular. 



2.1 Invariantes de Fitting. - 

Sea B un anillo, K un B-m6dulo de tipo finito. 

Sea 0 + K + F + M + 0 una sucesi6n exacta de B-m6dulos con F 

libre de rango finito y base f,', ..., 
f!! 

Si K, el m6dulo de relaciones, estl generado por 1 ail fj , en- 
i 

tonces el r-6simo invariante de Fitting de Y es el ideal de B gene- 

rado por 10s subdeterminantes de dimensidn (n-r) x (n-r) de la ma-. 

Tales ideales no dependen de la sucesi6n exacta considerada ni 

de la base elegida, sino sdlo del B-m6dulo M. [ 2 ]  

El r-6simo invariante de Fitting de M serg denotado por Fr (M), I? 

I 
pudiendo ser r cualquier entero no negativo. Es claro que Fr (M)  C 

F $MI. 
r + 

Estos invariantes tienen la siguiente propiedad fundamental, que 

ddaremos m6s 'adelante: 

'ea h : .B + C un.morfismo de anillos. Entonces vale la f6rmula: h- 

--  
Si ,en particular,h -es sobreyectiva: Fr ( C  @ M) = h(F,(M) 1. 

B 

2.3 ~efinici6n de , sin~ularidades de un rnorfismo de anillos . - 
2.3.1 En lo que resta del capitulo se supone que 

k es un cuerpo de caracterzstica cero; 

B una k-6lgebra local noetheriana con radical rn tal que B/m r 



A es una k-dlgebra,(no necesariamente local); 
- -.- 

X : A -+ B, un morfismo de k-dlgebras, local si A es local. 

Finalmente, supongamos que Dc(B/k) es un B-m6dulo m-ddico 
A 

de tipo finito y dB: B + Dc(B/k) la k-derivacibn canbnica. 
A 

La composicibn dB.h : A + Dc (B/k) es una k-derivacidn de A . 
Por lo tanto existe una dnica aplicacidn A-lineal: D(A/k) + 

Dc(B/k) que puede extenderse (unzvocamente) a una aplicacidn .: A a 

B-lineal dh: B 2 D(A/k) -, Dc (B/k). 

Por ser Dc (B/k) de tipo finito, as5 resulta el m6dulo coker 

(dl). 

Dado que B es Zariski, coker(dh) * D ( B / A ) ;  en particular 

Dc (B/A) es de tipo finito. 

Se obtiene entonces la siguiente sucesi6n exacta: 

2.3.2 Siguiendo a [ 6  ] introducimos la siguiente - 
qrn .T,- - 

~Deiinici6n 2.3.2.1 Sea A: B + M una k-derivacidn de B en el B- 
. . I  

:3c - 8  - 

i. 
m6dulo de tipo finito M; Supongamos que j es un entero no, negati- ' - 

1; '. 
vo. Entonces ponemos : 

;r 

(i) zj'(M) = Fj.-I(M) 
-vI 

- -M B .  1 - -  
(ii) M C j )  = . , donde [ Az. (MI] denota el ' 

[ Azi (M)! 1 zj (MI 

B-subm~dulo generado por Ab, b E zj (M) . 
Si i,, i2, ..., i es una sucesibn de enteros no negativos, 1; 

definimos una sucesibn de m6dulos e ideales como sigue: 



( v )  Si M(il , i2 , . . , ' 'r-1 > y z(il, i2,  ..., lr. ' 1 ) han sido 

definidos , entonces z(il , . . . ,i = ( z(il , . . . ,irm1 , 

~efinici6n 2.3.2.2 Dado A: A + B como 2.3.1, consideramos la k- 
h 

derivacidn m-$dica candnica dBIA: B + D (B/A). 
A 

Tomando M = Dc (B/A) y A = dBIA se tienen, para toda sucesi6n 

il ,*.., i de enteros no negativos, 10s mddulos D (B/A)(il ,..., i 1 

y 10s ideales z(il , . . . , ir ) . 
Definimos un subesquema de Spec(B1, que denotaremos por .! 

A ;  i,, i ,  . , i ,  como sigue: 
. . 

(i) El soporte de I(A; 1,12..., i 1, i.e. el espacio topolb- 

gico subya~ente, consiste de todos 10s- p E.Spec(B) tales que 

(ii) La estructura de haz l(~;i, ,i2 , . . . ,i es-la 'de h-az de 
I 

. . anillos inducida sobre sl subconjunto definido en [i) por y el ani- 
.! 

110 B/z(il ,. . . ,i 1. 
d 



CAPITULO 3 

3 . 1 .  Algebras de  L ie .  Envolventes 

3 . 2 .  Teoremas de extensit in de der i vac iones  

La r e fe renc ia  d e l  presente  c a p i t u l o  es el t raba jo  de K .  Mount 

y O.E. Vil lamayor, 161.  Todas las  d e f i n i c i o n e s  y r e s u l t a d o s  que 

f iguran en 3 . 1  y 3 . 2  han s i d o  in t roduc idos en t a l  r e f e r e n c i a .  



3. I. ALGEBRAS DE LIE. ENVOLVENTES - 
Sea k un a n i l l o ;  A una k b l g e h r a .  Se ha d e f i n i d o  en  e l  Cap. 2 e l  A-m6- 1 
d u l o  d e  k - d i f e r e n c i a l e s  D(A/k) y ,  en e l  caso  d e  ser A un a n i l l o  m-idico,l 

I e l  A-mbdulo d e  k - d i f e r e n c i a l e s  m-Sdico Dc(AIk). 

P ropos ic idn  3.1.1. Sea (A,m) un a n i l l o  m-bdico separado  . Entonces 

Demostracibn : Por def  i n i c i 6 n  existe un morfismo su ryec t  i v o  d e  A-m6dulos 
I 

Se t i e n e  en tonces  un morf isrno i n y e c t  i v o  : 

Afirmamos que a *  es s u r y e c t i v a .  

En e f e c t o ,  sea P r iiomA(D(Alk) ,A). Por  ser (A,m) saparado ,  C m' = 0 
i> 1 - 

Luego si  x r r mi D(A/k), r ( x )  c f mi d e  donde v ( x )  = 0 
i> 1 i> 1 . . . . - - 

D e  rnodo q u e ' t o d o  morfismo A - l i n e a l  r :D(A/k) + A,  se f a c t o r i z a  a trG6s 
d e  Dc(A/k), i e  ex i ' s te  Gnico r ' :Dc(A/k) + A hac iendo  conmutat ivo e l ' d i a  - 
Erama 

Luego u * (v ' = r ' .r = u , d e  donde l a  propos i c i dn  I 

L(A/k) d e  n o t a r d  a 1  A-mbdulo, d u a l  d e  D(A/k) 6 b ien  d e  Dc (A/k). 



. 
L(A/k) t i e n e  ademss e s t r u c t u r a  d e  k-g lgebra d e  L i e  poniendo:  

Sea A una k-51gebra 

~ e f i n i c i e n  3.1 .2 :  Dado L,  un A-m6dulo a i z q u i e r d a  que s e a  una k-s lge-  - 
bra  d e  Lie, diremos oue L es una A-k-Algebra d e  L ie  

s i  e x i s t e  una a p l i c a c i 6 n  y :  L + L ( A / ~ )  t a l  que 

(i) y es morfismo de 'A-m6dulos (a i z q u i e r d a )  

( i i )  y es morfismo d e  k-S lgebras d e  L i e .  

(iii) Si a , b  e A y x,y e L se v e r i f i c a  

l a x ,  by] = a ( ~ ( x ) ( b ) )  Y - b ( y ( y ) ( a ) )  x + ab[x,yl  

' I 

y se d i r g  e l  A-k-morfismo e s t r u c t u r a l  d e  L. 1 - 
- 

Cuando no haya p e l i g r o  de  con fus i6n  denotaremos ~ ( x ) ( a )  por  xa. . 

Es c l a r o  que L(A/k) es un A-k-glgebra d e  L i e ,  con morfismo e s t r u c t u r a l  

id.  k -  * F 

- E 
- -- 8 7 7- 

-De f i n i c i 6n  3.1.3: Sean A , B  y k a n i l l o s ,  donde B es  una A-Slgebra y A 
- es una Y-slgebra. Sea L una A-k-algebra d e  L i e  con morfismo e s t r u c t u r a l  

Diremos que B es una L -Bkebra  s i  e x i s t e  una e p l i c a c i 6 n  8 : L  + L(B/k). 

d e  k - l l g e b r a s  d e  L i e  y d e  A- l inea l  t a l  que pa ra  t o d o  d A e L e l .d iag rama  

( d l  
A - A  

sea conmutat i vo .  

(Las f l e c h a s  v e r t i c a l e s  son l as  que dan a B e s t r u c t u r a  d e  A-dlgebra'$ ' 
A 8 l a  l lamaremos l a  aplicacf6n L - e s t r u c t u r a l  de  B. 



Def i n i c i 6n  3.1.4: Sean A ,  k a n i l l o s  y A una k-Slgehra.  

Sea (L ,y )  una A-k-glgebra d e  L ie  y 0 una k-glgebra 

(no u n i t a r i a )  que es un A-mbdulo a i z q u i e r d a .  

&&ernas que B es una A-k-glgebra envo lven te  pa ra  L  si  
Dt tE. t r ~ C s  

(i) E x i s t e  una a p l i c a c i 6 n  A ~ - l i n e a l  pB:L + B t a l  que si  a e A ,  x r B 

Not-: S i  pop [ pB(d ) ,  pg (d l  )] denotarnos pB(d ) .pB (d t  ) - P ~ ( ~ '  ) o p g ( d )  - 
r e s u l t a :  

De f i n i c i hn  3 . I .  5: Sea ( L , y )  una A-k-Algebra d e  L ie.  Una s l g e b r a  envo l -  

v e n t e  E d e  L se d i r g  g lgeb ra  envo lven te  u n i v e r s a l  de L s i  dada o t r a  

envo lven te  ( B , p B )  de  L e x i s t e  una Gnica a p l i c a c i 6 n  $:E + B t a l  que: 

(i) @ es morfismo de k -g lgebras  

Resu l t a  c l a r o  que si e x i s t e  una envo lven te  u n i v e r s a l  d e  L, es Gnica 

s a l v o  i s o m o r f i s t i o ~ ~  I 

. Teorerna 3.1.6 :  Sea A una k -s lgebra  y L una A-k-s lgebra de Lie .  

E x i s t e  una s l g e b r a  envo lven te  u n i v e r s a l  de L ,  que denotaremos E(L). - 
f '  

M ~ S  aGn: C ( L )  = T ( L ) / I ,  donde T(L) = . L  g 'L es e l  b l g e b r a  t e n s o r i a l  
j-1 k 

de L e I es e l  i d e a l  b i l s t e r o  de T(L)  generado p o r  e lementos  d e  l a  

forma d 0 d '  - d 1  @ d - [ d , d t ]  con d , d t  e L y e lementos  
d ( a e )  - y (d ) (a ) . e  - a de con a r A ,  d r L y 0 . T.  

v 



Demostraci6n: Sea B una envolvente de L y pB:L + B la  a p l i c a c i S n  asoc i  

da. Si dl,. . . ,d e L entonces  ) ' (d l  x. .  .X d ) = ~ ~ ( d ~ ) . .  .pB(d,) e B e s  
r r 

k - l i n e a l  de donde 

es conmutat iva 

Cono $ '  se anu la  en I ,  se f a c t o r i z a  a t r a v 6 s  d e  E(L) 

E(LiA/k)) s e r s  denotado po r  E(A /k ) .  

Llamaremos ~ ( n , m )  a1 con jun to  d e  a p l i c a c i o n e s  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e s  

d e l  con jun to  (1 ,..., n)  en {l, ..., m ) ,  n,m e n t e r o s  no negatives. 

S i  a e ~ ( n , m )  l lamaremos ca a l a  a p l i c a c i b n  de  F(m-n,m) que t i e n e  como 

imagen a1 complemento de l a  imagen d e  a en e l  con jun to  {l ... m)  

S i  a es s u r y e c t i v a ,  ca s e  d e f i n e  como l a  func i6n vac la .  ' 

Lemas 3.1.7 :  Sean A,k a n i l l o s ,  A una k-Slgebra. 

( L , O )  una A-k-slgebra de  L ie  y ( B , p B )  una envolvente h 
para  L. 

Kntonces., si x c B, di c L y a e A :  

donde l a  expresiBn ll 0 (da ("1 1 deno'ta l a  composici6n d e  10s k-endomor- 
v= 1 

firmos d e  A dados por 0 (da ) e s c r i t o  de  derecha a i z q u i e r d a .  E s  d e c i r  
I- 

n di = dr...dl y pondremos n di = i d e n t i d a d  
j=1 i c  v a c i o  



-~ernost rac i6n:  Por inducci6n en r. Para r = 1 

Etapa i nduc t i va :  ( r - 1 )  impl ica  r. 

[ ~ ~ i d ~ ) ( p ~ ( d ~ - ~ ) . .  .pB(dl ) ) ]  (ax) = 

r -1  n r-n -1 
= pB(dr) i  1 T L I ( 11 0 (da("] ) ) a l . I ' (  11 ,pB(dCa(, )  ) )XI 

n=O a c f ( u , r - l )  v = l  w=l . 
I 



r n 1 r-n 
= I L [ ( n  e ( d u ( v )  ))a1 . I  ( 11 ~ ~ ( d ~ ~ ( ~ )  1)x  + 

n = l  a  r ( n , r )  v = l  w=l  

r-n 

r-1 n r-n 
E 1 [ ( n  e t d a ( v ,  ))a1 .I ( n ~ ~ ( d ~ ~ ( , )  11x1 + 

n=1 aeF(n , r )  v = l  w=l 

. n r-n 
= f F [ ( P I  8 ~ d ~ ( ~ )  1 )a] . l  ( ~ ~ ( d ~ ~ ( ~ )  11x1 . 

n=O a r F  n , r )  v = l  . w=l 

Esto cornpleta la prueba be1 lernall , ' . 1 ,  
I 

Teqrema 3.1.8: - Sean i una A-k~blgebra de Lie, V :L -* L(Alk) e l  morfismo 
1 

est ruc tu ra l .  

R una ~ - 5 l g e  bra con morf ismo 8 : L + L (  ~/k) .  

Entonces B @ E(L) es una Slgebra envo lven te  para B @ L. 
A A * 

M5s a h  B 43 E ( L )  E(B 4P L) 
A A 



Demostraci6n : 
0 

Consideremos e l  B-mbdulo B €3 1 @j L = B f3 T ( L )  
A j=l  k A 

A f i n  de dar a R Q T(L1 una es t ruc tu ra  de  k-Slgebra, serg s u f i c i e n t e  
A 

d e f i n i r  una a p l i c a c i 6 n  k - b i l i n e a l  I t . "  de (B O T) x (B O T) en B @ T 
A A A 

t a l  que para 10s k-generadores de l a  forma x = b 8 dl.. .dr, 
- - 

p = ?  ( S i 3 1 . . . 6 8  y z = t 0 8  l . . . O  valga l a r e l a c i d n  x . ( y . z )  = ( x . y ) . z .  
A A t 

Definirnos una ap l i cac idn  k - b i l i n e a l  de (B  B Q~ L) x ( B  0 0' L) en 
r+s t A k  A k  1 B 8 Q I. corno s igue :  
t= i  A I 

r 
I 

j r-j 
(bed,. . .d l  > (86% s. . . 6  = b( n 9 (da(,,) ) ) B @ (  n dcaCw) F A A j = O  aeF j , r)  v = l  A w = l  

que puede ex tenderse a una a p l i c a c i 6 n  k - b i l i n e a l  de [ B O T(L11 x[ 

en  I B 8 T(L ) l  . A 

A - .  
En cuanto a la a s o c i a t i v i d a d  requerida, supongamos que b O 

c B 0 .B son elementos d e  B 0 T. Si dl.. a dr E L ,  entonces,:. - - 
a 1 A 4,*- .,- - 



F T 
n s-n 

+ L L b (e (d l )  ll d ( 6 a ( y )  ) ) c  0 ( dca (W) ) .e t . . . 81  + 
n=O a r F ( n , s )  v=1  A w = . l  

Por otra par te :  

= (dl b Q 6 s . . . 6 1 ) ( c  0 6 . . . e l )  + ( b  B 6 ... dl)(c B Bt . . .B1)  
A A t s+l  - - .  

* . - I  r 
k - L 

donde 68+1 = dl 
* r  k 

' ! 

Por tanto:"' 



n 
A 
n 
d 

Q 
u 
0 
w 

h 

VJ 
m 

W'n 
V 

f4 
Y, 
El 

0 
La- II 

n 



Ahora, si dr,.. . ,dl e L, usando inducci6n: 

(1 Q d , . . .  dl)().v) = ((1 Q dr)**.(l t3 dl))($,v) 

= [ (1 0 dr)((l Q dr - '(1 0 dl)S)J .' 

= ((1 0 dr) ... (1 Q dl)$).' 

0 De este m o d o  tenemos una est ructura de k-algebra asociativa sobre 

B w TCL). Notemos que se ha i i s t o  que . 
1 e . 2  - *; 

(b (J d ...d1)(6 0 61...6 = b! 0 8 61...6-, donde B e T(L) y 
P s J j s j .  j 

b! B. 
3 + .  - 

Supon~amos ahora que R = b (P dr...dl, S = B €3 6 s... y d,dl c L. '+ 
Entonces: 



M ~ S '  a h ,  si e T ( L )  y a c A, .  entonces 

- 6 ( d ) ~  (d'  If3 0. 6,.. 06 + 6 (d l  (dl6 Q 6,. e 6  1 1 



Supongarnos que $ = d ... 6J dl. As$: 
k 

d(a$) = d Q adr 8 ..- B dl 

Pdngase t = d,-l o ... B dl ;  entonces 

Por expresiones . t . ( B  8 6 s '  0.. .Q d ) -son. combinaciones lineales de ex- 
k k '  A 

&I 8 

presiones de la misma forma que B O 6 ...6 
S 1 . - ,  _ -  - _ \L*-r! _ _ 

Por lo tanto p es combinaci6n lineal de expresiones de la forma 
- *  - 
I - 

p 1  = ~ ( ( d  B ad,)($ 0 6s...61)-(9(d)a)dr(0 Q 6 s . . .  6,) - 
k A 

- (ad 0 d,)(~ B ds. 

= R ( d  (dl6 (adp)$ 0 6 . . .61td (adr)$ B db s . .  .61t8 (d l0 Q (adridso. -6 + 
S 1 



r 

? , ! I f *  = I.. 

T1 

. . r ' 

Por lo  t a n t o  en cada caso  un e1ement.o de  l a  forma R y S est6  en B 8 I, 

si y e I ;  donde I es e l  i d e a l  b i l s t e r o  d e  T ( L )  generado por l as  r e l a c j o  - 
nes dd l -d ld- [ .d ,d l l  y d(apI-fv(d)a)p-adp. 

Se s igue  que B Q I es un i d e a l  en B. Q T(L) con muestra mul t ip l i cac ibn .  
A 

Luego B Q ' E ~ L )  hereda l a  est ruc tura  de k-hlgebra de  B 0 T ( L ) .  
A A 



Para  completar  l a  demost'racibn debemos mos t ra r  que B Q E ( L )  es una 

envolvente u n i v e r s a l  de  B 8 L. A 

A 
Primeramente, B O E ( L )  es una 51gebea envolvente p a r a  B O L.  

A La a p l i c a c i 6 n  e s t r u c t u r a l  pa ra  B 8 L est5 dada por 9 (b  Q d) (B )  = 
= b(8 ). A 

S i  p :B 8 T(L) + B @ E ( L 1  = E es l a  proyecci6n a1 c o c i e n t e ,  entonces 
A A 

para  B 8 68...61 en B B  E ( L ) ,  b e  B y  c b d e  B @ L s e  s i g u e  que: 

qb ' - &s.e observa que Esta G l t i m a  expres ibn  es: 

. . 
Finalmente,  suponRamos que v ana 5l 'gebra envolvente p a r a  B Q L. Si 

A 
u s m o s  la ap l i cac ibn  :d  -. Pv(l 0 d l ,  d e L, v ~ e s u l t a  una Blhebra 

envolvente p a r a  1J. 



E x i s t e ,  entonces,  una Gnica ap l i cac i6n  h:E(L) -+ v de A-k-glgebras - tal que h . o E ( ~ )  - p v  

Podemos extender h, univocamente, a un morfismo de B-m6dulos 
h ' :  B B E(L) + v, poniendo h' (b 8 6 ) = b.h(6 ) 

A A 
SS d e L y b c 8, entonces: 

A f i n  de c o m ~ l e t a r  l a  demostraci6n, ser6  s u f i c i e n t e  mostrar que h' es 

un morfismo de B-k-slpebras. S6 lo  f a l t a  v e r  que e s  de k-glgebras: como 

h' es k - l i nea l  bas ta rs  v e r  que 

Pero: 

'r n r-n 
, = h 1 b.. F ( s ( d a ( v )  

) ) B  0 ( n ~ ~ c d ~ ~ ( ~ )  ) ) ~ = ( 6 ~ ) .  . . p ~ ( 6 ~ ) ]  
n=O a e F n , r )  r=l w t l  

Lema 1 . 7 .  



TEOREMAS DE EXTENSION DE.-DERIVACIONES 

Lema 3.2.1: Sean k,A a n i l l o s  y supongarnos que B es una A-hlgebra. 
Sean: F un A-mbdulo l i b r c  e i:F + B una ap l i cac i 6n  A- l inea l ,  ( f a )ee I  

una base  de F y (ba)ak.l un conjunto de elementos de B. 

Entonces para  toda  k-der ivacibn 6 :A + R e x i s t e  una Gnica k-der ivaci6n 
l:SAIF] + B t a l  que a(a) = 6 ( a )  si a r  A ,  y a ( f a )  = ba, a e I.' 

Demostracibn: Dado que F e s  un Aubdu lo  l i b r e ,  SA[ F1 ' A1 f Jae I ,  a n i l h  
de pol inomios en las indetenninadas f a  a coe f i - c ien tes  en A. 1 

I Entonces r e s u l t a  que D(SA[ F] /A )  es un SA[ F] -mbdulo l i b r e  con base 

{dfa:a 1) y por  l o  t a n t o  se t i e n e  l a  s i g u i e n t e  desoomposicibn de 
. I 

1 
D(SA[ FJ /k): 

' .  

Por o t r a  p a r t e ,  i: F -r B se ex t iende  de mod0 Gnico a i ' : SA[ F1 + B, 
I  ,. - 1  def in iendo en B und e s t r u c t u r a  de SA[ F1 -mbdulo. . - - ) . I -  

Puede d e f i n i r s e  entonces una ap l i cac i bn  SA[ F] - l i n e a l  de D(SA[ Fl lk) en 
_ B, que induce a l a  der i vac i6n  buscada. -- 

# 

Lema 3 . 2 . 2 :  Sean A ,  k a n i l l o s  t a l  que A a s  una k-gleebra y .supongarnos 

que B es una A-Slgebra. 

Supongamos que: (i) M es un A-mbdulo y e x i s t e  d:A + R, k-der ivaciones 
(ii) i : M  + B ap l i cac i 6n  A- l ineal  

(iii) 6 :M  -* B ap l i cac i6n  k - l i nea l  t a l  que 



ma- 

I 

Entonces e x i s t e  una finica k-der ivaci6n a: SA[ MI + B t a l  que 

h 
DernostraciSn: -- Sea F un A - ~ B ~ u ~ o  l i b r e  y 0 + K + F + N + 0 una suces ibn '  

T a l  suces i6n  induce de mod0 n a t u r a l  a , " 

con fi rnorfismo de  A-Blgebras y (10 = k e r  H , i dea l  de SA[ F] generado por 1 

La a p l i c a c i 6 n  i o h:F -t B induce sob re  0 una e s t r u c t u r a  de  SA[ F] -&lge- 

bra. S i  es una base de  F, p o r  e l  lema a n t e r i o r ,  e x i s t e  una Gni - 
ca k - d e r i v a c i b  A:SA[F] + B t a l  que ~ ( a )  = da y A(fa) = 6 h ( f a )  

Para  completar  l a  demostraci6n,  b a s t a r s  que A se f a c t o r i c e  a t r a v g s  

de H. Si x e K ,  P e SA[F]: 

3 . 2 . 3 :  Supon~amos que L es una A-k-Qlgebra de L i e .  

B una L-Slgebra, con morfismo e s t r u c t u r a l  

I - I 
I-.=, " 

en su envolvente u n i v e r s a l ,  pE 0 9  :L + E ( B / ~ )  es A- l inea l .  

-a SI pE:L(B/k)  + E ( B / k ) . =  E ( L ( B / k ) )  e s  e l  morfismo can6nico d e  L(B 

. . .  
Si d r A y x e' E(R / l t ) ,  para  dl e L se t i e n e  que: . L - -P I 



Por tanto E(B /k )  es una s lgebra  envolvente para L. Se  sigue que existe 

un h i c o  morfismo A- l inea l  y de k-$lgebras de E(L) en E ( B / ~ ) ,  denotado 
e ( 8  ). 

Eh part icu lar ,  s i  dl,. . . ,d e L y b B: r 



CAPITULO 4 
- - -  

4.1. Espacio de Jet 

4.2. Propiedad universal. Seccibn jet jA 

4.3. Singularidades gen6ricas 

La referencia para 4.1 y 4.2 la constituye [ 61 

En 4.3 se demuestra que el espacio de Jet introducido en [ 6 ]  

sirve para clasificar gengricamente las singularidades de 

rnorfismos algebraicos (bajo las hip6tesis all$ detalladas) 

definidas en 2.3. 



4.1. ESPACIO DE JET - 
Sean A ,  B ,  k a n i l l o s ,  A y B k-Slgebras. 

Sea .L una B-k-slgebra d e  L i e  (Def in ic ibn 3 . 1 . 2 .  ) I 
E(L) denote e l  Slgebra envolvente un i ve rsa l  d e  L (De f in i c i6n  3.1.5.) 

Definimos en A 0 E ( L )  Q A una es t ruc tu ra  de B O A-m6dulo como s igue:  
k k k 

El espac io  de  jet asoc iado a B ,  A serd l a  B Q A-6lgebra 
k 

A 

donde I es e l  i d e a l  de SB A [ A 8 E(L) 8 A] generado por 10s elementos: 

Darernos a J ( L ( B / ~ ) ,  B 61 A )  est ruc turh  de ~ ( ~ f k ) - & l ~ e b r a  a t r a v 6 s  de 
k 

ufi morfismo es t ruc tu ra l  y:L(B/k)  + L(J(L(B/k) ,  B 8 A)lk que pasamos 
a cons t ru i r .  



b )  y r e s u l t a  & l i n e a l  y de k-blgebras de Lie 

a) Sea d c L(B/k) .  Definimos 

i )  d*: A x E(B/k) x A + J(L(Bfk),  A Q B) 

da?(a ' ,x ,a")  = (1 0 PE(d) Q a ' ) ( 1  @ x Q at ' )  + (a' (3 pg(d) .x  B a")  

dq es 3- l i nea l ;  en e fec to :  

d*(a1+a2,x,afl) = ( 1  B pE(d) B (a l+a2) ) ( i  Q x 0 a")  + 

+ ( ( a  +a pE(d) .x  0 a" )  1 2  

= ( 1  @ pE(d) €3 a i ) ( l  Q x 63 a") + 
-. . 

+ (1 @ P E ( d )  B a Z ) ( l  O x 0 a") + 

- . --- 
D e  modo similar se comprqeba que es k - l i nea l  en las va r i ab les  x y a". 

Sa t i e n e  entorices univocamentb deterininada uria ap l icac ibn k - l i nea l :  

i i )  Sea 6 : B  x A + J ( L ( B / ~ ) ,  B 8 A )  de f i n i da  por: 

6(b ,a )  = d(b)  CI a + 1 0 b ~ ~ ( d )  B a 



I 

Se cornprueba fac i lmente que 6 es k - l i n e a l  de donde se obt iene  una 

ap l i cac i6n  (denotada de i gua l  modo) : 

i *  

6 : B  8 A + J(L(B/k) ,  B 8 A )  
k 

Veamos que 6 es una k-derivaci6n. Basta v e r i f i c a r  

6 ( ( b  Q a ) .  ( b l  O a ' ) )  = 6 (b  0 a ) . b t  8 a'  + (b  6 a1.6 (b l  0 a ' )  

6 ( ( b Q a ) . ( b f  @a')) = 6(bb1 B a a ' )  = 

I = d ( b b t )  B aar t 1 8  bb' . ~ ~ ( d )  8 aa' = 

t (bbt B l ) ( a l  B PE(d )  Q a + a 0 pE(d) B a') 

como queriamos ver .  
, . 

ii'i) Si a c B 8 A y x e A Q E ( B / ) O  

d&(o .x )  = 6 ( . ) . i t ~ i  + a . * d f i ~ ( ) .  

B, afirmamos que 

- 

Basta v e r i f i c a r l o  para a = b Q a y x = ai 0 0 €3 a2: 



= (al 43 B B a2) [  (1 B bpp(d) B a) + (d (b )  Q a)] t 

de donde l o  afirmado, 

Por e l  Lema 3 .2 .2, )  e x i s t e  una Gnica k-derivaci6n 

que coinc ide con d* en A '0' E ( B / L )  (S A y con 6 en B 8 A 

Veamos ahora q u e  t a l  der ivac i6n se a n u l a  en e l  i d e a l  I de l a  ~ e f i n i -  

ci6n4,i.  1. 

En l o  que I'especta a elernentos d e  la forrna ( a ) ,  e s  obvio que d f  st 

anu la  ep 4110s. 

Sean entonces dl,:.. ,d c L ( B / ~ )  y a1,a2 e A;  
I?' 



Si denotarnos d = dr+ly l a  G l t i m a  expresi6n adopta l a  forma: 

1 e PE(dr+l) . . .~E(dl)  Q ai a2 - 

(1 Q ~ ~ ( d ~ + ~  ) . . . p  E (d 1 B a$ a?) - _ rn 

L 

d 

P 

I 

r+ 1 j . .  r+l-j 
( 1  B n PE(da(, ) )  @ a a l ) ( l  @ pE(dca(,,) 

n=l  v= l  

Se ha constru ido as5 una aplicaci6n' 



8 

b) y  es B-lineal y de k-glgebras de L i e  

i )  E-l ineal idad:  y ( b . d )  = by(d) 

Para ver es to ,  basta mostrar que 

y ( b d ) ( b t  8 a') = by(d2(b t  8 a t )  

= ( b  €3 111 (1 0 p E ( d )  0 a l ) ( l  8 6 8 a") + 
L 

i 

1 i .  + ( a 1  @ PE(d )  O all)] . 
: : 

L 

Se puede , d e  modo anblogo, verif icar que y (d l+d2 = y  (dl )+y (dZ 1. 
\ 

ii) y es de k-$lgebras de Lie: 

Supongase d;dt  e L ( B / k ) ,  a r A ,  b c A; entonces: . -  ' 



= dd'b @ a + 1 8 ( d1b IpE (d )  B a + 1 B ( d b ) p E ( d l )  8 a t 

,M8s a h ,  si a,a '  e A ,  x e E(L) entonces: A, I 
- 
- C '  

. I .f - "  I 

[ y ( d ) , y ( d l ) ]  (a O x 8 a') = ( y ( d ) y ( d t l  -, ~ ( d ' ' ) ~ ( d ) ) ( a  8 x 8 a') 

pE(d )pE(d l )  8 a t ) - ( 1  Q py fd l ) pg (d )  B a ) ( l  B x 0 a t )  - 
I 

pE(d) @ a ) ( l  Q p E ( d l ) x  Q a ' )  

- (1 @ p E ( d t >  8 a ) ( l  @ pE(d)x  @ a ' ) - (a  @ pE(d l IPE (d ) x  B a') 



I 

= (1 0 pg[d,d' l  B a)(1 Q x €3 a') + (a @ pE[d,d l l  @ a') 

Finalmente,  como (d ) (b  8 1) = db Q 1, se completa l a  prueba sobre  
l a  e s t r u c t u r a  de  L(B/k)-glgebra def in ida  par Y ,  en J(L(s/~>, B 0 A ) .  

~ r o p o s i c i 6 n  4.1.3:  En J (L (B /k ) ,  B O A)  vale l a  s i g u i e n t e  r e l a c i 6 n :  

Demostraci6n: Basta r e c o r d a r  que,  por  d e f i n i c i 6 n  de y se t i e n e :  
- . -  * -  

i) y(d)(l 8 a) = 1 8  d Q a 

y a p l i c a r  inducc i6n en r. 
. # 

Nota 4.1..4: 

Luego, de l a  prapos ic iBn precedente y , l a  d e f i n i c i 6 n  de J ( L ( B / k ) , ' 0  8 . 
t odo  elemento d e l  jet  puede exp resa rse  como ' ( la  c lase  de)  suma de - * - 
productos de elementos de l a  forma r td , )  ... y ( d l ) ( l Q  a ) , . d i  e. L(B/k), 

- -- 

a l e  A ,  a c o e f i c i e n t e s  en  R O A. 

4.2. PROPXEDAD UNIVERSAL. SECCION JET DE X:A -+ B - -  
Teorema 4.2 .1 :  La B O A-slgebra J (L (B /k ) ,  B 8 A )  est$ univocamente 

k 
determinada, a menos de  isomorf ismos de B Q A-glgebras,  por las siguic 

tes propiedades un i ve rsa les :  



i) J ( L ( B / ~ ) ,  B B A )  cs  &a B G A-Plgcbra y una L(B/k)-$lgcbra per 

medio de  Y:L(B/~) + L(J(L(B/k),  B 8 A)/k) ,  que hace de 

E(J(L(B/k,  B B A)/k una Slgebra envolvente p a r a  L ( B / ) O  por  e 

ii) S i  T es una B Q A-glgebra v l a  A:B @ A + T 

y .T es una L(B/k)-51gebra v l a  0 :L(B/k) + L(T/k) ,  en tonces  c x i s t e  

un Gnico morfismo de B 8 A-glgebra j : J ( L ( B / ~ ) ,  B @ A )  + T 
8 ,A 

1 
tal que para a e E ( B / ) O ,  a e A,  B e  B se t i e n e :  

j e  ,A 
(C ( y ) ( u ) ( b  0 a)) = (e (O)(a))  X(b 8 a).  

Y 

Dernestraci6n: denetamos por J a J ( L ( B / ~ ) ,  B 8 A) .  

i) Y a  se ha v i s t a  que J admite e s t r u c t u r a  de L(B/k)-51gebx-a por medio 

de y ,  definida en 1 . 2 .  

ST E(J/k) e s  l a  envolvente u n i v e r s a l  de L (J / k )  y rJ:L(J/k) + E ( ~ / k ) j  

e l  morfisrno cdn5nic0, l a  ccmposici6n pJ.y:L(B/k) + ECJ/k) hace 'de I 
E(J fk )  una Slgebfa envolvente p a r a  L(B/k)(2.3. CAP. 111). 

e ( y )  denota  l a  Clnica f l e c h a  de B-m6dulas y k-blgebras hacienda 

conmutat ivo e l  diagrams: 

E ( B / ~ ) ~ E ~ J / ~ )  

. e ( Y )  

con lo qu; queda demostrado i). 

ii) Supongamos que T e s  una B 8 A-glgebra por medio de A : B  Q A -* T 
y que T es una L(B/k)-Glgebra por  medio de 8 : L (B /k )  + L(T/)O 

Denotaremos p a r  e (8 a1 Gnico morfismo Be B-m6dulos y de k-blgebras 

t a l  que p T . 8  = e ( 8 ) . p g  



Sea u :A  x E ( B / k )  x A + T l a  aplicacign 

Se comprueba fac i lmente que u es k - t r i k i nea l  y por t a n t o  e x i s t e  una 
Gnica ap l icac iBn (denotada tambign por p ) :  

Ademgs y r e s u l t a  un morfismo de I3 8 A-m6dulos: 

u f ( b  8 a ) ( a l  O a  0 a")] = p (aa f  O ba 8 a") = 

= A ( 1  8 a a ! ) .  ( ( e  ( y ) ( b a ) ) a W )  = A(1 8 a) . 'A( l  8 a ' ) .  

. X(b 8 l ) ( ( c ( y ) ( a ) ) a l t )  = b t b  O a ) . u ( a l  0 a B a") . 

1 

Ex is te  por t a n t o  una h i c a  extensi6n de v a una ap l i cac i6n  de 

B O A-hlgebran de SB A [.A @ E(B /k )  O A] en T ,  denotada una vez mss 
pop P.  . . 

' Esta const rucc i8n de p muestra que, s i  a  + L.(B/k) entonces:  

A - 1 

= 6 ( d l  x ( h  @ a ) .  -_  

. - 1 : 
* ,  

I 
I I - - 

~ e a n ' a h o r a  dl, ..., d e L ( B / L )  y al,a2 e A; 
I? 

E l  Lema 3 . 1 . 7 .  muestra que: 

n r-n 
0 (dr). . . B  (d i ) (a l  a * )  = 1 ( " B ( d a ( V )  )bl. ( n 6 (dca ( w )  ) )b2 

n=O a c f ( n , r )  v = l  w = l  

y con* adernhs ( 1  E) x O 1) = .  0 ,  p se f a c t o r i z a  univocamente a traves 

de J por medio de una ap l i cac i6n  j. 



! 

Si b e B, a c A y dp...dl r L, entonces: 

r-n 

n r-n 
1 ( (  da(v)  ) b ) ( e ( ~ )  11 pB(dca(w, )a 

n=O arF(v , r )  v = l  w m l  

Dado q u e e c ( 8 )  y j son B-lineales, es to  muestra que para cada 

a e E(L) se t i e n e :  

j ( ( e  t Y ) a ) ( b  O a)) = (e (8  ) a )X (b  0 a). 

- 
Queda completada la p ~ u e b a  de (is) 

Si h':A + B pfisrnb . dc I k - l ~ ~ e b n s ,  B tit& estructura da 1 
B B e d i o  de 1 @ A:B 6 A -, B, (1 6 k ) ( b  6 a> = b.x[il). 

L 

medio de la identidad, id:L(Blk) + L(B4k). 

a la h i c a  eplicaci6n de B 8 A-glgebrae dads 

pop el teorcma prcqedcnte y sarh ll'arnada la aecci6n jet de X .  



I r 

4 . 2 . 3 .  Si dl ,..., d e L(B/k), a e A se verifica que 
I? 

En efecto, p o r  Proposici6n 1.3: 

Luego pop la propiedad de j : 

I 4 . 3 1  L d e n o t a r e  el' B-mbdulo L(B/k )  y J = J(L, B ' o , A ~ .  
-. 
1 - -  Sea y :L + L(J /k )  e l  morfisno estructural que hace be J una L-Blgebra. 

;' Recordemos que y es un morfismo de R-mbdulos y de k-8lgebras .de Lie. 
- 

P 

- 
Ektendemos y a nna flecha J- l inea l :  

* 

Aplicando el Cdorcr HornJ ( . , J) y denotando . por M* al.  dual de un mddulo 

M, se tiene: 



I 

Sobre e l  a n i l l o  B haremos l as  s i g u i e n t e s  h i p 6 t e s i s :  

a) B es  l o c a l  r e g u l a r  m-gdico con r a d i c a l  m. 
b) B/m " k C R, cuerpo de c a r a c t e r i s t i c a  cero.  

C )  Dc(B/k) es  de t i p o  f i n i t o .  

Se s i g u e ,  po r  teorema 1.5.1. CAP 11, que Dc(B/k) es l i b r e  de rango 
f i n i t o .  Como = comnletacidn m-8dica de 8, e s  f i e l m e n t e  playa como 

B m6dulo y v a l e  l a  f6mrnula Dct6/k) = 6 @ Dc(B/k) (2.1.4.21, s e  s igue  
B 

que Dc(B/k) es l i b r e  de Fango f i - n i t o .  
Seqfin l a  proposic iBn 3.1.1., D (B/k)" = L(B/k) de  donde LfB/k) es 

C 
l i b r e  de ranpo f i n i t o .  
Se t i e n e  en tonces  que: 

Como todo  m6dulo Zibre de rango finito es r e f l e x i v o  se o b t i e n e  el  

isomorf ismo 

Sea r :D(J /k)  -+ D ( J / ~ ) * *  e l 'mor f i smo n a t u r a l ,  d e l  m6dulo en su  doble 

dual.. Se t i e n e  l a  s i g u i e n t e  suces i6n  de J-m6dulos: 

Denotamos B = ..(I B y)t.r:~(~/k) +*J  O D ( ~ / k )  
B C 

Sea X:A + B un morfismo de k-Slgebras 

Se v i 6  en4.2.2 que X induce una secci6n jet jX:J + B. 

r e  t i e n e ,  por t a n t o ,  e l  s i g u i e n t e  diagrarna: 



Dado que jA hace de B un J-m6dul0, apliquenos a l a  flecha f lor izontal 

e l  funtor IM:l B 8 : B  B D(J/k) + B @ J @ Dc(B/k) * D,(B/k) 
J J 6 

Ic 
J B a PropoeiciSn 4 . 3 . 2 :  Sea dxl, ..., dxn una base de Dc(B/k) y -,...,- 

a~ 
la base dual, Si j E J se t i ene  que: 

Demostraci6n : 

See y c J .  Entonces P(dJty) )  = d J ( ~ ) * * ,  forma de D ( J / ~ ) * *  que actGa 
en k-derivaciones de J, por espec ia l i zac i6n  en y e  
En particular, si d e L(B/k). :  

Luego . .I 
I 

. - 
t ' t  [ (1, B y )  . I 'edJ(y)] (1 0 d l * =  1, (1 @ y )  .dJ (y ) r * l . ( l  8 d )  = y ' (d) (y) .  

1 

Por o t r a  pa r te ,  si x e B se' t i e n e  que 

Por tanto :  



h 
a . l i  €3 = x.(1 @ dxi), donde 

i=1 

Finalmente en Dc(B/k) = R B J €3 Dc(B/k) serb: 
J B 

n a A (1 (J @)(I @ dJ y )  = 1 jA(e(y)(--)y)dxi , 
i=1 ax. 

1 

como se queria demostrar 
# 

Proposici6n 4.3.3: 3 hace conmutativo el diagrama 
)I: 

Demostraci6n: Por la arroosicibn4.3 .? se t i e n e  que: 



I 

Teniendo en cuenta l a  NotaCi. 4 ,  que j,, es un morfismo de B O ~ f s l ~ e b r a l  

y que 1 @ dJ es una k-derivacibn, basta  ve r  l a  conmutatividad para 

elementos y c J de l a s  dos s i g u i e n t e s  formas: I 

i ) y = b Q a  I 
i i )  y = y ( d r ) . . . y ( d l ) ( l @ a ) ,  con dl ,... ¶ d y e  L, a e  A .  

En el caso y = b 8 a se t i e n e  que: 

Pop otra parte: jA ( b  Q a) = b.ha y se t i e n e  que 

d . j x ( b  Q a) = La db + b.d(Aa) de donde la  v a l i d e z  
e n  'este caso. 

S i  y . =  y ( d , ) . . . y ( d l ) ( l  O a) = e(y)(dp...dl)(l @ a) se t i e n e  que: 

a j A [ e  (i)(-) ... e (y)(d,. . .d l ) ( l  (J a)] = 
%i 



De mod0 que: 

de donde l a  propos ic i6n  
# 

Dernostracibn: r e s u l t a  d e  l a  unic idad d e  la  f l e c h a  d ( j A )  hac ienda  
conmutar e l  diagrama de l a  proposici6n4..3. 3. 

H r 
. I 

4.3.5: Sea i:A + J l a  i n c l u s i 6 n  n a t u r a l ,  i induce e l  s i g u i e n t e  d i a g ~ s  

m a  conmutativo: 

J @ D ( A / ' ~ )  D(J /~)  
A d ( i )  

. . 
a- 

coma parte del  s igu iente:  

donde D ; coke r ( 8 .  d ( i ) ) .  Sea A: J . + D l a  k-der ivac ibn 



' 

Dado una sucesien ' G l , .  . . ,i d e  ente ros  no negatives, def in imos 10s r 
J-m6dulos D ( i l , i 2  ,..., it) y 10s i d e a l e s  Z ( i l , i 2  ,..., i t )  (L = 1 , Z  ,... r) 
a prt i r  d e  A : J  + D ,  segGn la  d e f i n i c i 6 n  2 . 3 . 2 . 1 .  

I I 
I 

1 Teorema 4 . 3 . 6 :  Sean A ,  B k-Slgebras. 

Supongarnos que B v e r i f i q u e  l a s  cond ic iones d e t a l l a d a s  en4.3.1. y que 
X :A + B es un morfismo de k - g l ~ e b r a s ,  j,, : J + B l a  secc i6n  jet de A .  

Entonces 

(Los i d e a l e s  z(il,..,ir) fueron def in idos  en Def in ic idn  2 . 3 . 2 . 2 . )  

Demostraci6n: Por inducci6n en r; 

CASO r = 1: - 
Consideremos e l  diagrama a n t e s  obtenido: 

Tensorizando l a  f i l a  de J-mbdulok por B $: : 



es una sucesidn exacta de B-m6dulos ya-que  B 0 -  es exacto a derecha. 
J 

ie:  cober  (dX) = B 8 D - 
J 

Pero se v i b  (2.1.3) que coher (dX 1 D,(B/A)  ya que Dc(BIk) es 

be,, lall,,t( yllt ~ * J C  , de donde : 

D e  aqu l ,  usando que jX es sobreyect iva y la propiedad d e  lo, ;llidfl*n+ib 

de Fi Wine (2.2.1) se deduce que: 

3 *I I - I 

' I ~ t a ~ a  inductiva: r * r+1 
. .I- . d 

/ 

DenoZemos Z ( i  i...ir) por Z y z(il...S ) por 2. Se tiene que: 
. I  / 

r 



, 
donde r .6 . dJ (z ) ]  = b (Z ) I  y recordemos que [ . I  denota "Subm6dulo 

generado portw. 

pop ser B 8 un funtor exacto a derecha r e s u l t a  que: 
J 

B @ D  

Pero: i )  B 0 D = D,(B/A), como se vi6 en e l  car0 r = I. 
3 

h = n . l  B dB. jA (Z )  

= At(z), por h i p d t e s i s  inductiva. 

(Recordar: b ' : B  + Dc(B/A), k der .  can6nica)  

Luego: 

de donde: 

con lo aue se asegura ia tesis induct iva :  

SINGURALIDPDES GENERICAS: - - 
4.3.7: Definimos S ( i l  ,i2,. . . ,i,) C Esq(J) e l  subesquema s igu ien te :  
LC_ 



# 

i) el sonorte de Sfil ,i2.. .i,) consiste de 10s primos p e .Spec(J) 

tales que: 

1) 2 z(il,i 2...ir) I 
2) p D Z(i l...i.+l), 2 < j < r. 

3 - 
0 sea que se obtiene un subconjunto localmente CERRADO de Spec(J) 

ii) La estructura de haz de anillcs sobre S(il,i 2...ir) es la de haz 

inrJucida por el anill0 J/Z(i l,...,i ) '  
r 

Si dado X :A  -r 8 ,  morfismo de k-Slgebras, con B local regular y Dc ( ~ / k )  
C de tipo finito, denotamos por jA :spec(B) + SP~C(J) la aolicaci6n dedu- 

cida de la seccibn jet j, :J + B, el teorema de4 .3 .6  asegura que 

*-I 
jX(Sop(S(il, ..., i = Sop 1 ; il,i2,...,i,) r 

Q r\ 
h completa analogia con el resultado de Boardmsn para el caso de 

variedades diferenciables, 
'. 

' I  



CAPITULO 5 

5.1. E l  operador  6. SistCmas de  coordenadas 

5.2 .  La cadena ( ~ ' - ' J I  y 10s subconjuntos l ( ~ ; i ~ , i ~ , . . . )  
5.3. Un lema de g loba l i zac i6n  

5.4.  Preparac i6n g l o b a l  

5 ,  5. Nueva demostraci6n del teorema dc wr~t te i lzsctdn ck abllilcs l o c e ' ~ S  ckiuldc'5 :I 

E l  operador  6 es i n t roduc ido  p o r  J.N.MATHER en [ 3 1 .  En e s t e  

t r a b a j o  f i g u r a  e l  lema 5.1.10. 

Las d e f i n i c i o n e s  de 5.4 son debidas a Mount y Vi l lamayor,  as$ 

como e l  lema fundamental de preparac i6n  ( "puntua l "  5.4.7. 

L a  demostraci6n de 6ste Gltimo puede ve rse  en [ 71 .  

El  r e s u l t a d o  c e n t r a l  d e l  Cap i tu lo  es e l  teorema 5.4.13 en donde 

s e  demuestra l a  v a l i d e z  "g loba ln  d e l  sistema de coordenadas 

npuntua les"  v e r i f i c a n d o  las condic iones d e l  lema 5.4.7. 



5.1. EL OPERADOR 8..  STSTEMAS DE COORDENADAS - 

Sea k un cuerpo de  c a r a c k e r i s t i c a  c e r o ,  a l ~ e b r a i c a m e n t e  ce r rado  y 

A = kt xi,. . . ,X 1 e l  a n i l l o  d e l  polinornios en n indeterminadas a coe 
. n - 

f i c i e n t e s  e n  k .  
I 

Por  m denotaremos un i d e a l  maximal de  A; p a r  Am l a  l o c a l i z a c i 6 n  en 
A 

e l  prirno rn y pop Am e l  completado (separado)  d e  Am e n  l a  t o p o l o ~ i a  

m-Sdida. 
N6tese que de la  h i p 8 t e s i s  sobre k ,  r e s u l t a  que = k. ~ d e m g s  se 

t i e n e  un isomorfismo n a t u r a l  de  k - e s ~ a c i o s  v e c t o r i a l e s  I 

Sea I C A un i d e a l .  A l o  l a r ~ o  de este apar tado  supondremos m un maxi 
ma1 f i j o  de A. Por una t r a n s l a c i 6 n  en  A,  puede suponerse m = 
Supongarnos que I C m; r deno ta r8  e l  k-subespacio v e c t o r i a l  de rnIm2, 
irnaRen de  I p o r  l a  a p l i c a c i 6 n  can6nica m + ml 2 ,  x * F. 

m 
l + m L  E s  clam que r = -, como k espac ios  v e c t o r i a l e s .  

m 2 

Def in i t i 6n  5.1.1:  Sea I m ,  i d e a l  - 
Rangm(I )  = dimk r 

Cuando no haya p e l i ~ r o  de  confus i6n esc r ib i remos  Rang(1) en vez de 

Rang,(I). . A - 
Nbtese que como l a  imagen de I en m/ 2 mAm/6nA )2  = " I A 2  ;s la misma. 

m m ' m  r' ': 
I ., ' - - % , I . J  

h 

se t i e n e  que Rangm(I) = Rangd ( I . A , )  = Rang. m ( I . A m ) ,  donde k denota e l  
m I  

I .  

Radica l  de im, que r e s u l t a  ser m.'i\,. I 

- 't 

Def in ic i6n 5.1.2: - -- Diremos que ' {zl ,zi:. . . , Z  1 es un s i s tema de  coordena ' n - 
das  de  m en A ( r e s p e c t i v .  en A,,,, e n  A ) s i  {zl,z2 ,... , Z  } C m ( r e s p e c t i  m n 
c m.Am,C 8 )  y (z1,z2 ,. . . , Z  n 1 = m.A m ( r e s p e c t i v .  = @.A,, = G ) ,  donde 

(zl ,z2, .  , . , z ) denota e l  i d e a l  generado por '10s zi en e l  a n i l l o  en n 
eues t i 6n .  



En v i s t a  d e l  lema do Nakayama, l a  cond ic ien  z , .  . . z = m Am (respec 
. - - n 

t i v .  = ;) es e q u i v a l e n t e  a que ( Z  , . . . ,z 1 sea base de r n / , ~ ,  o b ien 
1 n 

Sean k- l inea lmente indepyndientes.  

S i  L<A/k )  = DiA/k)* es e l  A-m6dulo de  de r i vac iones  de A ,  e l  conjunto 

a a c o n s t i t u y e  una base de t a l  m6dulo. 

Ademds t a l  con jun to  r e s u l t a  base de 10s m6dulos L(Am/k)  = D(A /k)* 
m 

~ ( A , l k )  = ~ ~ ( h ~ / k ) * .  Obviamente esta no e s  l a  Gnica base, pero  s$ 

l a  m& n a t u r a l  desou6s de f i j a r  e l  i d e a l  mgximal m = (xl ,x2,. . . ,x ) n 

Por  ma t r i z  jacob iana de I C m entanderemos l a  m a t r i z  (de n-columnas) 
a que t i e n e  po r  f i l a s  {- 

a~ 
f,. .., - a f1 con f c I. 

*n 

Def in ic i6n 5.1.3: Dado I 'f m ,  def in imos s i ~ u i e n d o  a MATHER L31 : - 
--a .- 

m1 r I + I t ,  donde I' es e l  i d e a l  de  A generado Dor 10s determinantes 

de menores de dimensibn (RangmI + 1) d e  l a  matriz jacobiana de I. ' 

S i  se sobreent iende e l  i d e a l  niaximal m ,  esc r ib i remos  6 por  6m. 

D e  l a  d e f i n i c i b n  se desprende que 6 m I r  m ,  ya que 6 m I  = 0 (mod m). 

Por o t r a  p a r t e  se t i e n e  oue 6 ( 1 J . A  = 6 ( L A m )  . m m "Am 

y a  que todos  10s i d e a l e s  admiten i g u a l e s  generadores.  

Pronos ic ion 5 . 1 . 4 :  S i  I = (fl,f2 ,..., fe), &(I) = I t I" donde It' es 
--u------- 

e l  i d e a i  generado ?o r  10s determinantes  d e  menores de dimensi6n 
a f 

(Rang I t 1) de l a  m a t r i z  (----I i = 1,2 ,..., s; j = 1,2 ,... ,n ax; . 

Demostraci6n : ---.---- 

Es c l a r o  qeu I t 1°C & ( I )  



Luego l a s  ent radas de l a  matr iz  jaeobiana de I t i enen  l a  forma 

F 
t a i  - + s j ,  s j  e I y por l o  t a n t o  sus  menores de orden Rang I + 1 

j=1 a. 
3 

e s t a r s n  en 1 + I". Ass  6 ( I )  C I + I". 
# 

Mss ade lante  se ve rs  que &(I) r e s u l t a  s e r  un i d e a l  i nva r i an te  de F i t t i n  

de un c i e r t o  A-m6dulo. D e  mod0 que , a p o s t e r i o r i ,  6 (I es  independiente 
de l a  base de der ivac iones e leg ida.  (Esto Gltimo puede verse por  un 
s e n c i l l o  c5 lcu lo  1. 

I 
G - , ' R  6 I denotarb 6 (6 k - l ~ )  y 6 '1 = I 

Vemos que l a  ap l icac i6n r e i t e r a d a  d e l  operador 6 conduce a una c a d e ~  
0 1 k i-1 d e i d e a l e s e n  A: I = 6  I C  - 6 I C  - ... 5 6  I =  - m. S e a s i  = Rang6 (1). 

Diremos que e l  con junto ordenado (yl ,y2 , . . . ,yn 1 de elementos de m e.s 
i-1 un buen sis tema de coordenadas .de m para  la cadena (6 (I), 

i = 1 2 ,  . . k en ) A ,  s i  {yI,. . . ,y,} es un sis tema de coordenadas de m 

en A y se v e r i f i c a  ty1,y2 ,...,, y ,  1 c I ,  i = 1 ~ 2 ~ . . . , k 1  - 
I A 

Rngloga de f in i c i8n  para e l  caso Am y A , Ho' e s  c i e r t o ,  en general, que m 
s i  a 'Z B = m ( i dea les )  en.tonces 6 (a) 'C 6 ( B )  ,'corn0 puede verse. tomando 

a = (xI.x2), I) = (x l ) ,  m = (x1,x2,x3~) C k l x i  ' x 2 '  x 3 1 ya que 

Rang a = 0 * 6 (a )  = (xlrx2,, xi, x )  

Rang B = 1 * 6 (B) = B = (x l ) .  
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I*. :mR 
Sin  embargo se t i e n e  l a  s igu ien te  

ProposiciBn - --.--- 5.1.6: a C B C m,  i d e a l e s  y ~ a n e ( a )  = Ran~ tB )  

Entonces 6 (a) C 6 (B) 

Demostrac ih:  Si a = (al ,. . . ,a 1 ,  podemos suponer que B = (a l , .  . . ,at ,  t 
bl, .. . ,b ) ya nue a c B.  

S .  

*i . . ,--I e s  una f i l a  de l a  matr iz  jacobiana de a ,  t a l  f i l a  
% 

f i p u r a  tambign &n l a  matr iz  jacobiana d e l  i d e a l  R. - 
Como Rang a = Rang B ,  deben considerarse determinantes de menores de 

i p a l  dimensi6n, de donde s i  6 (a)  = a + a'  y 6 (B) = B + B 1  s e  t i e n e  

que a '  C D' y por l o  t a n t o  6 (a)  C 6 ( B ) .  

(N6tese que se ha hecho uso de 5.1.4., s5n menciBn expl ici ta) 

P r o ~ s i c i b n  5.1.7:  Sea izI , z2 , .  . . ,z  1 un sis tema de coordenadas -- - --- 
h 

n 
m (ya sea en A ,  A, 6 A,). Sea (ti ,t2 ,.. . ,tk) .una sucesibn no decncien - 
t e  de en te ros  positives y sea J( t i  ,ti,. . . ,t = (z l , .  . . ,z + 

tl 
' I  

2 + ( 2 %  ,..., z I + ... + (zl  ,..., z 1 + m 
k+k , ' J 4  ! 

t2 .  tk 

- - -1 
Entonces: 

2 k-v ' k+ l - v .  + f z2 ,  ..., z t . . . + ~ z l , . . . , z  1 +m 
tk 

9 

t ~ t 2  

CASO k = I: entonces v = 0 y e l  r e i u l t a d o  es t r i v ia lmen te  c i e r t o .  ------ 
Supongarnos vs l ida  l a  t e s i s  para va lores  4k. 

ie: - 6 v ( ~ ( t i , t 2 r . .  . ,t. 1 ))- = ~ ( t ~ + ~ , t ~ + ~ , .  . . ,t i), Y Y = U , l , .  . . ,i-1 

con i k .  



La tesis de l a  e t a ~ a  induct i6a es 

S i  v  = 0, se v e r i f i c a  la igualdad.  

Supongarnos que se ve r i f i que  para i = O , l , .  .. , v - 1  

ES clap0 que ~ a n p .  p-' ~ ( t  t ) = t . k v  

v - 1  
Dado que (zi,. . . ,z 1 C 6 J(J = J t t l , .  . . ,t 11,  l a  matr iz  jacobiana 

t v  k v - 1  
de 6 J  presenta un bloque del t ipo:  

a De modo que 6'~ = 6 v - 1 ~  + (- F; F r bv- ' j ,  j tv). 
az 



v-1 Notemos que ademss F puede consid6rarse monomio, ya que 6 J e s t g  
generado po r  monomios. 

v-1 Luego si M es un monornio de b 'J, M es un monamio de  6 J o bien 

Si M es un monomio c 6'-'~, de l a  f o r m  M = z z . . . z , 
j1 j2 jz 

1 5  j1 5 j2 5 ... - < j ( o sea M e (z l ,  ..., z t 
t v + ~ - l  entonces t u t t - l  - 

M e (t l ,  . . . , z  );A y por  t a n t o  M c J(tvt l , .  . . ,t 1. 
t v + f  -1 k 

a 
Mi (z1,.*.,Z 

1;-1 Entonces, como j > t,,, - 
v t e - 1  

k-u+2 
Ademss es c l a r o  que si M c m 3 e r n  

k-v+l 
Y -a7 

3 
v Luego 6 J(tl,. .. ,tk) C J(tv+l ,tv+* ,* ,t k 1. 

En cuanto a l a  o t r a  i nc l us i bn ,  s i  M e J(t,+l,ty+2,..* ,t ) es un rnonomio 
-. 

k 
de(zl,.. . , Z  3' se t i e n e  que 

U+J 

o bien M e (zl,...,z 
)f +I 

.. " r L  t*+e 1 .  

1.. 
o b ien  e x i s t e  M1 e (Zl  ,. . . ,.Z t a l  que - = . M, para, 

t v + t .  ai 

Lueqo ~ ( t  +i ,... ,tk) C & " ~ ( t ~  ,... ,t ), l o  que completa la d e - . t r a c i d n  

El k . 3 - 

* ,=-- - I ,  ' * 7 - 
I - y 

Coro lar io  5.1.8: Bajo l a s  mismas h i p 6 t e s i s  que en ~ r o ~ o s i c i 6 n S . l . 7  
- I 

v Rand d J ( t l  ,tZ,. . t k ) l  = tv+1 , v = O , l ,  ... (k-1) 
# 



E: f-1 

'2, 
. s .  

3 a m  
k *ri 

o a a  
U P I @  
l a '  m 

C, 



i -1, . . 8 .... i -1 
Por h i pd tes i s  induct iva ,  ( fh )  e 6 I ,  h  = l...s 

Bji-l avjl 
jv > sv, v  = l...(i-1) 

Un argument0 s i m i l a r  a1 hecho en e l  caso 5 = 1, rnuestra que cua lqu ier  

deterrninante de un rnenor de d i rnens lb  (si+l) e s t a r a  en e l  i d e a l  - 

Lema 5'.1:10: ---- 
Y I B F  

Sea I i d e a l  en A;  m i d e a l  maximal, I C in. 
F 

A I I. 1 - a  

I 
. Sea si = ~ a n ~ ( 6 ~ - ' 1 ) , . 5 .  = 1 , 2  ,... k donde 6 = 6 m  y 

S e a  ' (yl,. . ..,y 3 un buen sisterna de coordenadas- de rn en .A ,  p a r a  l a  cade- n  . . .  
-na , ( 6 i - 1 ~ ) .  Entonces: - 

b) Si i z l ,  ..., zn) es o t r o  sistema de coordenadas d e  m en A y vall 
2 

una inc lus i6n d e l  t i p o  I C (z l , . .  . ,z ) + (zl , .  .. ,z ) + .* .  
k  k+ 1 

t2  ...+ (zi, ..., z + m t antonces (s1,s2,. . . ,s 1 < (tl,t2,. . . ,t,) k -. 
k 

en e l  roden lex icogr5f ico.  



A 

Noternos que e l  lema es i i ua lmente  v6 l i do  en Am y Am. 

Demostraci6n: po r  inducci6n en  e l  i nd i ce  K. 
6 

Supondrernos sl = l ang f6  *I = Rang I y {yl,. .. ,yn} un buen sistema 1 
de coordenadas de m en A ,  con {yl,. . . ,ys } C  I. 

Ademes {TI,. . . ,ys41 e s  base de r. 1 

Sea f c T: 

ie: - 1 c ( Y ~ , * - *  ,Y, ) + m2, que es l a  tesi,s a) para  k = 1 
1 

Supongamos ahora que va lga 

2 , . . . , z ) + m , donde ' {zi,. . . ,z } es un sis tema de coordena 
t 4 n 

das de m en A.  
2 

Entonces: RangI 5 Rang[ (zl,. . . ,z ) + m ] = ~ a n ~ ( k ~ ,  . . . , Z  ) = ti 
tl tl 

ETAPA INDUCTIVA: Supon~amos a )  y b ) ' - vg l i das  pa ra  i = 1,. . . ,k-1 y proberno: 

les proposic iones en e l  caso i = k. 
2 

Por h i p d t e s i s  i nduc t i va  IC , . . . , ) + (yl , .  . . ,yS2 1 + & s +  . 
k ' 

s1 I I  f - 
.,k-1 

0 . .  + iy l  ,..., y . + m 
- - 

' - -  I - 
Sk-l I -  I 

2 
Sea f I. E s  c l a r o  qua e x i s t e  g r (yl,. . . ,ys4 + (yl ,... ,ys9) + ... 

J. L 

l l + ( Y ~ ,  ,Ysk-l lak-' de mod0 t a l  que f-g E mk. Escribamos 

f-g = Fk + k+l ,  con Fk componente de grad0 k y ~ ~ + ~ e  m k+l. Basta ver  

entonces que Fk e (y1 3 ,Ysk I k  



Supongamos l o  con t ra r i o ,  & Fk / (y l , .  . . ,ys Ik.  
k 

Entonces e n t r e  10s monomios de  Fk debe e x i s t i r  a lguno (con coe f i c i en te  
. . 

A t 01 de l a  forma 1 . y  jl 3 ~ j 2 - * ~ j k  , j1 j 2  . * .  - < j k y  ji > s.  
1' 

Consideremos e l  operador D = 8-I . Por proposic i6n 5.1.9, 
W *  , W j , * o * a Y j k - l  

31 

Luego la  mat r iz  jacobiana de bkoll tendrd  un bl-oque d e l  s i g u i e n t e  t i p o :  

3 a -,, a 

EROS donde ( . I  = X + v ,  X f O y  p c m 

N6tese que e l  bloq.ue iden t idad  

aparece pues po r  h i p 6 t e s i s  

{Y1,. . . ,yn j  es un buen sistema de 
- _ I I Df I ............. ( . )  , coordenadas de m para  l a  cadena 

' 16 i - l ~ ,  i = 1,. . . k , o sea que 

1 C 6 k - l ~ .  en p a r t i c u l a r  {yl,. . . ,ys,- 

- 
Per0 entonces e l  Rango dg e s t a  mat r iz  (mod. m )  r e s u l t s r i  es t r i c tamen te  

-:a +mi - - 1 w I i  

mayor aue s i ,  con t ra  l a  h ipb te%is  Rang(* k - l ~  = sk; 'a l 
I Y 

Luego Fk e (yI. ..yAklk y por  t a n t o  f = + + v k + ~ ,  d e  donde l a  Tes i s  

a). : 
Supongamos i h o r a  que {zl.. . xn j  es o t r o  sisteina de coordenadae de m en A 

I 
- : . 

y que se v e r i f i c a :  I l l  J-. 
1 

. , 
Por h i p 6 t e s i s  i nduc t i va  ( s ~ . * . s ~ - ~ )  5 (t tk-l 1. (* 1 



Entonces e x i s t e  un i n d i d e , v l s  = t j = 1.. .v-1 y Sv > .tv0 
j j' 

Es c l a r o  que,  wal iendo (*I, debe ser necesar iamente v = k. 0. sea que 

se presen ta  l a  s i t u a c i 6 n :  - "i - ti, i = I,?,. . . ,k-1 y sk > tk. Aplicando 

las propos ic iones  5.1.6, 5.1.7 y e l  c o r o l a r i o  5.1.8: 6 k - l ~  C ( z  . . z  )+ 

2 tk + m de donde ~ a n ~ ( d  k - l ~ )  = sk 2 ~ a n p  \ (z l .  . . Z ) + m21 = tk resu l tando  
tk 

una con t rad i cc i6n .  

Luego (sl.. . s k )  - < (ti.. . t 1, l o  que completa l a  dernostracidn d e l -  lema k # 

Corolari:o...5.1-.11: Bajo las m i s m a s  h i ~ 6 t e s i s  d e l .  lema 5.1.10 supongamos - 
ademhs que l a  cadena ' {di-'l) se e s t a c i o n i  en  e l  paso k-ksirno, . ie  -- 
ivl = 6 k-I* , d+ k. 

Entonces 

v Dem: e s  c l a r o  que 6 I = 6 
k-1 I - - 1 * S, = Sk,  v L k  

I 
- - 

(*) , .  
POP o*ra p a r t e ,  s i  Jv denota e l  i d e a l  (yl.. . ) + . . . + (yl.. . )Y k 

Y s l  Ys, 
se t i e n e  que Jv C Jv+l y adernas I C . U Jv ,  or ser A noether iano ,  --de- 

b .  v > 1  - 

- ducimos I = J, p a r a  a lg6n Zndice v suFic ienternente grande. 

~ o d e h o s  suponer  v ' -> - k;' e'n v i s t a  de (*) se t i e n e  que - . - 8.d- - ,<+ - 

i-lI1 P 5.2. L a  cadena l6 - y 10s subconjuntos L ( A  ;il&, . . . 
Como en e l  parhgra fo  a n t e r i o r  A = k[xl,x2 ,- ,xnl 



Sea I C A,  i d e a l .  Supongamos I = ( f . . fh) 

s e a  :A + A / ~  e l  morfismo can6nico. 5 
Consideremos l a  suces i6n de A/I-m6dulos induc ida  p o r  A :  

Por teorema 2.1.3.3. l a  suces i6n I + 1 r e s u l t a  exac ta  en  e l  caso en 

que A sea l o c a l .  De mod0 que t a l  suces i6n  es exac ta  pa ra  t oda  locali- 

zac i6n en  m maximal de A ,  m 3 1 t ie  en todo mxl , de A / I  ) - 
Luego r e s u l t a  EXACTA globalmente,  ie.  como suces i6n de A/T-m6dulos. 

Recordernos que: .(i) = 1 B df, I 1/12 y f e I t q  f -+ F y donde 
A 

dA:A + D ( A / ~ )  es l a  k-der ivac.  can6nica.  

Asirnismo: d l  (1 @ d f )  = d(Af) ,  donde d:A/I + D( I  A/Il /k) es l a  k-derivacrXz 
can6nica. 

E s  b ien  conocido aue D ( A / k )  r e s u l t a  un A-m6dulo l ib re  de rango n y - ' 
' 4 

adrnite a '  idAxi.. . d  x 1 ?or  base. ( ve r  151 6 181 A n 

Adem&, Im(a) es e l  A/I-submbdulo de A / I  8 D(A/k), generado po r  
A 

1 @ dAfi, i = 1.. .he En e fec to :  
-._. - - 

h m Y 

P - 
S i g  1112,  Y g = - 4  a i  f i  6 I es t a l  que g + (a e A ) ,  se 

1=1 i' ;. 

ya aue 

1 @ f i  dA ai = 0 en A / I  @ D(A/L) .  
A .  

- 3fi 
La matriz de re l ac i ones  de D([A/I ] /)O r e s u l t a  s e r  entonces:  A(-) 

ax 
j 



ya que: 

I 

0 sea:  r e s u l t a  s e r  l a  matr iz  jacobiana de I ,  modI. 
Sea m' un i d e a l  maximal de A ,  m 3 I. 

Localizando ( + I en m ,  s e  t i e n e  l a  s i ~ u i e n t e  sucesi6n exacta:  

donde, DOT abuso de notaci6n se esc r i be  I en vez de I . A ,  

Recordemos que k @ D ( A , / ~ )  = $, s e g h  se demuestra en 151 
A m - -  - 

m 
- - -  

De rnod'o qbe l a  sucesi6n tensor izada r e s u l t a :  , 

'c * - 4  
- 

I -  k B \l12 + mim2, + k B D( \ A ~ / I ]  /k) -+ 0;; .A-- 

A /I .I 8 a A m / I  . . . 
. m . . 

N6teae .que 1 ~ ( 1  Q a) e s  r = imagen' de ,  I por  e l  morfismo candnico 
w I - - r .  

I' I 
n + mi;2-. . I C  - 

- - " I 

Esto muestra que T y k 63 D([ A /I] /k) t i enen  dimensiones comGle- 
A,/I m I 

mentarios , i e  : 



Par  l o  v i s t o  en 2.3 si F. C A / I  son 10s i d e a l e s  i n v a r i a n t e s  de  fit tin^ 
d e l  */I-rn6dulo D( ' IA / I I  /kj y 

I 

i1 = max{j:f. C -m/Il + 1, entonces 
I 

ii = Ran% D A I  k = Ranpo d e l  Am-m6dulo . 

Am B D([ A/I] /k) 

I 
- 

. D e  mod0 que d e  (*) r e s u l t a :  k .  

# J 
Dem: - estd  c l a r o  qus I C A - ' ( F ~  

1 

Basta v e r  entonces que co inc iden 10s demss generadores de  10s i d e a l e s  
I 

Por def%nicf6n',. Fi ' e s t s  generado po r  10s d e t e r k n a n t e s  de nienorles 
1 - af  , 3 

1 deikrden (n - il + 1 ) ~ d e  l a  mat r i z  i = i...h., ya  que hemos $ 
j j = l . . . n  

v i s t o  que 6 s t a  e r a  l a  mat r i z  de r e l a i cones  d e l  A/I-m6dulo .D( l A / I l  / k )  
+ 

Ahqra bien:  i Levantar (por  A 1 generadores de Fil-l 
U 

- 1- I 5 4 - - , ii) Considerar 10s determinantes de menores- de orden (sl+l) 
" de l a  ma t r i z  jacobiana de  I (tomando .como base de de r i v .  a l a  dua l  de 

' {dAxi 1 ) 

SON LA MISMA COSA, en v i s t a  de (*") y e l  hecho de ser .X morfismo de 

a n i l l o s .  



Es te  r e s u l t a d o  muestra que 6 I no depende d e l  sistema de coordenadas 
m 

usado en  e l  cS lcu lo  de l a  ma t r i z  facobiana de  I ,  ya  que r e s u l t a  ser, 

esenc ia lmente un i d e a l  i n v a r i a n t e  de  F i t t i n g .  
I a 

Aplicando l o  hecho a l a  s i t u a c i 6 n  A + A/6,1, s e  ob t i ene :  

2 I = F ), donde Fi es e l  ( i 2 -1 ) - i nva r ian te  de 
2 -' 2 -I 

F i t t i n g  d e l  A/b,I-m6dulo D( l A / b m I l  / k )  

I t e r a n d o  e l  procedimiento se obt ienen las f6rmulas dadas en  l a  

s i -gu iente:  

Propos ic i6n 5.2.2: Sea I C m ,  y supongamos m r l f h ; i l , i  20..i . . o )  

( ve r  d e f i n i c i 6 n  2.3.2.2) 

Entonces : 

- - 1) ~ a n ~ ~ ( b ~ - ' ~ )  + Rang (D([ A/d-II] / k )  ) = a, + iv = n 
m 

-1 2 )  6'1 = A ( F ; - - ~ ) ,  donee F i  e l  (iv-1 1- invar ian te  de F i t t i n p  m l v  v 

d e l  A/  v-l -m6dulo D ( \A/ I /k )  y , A  :A + A l 6 v - ' l '  eB e l  rnorfisr 
I 6 '!-I1 

I 
'm.  m.. , m ,  . - 

- canbnico. . . -- =4r; 
# - .  

N6tese que en  v is ' ta  d e  la  wronosic i6n'  5.2.2, y l a  de f i n i c56n  de  10s 

con jun to  ~ o L ; i i , i 2  ,... 1, s i  m , y  m '  e ; i , i 2 ,  ,... entonces  
: , 

v 
- # I  

Se t i e n e  en tonces  e l  sigui 'ente 

Lema 5.2.3: - 
See I C m ,  m r A i , , . . . , , . . . 1. Entonces l a  cadena v . . 

jacobianaib i - ' I ;  m i = 1,2, ..., k} est$ en todo  maximal rnl e ~ ( A ; I ~ , I ~ . .  



~ernai3 .1 :  Sea I C m y suponparnos que m r 1 ( A  ;il ,i2,. . . ,iv , . . . I  -- 
Sea {yl, . . . , y  ,I un buen sistema de coordenadas de  m en A p a r a  l a  cade - 
na . {6i *'I, i = 1 .  , I  (Suponernos que t a l  cadena se e s t a c i o n a  en 

Entonces : 

E x i s t e  un a b i e r t o  V de 1 ( A  ;il ,i2,. . . ,iv , . . . I conten iendo m t a l  que 

' , . . . , 1 es p a r t e  de  un buen sistema de coordenadas de m ' e n  A ,  
Sk 

p a r a  todo  m' c V. 

DemostraciSn: p o r  LernaC2.3 {yl;. . . ,yk)C m' , Y m' e 1(1;i1,i2. .iV,- . . I  

Es c l a r o  que ' {yl ,y2,. . . ,y 1 ser6 p a r t e  de un s isterna de  coordenadas 
. - - 

de m' s i  y s6lo si  e l  con jun to  {yl, . . . , y  1 es l i nea lmen te  independiente 
"k 

en r n t l m ' 2  
j 

Si P' = (a;, a , . .  . a I kn es e l  punto  que r e p r e s e n t a  a1 maximal m ' ,  -- n 

se t i e n e  que las coordenadas de Ti en mlm' serhn.  

. .- 
I , . ' .  [.. " 

segGn l a  base, x i  = x i  1 I .  , 

Luego l a  independencia equ iva le  a.Xa no  anu lac ibn  del  determinante de 

algGn ::menor de orden Sk -de, t a l  ma t r i z  , condic i8n que determzna un a b i e r  - 
to. Finalmente,   or e l  lemaf.2.3, 6 I = 6,,I y p o r  t a n t o :  s i , . . ,  y f m  
es p a r t e  de  un s i s tema de  coordenadas de  m en A,ser$ ~ a r t e  de un buen 

Sk. 

i-1 
s is tema de  coordenadas de  m' en A ,  p a r a  l a  cadena {6 11, 

# 

5.4. PREPAPACTON GLOBAL -- 
En e s t e  apa r tado  suoondremos que Pk(n) = k[ [xi , x 2 , .  . . ,xnl l  , con k de 

c a r a c t e r < s t i c a  c e r o  a lpebra icamente ce r rado  , rk (n I  = Padi c a l  (Pk(n) ) = 
= (xi ,x2, .  . . ,xn I  I C r k ( n  I ,  i d e a l  generado n o r  f ,f2,. . . ,fh. 

I 

. I 



Introduzcamos a lgunas  d e f i n i c i o n e s  y propos ic iones  s igu iendo  171. 
m+ 1 Denotaremos Pk(n/m) e l  a n i l l o  pk(n ) / r k ( n )  y p o r  rk(n/m) e l  r a d i c a l  

d e  Pk(n/m). # 

E l  morfismo can6nico Pk(n/m) + Pk(n/ml 1, p a r a  m' < m ,  s e r 6  denotado 

p o r  ( m l  ,rn) y e l  cor respond ien te  a Pk(n) + pk(n/rn) p o r  p (m) .  

De f in ic i6n  5.4.1: 

Si z1,z2,. . . ,Z e Pk(n/m) son ta les que pk(n/m) = k l z l , .  . . ,znI ( l a  n 
k-sub61gebra generada p o r  10s z i )  entonces e l  con jun to  lordenado 

{z , z , . . . , zn j  s e r h  l lamado un sistema de coordenadas p a r a  Pk(n/m). 1 2  
Si zl,... , Z  son elementos de  Pk(n/m) ta les que {zl ,... , Z  Z 

r r, r+l,*m 9 2  1 n 
es un sistema de coordenadas p a r a  Pk(n/m), en tonces  {zl,-. . ,z serl  r 
Llamado un sistema de coordenadas p a r c i a l  p a r a  Pk(n/m) 

I -  - 
A 

b ~ e f i n i c i 6 n  5.4.2: I 

r(Zi ,Suoonpamos oue I C rk(n/m) es un i d e a l  d e  Pk(n/rn) 
t 

I - I 
1 

Definiremos p o r  inducc ibn e l  concepto de v*-A p a r  (zl . .  .Z ,  (,,; A ( l ) . . ~ ( n  
I 

( m )  es bn sistema d e  coordenadas p a r c i a l  para  

.. .< - A(ni) es una suces. i6n de  en te ros .  ' 
La  -suces i6n  A (1 >, . . . ,X ( m )  sers, l lamada l a  X -sucesiBn de I ; 

- ~ a  d e f i n i c i e n  seer5 p o r  i n d u c c ~ n  en m. 
- ,  ' I  1 

entonces un p a r  (# ; 0 1, donde es e l  'sis tema 

de coordenadas' p a r c i a l  v a c l o  9 0 es l a  sucesi i jn A .(1 = 0,  es e l  6n ico  

v*- X p a r  p a r a  I.. 
- 1 : .  S i  I ' f  ( O 1, entonces  un p a r  . . . , 

j' 
j 1, donde zl.. . z  es una k-base 

j . 
para  I y j = A ( 1 )  es l a  A-sucesiSn, es un p o s i b l e  r*-A v a r  p a r a  I. 

Caso m > 1: Su~onpamos que e l  concept0 de +*- I  p a r  haya s i d o  d e f i n i d o  
p a r a  todo  i d e a l  I C rk(n/m-1). Si I = (01 ,  entonces  e l  f inico pL-A p a r  
es (6 ; (0. .  . 0  1) donde 9 es e l  s i s tema de coordenadas p a r c i a l  v a c i o  y 

~ ( 1 )  = 0 = ... = 0 = X ( m ) .  
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: L  - 
. L ,  . 1 

S i  I t (01 ,  entonces  un na r  (al ,. . . ,z  A ( l ) , .  . . ,X(m))(n > X ( m ) )  A (m)' - 
se d i c e  un v*-X D a r  Dara T si: 

t 

i) e l  Dar ( ~ ( m - l , r n ) z ~  ,..., p ( m - 1 , m )  z , , ( ~ - ~ , ;  ,... , X ( r n - I ) )  es 

un V *  4 p a r  n a r a  p (m-1  , m ) I .  

2 ii) I C (z l ,  ... ,zA + (z1,. . . ,zX ( 2 ) )  +. ..* (z l , .  . . , Z  A ( m )  Irn 

i i i) A ( m )  es e l  menor e n t e r o  e n t r e  10s p a r e s  ( z l , .  . . ,Z  A (m); 

A ( I) ,  . . . ,X (m)) s a t i s f a c i e n d o  las  cond ic iones  i )  y ii) 

Teorema. 5.43 : 

Si I C rk(n/m) es un i d e a l  de  Pk(n/m), e x i s t e  un v*-X par  para  I. 

~ 5 s  aGn: 

Si (z l , . . . ,z  x ( m ) ;  

dos cp*-x p a r e s  p a r a  I, entonces  A (i) = a (i 1, p a r a  cad 

Demostraci.6r! : 1 71 

En v i s t a  d e l  teorema 5.4.3: se i n t roduce  l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i 6 n :  

Def in ic ibn  5.4.4: --- 
. * A  (11,.  ...,A (m,, 

- 7 -  .. I - 17 Si I rk(n/rn) e s  un i d e a l  d e  Pk(n/m), y si  (xi,. .. .xX (rn), 
+ > 

.'I E.- Ili. es un v*-A par p a r a  I ,  entonces  x ~ , . . . , x ~ ( ~ )  sers l lamado un' 9"-sistema 
I - II 

de coordenadas p a r a  1 y 10s e n t e r o s  (n-A ( I ) , .  . . ,n-X (m)) = L~ = r - ' b  . 
- . . 

.- -w = ( ( 1  . . . , m ser$ l a  suces iSn de  9 - i n v a r i a n t e s  de I. - I b 
-L - . - .A Denotaremos p o r  ~ ' ( 1 )  e l  e n t e r o  t a l  s u e  A (9  (1 1) f U,  y 0 i j  3 

e l  pr imer  e n t e r 0  t a l  que A (8 (j ) j  > (8 (j -1) 1. 

Nata: - S i  a es un k-automorfismo de pk(n/rn), en tonces  es c l a r o  que 

a (1 e I t ienen l a  m i s m a  X-sucesiBn. M5s aGn , si  X I , .  . . ,xh8 (t ) e s  un 



r *-sistema de coordenadas para I, entonces oxl,. . . ,ax 
~9 ( t )  es un 

v*-sistema para  aI. 

~ u ~ o n ~ a m o s  ahora que I C rk (n) e s  un i d e a l  de Pk (n )  = k[ 1 xi,. . . ,xnl 1 . 1 
Diremos que I t i e n e  r-sucesi6n ( ~ ( 1 1 ,  ..., V ( m ) ,  ... si  para  cada m > 1, - 
l a  sucesi6n (V (I), . . . ,V ( m )  1 e s  l a  9 -sucesiGn para  p ( m ) I  C Pk(n/ml. 

Anglogamente para l a  X-sucesi6n de I: 

Diremos que I C Pk(n) t i e n e  -sucesi6n A (11,. . . ,A ( m ) ,  . . . si P ( m ) I  

t i e n e  A-sucesibn (A (11,. . . ,X ( m )  1, para  cada m 2 1. 

E s  c l a r o  que cada i d e a l  contenido en e l  r a d i c a l  de Pk(n) t i e n e  detep- 

minada, univocamente una sucesibn, 

Noternos talnbign que l a  v -sucesiGn de I C rk (n 1, es decrec iente.  

Dado que V (i ) es t6n  acotados in fer iormente por ce ro ,  l a  P -sucesi6n ' r 
I debe s e r  constante  nara va lo res  suf ic ientemente ~ r a n d e s  de i. 
Queda entonces c l a r o  sue ,  pa ra  va lo res  grandes de m ,  l a  sucesi6n de 

s a l t o s  (va lores  de 6 )  para p ( m ) I  son todos igua les .  

Supongamos I C i d e a l  de  Pk (n 1. 

Si para  k > M v ( m )  = v ( r n t l )  =. . . , llamaremos sucesi6n de s a l t o s  de I ,  - 
l a  sucesibn de s a l t o s  de.p(M)I  en P ~ ( ~ / M )  

Un s is tema de coordenadas p d r c i a l  z l , .  . . ,f (M) de Pk(n) s e r 6  llamado 

un r*-s istema (de coordenadas) para' I si' b ( m ) ~ ~ ,  -i* ,P (m)zX (,j &S un 

v*-sistema (de coordenadas) Dara Q ( m ) I ,  para cada m > M. . . - 
En [ 7) ' s e .  demuestra e l  s i gu ien te  lerna:, 

r ,119 
-. 

r I - d  - 
1 .  

- I 
I 

I A'-- & I -. -. i 
- 1 -  m. I 

Lema 5.4.7: Sunon~amos que I C rk (n12 e s  un i d e a l  en pktn7 con X -suce- 

s i b n  ~ ( 1 1 , .  .. ,A (m) .  . . y n6meros.de. s d l t o  9 (11,. . . ,8 (t). Entonces: 

Ex is te  un r*-sistema xl...x p(t) '  (donde p =' X O 9 )  para I que es p a r t e  

de un sistkma de coordenadas xi.. .x de Pk(n) t a l  que las s ig6 ien tes  . 
n 

condiciones son sa t i s f echas  para todo 1 5 c ( t. 
(Dc-1): ex i s ten  generadores f l , .  . . , f s  de  I t a l e s  que 



P r .  = L Fid, donde Fid e s  un polinomio homogkneo de grad0 d en 
d>2 - X I ,  ... ,X 

n '  
# 

(Dc-2 1: para  cada nGmero de s a l t o  6 (b ) ,  escribamos Fie (b )  = Ff6 (b )  + 

donde F f6 (b )  ( ( x ~ , . . . , x , , ( ~ )  )e (h) 
+ F!C(b) Y FZe (b )  no cont iene monomic, 

)e (b-1) d e l  i d e a l  (xl , . . . ,x ~ ( 1 )  + 0 .  + (xi ,"., X l l ( b - l )  

Si b - < c ,  e x i s t e  un conjunto de ind ices  Be f i l a s  

. Sb = ' { (  e ( b ) ( j ) ,  a ( b )  (j)), -j = b - l + l , . , b ;  1 (j) - < S )  

t a l  que l a  submatr iz de l a  mat r iz  d e l  po lar izac i6n de las formas 

Fqe (b),"* sF:e (b)  con columnas ind icadas por  x Y f b  - l ,+l , . . . ,x v(b)  

con f i l a s  ind icadas por e l  conjunto Sb, es i n ve rs i b l e .  

(D -3): S i  M e s  un monomio de r rado 0 ( d l  para  1 2 d < t M aparece 
C 

- 
(con coe f i c ien te  no nulo)  en Fie y M es d i v i s i b l e  por  me.(b) (j 1, 

)6 (1) + * .  .+ (xi... e 
para algGn b - < c , entonces M r (xi,. . ,xY 

) X,, (d-1 

En v i s t a  de este resu l tado  deramos l a  s igu ien te :  

- _ \ -- Definici6n ' 5 .Q. 8: \ 

2 Supongamos que I r k (n ) .  e s  un i d e a l  de Pk(n). 

S i  I t i e n e . ~ - s i ~ ~ s i 6 n  k ( i ) , . : . , x ( m )  ... y nbmeros de s a l t o  ) ( I ) ,  ...',a ( t ) ,  

entonces un vf-s istema para I y un conjunto de generadores f l , . .  . , f s  

de' I que sa t i s fagan  (Dc-11, (Dc-2)  y (D,-31, para todo 1 '2 c t ,  

s e r g  llamado un v * -s is teaa preparado para 'I y- un con junto de generado - 
& 

&{'-req preparados de I con respec to  a bse  s is tema 
Los, elementos de Si (i = 1 t ser6n l lamados f i las.  d i s t i ngu idas  - 

10s generadores preparados y lo. con j u n t d s  , . . . ,St serSn . 
l lamados conjuntos de ind ices  d is t ingu idos  para e l  vQ-sistema prepara - 

. do y 10s generadores preparados f .. . , fs . I 
1 C I I  



. I  
La i d e a  de l a  demostracidn d e l  Lema de preparac i6n es l a  s igu ien te :  

Se p a r t e  de un s is tema de coordenadas ' {yl,. . . ,yn} de Pk(n ) *  y un 

s is tema f l .  . . ,fs de generadores de  I ,  e s c r i t o s  en  tgrmino de las 
- 

va r i ab l es  yi . 
A p a r t i r  de l a  matr iz  de po la r i zac i6n  de l a s  formas de grado minimo 

d e  cada fi, se ob t iene  e l  pr imer conjunto de i n d i c e s  d i s t i ngu idos .  
J 

Se pasa entonces a "la l impiezat '  de mGlt ip los de 10s monomios d i s -  

t i ngu idos  me ( j ) en cada componente f t l  ( l8 , para  d = 2 , .  . . ,t , 
j = 1,. . . ,u (1 1, r e a l i z a d a  por  medio de automorfismos u de Pk(n) ,  

que r e s u l t a n  l a  i den t idad  sobre  las v a r i a b l e s  y , j > ~ ( 1 1 ,  obteni6n 
j - 

dose que en .(I) valen las condic iones Dl-1, D2-2, Dl-3, r espec to  

d e l  s is tema iyi,. . . ,yn} ' 

Se i tera e s t e  proceso y ,  en un nGmero f i n i t o  de  pasos,  se ob t i ene  

en d e f i n i t i v a  un automorfismo o de Pk(n) (de una forma p a r t i c u l a r )  

t a l  que quedan s a t i s f e c h a s  l a s  condic iones Dc-1, Dc-2 y Dc-3 

1 .z c t ,  para  e l  i d e a l  a ( I ) ,  10s generadores o ( f l ) ,  . . . ,o (f,) 

y e l  sistema de coordenadas ' y , . . y . E l  v*-sistema buscado 
-1 -1 r e s u l t a  s e r  entone&, o (yl ,  .'. . ,a (y , , ( t ) ) -  



. 1  
ProposiciSn 5.4.9 Sea I C r, (n) ideal de P, (n) con A- sucesi6n 

+ a  " i 
A(l), ..., A(m) ... y nbm'eros de salto 8(1) ... 0(t) . 

1-1 
Entonces: rang 6 I = h(8) . I 1 

Demostraci6n: Sea {z,, ..., z J un $*-sistema para I. Por defini- I 
V(t 

ci6n se tiene que I C (z, ,. . . , zA(l) + z . . . z~(~))~+ . . .  + 

z l , ,  z 1% 0 . .  

A(m) s 

Aclaremos que si A(@) = 0, z , . . . , zA(,J= # , sistema parcial 

vacio. 

2 
S e a J = ( z  ,,..., Z ~ ( ~ ~ + ( Z  ,,..., z~ ,~~+ . . .+ (z~ . . . z  A( ~9 I m + . . .  

1 -  1 Por corolario 5.1.8 se tiene que rang 6 J = A(1) . 
1- 1 Luego basta ver que rang 6l"1 = rang 6 J , 1 = 1,2,... 

Consideremos las siguientes proposiciones: 

0 
Como 6 a = a , para todo ideal a , I, es v6lida. 

2 Recordernos que rang I = diq  7 , donde = Im(1 -r m/m 1. & 

? 
Pordefininicibn 5.4.2, caso m=1:, A(l)-=dirn,~($)~ donde ' 

. .  
- .  2 

i(l) : P,.(n) -t P, (n)/ r,(n). 
- 5 . .  &TZ. * 

Luego I p(l)I y por.tanto 2 I - es vblida. . .  I I 

/ 

! 'Supongamos (*)  vdlido para i = 1, 2,. . . e . 
% .  - ' 

Notemos que (1, + (2& * (lc+,), en virtud de la Pr0~osici6n5.1.6 , "'u - 
- - 

1 a 
POP lo tanto: s1+,= rang 6 I G rang 6 J . = ~(1+1). 

Por Lema 5.1.10 existe un sistema de coordenadas { yl ,..., y s 
1 + 1  ... y (cualquier buen sistema de coordenadas de r,(n) para la cade- 



Dado que suponemos s i =  A(i), i = 1 ,  ...a no puede ocurrir que 

S1+ 1 
< A(1+1), pues se contradirza el hecho de ser {~(m)) la A-suce- 

si6n de I. Luego s,+,= A(l+ I), que completa la demostraci6n de la 

proposicidn . # , 

Corolario 9.4.10: Bajo las mismas hip6tesis de la proposici6n 5.4.9, 

sea 1 un entero 8(a) G 1 < 8(a+l). (Ponem~s 8(0) =I. ~ ( 0 )  = O ,  

Entonces : 

rang 6l-k = ~(a). En particular: rang 6 
8(a)-lI = ~(a). 

~emostraci6n: basta recordar que u =  X.8 y la definici6n de la fun- 

cidn de salto 8 . # l1 ' d  -= ~ 3 ~ m  
Como consecuencia de la proposici6n 5.4.9 vemos que si {yl ,..., 

- -  

y } es un buen sistema de cooreenpdas de rk (n) para la cadena 
n ,  

i - 1  .I # 

b - { 6 I : i > l 1 entonces { yl ,... ,Y,,(~) 1 es un $*-sistema para I. .. 
1 .  ! 

Por otra pa~te si I tiene nGmeros de salto 8(1) ... , Wt), la ca- 
. '  

i Zl] '0 c t ~ -  1' '> 
3 - dena{ei-' I : se estaciona en el ideal 6 I. - . ' . 

---I I b- + El siguiente lema ettpresa la relacidn que existe entre un posi- 
I w>.- - - 

1 \ 
w bie buen sistema de coordekdas de rk (n) para la caden= {&*"I ,i 3 1 1 

: -  - . 
' i 11 

y un posible p-sistema que prepara I y generadores fl ,.. . ,f; s de I. 

Lema 5.4.11 'Sea I =  (f ,,,€ ) C r (n) ideal de P (n) con A-sucesi6n 
1 s k k 

{ A (i), i > 1 )  y nberos de salto 8(1) ,..., 0(t). . 

Sea {yl, ...,y } un buen sistema de coordenadas de r (n) para la 
n k 

cadena {di"l, i > 1) . 



Entonces existen ~ ( t )  polinomios PI ... P (a coeficientes en k) 
v(t) 

f 

dependiendo de v(t) variables y un +*-sistema {x,, ..., x 1 que prepa- 
v(t) 

ra I y 10s generadores fl . . .f , tal que 
8 

Corolario 5.4.12 

Demostraci6n del corolario 5.4.12 Basta observar que 

(ii) La matriz jacobiana del sistema (*) es inversible en Pk(n) 

y por tanto es posible obtener, a partir de ( * I ,  las x como series 
j 

en y ... 
IJ (t) 

(iii) Todo ideal de Pk(n) es cerrado por limites, ya que P (n) es 
k 

un anillo de Zariski. # 

Demostracibn del lema 5.4.11 Por ser { yl... 
Yv(t 

} un $*-sistema para 

I se tiene que:, r -  - I 8(1) . I eft) 
, '. I c (y 1 ... Y,(,)) + ... -+ (;,... y v (t) 1 . 

. Luego si f i ,=  '. 1. f id . i = 1 s .  , con f coniponente die grado' d de 
. id 

d 2 1  

f , , se deduce qu'e para 1 C i C s : 

por razones de grado y el hecho que I est& contenido en un ideal (no 

s61o homog6neo) generado por monomios. 
EI 

SI lui 



Pondremos f i8 = f z  + f** donde 
i r  

(i) s i  0(b)  < a < 0 t b +  1) ( i e :  a no e s  un n h e r o  de s a l t o )  en- - 
tonces 

ec 1) ,e (b 1) (ii) s i  a = e ( b ) ,  entonces f** E (y  ... y,,(l,) + .. . +(y l  .. . yY(b-l) i a 1 

y fk E (y, . . . Y , , ( ~  ))O(b) donde f: cons i s te  de la  combinaci6n l i n e a l  de 

)e (1) + todos 10s monomios que f iguran en f i a  y que no e s t a n  en (y l  . . Yun 

De mod0 que en pa r t i cu la r :  

En f *  f iguran s 6 l o  l a s  va r iab les  yl . . . 
e ( b )  Yl-qb) 

D e  l a  demostracibn d e l  lema de preparac ien,  ap l icado a e s t a  si- 

tuacibn,  puede conc lu i rse  que l o s  monomios que in te rv ienen  en e l  con- 

. junto de ind ices  Sb son monomios Be grado 0 (b )  - 1) en yl . . . 
YV( b) 

l < b <  t .  

Si en f$ (J) e(s) aparec la  un monomio M mfil t iplo de j (suponien- 
b 

do ( j ) ,  ac ( j ) )  E Sc y c < b  de l a  forma M = m  ( j ) . : Q ,  Q re- I 
0(c) 

s u l t a  monomio en las va r i ab les  .y s . . . ¶ , Y  
V ( b 1 ) + 1  , 

ya que'' M era monohib . 
- . . - U(b - i 

'de fzm (j) - 0 (c) ' s i  e,n Q a f ia rec iese  una v a r i a b l e  de ind ice  < .r ( b  - 1)- cn- 1 " 

tonces M E (yl ,. . . y,, (c) )e(c) , ~ o s a  absurda por de f in i c ibn  de 'f: (j) O(b) . I 1 . . b 
La l img ie ia  de ta; mo?omib s e  r e a l i z a  c d n ~ i r d e r ~ n d o  un automorfismo ' 1  
. I.. 

0- de P, (n) de la  forma - . , 

I 

a ( y  ) = y  + a Q ,  ~ ( c -  1.1 < i<  ~ ( c ) ,  a E k,  conveniente- 
i i i 

. - r-I I; I 
a ( y  ) = y i  , en o t r o  caso. 

n I i 

mente e legido.  

.$ 

Luego de un n h e r o  f i n i t o  de pasos s e  ob t iene  un automorfismo de l 
a de Pk (n ) ,  composicibn de todos 10s usados en e l  proceso de el imina- 



cidn de meltiplos de 10s distinguidos, de mod0 tal que: 

a1 queda preparado, as: como 10s generadores o f ,  i =I,... s , 
I 

respecto del sistema yl ... Y,(t) y se verifica: . . - - 8 '  

< r(b+1) para b = O ,  1 
I 

I,...+ -1 I 
II i polinomios. 

\ 

En la demostracidn del lema 5.4.7 puede verse que entonces, po- - l 
niendo xj = o yj , j = 1 . . . t I queda preparado, ass como f, . . . 
f, , respecto del 4*-sistema ixl ... x 1 . 0 sea , (t) 

como se queria demostrar. F 

Estamos en condiciones de pasar a1 resultado central de esta 
.a 

cidn. 1 

Teorema 5.4.13 Sea I un ideal de A; geierado <or f,... f s . 
Supongamos un hximal de A ,  m E 1 (A,; il ,i2 . . . ) . 

- ~ntonces existe uq entorno abierto v de m en 1 (A ; il ,i,. . . ) y un 

4'-sistema {xl . .. 1 para .I.Am que prepara IA; y 10s generadores. 
A . L'i 

fl . . . f , tal que {:xi . . . x ) es un q*-sis'tema para, IAm, que prepara 
. . lJ (t 

A .  

IAIIIsy 10s generadores f, ..,f s , para todo m' EV. 
I L 

~emost~acidn - 
L I 1- 

hdJ :., 
I 

sea iyl ,. . . ,y; jun bden sistema d i  coordenadas de m en A para la I 

cadena (6j-l I) . 
m 

I 

Por el. Lema 5.3,;1, existe un abierto v (entorno de m) donde 

Y 9 'Y, (t) 1 es parte de un buen sistema de coordenadas de m' en A, 

Por ek Lema 5.2.3, {yl ,..., %(t) 



A 

Por el Lema 5.4.11, existe un C-sistema ' {x, , . . . ,xus] en A m  
, - 

que prepara I y 10s gen;radores f, f , y p(t) polinomios P 
I I 

tales que: 
' "I" 

4 yi = Pj(x1, ..., x 1,  j=,..., t . 
PO) 

Sea X , , .  X = jacobiano del sistema ( * I ;  j(Xl, ..., X p (t) 

S e a m t €  E(~;i,,i,, ... I ta lque jtx, ,..., x )#mT. 
p (1) 

Dado que la preparacidn de I en mT (i. e. en lAm, 1. puede llevsr- 

se a cab0 de mod0 similar a1 hecho en Lema 5.4.11 para m, partiendo 

en ambos casos del sistema parcial ~y1,,..,yp(,,~, veamos que el pro- 

ceso de limpieza en m' es idsntico a1 de m. 

basta observar 10s siguientes hechos : 
4 

tiene la misma escritura, mt  E I(~;i~,i 2, . . .  1, pues 

depende solamente de las variables y , , ,  yp(t) (que como se vio, 
- _ 

figuran en el buen sistema elegido en ml). 

(ii) Si bien respecto de y , , . . . Yp(t), Y*(t)+ t 1 
s o .  y: 1 * , siste- 

A 

ma de coordenadas de A 
m .  ? variargn 10s demss componentes, segutrdh - - 

A 

siendo validas 17s misfias relaciones que valzan en Am , ya que en. 

el sistema adoptado figuran $as variables yl,. . . ,y,,(t). MBs explici- 
1 - 1 

I 

G , Gia polinomios hoiog6?eos de grado d en { y ;  ,.... ,' . 
T ' 5 Yv (t) 'Y* (t)+ 1 3 - '- 'Yn 

se'fiene que: a) Gte(bl = Fret& , b=1,2, ... t ; 



Luego: las matriceq.de polarizaciBn 

filas distinguidas 

y automorfismos del proceso en m', 
. _. I 

pueden ser elegidos de mod0 identico a1 hecho en m. , - . - 
I --- 

, J I- ' 
I . . . ' I  En particular se obtiene un sistema ix:, ..., x' 1 , prepkrato- 

A 

v(t) 

rio de I.Am, y de 10s generadores f,, ..., f , y 10s mismos polino- 

mios P tales que: 
i 

Luego xi =x:, i=1,2, ..., ~ ( t )  , y esto es vdlido en todo maxi- 

ma1 m' de V tal que j(XI , . . . ,X ) $ mt , condicisn que determina el 
vIt) 

abierto buscado. # 



f 
- - 

5m3c I .  - - --- - 
7 . '. . I 

>I - 
5 * .  
? .  

I 
9 '3 . 1 7  

q r = ;  

5.5: Como a p l i c a c i 6 n  d e l  operador  4 pasamos a d a r  una nueva demostra- - 
c i b n  d e l  s i e u i e n t e  r e s u l t a d o  de NAKAI i81 s u e  c a r a c t e r i z s  c i e r t o s  ahi - 
110s l o c a l e s  r e g u l a r e s .  

Sea R un a n i l l o  local, moetheriano con i d im  k r v l l  R = d 

Sea m = R a d ( R )  y supongamos que R / m  = k c  R con c a r a c ( k )  = 0 

I 
Teorema 5.5.1: Asomamos que  e l  m6dulo d i f e r e n c i a l  D ( R / ~ )  es de t i p o  - . . 

f i n i t o  como R-mhdulo. Entonces 

D(R/k) es l i b r e  de Rango d si y ~ 6 1 0  s i  R es r e g u l a r .  

4 La demostraci6n r e s u l t a r s  de las s i g u i e n t e s  ~ r o p o s i c i o n e s  I 

'# ' 5.5.2:  S i  denota  l a  completaci6n m-8dicz de R se t i e n e  oue R r e g u l a r  
'. ;I cie dimensien d si v & l o  s i  2 r e g u l a r  d e  dimensi6n d. 

. - .. , 

Dem: es b ien  conocido. Ver p o r  e jernplo I n t r o d u c t i o n  t o  Conmutative : - 
. - 

i u  i 
Algebra, Prop..11.24-Atiyah-Mc.Donald. . - . _.  - .  

Y. 
I .  . - .  

5'. 5.3: Si Dc(klk denota el. R-m6duIo d i f e r e n c i a l  m-ddico 
;.7..r.. + 

a m -  . 
v a l e  oue: 1 .  --$: 1 

D(R'k'' n mrD(~ /k )  
: 1 

-T* .  
r=l . 1;. * 

- j " I .  -. - -'* 
i l  D(R/L )  = Dc(R/k), s i  D ( R / L )  es de t i p o  f i n i t o  . - - 4 &., \ .  

ii) D ~ ( S / ~ )  i? B D ~ ( R / L )  * , I; - , I- a-- p 

R 
- L 

'1 . ' .  5 
I 

I _ I  

Den: i) es clara pues R e s  un a n i l l o  de Z a r i s k i  - 
ii) V e r  1 9 1  

# 



- I . . 
: I 

15.5.4.: Siempre b a j o  l a  h i p b t e a i s  D(RIkI de t i ~ o  f i n i f o :  

como R-m6dulo como R-m6dulo 
1 -  I [ .  . 

. . ' .I 

Dem: (*) es c l a r a  de  5.5. 3 ii) - 
h 

Reciprocamente: recordemos que R es un R-m6dulo f i e lmen te  playo.  

Sea d1 = Ranqo(D(R/k)) = dimK(k B D(R/k)) 
R i~ POP e l  lema de Wakayama, t a d a  familia minimal de  generadores d e  .I 

I 
D(R/k) t i e n e  exactamente d 'e lementos.  

- - 
Luego d = d l .  - ie ambos m6dulos t i e n e n  i g u a l  rango. I 

- . ;  ' -c. 
l E x i s t e  p o r  l o  t a n t o  una sucesi.6n exac ta :  , .. . - 

---. \ 

R~ + D(R/L) + 0 ,  con R 

h 

m ~ e n s o r i z a n d ?  (9) p o r  R b y usando q u i  $ e& ~alayo se o b t i e n e  l a  suc is i6n-4  

a 

l i b r e  de  Rango d se s i z u e  que fi @ K = b 
D 

A 1: 

~ u e g o  K = 0 p o r  ser P f ie l rnente p layo ,  de donde l a  T e s i s  
# 



Ent. I = I ,  I C (xI,. . . ,Y n l2 y sin embargo I # 0 



3 . b . b :  Supon~amos que M sea un R-m6dulo de t i p o  f i n i t o ,  

I 

M es l i b r e  F.(M) = 0 , 0 - < j - < d-1 

de Rango d * J F ] ( W ) = R ,  j - d 

se debe a K. Mount (41. 

Dem: (-1 Sigue de l a  de f i n i c i 6n  de i n v a r i a n t e s  de F i t t i n g  y a  que bas ta  
t e n e r  l a  suces i6n  exac ta  0 + R~ + M + 0 

o convenido se t i e n e  ademhs que F. (MI = R ,  j L d 3 

K + R" + M + 0 exac ta  
a 

) es l a  mat r i z  de c o e f i c i e n t e s  de elementos de K e s c r i t o s  en  

,e de R", l a  h i p 6 t e s i s  F.  (MI = 0 ,  j = n 3 0,1, ... ,d-1 

> d exnresa aue e x i s t e  un menor de Orden (n-d) de  de t t  - 
m n a n t e  i n v e r s i b l e  y que todo o t r o  menor de dimensi6n - > n-d+l posee 

determinante nulo. Ndtese aue de a a u i ,  Rang(K) = n-d. 
Reordenando f i l a s  y columnas nodemos suponer que f l , .  . . , fn-d- K son n 

f i  = 1 a . .  e e l d e t ( a . . ) , l  < i , j  - 
11 j' - < n-d,es m a  unidad 

j=1 1 3  . a  

R. 0 s e a  bue l a  matr iz  de re l -aciones p resen ta  e l  s i g u i e n t e  aspect~ 
t 

el, .. . ,e n-di) • • • ,e n 



Dado cpe mod m ( i e  en k B  K )  {f l , . . . , fn-d - -- 1 e s  una b a s e '  
1 - R 

a k i l n t o  es un sistema minimal de genepadores de K.  

t R (n-d' (n-d) l a  mat r i z  i n v e r s a  

l a  f i .pura)  
n-d 

o t r o  sist 

k ~ e n e r a d o r e s  v l a  mat r i z  de r e l a c i o n e s  a d o ~ t a  l a  forma: 

BPuede v e r i f f c a r s e ' a u e  8 O a = id, de  donde l a  suces ibn  
, . . A 

3-3. : . 
- 

. .  
rl 1 0  +I  k + R" + M + - 0  se parte: M r e s u l t a  'sumando d i r e c t  . , 

1: I . 
B I !  

proyect ivo.  ) I  
L I  . 0 

k1 ser R l o c a l  M es l i b r e .  31 k= 
Finalmente ~ a n g ( ~ )  = n-(n-d) = d..  

' 

i r d e m ~ s  que p o r  prop. 5 . 2 . 1  se ' t i e n e  que si 

:ema mini  

, i = 1, 

i > n-d - .  

antonces ,  s i  ~ a n $ ( ~ ~ ( $ / k ) )  = d v a l e  l a  s i g u i e n t e  f6rmula 
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