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‘de coordenadas puntual en M € Z(X;%,i

PREFACIO

El objeto central del presente trabajo es la clasificacidn de
las singularidades de morfismos de k-&lgebras, A: A > B donde se
supone que la caracteristica de k es cero.

Mount y Villamayor resuelven el problema introduciendoc la
B ® A-d1gebra J(L(B/k),B ® A) y definiendo en el esquema de tal ani-
1llo los conjuntos de singularidades genéricas, suponiendo algunas hi-
pbtesis sobre el anillo B, entre las cuales juega un papel esencial
el hechc que D(B/k) sea un B-mddulo de tipo finitc.

Mediante el uso del médulo de diferenciales M-&dico, D, (B/k)
puede extenderse la nocidn de conijuntos de singularidades al caso en
que D(B/k) no sea de tipo (por ejemplo anillos locales completos).

La clasificacibén genérica es también posible usando el espacio de
jets J(L,B ® A), andlogo algebraico al espacio de jets infinito
J(V,W), usado por Boardman para la clasificacidn genérica de singu-
laridades de aplicaciones diferenciables.

El capitulo 5 tiene por objeto mostrar que un cierto sistema
' yrees) tiene validez en un en-
torno abierto de dicho conjunto. Esto se lleva a cabo usando las' ex-
tensiones jacobianas de ideales v mostrando su estrecha relacidn con
el sistema.de coordenadas "preparatorio" de Mount-Villamayor.

Quiero expresar mi gratitud al Profesor Ingeniero Orlando .E. Vi-
1lamay6r, quien me dirigid en el presente trabajo y orientd en la e-
laboracidn del mismo, asi como al Instituto Argentino de Matemitica

que me brindd el lugar y soporte financiero para realizar esta tesis.

Carlos S. Subi
Setiembre de 1976.
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Capitulo 1.

1.1 Espacios de Jets.
1.2 Campos vectoriales totales.
1.3 Rango y rango total.

1.4 Los subconjuntos de singularidades.

La referencia general, para los conceptos v resultados de
este capitulo,es el trabajo de J. M. Boardman [1].

Aqui presentamos sdlo los puntos fundamentales de la teoria
de Boardman a partir de los cuales puede notarse la analogia que
presenta el tratamientb algebraico del problema de clasificacidn

de singularidades.




1.1 Espacio de Jets.

Dadas dos variedades diferenciales V y W , pasamos a cons-

\»

truir otra variedad diferencial J(V,W) mediante la cual serd
posible clasificar las singularidades de aplicaciones diferen-
ciables f : V 5 W.

Dado que el problema es esencialmente local, supondremos
que W=R¥ y que V = v abierto en R".

Si v ¢ V es un abierto, F(v) denotard la R-&lgebra de fun-
ciones suaves (en el sentido C%) definidas en v a valores en R.

Si p € v , F(p) serd la R-&lgebra de gérmenes de funciones

suaves definidas en algin entorno de p. F(p) resulta una &lgebra
» local y HL denotard su ideal maximal, es decir, el ideal de gér-
menes de funciones que se anulan en p.
Sean {xi, wim ey XJ v {Vr’ ...,yw} sistemas de coordenadas
de V y W , respectivamente.
Dado n (0 < n < «) se define la relacidén de equivalencia
e entre 1os-gérménes de funciones suaves de V en ¥ como siéue:
f ~: g si y sdlo si (i) f y g son gérmeﬁes definidos en el
punto p € V ;:
(i) £ = g

(iii) 1los derivados parciales de orden me-

Tl 4

nor o igual que n, de f y g, coinci-

den en p.

o

Llamamos J° (V,W) al conjunto de clases de equivalencias que
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resulta por la relacién =~ .
Si m > n se tiene una proyeccidn candnica H?: Jm(V,WJ - JYV,H).
Si f es representante de un elemento de J"(V,W), para todo pun-
to p del dominio de f se tienen dos aplicaciones naturales:

H:: Jn(V,W) +V,f>p; I.: J(V,W) +~ W, £+ F(p) .

Dada una aplicacidén f : U~» W , donde U es un abierto de V, se
asocia la seccidn jet de £ : J £ : U=+ J (V,W) que aplica p € U en
la clase del germen de f en p.

El elemento J"f(p) se llama el n-jet de f en p.

Resultan claras las relaciones de transitividad

JF = H:. A v H:: H:. H; s Siksmsn .

Por un campo vectorial definido sobre el abierto U C€CV , enten-
deremos indistintamente una seccidn del fibrado tangente sobre U o
bien una derivacién (R-derivacidn) del algebra F(U).

Fijado un sistema de coordenadas {x , ..., x} en V, quedan de-

terminadas derivaciones {d ,, ..., d ,} tales que d; (x,) = 8§ .
Dada un v-upla ¢ = (6 , ...,0 ) de enteros positivos escribi-

remos ‘ _
' o 01 02 Oy

d” =d4.4d". ... .d  , operador sobre F(v)

o q O, g, _ . ¥
X =X X o oeee 0 X , denotando porla]a la suma E o, .
i1

Damos el siguiente sistema de coordenadas en Jn(V,W),.n finito:
Serén las funciones coordenadas Xi, Yj, Zj g para 1< 1< vy,
1< j< wy 1</|o] <n definidas por:

Xi= X, H: s AE=Lg sowy ¥ w

(2, F YL s 351,2,00.,W,

z (£) = (d°§,. £ , 1< |ol< n

i»0
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con f germen de una aplfcacién de V en W, definido en p.

Queda definido sobre J° (V,W) una estructura de variedad diferen-
ciable con la cual las aplicaciones H: y J"f resultan suaves entre
variedades diferenciales.

Definicidn 1.1.1

JV,W) = 1im J (V,W) .
ngN
Borel ha demostrado que J(V,W) es isomorfo a J (V,W). Tal 1limi-

- - - m m
te inverso se toma a partir de las proyecciones fq,: J (V,W) >
J"(V,W) (m >n), considerando la topologia limite inverso.

Definicidn 1.1.2 Dado U c J(V,W) abierto, ¢: U » R se dird suave

si = & . I _localmente, pudiendo n no estar acotado sobre U. Escri-
bimos F(u) el anillo de funciones suaves sobre U , y F(s) el anillo
de gérmenes de tales aplicaciones definidas en s € J(V,W).

Resulta entonces que F(4) = 1lim F(I s), donde H o+ J(v,W) =
J"(V,W) es la aplicacién candnica del 1imite én T LT W) .

Por lo tanto la compcéicién ¢ « Jf, ¢ € F) y f:U > W , re-

sulta una aplicacidn suave.

1.2 Campos vectoriales totales.

Definimos los campos vectoriales totales D., i=1,...,u¥ sobre
J(V,W) por las igualdades:

D.¥%. = 8.,
i 4

1]

DB .= & s donde 0'= (0 500050, %1 5 0, 5 «00s0, )
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Dado un abierto U'C J(V,W) , llamamos campo vectorial total a
una combinacidén lineal de la forma |} ¢ D., con ¢ € F(U).

Noétese que los operadores D, ;?iivtienen sentido en J(V,%W),
resultando de la definicidn la imposibilidad de considerarlos en
3" (V,W) (n < =),

Esta es una de las razones que nos conduce a considerar el
espacio de jets infinito J(V,W).

Habiéndose definico los campos vectoriales en término de coor-
denadas, se quiere caracterizarlos de modo independiente del siste-
ma elegido y definir asi un fibrado total global.

Sea N CV abierto yv f: N » W una aplicacidén suave. Por la de-

finicidén de 2 resulta la identidad:
;O

%Q.. Jf = dj(¢. Jf)
vdlida para las funciones coordenadas antes definidas y para cual-

, -1 . —
quier ¢ E€F(U), U =g (N) , por aplicacidn de la regla de la cade-
v
na.
Esto elimina la dependencia mencionada y permite dar la siguien-

te

Definicidbn 1.2.1

Definimos localmente el fibrado tangente total D sobre J(V,W)
como el fibrado vectorial que tiene a los campos vectoriales tota-
les {D ,...,D,} como base de secciones.

Los elementos de la fibra sobre s € J(V,W) se llaman vectores

tangentes totales e inducen funcionales lineales F(4) -+ R gue satis-

facen la férmula usual de derivaciones.
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El fibrado D est@ candnicamente identificado por la férmula:

Dy + JE=2@(H . JdF) s A ET

v

Si D = 1n*(d) y (Jf)* denota la funcidn traspuesta de Jf, se

tiene que para toda seccidn jet Jf se verifica
(Jf)*(ﬂfd) = d
Como por definicidn todo campo vectorial total es, localmente,
de la forma § #;Di se tiene:
D¢ . Jf = ((JE)*DY(C ¢.JF) .
Dado U C J(V,4) abierto, ¢ , ¢ € F(U) v D, D € D (sobre U)
se define:

[BsD ] =D.D -D.D , de donde
R | 1 2 2 1

} = " — & + -
[¢1D1’¢'2D2] qb1Dr(¢2) Dz ¢2D2(¢l) Dl ¢1¢2[D1’D:]
Los campos vectoriales resultan cerrados bajo este producto y

tienen entonces esiructura de &dlgebra de Lie.

1.3 Rango v rango total.

Sea N C V abierto, p E Ny A-C F(N) un'subconjunto cualquiera.

Si Tﬁ denota el espacio tangente a.V en p, se define la apli-
P : L

cacion,: T - R*, que a cada d € iy

le asigna (d(q)) € R* .
vip aeA

/p

Tal aplicacidn es R-lineal.

Definicidn 1.3.1 E1 rango de A en p, PKP(A), es la dimensidn de la
imagen de la transformacidn lineal definida mas arriba. Por co-rango
de A en p, Kr (A),entenderemos la dimensidn del nlicleo, resultando

P

rK (A) + Xr (A) = ¢ .
P P
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Andlogamente, dado 8§ € V C J(V,W) y A C F(U) queda definida
la aplicacidn lineal
b/, + R" .

Definicién 1.3.2 Rango total de A en s, trk (A) serd la dimen-

cidén de la imagen de esta filtima transformacidn lineal y corango
total, tkr (A), la dimensibén de su nficleo. Aqui también vale
trk (A) + tkr (A) = W = dim V.

Lema 1.3.3 Sea s € Uc J(V,W), p=1_(s) y £:N >V aplicacidn sua-

ve tal que p € N y (Jf)(p) =s. Si A C F(U) se tiene también que

(JF)*A C P((I£)'(U)). Entonces

trk, (A) = rkp((Jf)*A)
y tkrs(A) = krp((Jf)*A) .
Demostracidn: resulta de la fdérmula D, ¢ .Jf = di( ¢ .Jf) #

Definicién 1.3.4 Sea U C J(V,W) abierto. Una familia {¢, ¢f""¢k}

C TF(U) se dird totalmente independiente en $ € U si el rango to-
tal de {¢ 4. ¢} en s es k. Se dird totalmente independiente en
U si lo es en cada punto s € U

Es claro qﬁe k<wu =dimV .
Lema 1.3.5 Sea U C J(V,W) abierto, y {¢1?...,¢v} un conjunto to-

talmente independiente en U.
Entonces existen campos vectoriales D:’ Dz, e Dv sobre U
univodamente determinados por las condiciones

s el WA 7S

D, ¢, =8, ,

Demostracién. Suponemos U suficientemente pequefio como para que el
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fibrado total sobre U admita una base {8 ,..%, a“} .

Por hipbtesis el determinante de la matriz (3, ¢, IJno se anula en
ningin punto de U. Sea (a”) la matriz inversa.
Si definimos D, = ) o s éstos resultan los Gnicos campos vec-

j
toriales totales verificando Di¢j= 6” . La unicidad asegura la exis-

tencia de campos vectoriales totales D , 1=1,..., u , definidos glo-
balmente en el abierto en cuestidn vy verificando las relaciones reque- |
ridas. #

Lema 1.3.6 Sea Q C J(V,W) una subvariedad, p € V , f :V » W una a-

plicacidn suave tal que Jf es transversal a Q en p.
f(p) =q y Jf(p) =s € Q . Cerca de p , % = (J£)"'(Q) es una subva-
riedad de V
Si a C F(s) es el ideal de gérmenes de funciones que se anulan
en Q, entonces:
dim ker(f/,), = tkr (a +1¥m ),

donde q = f(p) v (1/ )y: T, =T es la diferencial de f/ 3 z > W .

2/

Demostracidn: Cerca de § , Q es la imagen inversa de una subvariedad

de J¥(V,W) para algln k finito.

La transversalidad, junto con el teorema de la funcidn implicita,
implican que (Jf)*A genera el ideal de gérmenes en p, de funciones
qué se anulan en Z . ‘ | ' .

Del Lemat3.3 se sigue que:

tkr (A + I*mq) = kr ((Jf)*(A + NI®*mq)).
s w p w
Pero d € (T ) anula (Jf)* A si y sdblo si es tangente a Z y anu-
v p
la a (Jf)*mq = f*(mg) si y sblo si d € Ker(f,).

El lema resulta entonces de (T ’) n Ker(f*)p - uer(f/‘h. #
vizp z p
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1.4 Los subconjuntos de singularidades.

Definicién 1.4.1 Dado A C F(U), U C J(V,W) abierto, se define la

k-ésima extensién jacobiana total, A°A , como el ideal de F(U)
generado por A v el conjunto de menores de dimensidén n x n ,
det(Diaj), donde D, son campos vectoriales totales sobre U, ajE A
(1< i, j<n)yn=v-k+1 . Por convencidn A A=F) .

Como siempre w=dim V y D € D = fibrado tangente total sobre
J(V,W).

Consecuencia inmediata de esta definicidn y conceptos antes
introducidos es el siguiente

Lema 1.4.2 Sea s €E Uy AC m . Entonces

tkrsA > k siy sbdlo si A cm . | #
Sea I =(i1’ i:""’ in) una n-upla de enteros positivosj; dire-
mos que I tiene longitud n,
Nos proponemos definirim subconjuntos EI del espacio de jets
J(V,W), para cada sucesidn I .
La siguiente definicidn es motivada por el lema precedente .y

el Lemal3.6.

Definicién 1.4.3 Sea s €J(V,W), q=1 (s), m el ideal maximal
de F(q). Definimos J' C J(V,W) como:

[ tkr mq =1
s i
“tkr 4 mg = 1
s
(

s €)' siy sblo si

|
H

tkr, d’ﬁilmq —
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Nota: (i) El espacio de Jets J(V,W) queda partido seglin los subcon-
- I - . -~ -
juntos ) , es decir: para todo s € J(V,W), existe una fnica suce-
st . ; ¢ 1
sion I = (1, , 1,5 seey 1 ) tal que s € Y s
(ii) Por otra parte, E' = ¢ a menos que
(a) i, » 1,2 i, 2 .o2i 2 12 0
(B uzi =u-w
(e) 8i 1, = u-w, entonces i = i = ... =i .
1 2 n

(a) Resulta del hecho de tener una sucesidén de ideales crecientes y
por tanto la sucesidn de corangos totales debe decrecer (en sentido
amplio).

(b) Es claro que w = 1 Por otra parte, mq puede ser generado por

g o
W elementos lo que muestra que trk mq < w y por lo tanto tkr mq =
u-w.

(e) 81 i, = w-w, éu‘wnm_z F(U)mq , donde U es un abierto que contie-

ne s , y puede verse que tiene el mismo corango total y extensiones

jacobianas totales que mg, de donde la sucesidn I se estabiliza.

Definicidén 1.4.4 Dada una aplicacidn (suave) f: V - W , definimos

7' (£) €V como (J£)"' (J') , para cada u-upla I donde JEf:V » J(V,W)
es la seccidn jet. Nbtese que Z](f) poseen la misma propiedad de
partir V , como la tenian los conjuntos XI en J(V,W).

Si se toma n=1, resulta qﬁe-p € Zi(f) si y sblo si dim ker f,.=i,

donde f,: T,

-
fi 1

Wit @) €5 12 aplicacién diferencial de f :V > W en P.
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CAPITULO 2

2.1 E1 mbédulo diferencial m-&dico DC(B/k).
2.2 Invariantes de Fitting.

2.3 Definicién de singularidades de un morfismo de anillos.

La rerérencia para 2.1 es fundamentalmente el trabajo de Y. Nakai
y S. Suzuki [9] en el que introducen los mbédulos diferenciales m-&di-
cos, asi como las propiedades detalladas en el apartado.

En lo que respecta al mddulo diferencial (ordinario) puede verse
[ 8] . Asimismo en [ 5] se estudian dichos mddulos, como caso particu-
lar de los mbédulos diferenciales de orden superior que factorizan de-
rivados de orden superior.

En 2.2 se presenta la propiedad fundamental de los ideales inva-
riantes de Fitting. Su demostracidn, asi como otros resultados rela-
cionados con estos invariantes,.Puede verse en [ 4] .

' Finalmehte, en 2.3 intfodﬁdimos la nocidn de los conjuntos de
singularidades asociados a un morfismo A : A »> B, que estd basada en

la dada por Mount y Villamayor en [ 6 ].

e TP ITT T WTIL . MEevre wmmma—  .
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La definicidn de los «conjuntos de singularidades de un morfismo

de k-algebras, A: A+ B, tiene sentido cuando el B-mddulo diferencial

D(B/k) es de tipo finito [6] . Extenderemos este concepto al caso en

que

B es local con radical m , y D(B/k) no necesariamente de tipo fi-

nito; la condicidn de finitud requerida se supondrd en el B-mbddulo

diferencial m-&dico D (B/k), objeto un poco mds particular que D(B/k).

2.1

2.1,

VOs

llo

les

El mbédulo diferencial m-adico D (B/k).

1 Salvo mencidn explicita, todos los anillos se suponen commutati-

con unidad.

Sea B un anillo, m € B un ideal.

Consideraremos sobre B la topologia m-&dica, que hace de B un ani-

topoldgico, y que tiene como base de entornos del cero a los idea-
T

m (r=1,2,...) B se dird entonces un anillo m-&adico.

Si E'es un B-mbédulo yv B un anillo m-&dico, consideramos en E 1la

topologia m-&dica cuyo sistema fundamental de entornos del cero es

la familia de submddulos m .E (r= 12 ssale

E1l médulo E , equipado con esta topologia, se dird un B-mddulo

m-adico.

E se dice separado si rglnfE = (0).

Los anillos topoldgicos a considerarse se supondrdn espacios to-

poldégicos Hausdorff (separados) o sea Nm'= (0) , a menos que se es-

r =1

pecifique lo contrario.

Notemos que, seglin un teorema de Krull, si B es un anillo local

noetheriano m-4dico, con radical m, entonces B resulta Hausdorff,

i — P ————— S —

————————

I S —

T ——

S,
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2.1.2 Veamos cdmo se obtiene el mddulo de diferenciales de una

A-dlgebra B,

Se define IA(B) por la sigulente sucesidn exacta:

0+>I(B)+>B®BYB>0,
A A

donde u(b ® b') =bb'.
Por ser B commutativo, p resulta un morfismo de A-&lgebras.
Se comprueba que IA(B) es la A-subdlgebra de B % B, generada
(como A-&lgebra) por los elementos de la forma b ® 1-1 & b , b € B,
Sea Tnpﬁ B - IA(B) la aplicacibén definida por TWA(b) =b @1 -

1 @b . Se verifica que TmA tiene la siguiente propiedad

T (B:B") = BT (BY) #B', T «(B)+T (b)r.T (B") .
B/A B/A BJA B/A B/A
El par constituido por la B-&lgebra I (B)yla aplicacidn
TWA: B » IA(B) tiene la siguiente propiedad universal:
Si R es una B-algebra y 1: B > R es A-lineal verificando:

T (bb') = br(b') +b't(b) + 1(b)r(b'), b,bY € B

entonces existe uno y sdlo un morfismo de B-3lgebras (salvo B-iso-
morfismos) t* : I (B) > R tal que ™, T = 1,

i A BfA

La aplicacién 1t es lo que en [ 5] se 1lama una A-serie de Taylor

R-valuada. Los detalles v demostraciones referentes a series de

Taylor pueden encontrarse en la referencia mencionada.

Definicibn. 2.1,2.1 D(B/A) = IA(B)/Iﬂ(B)2 S dB: B » D(B/A) la apli-
cacidn I o T donde M : I (B) » I (B)/I (B)? es la proyeccidn ca-
B/A A A A

ndnica. D(B/A) es llamado el mbédulo de A-diferenciales de B y dB la

A-derivacidn candnica, ya que verifica dB(b.b‘) =b dB(b') +b! dB(b)
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vy dB(a) =0, a €A

Proposicién 2.1.2.2 E1 B-mdédulo D(B/A) estéd caracterizado por las

siguientes propiedades:

(1) Existe una A-derivacidn d,: B~ D(B/A);

(2) D(B/A) estd generado, como B-médulo, por d_(b), b € B ;

(3) Si 6: B+ M es una A-derivacidn de B en el B-mdédulo M, existe
una Gnica aplicacidn B-lineal &% : D(B/A) + M haciendo commutativo

el diagrama:

B 3 M

7

d; ¥ e
D(B/A)

Supongamos que A : B' » B sea un morfismo de A-&lgebras.

Entonces d_. A : B' > D(B/A) es una A-derivacidén en el B-mddulo
D(B/A) (D(B/A) se considera B'-mddulo a través de 1) .

Luego existe finica una aplicacidn de B'-mbédulos : D(B'/A) =
D(B/A). De modo que si llamamos d A: B & D(B'/A) » D(B/A), se tiene
que tal morfisﬁo de B-mbédulos resulta Gnico haciendo el siguiente

diagrama commutativo:

¥>

B!
A® d g 4 { dy
B ®D(B'/A) 5, D(B/A)

Més afin: puede verse que coker(di) tiene la propiedad universal

que caracteriza a D(B/B'), usando como derivacidén candnica a M.d ,
donde 1n: D(B/A) + coker(dXr) .

De modo que todo morfismo de A-&lgebras X : B' » B , da origen

- ——

S ———

——
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a una sucesidn exacta de B-mddulos:

B ® D(B/A) » D(B/A) » D(B/B') » 0 -
B? d) i

Si S es una parte multiplicativa de By A: B » BS' es la a-
plicacibén candnica, di resulta un isomorfismo; ie. vale la for-
mula:

BS"'® D(B/A) = D(BS"' /A).

En particular si p € B es un ideal prine

B @ D(B/A) == D(B._/A) -
p B p

¢ v Supongamos ahora que la A-8lgebra B, es un anillo m-adico. -

Siguiendo [9] introducimos la siguiente

Definicidn 2.1.3.1 DC(B/A):=D(B/A)/ g m' D(B/A), B-m&dulo m-&dico
r 1

que llamaremos el mbédulo m-&dico de A-diferenciales de B; éa

B » D (B/A) a la composicién: 6 . d , donde 8: D(B/A) > D_(B/A)
es la proyeccidn candnica. Notemos que, por definicidn, Dc(B/A)
es un B-mddulo separado.

Proposicién 2.1.3.2 D _(B/A) estd caracterizado por la siguiente

propiedad universal:

(1) Existe una A-derivacidn a.: B Dc(B/A), que llamaremos A-deri-

vacidén m-&dica candnica de B ;
(2) D_(B/A) es un B-mddulo m-&dico separado;
(3) D_(B/A) estd generado, como B-mbdulo, por é}kb), b € B;
(4) Si E es un B-médulo m-&dico separado y & : B> E una A-deriva-

cién de B en E, existe una Gnica aplicacidn B-lineal &%

D, (B/A) = E haciendo commutativo el siguiente diagrama:

e




-
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B E
T b
d e
D_(B/A)

En particular el mddulo de A-diferenciales (0)-&dicos es D(B/A).

De modo que: si D(B/A) es un B-mbdulo m-&dico separado D_(B/A)=
D(B/A).

Por lo tanto si B es un anillo de Zariski y D(B/A) es finitamen-
te generado como B-mbédulo, D(B/A) = D_(B/A).

Nota. por anillo de Zariski entendemos un anillo B m-&dico noe-
theriano, tal que todo submddulo F deVB-mddulo finitamente generado
E, es cerrado para la m-topologia de E .

Sea A : B' > B morfismo de A-dlgebras.

Supongamos que B es un anillo m-adico

B' es un anillo n-&adico

v que A(n),c m , i.e. A es una aplicacidn continua

" de dichos espacios topoldgicos.

Esta Gltima condicidén asegura que si E es un B-mddulo m-&dico
separado, E resulta un B'-mddulo n-&dico separado.

-~

Consideremos la A-derivacién d . a: B' » D (B/A). Por la pro-
B c
piedad universal de D _(B'/A), existe una inica aplicacidn B'-lineal
f c 5 .
D (B'/A) > D_(B/A); llamando d A: B@ D (B'/A) » D (B/A) se obtiene
C < [

: r >
un diagrama commutativo similar al construido con los médulos dife-

renciales ordinarios:

A
BY > B
T by
B ®D_(B'/A) ~ D (B/A)
B’ d A
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Nétese que en general el B-mddulo B ® D (B'/A) no es separado

en la topologia m-&dica, aunque D (B'/A) lo sea.
Por ser D (B/A) separado d A puede factorizarse a través de
B&D (B'/A)/ Q m [ B e D (B'/A)] , y llamando D, al conucleo

r=1 , B’

~
de d 2 se obtiene la siguiente sucesidn exacta de B-mbdulos:

A
: d
B'@D (BYAY, N m(BED(B"A)) = D (BLA) + D, ., + 0 .
c r=1 B c c B, B
En [ 9] se demuestra que D 4 I"llmrDB g = DL(B/B')3 81, en par-

=

ticular, D_(B/A) es de tipo finito y B es Zariski, D ~ D_(B/B').

B, B
No vale en general una fdérmula de localizacidn para el mddulo

D (B/A), andloga a la obtenida para el caso de mbédulos diferenciales

c

ordinarios. El siguiente resultado serd til mds adelante:

Teorema 2.1.3.3 Sea B una A-algebra y supongamos que (B,m) es un

anillo Zariski. Sea I C B un ideal. Entonces si DC(B/A) es un B-md-

dulo de tipo finito la siguiente sucesidn es exacta:

I1/1* 5 (B/I) ® D (B/A) » D [ (B/A)/A] » O ) g
. LN CdA
donde i(b) =1 @ é;(b) y d » es la deducida de aA: B » B/I.

La demostracidén puede verse en [9] .

2.1.4 En este apartado sﬁpoﬁdremos que los anillos son noethefianoé.

Si B es un anillo m-adico, B denotard su completacidn con respec-
to a la topologia m-4dica y m la clausura de m en B que resulta ser
m.B.

Es bien conocido que en tales condiciones B resulta un anillo
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~

m-adico (noetheriano) y separado [10] .

En [9] se demuestran los siguientes resultados:
2.1.4.1 D_(B/B) = 0
2.1.4.2 Supongamos que B es una A-8lgebra, via A : A > B .

Supongamos que A es un anillo n- &dico, B un anillo m-adico y
A(n) € m .

Podemos entonces considerar a é como una Anélgebra via ;:A - é 5
morfismo deducido de A pasando a los completados.

Entonces, si DC(B/A) es de tipo finito y (B,m) es Zariski se tie-
ne que:

B ® D_(B/A) ~ D_(B/A) = D_(B/A) .

En particular: si A yv B son anillos locales, A dominado por B ,
y D_(B/A) es de tipo finito, D_(B/A) = B ® D, (B/A).
2.1.4.3 Supongamos (B,m) yv (A,n) anillos locales tales que

(i) B es completo en la topologia m-&dica,
(ii) (B,m) domina (A,n) 3 i.e. AC By mn A = q
(iii) B/m es una extensidn finitamente genefada (como &lgebra)
de A/y .

Entonces D (B/A) es un B-mddulo de tipo finito.

De 2.1.4.3 resulta que si B= k (% 5 =+ X1 » m = (x ,;.., > BOHE
Rad(B) (k cuerpo).

D_(B/k) es un B-mddulo finitamen%e generado.

Nétese que D(B/k) no es un B-médulo finitamente generado.

Este resultado servird para generalizar la definicidén de singula-

ridad de un morfismo de k-&lgebras locales A : A > B, suponiendo B
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completa.

2.1.5 Finalmente los mddulos diferenciales pueden usarse para ca-
racterizar anillos locales regulares , segin se demuestra en [9].

Teorema 2.1.5.1 Sea R un anillo local completo regular de rango

n y sea m su radical. Sea k un cuerpo contenido en R tal que R/m
es una extensidn finitamente generada separable de dimensidn r so-
bre k.

Entonces D_(R/k) es un médulo libre de rango n+r. Mas afin: si
(xl, cees X ) €s un sistema regular de pardmetros de Ry a , ..., @
son elementos de R tales gue sus clases residuales mod. m son una
base de trascendencia separable de R/m sobre k, entonces aRxl,...,

A ~ ~

d.x , dea ... d,a  es una base de Dc(R/k).

Teorema 2.5.1 Sea R un anillo local completo con radical m.

R
Sea k®c® un cuerpo tal que R/m es una extensidn separable y fi-

nitamente generada de k.

Supongamos que carac(R) =0 .

Bajo estas hipdtesis, si D_(R/k) es un mbdulo libre de_rangé-
finito, R es-un anillo local regular. |
Nota: (i) el teorema 2.1.5.2 vale en carac%eriética distinta de ce-
ro, suponiendo R un dominio entero, k perfecto y R/m algebraico so-

bre k.

(ii) Si R es local no completo, pueden usarse los teoremas te-

niendo en cuenta que R regular <R regular.
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2.1 Invariantes de Fitting.

Sea B un anillo, M un B-mdédulo de tipo finito.
Sea 0 + K> F » M » 0 una sucesidn exacta de B-mbédulos con F

libre de rango finito y base f,, ..., £ .

Si ¥, el mdédulo de relaciones, estd generado por E a. £, en
tonces el r-ésimo invariante de Fitting de M es el id;al de B gene-
rado por los subdeterminantes de dimensidén (n-r) x (n-r) de la ma-
triz (aij).

Tales ideales no dependen de la sucesidn exacta considerada ni
de la base elegida, sino sbdlo del B-mdédulo M. [2]

El r-ésimo invariante de Fitting de M serad denotado por F (M),

pudiendo ser r cualquier entero no negativo. Es claro que F (M) C

F, ().

Estos invariantes tienen la siguiente propiedad fundamental, que

ugaremos mas adelante:

Proposicibén 2.1. [4]

.Sea h : B > C un morfismo de anillos. Entonces vale la férmula:

F (C ® M) = h(F, D). C .
] B

Si,en particular h .es sobreyectiva: F, (C ® M) = h(F.(M)).
B

2.3 Definicidn de sinpularidades de un morfismo de anillos.

2.3.1 En lo que resta del capitulo se supone que
k es un cuerpc de caracteristica cero;

B una k-4lgebra local noetheriana con radical m tal que B/m =

A .+
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kCEB 3

A es una k-algebra (no necesariamente local);

A : A-> B, un morfismo de k-&lgebras, local si A es local.

Finalmente, supongamos que D_(B/k) es un B-médulo m-&dico
de tipo finito y aB: B » D (B/k) la k-derivacidn candbnica.

La composicidn aa.k : A > D (B/k) es una k~derivacidn de A .

Por lo tanto existe una finica aplicacidén A-lineal: D(A/k) »
D, (B/k) que puede extenderse (univocamente) a una aplicacidn
B-lineal di: B @ D(A/k) + D, (B/k).

Por ser D_(B/k) de tipo finito, asi resulta el mdédulo coker
(dr).

Dado que B es Zariski, coker(dr) = D_(B/A); en particular
D, (B/A) es de tipo finito.

Se obtiene entonces l1la siguiente sucesidn exacta:

24384141 B © D(A/k) D (B/x) » D_(B/A) > 0 .

)
2.3.2 Siguiendo a [ 6] introducimos la siguiente

Definicidén 2.3.2.1 Sea A: B » M una k-derivacidn de B en el B-

mdédulo de tipo finito M. Supongamos que j es un entero no negati-

vo. Entonces ponemos:
(i) z./¢M) = F: (M)
: i j=1
Sl " B M
(aa) MeEy) = M
z D "7 [az, (1)
B-submbédulo generado por Ab, b € z, (M)

, donde [Azj(M)] denota el

Si i:’ iy 5 ++s5 i es una sucesidn de enteros no negativos,

definimos una sucesidn de mbédulos e ideales como sigue:

(1i1) z(il) = zi(M)
1

.

e gy e —————
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. B M
(iv) M) = B
z'(M) " [Az ()]
1 1

(v)  Si M, i

2 2

definidos, entonces z(il, ...,ir) = (z(il,...,irl) s

R TCTAE T

r=1
T

B MEE vl D
TG ® ;

203 somesi ) ©  [8805, puessd, J]

Definicidn 2.3.2.2 Dado A: A > B como 2.3.1, consideramos la k-

derivacidn m-&dica candnica QWA: B » D _(B/A).

Tomando M =D_(B/A) yA = HBM se tienen, para toda sucesibn
i1""’ i de enteros no negativos, los mbddulos Dc(B/A)(il,...,ir)
y los ideales Z(i1""’ ir)

Definimos un subesquema de Spec(B), que denotaremos por
LY 1,5 1,5e005 1 ), como sigue:

eees 1), 1l.e. el espacio topold-

(i) E1 soporte de (A3 i ,i,

gico subyacente, consiste de todos los p € Spec(B) tales que
(1) p D 2(i, ,i 5.0051 )
(D) p P ali,seeeri 1), 1S i<,
(i1) La estructura de haz X(A;il,iz,...,ir) es la de haz de
anillos inducida sobre sl subconjunto definido en (i) por el ani-




CAPITULO 3

3.1, Alpgebras de Lie. Involventes

3.2. Teoremas de extension de derivaciones

La referencia del presente capitulo es el trabajc de K, Mount
y 0.E.Villamayor, l6}. Todas las definiciones y resultados que

figuran en 3.1 y 3.2 han sido introducidos en tal referencia.
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3.1, ALGEERAS DE LIE. ENVOLVENTES

Sea k un anilloj; A una k-dlgebra. Se ha definido en el Cap. 2 el A-mb-
dulo de k-diferenciales D(A/k) y, en el caso de ser A un anillo m-adico,

el A-mbédulo de k-diferenciales m-adico DC(AIk).

Proposicién 3.1.1, Sea (A,m) un anillo m-ddico separado. Entonces

Hom, (D(A/K), A) = Hom,(D_(A/k), A)

Demostracidén: Por definicidn existe un morfismo suryectivo de A-mddulos

n: D(A/k) DC(A/k)
Se tiene entonces un morfismo inyectivo:
LA Homﬂ(Dc(A/k),A) -+ HomA(D(A/k),A)

Afirmamos que 7% es suryectiva.

En efecto, sea v € EOmA(D(A/k),A). Por ser (A,m) separado, [ mt = 0
i 3 i>1
Luego si x € ( m' D(A/K), ¢(x) e m* de donde ¢ (x) = 0
i>1 i»1
De modo que todo morfismo A-lineal ¢:D(A/k) + A, se factoriza a través

de D (A/k), ie existe Gnico ¢':DC(A/k) + A haciendo conmutativo el dia

grama
¥
D(A/k) — A
- ’
]! m (jwf '
D (A/K)
c

Luego n¥(¢') = ¢'.m = ¢, de donde la proposicidn 4

L(AZk) de notard al A-mddulo, dual de D(A/k) & bien de DC(A/k).
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L(A/k) tiene ademd@s estructura de k-algebra de Lie poniendo:

Sea A una k-&lgebra

Definicidn 3.1.2: Dado L, un A-mddulo a izquierda que sea una k-3lge-

bra de Lie, diremos aque L es una A-k-algebra de Lie
si existe una aplicacidn y:L » L(A/k) tal que

(1) y es morfismo de A-mddulos (a izquierda)
(ii) y es morfismo de k-algebras de Lie

(iii1) Si a,be Ay x,y ¢ L se verifica
[ax, byl = a(y(x)(b)) y - bly(y)(a)) x + ablx,yl

y se dira el A-k-morfismo estructural de L.
Cuando no haya peligro de confusidn denotaremos Y (x)(a) por xa.

Es claro que L{A/k) es un A-k-dlgebra de Lie, con morfismo estructural
id.

‘Definicidn 3.1.3: Sean A,B y k anillos, donde B es una A-&lgebra y A

es una k—élgebr&. Sea L una A-k-algebra de Lie con morfismo estructural

y:L > L(A/K). _

Diremos que B es una L-&dlgebra si existe una aplicacidén 0:L » L(B/k)

de k-4lgebras de Lie y de A-lineal tal que para todo d € L el. diagrama
y (d)

A —— A

i 6 (d) l

B —> B sea conmutativo.

(Las flechas verticales son las que dan a B estructura de A-algebra)

A 0 la llamaremos la aplicacidon L-estructural de B.




.
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Definicidén 3.1.4: Sean A, k anillos y A una k-3lgebra.

Sea (L,y) una A-k-algebra de Lie y B una k-algebra
(no unitaria) que es un A-mddulo a izquierda.

Rrobemos que B es una A-k-3lgebra envolvente para L si

Drremes

(i) Existe una aplicacidn A=lineal pB:L + B tal que si a € A, x € B
pB(d).(a.x) = y(d)(a).x + aoB(d).x

(i1) 8i 4.,4"' € L, pB[d,d'] = pB(d).pB(d') - p (d').pB(d)

B

Nota: Si por IpB(d), pB(d‘)] denotamos pB(d).pB(d') - pB(d').pB(d)

resulta:
IapB(d), bpp(d')] - pB[ad,hd'], a,be Ay d,d'" e L

Definicién 3.1.5: Sea (L,y) una A-k-algebra de Lie. Una algebra envol-

vente E de L se dird dlgebra envolvente universal de L si dada otra

envolvente (B,nﬁ) de L existe una Gnica aplicacidén ¥:E » B tal que:

(i) ¥ es morfismo de k-algebras
. (ii) V¢ es morfismo de A-mddulos a izquierda

(iii). ¥ © pp = pop

Resulta claro que si existe una envolvente universal de L, es f{nica

salvo isomorfismos.

"Teorema 3.1.6: Sea A una'k—ﬁlgebra y. L una A-k-algebra de Lie.

Existe una Algebra envolvente universal de L, que denotaremos L(L).

Mas aln: L(L) = T(L)/I, donde T(L) = E © 'L es el algebra tensorial
j=1 k

de L, e I es el ideal bilitero de T(L) generado por elementos de la

forma d @6 d' -d' 6 d -[d,d'] con d,d' ¢ L y elementos

d(ag) - y(d)(a).6 - a dd conac€e A, de Ly?0 €T,
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Demostracidon: Sea B una envolvente de L y pp:l > B la aplicacidn asocia

da. Si dyseensd € L entonces \b'(d1 Ko oo X dr) = pE(dl)"'OB(dr) ¢ B es
k-lineal de donde

p
5 B

L

¥
S
T

(L)

es conmutativa

Como ¥' se anula en I, se factoriza a través de E(L).#

E(L(A/k)) serd denotado por E(A/k).

Llamaremos F(n,m) al conjunto de aplicaciones estrictamente crecientes
del conjunto {1,...,n} en {1,...,m}, n,m enteros no negativos.

Si a € F(n,m) llamaremos ca a la aplicacidn de F(m-n,m) que tiene como
imagen al complemento de la imagen de a en el conjunto {1...m}

Si « es suryectiva, ca se define como la funcidn vacia.

Lemas 3.1.7: Sean A,k anillos, A una k-algebra.
(L,0) una A-k-algebra de Lie y (B,pB) una envolvente

para L.
Entonces, si x € B, d; e Ly ae A:

r n
(d )eeupnld.da.x) = } { ¥ (rn o (a )al .
e "B néﬂ ucf(ﬁ,r) v=l i)

r-n
'[ ( Il pB(dCO(VF))) XI}
' w=1

n o y
donde la expresidn 1 B(da(v)) dencta la composicion de los k-endomor-

v=1
firmos de A dados por O(du(v)) escrito de derecha a izquierda. Es decir
r . .
m d. = d_...dy y pondremos n d, = identidad
j=1 ¢ = i€ vacio
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Demostracidn: Por induccién en r. Para r = 1

1~
A ﬂ(da(v)))a].I(wE

1 n
v

n
) [(n

L py(d
n=0 ueF%n,l) v B

pnld,). (a.x)
B> 1

1 1
a.p,( M d Yx + ) [Cmoca , y)al.
B =1 ca (w) ae F(1,1) v=1 a(v)

0
o bk 2 pB(dcu(w))) %] = & pB(dl)x + (ﬂ(di)a) z X

w=1

Etapa inductiva: (r-1) implica r.

[DB(dr)(DB(dr-l)"’”B(dl))](ax) =

P€1 ¢ n r-n=-1

n=0 ceF(u,r-1) v=1 w=1

ca(w

r-n-1 :
ﬂ(da(v)))a].l Yl pB(d
: w=

r-1 n
s ) ¥ [6€a ).C I
r o

L A ))X] +
n=0 aeF(n;r-1) v=1

ca(w

b 6 4 [
v)))a}'{pB(dr)( 91 pB(d
w=

r-1 n '
& ¥ ¥ [C1no(d
n=0 «eFln,r-1) v=1 ¢

saluy % =

(




Esto completa la prueba del lema#

%‘-‘ v n ' Tr~n
L L [(nm edd Val.[(n o, (d YIx +
n=1 a F(n,r) v=l alv) w=1 B calw)
alul)=r
I'?i " I r-n
L L [(n 8(d Yal .l (n (d )Ix] =
n0 weFln,p) ve1 ) ueq OB Cealw) X
aln)ér
v 0 r
L [Cn 6(d MNal.[(n p (d ))x] +
(413 F(O,I“) V:l u(v) W"—'i B Co:(w)
a(0dép
r;l T n r-n
: [Cnm odd Yda] .[ (1N (d )Ix] +
nii afF(I{i,I") v=1 alv) w=1 B “calw)
T T : <uic
L / (Cn oedd Mal.fcn p. (d I ¥l =
n=r ae}"(;—-,r) v=1 Q(V) w=1 B Cc‘((w)
alrl=r
r " ( n r-n
L [CH 6(d Dal.J(n p.(d Y)x] .
n=0 aeFin,r) v=1l . alv) sl P calw)

Teorema 3.1.8: Sean i una A-k:dlgebra de Lie, ¢:L + L(A/k) el morfismo

estructural.

B una L-algebra con morfismo 8 :L » L(B/k).

Entonces B @ E(L) es una algebra envolvente para B @ L.

Mas atn

A
B® E(L) = E(B @ L)
A A

A
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Demostracidn:

Consideremos el B-mbédulo B® | @) L = B e T(L)

A §21 k A

A fin de dar a B @ T(L) una estructura de k-algebra, sera suficiente
A

definir una aplicacidén k-bilineal "." de (B ©® T) x (B0 T) en BO T

A A A
tal que para los k-generadores de la forma x = B © dl"°dr’

y=p308,...86_yz=F00,,..0, valga la relacién x.(y.z2) = (x.y).z.
A - A
Definimos una aplicacién k-bilineal de (B 6 0¥ L) x (B 0 6° L) en
rt+s t . Ak A K
B O 0" L como sigue:
i A

it~

t

“3"3

r-j
e(du(v)))ao( n dc (w))as...a,

3
(bOd ...d,){BOGS ...8,) = b( N
r 1 s 1 =1 R e a 1

L -
A A =0 aeF{§,r) v

que puede extenderse a una aplicacién k-bilineal de [B 0 T(L)Ix[ B 0 T(L]

en [B O T(L)]. A A

A
En cuanto a la asociatividad requerida, supongamos que b 0 6§ _...8; Yy

c @ ﬂt...ﬂl son elementos de B © T. Si dl"'dp ¢ L, entonces:

A
(16 d) (b os_...5,)(c0 Cpeeely)] =
A A
-
. y % . n _ . 8=n
=(1o0d )] ! b.Cn e Jle® (11 & I8 sy ¥
= ae Fn,s) v=1 alv) A w=1 ca (w) t B
% \ ( 2 gon
B 6(d, )(b.C 11 0(s ¥de) @ C 1 & )e 0., +
L [—J 4. ® s
n=0 aeFln,s) 1 vzl o) A w=1 celwdTt 1
‘
) ¥ Cii oo )) Ci )
+ b 1M e (s c 0 d Im s (/] 0 =
L - 8 s
n=1l ae F{(n,s) vzl Cf.(V) A 1 w=1 Cu('&l) t £
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S
v

s-n
O(de)))c o (N g cth))et"'oi +

.o
] (e m).(n
v=1 A w=1

L .
n=0 ae F(n,s)

% n s-n
v )
L L b(6(d,) nm 6(s leo (N & ).0_...0, +
n=0 a€F(n,s) 1% =1 alv) A we1 Calw) Ut 1
3; 5 n S-n
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(d1 b e as...al + b o dl 65...61)(c o 0

A A ¢t

(d
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(10 d,Xv.¥) = (10d,)(] w.ﬂj)

: ey

v =
(iLj (10 dl)vi)sj = ((1 0 d ey,

Ahora, si dr""’dl € L, usando induccidn:

(10 dr...dl)(¢.v)

((10d)...02 6 d)W.e)

(1 @ad )1od 1)...(1 0 dq))v.B)
X ® 4

-

n

(10 dr)l(l 0 dr-l}"'(l 0 dl)(w.v)l

(160d ) ((1o6d 4)...(10d)N.el

[(10d)1od, 4)...000d W)

n

((1 o dr)...(i (6] di)w).v

De este modo tenemos una estructura de k-lgebra asociativa sobre

B R T(L). Notemos que se ha visto que

—_ 1 :
(b © dr...dl)(B 0 81,008 ) = % B! 08, 8,...8_, donde sj.e T) y
b! e B.
i

Sunongaﬁos ahora que R = b O dr"'dl’ S=8 6 Gs...él y d,d' € L,

Entonces:

R{d.d'-d'.d-{d,d4'1) s = (b o dr...dl}.(dd‘Srd'dS—[d,d']S)

= (b o dr...dl)(dd'(ﬁ 6} 58...51)Hd'd(s o} as...al)-{d,d'](a 068 .. ))

-84
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= (b © dr...dl).ld(ﬂ(d')s 0 as...al + g O 4’ as...ai) -
- d‘w(d)sc}és.“61~+ﬁ 0 dﬁs..Al) -

- 0(d)0(d')s 08 ...64 ¥ 0(d')6(d)B © & _...084 -

3

- 1
g @ [d,d 168...611

it

(bo d ...d,)0(d)(ar)p @¢§ ...6, +0(d')s O d §_..
T 1 s s

1 64

+

0(d)8 © d' §_...8, + B © dd' §_...8

- 0(a')e(d)8 0 8 _...84 -0(d)B 0 d' 8,...84

0 (4')R Gcms..Ji -8 @ d'd 65“.61

e (d)(d')g © 58...51 + 6(a')(d)g © 55...51

1

B O [d,d']s :..84]

= (b O dp"'di)(ﬂ g (dd‘—d'd-ld,d'})as...ai?

gt 08 (dd'-d'd-{d,d'1)s_...8
noa n s 3

=~

Mas aln, si v e T(L) y a € A, entonces




R(d(av)-(¢ (d)ady-adv)s

g o
n

R(d(ay)-(v (d)ad¥-ady)(s 0 &_...5,)

R(d(av) (g © as...si)-((w(d)a)¢)(a 0 55...51)—(adw)(3 0 55'°'51))

Supongamos que ¥ = d_ 60 ... © dq. Asi:

E K
a¥ = ad_© d © ... 064d
ry 1 x =
y
d(a¥) = d© ad_ © ... 6 d1
r
Péngase t = dr—i © ... 6 d;; entonces
p = R((dOad )(g0Os_0...06) -
xk - A S x k
- pldlad(d g)(B 0 6_0...06,)-ad 0 (d )OS 6...08,))
i A S x k r A Fr K

Por expresiones ¢.(B © 6 _ 0...0 61) son combinaciones lineales de ex-
A k k ’
presiones de la misma forma que 8 O § oeeby

Por lo tanto p es combinacién lineal de expresiones de la forma

) =

o
1"

R((d 0 ad )(p 0 6 _...6,)-(y(d)a)d (B O &_

l‘G
k A = 4

- €Cad o d g o6& .,..8.))
r s 15

b}

+0€ad )B O d§ ...6.,40(d)8 © (ad )& ...8. +
r S 1 rr s

1

R(6 (d)0(ad )B O & ...6
T s 1

e . d
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(w(d)a)ﬂ(dp}ﬁ Q8 _..ubq -

+ 80 d(adr)ﬁs...él

(e(d)alg © d_ & conby
r s

U

e(ad)ﬂ(dr)ﬁ 0 68...61-0(dr)8 0 (ad)és...éi

—0 ) - w b - s @
(adig © dp as B © (ad)dr és 51)

.51

= R(aﬁ(d)ﬁidp)ﬂ (0} 58...61+(v(d)a)6(dr)a 0 63...61

+

ab (d)s © dr 65...61+B 0 d(adr)ﬁs...ai

(¢(d)a)ﬂ(dr)8 ¢} 65...61-(v(d)a)8 0 dr as...al

a(o(d)ﬁ(dr)ﬁl (6} 65...61—aﬂ(d)3 e dr § evebq =

- ap 0 d dr as"'ﬁi)

|

R(8 © d(adr)58...61-(w(d)a38 (6] dr as...al-as 0 d dr 65.r.61)

Rl © (d(adr)és...61—(¢((1)a)dr 65...61-—,(ad) dr GS...él)]

Por lo tanto en cada casd un elemento de la forma R y S esta en B O P
si y € T, donde T es el ideal bilatero de T(L) generado por las relacic
nes dd'-d'd-[d,d'] y dfapl)-{v(ddalp-ade.

Se sigue que B @ T es un ideal en B @ T(L) con muestra multiplicacidn.
A

Luego B © E(L) hereda la estructura de k-&lgebra de B O T(L),
A A
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Para completar la demostracidén debemos mostrar que B © E(L) es una

envolvente universal de B 6 L. A

A
Primeramente, B 0 E(L) es una dlgebra envolvente para B O L.

La aplicacidén estructural para B 0 L estd dada por ¢ (b o’a)(®) =
= ble (dde). A

Si p:B ©® T(L) » B ® E(L) = E es la proyeccidn al cociente, entonces
A A
para B © §_...8, en B O E(L), be Byc©de BO® L se sigue que:

PBOE (L)
A

(COd)(b.BOGS...Gl) = c((0(d)bl)B © GS...61+b3(d)B.G GS...Gl +

+ bg 0 d 68...61

= (p(c © d)b)e 058..J1 +bpB GIHL){C(}d}(B"as'”Gi)
A

M3s atn:

olb 6 d, b' © d'] = p(b(0(d)b') 6 d'-b'(6(d')b) 6 d+bb' 6 [d,d'])

p(b(@(a)b') © d')-p(b'(0€d')b) © dl+p(bb' 0 [d,d' )]

p(b(0 (d)b') 0. d")-p(b'(0(d')b) O d+p(bb' 6 (dd'-d'd"'))

ya que dd'-d'd = [d,d'] en E(L).

Se observa qué ésta Gltima expresidn es:

pb 0 dlp(b' 0 d') - p(b' 6 d')p(b O ).

<

Finalmente, supongamos que v una alpebra envolvente para B ¢ L. Si

A
usamos la aplicacidn A:d = ov(i 0 d), d e L, v resulta una algebra

envolvente para L.
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Existe, entonces, una Gnica aplicacién h:E(L) + v de A-k-algebras
tal que h'“F(L) W
Podemos extender h, univocamente, a un morfismo de B-mddulos

h':B © E(L) » v, poniendo h'(b ® §) = b.h(§)
A A
Side LyDbe B, entonces:

nv (b ®©d)) = h'(b o pF(d)) - bh(pE(d)) . ﬂv(b 0 d).

°s 6 E(L)

A fin de completar la demostracidn, serid suficiente mostrar que h' es
un morfismo de B-k-4lgebras. Sélo falta ver que es de k-&lgebras: como

h' es k-lineal bastard ver que
h'((b ©d....d)B 08§ ...64)) = h'(b06d...d)h' (805 ...5,)
Pero:

W' (b 0 pptd ). pp(dy))(B 0 pp(s Do pp(s,))) =

T n r-n
v LY :
h'tnéo b1ae?in r)(rziﬁ(d“(V)))B ¢ (wzi OE g Gy I0p g deanp iy 0]

{: v n =N
= L b (nodd (, )28 he L

- - b (d Mo 68 )ouup€5.)
0 213 I‘(n,r) v=1 w=1 E caflw) E s 'F 1

r-n
I e S .
)8, ( ov(i 0 dca(w)))pv(lods) pv(i(‘si

n n
=y ). b ] (1mo(d
w-1

n=0 weF(n,r) v=1

al(v)

1"

b(nv(i 0 dr)...pv(i o dl))(e pvtl 0 Gs)...pv(i © §4)) por el

Lema 1.7.




Luego

h|((b0drlold1)(8 068-‘.61)) = h‘(bgdrto.dilh'(a 06511161)

#
3.2. TEOREMAS DE EXTENSION DE DERIVACTONES
Lema 3.2.1; Sean k,A anillos y supongamos que B es una A-&lgebra.
Sean: F un A-mdédulo libre e i:F + B una aplicacidn A-lineal, (f ) .

una base de F y (bu)uEI un conjunto de elementos de B.

Entonces para toda k-derivacidén &:A - B existe una Gnica k-derivacidn
a:SA[F] + B tal que 23(a) = 6(a) si a€e A, y f ) = ba, a € I,

Demostracidén: Dado que F es un A=modulo libre, SA[F] = ﬁ[fJuEI, anillo
de polinomios en las indeterminadas f a coeficientes en A.
Entonces resulta que D(SA[F]/A} es un SAIF]—médulo libre con base

{dfu:u e I} y por lo tanto se tiene la siguiente descomposicidén de
D(SA[F]/k):

D(SA[F]/kJ = [S,[F] 2 D'(A/k)] ® D(SA[F]/A)
Por otra ?arte, i:F + B se extiende de modo finico a i':SA[F] + B,
definiendo en B una estructura de SA[F]—médulo.
Puede definirse entonces una aplicacidn SAIF]-lineal de D(SAIFI/k) en
B, que induce a la gderivacidn buscada.

Lema 3.2.2: Sean A, k anillos tal que A as una k-&lgebra y supongamos

que B es una A-Glgebra.
Supongamos que: (i) M es un A-mddulo y existe d:A » B, k-derivaciones
(ii) i:M » B aplicacidn A-lineal

(i1i) 6:M » B aplicacidén k-lineal tal que

§(a.m) = a8 (m)+(dadilm), si a e A, me M.




ug

Entonces existe una {nica k-derivacidn B:SA[H] + B tal que

3m) = 6(m), si me M, y 3(a) = da si a e A.

Demostracion: Sea F un A-mddulo libre y 0 » K » F b M » 0 una sucesidn

exacta de A-mddulos.

Tal sucesidn induce de mode natural a
0 (X > S.IF E S.[M 0
-+ -+
A[ I A[ ]

con H morfismo de A-algebras y (K = ker H,ideal de Sul F1 generado por
La aplicacidén i o h:F + B induce sobre B una estructura de SA{F]-élge—
bra. Si (fu)aeI es una base de F, por el lema anterior, existe una fGni
ca k-derivacidn b:S,[FI » B tal que aa) = da y a(f ) = §n(f )

Para completar la demostracidn, bastarid que A se factorice a través

de H, S x ¢ K, P e SA[F}:

A(P.x) = A(P).ioh(x) + (1oH)(P).(8°h)(x) = O ;

3.2.3: Supongamos que L es una A-k-&lgebra de Lie.

B una L-3lgebra, con morfismo estructural
"6:L » L(B/k)
Si pE:L(B/k) + E(B/k) = E(L(E/k)) es el morfismo candénico de L(B/k)

P of :L, + E(B/k) es A-lineal.

Siae Ay x e E(B/kK), para d ¢ L se tiene que:

en su envolvente universal,

o 6(d)(ax)

P (B(d)(a.lB)).x 4 (a.lB) pE(G(d)).x =

(da.iB) X +-(a.1B) pB(a(d))x.
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Adem3s si d,d' € L:

pp.00d,d'] = pE[e(d),a (d')] = pE(e(d)) pE(B (@) - pp0(a')) pp(0(d))
Por tanto E(B/k) es una &lgebra envolvente para L. Se sigue que existe
un @inico morfismo A-lineal y de k-&lgebras de E(L) en E(B/k), denotado
€e(0).

th particular, si di""’dp e Ly be B:

§(0)(pp(dy)...op(d Ob) = 0(dy)...0(d ) (D)




CAPITULO &

4.1, Espacio de Jet
4.2, Propiedad universal. Seccidn jet j,

4,3, Singularidades genéricas

La referencia para 4.1 y 4,2 la constituye [ 6]

En 4,3 se demuestra que el espacio de Jet introducido en [ 6]
sirve para clasificar genéricamente las singularidades de
morfismos algebraicos (bajo las hipdtesis alli detalladas)

definidas en 2.3.

e S . % e e g
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4.,1. ESPACIO DE JET

Sean A, B, k anillos, A y B k-algebras.

Sea.L una B-k-dlgebra de lLie (Definicidn 3.1.2.)

E(L) denote el &lgebra envolvente universal de L (Definicidn 3.1.5.,)
Definimos en A g E(L) i A una estructura de B E A-mddulo como sigue:

(be a)(a'! 90 © a") = aa' @ W 6 a"

Definicidén 4.,1.1:

El espacio de jet asociado a B, A serd la B 6 A-algebra
k

J(L(B/k), B® A) =
k

[A ©® E(L) 6 A]J/T ,

B O A K X

k

donde I es el ideal de S [A 6 E(L) & A] generado por los elementos:

“B G A
a) 10 e06 1, si e € L(B/Xk)

b) 1 6 oE(dr)...pE(dl) ® by b, -

= (1@ 1 p_.(4d @b
L L
=1 geF{j;r): k v=1 Eadv)® o3
r-j 3
(1e 1 p.(d ) ® b. -
% had E - ealn) X 2
b o) r ( i
- b, 0 0 p0d:) OB ~B: @ B pfd.) 8 b,
bk det B ) g % TR g R D A

Daremos a J(L(E/k), B © A) estructura de L(B/k)-algebra a través de
k
un morfismo estructural y:L(B/k) + L(J(L(B/k), B ® A)/k que pasamos

a construir.




Ly

4.1.2, Construccidn de y:

* a) Definicidn de y(d), d ¢ L(B/k)

b) y resulta B-lineal y de k-&lgebras de Lie

a) Sea d € L(B/k). Definimos

i) d®: A x E(B/k) x A » J(L(B/k), A @ B)
d*(a',x,a") = (1 © pE(d) ® a')(1ox0 a") + (a' 6 pE(d).x 0 a")

d* es 3-lineal; en efecto:

"

d*(a1+a2,x,a") (106 pE(d) 3] (a1+a2))(1 © x © a") +

+ ((a1+az) o) pE(d).x 0 a")

1

(10 pE(d) ¢} al)(l ® x 6 a") +

+ (10 pE(d) o az)(i @ x 0 a") +

+ (a) 0 pp(d) x 0 a") + (a, 0 pp(d).x 0 a") =
s d*(al,X,a") + d*(az,x,a“)

De modo similar se comprueba que es k-lineal en las variables x y a".

Se tiene entonces univocamente determinada una aplicacidn k-lineal:

d®:A @ E(B/k) © A » J(L(B/k), B O A).
k k

ii) Sea 6:B x A » J(L(B/k), B 6 A) definida por:

§({b,a) = d(b) @O a+16ehb pL.(d) G a

U S




Se comprueba facilmente que § es k-lineal de donde se obtiene una

aplicacidn (denotada de igual modo):

§:B O A+ J(L(B/K), B @ A)
K

Veamos que 8§ es una k-derivacidon., Basta verificar

§((b®a).(b' ® a*')) =8(bo a).b' © a' + (bo a).s(b' 6 a')

6§ ((b e a).(b' @ a')) §(bb' @ aa')

d(bb') @ aa' + 1 6 bb' pE(d) © aa' =

1]

bd(b') ©® aa' + b'd(b) 6 aa' +

+ (bb' 6 1)(a' © p.(d) O a + a® pgld) ©a')
= (be a)d(b') @ a' + 10 b pE(d) © a') +
+ (b' 0 a')(d(b) @ a+10Dbp.(dea)s=

= (be a).s(b' @ a') + (b' © a').s (b © a)

como queriamos ver.

iii)‘si «a€ BO Ay xe AO E(B/Kk) B, afirmamos que

d*Ca.x) = 6(a).ilx) + a.d*(x).

Basta verificarlo para « = b® ay x = a; @0 0 a,:




e

a=((b © a).(ai e 0 © az)) - d*(aal e b O a2) =

= (106 pE(d) o} aai)(l & 8 @ a2) + (aa1 8] pE(d)(b.a) 8 az) =

(a © pE(d) 0 al)(i © b0 © a,) + (a; © pE(d) © a)(1 610 © ay) +

+ (aa1 0 pr(d)B e a2) + (aa; 6 db).o © a;)

= (ai 00 0 82)1(1 o} pr(d) ® a) + (d(b) 6 a)] +

+ (bo a)(1 e pE(d) 6 al)(l O 0 0O a2) + (a1 (o} pE(d) © az)] =

1

(a1 e 6 © az)ﬁ(b ®© a) + (b o a) d*(a1 60 0 a2)

de donde lo afirmado.

Por el Lema 3.2.2.,) existe una finica k-derivacidn

d':SB 0 A[A O E(B/k) 0 A] + J(L(B/k), B g A)
que coincide con d* en A 0 E(B/k) © Ay con § en BO A
Veamos ahora que tal derivacidén se anula en el ideal I de la Defini-
ciondd .1,
En lo que respecta a elementos de la forma (a), es obvio que d' se

anula en ellos.
Sean entonces di""’dp e L(B/kK) vy ay,a, € As

d'(1 o pr(dr)...pﬁ(dl) 0 ag ag) -

a'( F } (1 (9] ;]T p.. (d ) 0 )(1 I‘ﬁi
= . A 2 L ¥ @ :
§=0 a€F(§,r) n=1 * aln) “1 ? VzipE(dca(v)) @ a,l) =




r
-

L
j=0 o€ F(j,r)

r
v

L
j=0 a F%j,r)

¥ (1 0p (@) T
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Pl
n=1 2

n=1

10 pE(d)pE(dP)...ﬁL(di) 0 ay az) &

(du(n)) g ai)(l e

3|
¥ (160 1 py(d y)0 a)(10op (d) 1

r-j I
1 pE(d )) 0 az) =

Gt ca (v

r—j
pE(dCu(V)) Q az).

il |

Si denotamos d = dr+1’ la Gltima expresidn adopta la forma:

16 ppld, 4

5%

L
420 o€ F(j,r+l)
alj)=r+l

i y
L L
j=0 oe F(j,r+l1)
a(3) r

1]

+1

r+il
E v
j=0 QEF%j,T+1)

(10 OE(dr . g

)"'%fdl) © a; a, -

j
(16 1
n=

1pE(du(n))

3
(1 0 0 pn(d“(n))
n=1

j A
n=1

ai)(I o

o} ai)(i 8]

-al)(l 0

Se ha construido asi una aplicacidn

r+l-j
n pE(d

) ® a,)
v=1 -

calv)

r+l-j
n pB(d
v=1

calv)? @ Pyl

y:d » d', de L(B/k) en L(J(L(B/X), B ® A)/k)
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b) y es B-lineal y de k-Alpebras de Lie

i) E-linealidad: y(b.d) = by(d)

Para ver esto, basta mostrar que

y(bd)(b' ® a') = by(a)(b' © a')

y{bdl(a' © 6 @ a") = by(d)(a' © 0 O a")

y(bd)(b' ¢ a')

b(db') © a' + 1 O pE(b‘bd) © a'

(b 0 1) (db' © a') + (1 © pE(b'd) ® a')l

y(bd)(a' © & O a")

(1 © pE{bd) ® a')(1 00 © a") + a' @& pE(bd) 0 a"

(b ® 1) (1 © pt(d) © a'){1. ¢68 0 g") +

+

(a' 0 pp(d) © a")]

Se puede, de modo analogo, verificar que y{dy+dy) = y(dyd+y(d,).
ii) y es de k-algebras de Lie: '

Supongase d;d' e L(B/k), a e A, b € A; entonces:
[y(@@),y(d")] (b 0 a) = y(d)y(d")(b 0 a)-y(d')y(d)(b © a)

= y(d{d'b o a)+(l g pr(d‘) 0 all-y(d'M (db 0 a)+(1 © bpﬁ(d) Q@ all =




= dd'b ®a+16 (d'b)pz(d) ©a+10¢0 pE(d)(bp (d')) 0 a
E

- d'db 0 a - 10 (@blpp(d) © a -1 Oppld' ) (bpp(d)) @ a

+

=dd'b 0 a+ 10 (d'blpp(d) @a+ 10 (dblp(d') 0 a
+ 10 pr(d)pE(d') 0 a

- d'db 0 a -10 (dh)pE(d') Qa-10 (d'b)pz(d) @ a -
- 10 bpp(d')pp(d) © a

= dd'b® a+ 16 bpz(d) E(d') @ a-d'db@b -10 b”ﬁ(d‘)pp(d) 0 a

n

dd'b @ a - d'db® a + 1@ pr{d,d‘] 0 a

(yid,d'] ){b © a)

M3s aln, si a,a' € A, x ¢ E(L) entonces:

[y(d),y(d")](a & x © a') (y(d)y(d')} - y(d")y(@))(a @ x ©® a')

n

‘ = (1 ©pp(ddpp(d’) 0 a)(1 @ x © a') +
+ (1 G.pE(d) © a)(1 o pE(d}x 6 a')+(1 0 pE(d) ® aJ(1 o pE(d')x (o} af) +
+ (a O ph(d)pE(d') 6 a')-(1 0 pn(d'ipE(d) @ a1 e x0 a') ~
o U pE(G) e a)(1 ¢ pE(d')x 0 a')

- (10 pE<d') B &)1 o pL(d}X ® a'Y-fa @ pE(d')pE(d)x 6 a')



(1 0ppld,d'1 ©a)(16x6a')+(adpldd,dl 6a) |

1]

yld,d']1(a & x ©® a')

n

Finalmente, como v(d)(b ©@ 1) = db © 1, se completa la prueba sobre
la estructura de L(B/k)-4lgebra definida por v, en J{L(3/k), B 0@ A).

Proposicidén 4.1.3: En J(L(B/k), B @ A) vale la siguiente relacidn:

y(dr)...y(dl)(ﬂ @ a)=1¢ pB(dP)...pB(di) 0 a.,
d d_ € L(B/K), a € A,

1,-;0, r

Demostracidén: Basta recordar que, por definicidn de y se tiene:

i) y(d)(1 © a) =1 0 4 6 a
ii) y(d){1 0« @ a) = 10 pB(d).u 0 a
y aplicar induccidn en r.
i

Nota H.1.4:

Luego, de la proposicidn precedente y la definicidén de J(L(B/k), B © !
todo elemento del jet puede expresarse como (la clase de) suma de
productos de elementos de la forma Y(dr)...y(dl)(l 0 al, dy e L(B/k},
ae A, a coeficientes en B 0O A.

4.2. PROPIEDAD UNIVERSAL. SECCION JET DE X:A -+ B

Teorema 4.2.1: La B O A-algebra J(L(B/X), B © A) estd univocamente
k
determinada, a menos de isomorfismos de B 0 A-algebras, por las sipuier

tes propiedades universales:




i) J(L(B/k), B O A) es una B @ A-3lgebra y una L(B/k)-&lgebra por
medie de y:L(B/k) + L(J(L(B/k), B 0 A)/X), que hace de
E(U(L(B/k, B @ A)/k una algebra envolvente para L(B/k) por € (y)

ii) S1 T es una B @ A-Algebra via A:BOG A+ T
y -T es una L(B/k)-algebra via 0 :L(B/k) » L(T/k), entonces existe
un Gnico morfisme de B © A-3lgebra ja,k:J(L(B/k), BeA) + T
tal que para a € E(B/k), a ¢ A, b€ B se tiene:

je l(e(y)(u)(b 0 a)) = (e(8)(ad) A(b © a).

Demostracidn: denetamos por J a J(L(B/k), B © A).

i) Ya se ha vista que J admite estructura de L(B/k)-3lgebra por medic
de y, definida en 1,2,
s1 E(J/k) es la envolvente universal de L(J/k) y nJ:L(J/k) + E(J/k)
el morfismo canénico, la composicién o .y:L(B/k) + E(J/k) hace de |
E(J/k) una &lgebfa envolvente para L(B/k)(2.3. CAP. III).
€ (y) denota la finica flecha de B-mbdulos y k-algebras haciende
conmutativo el diagrama:

Y
L(B/k) —> L(J/k)

Pp ‘\‘OJ
J :

E(B/k)—>E(J/k)
e (Y)
con lo que queda demostrado i).

ii) Supongamos que T es una B © A-&lgebra por medio de A:B©® A + T
y que T es una L(B/k)-&lgebra por medio de #:L(B/k) + L(T/k)

Denotaremos por € (0) al {inico morfismo de B-mddulos y de k-algebras
tal que pp.0 = e(0).py
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Sea u:A x E(B/k) x A - T la aplicacidn
pla,a , a') = A1 0 a) (e (0)ada")

Se comprueba facilmente que u es k-trilineal y por tanto existe una

{inica aplicacidén (denotada también por p):
u:A ©@ E(B/kK) © A+ T
k k
Ademis p resulta un morfismo de B @ A-mbddulos:
[ (b ® al(a' © a © a")] = ufaa' @ ba 6 a") =
= A(1 @ aa').((e(y)(baldd)a™) = A(1 ©® a).A(1 & a').

A 0 1)((e(yd€ad)a") = X(b 6 a).u(a' 6 « ® a")

Existe por tanto una finica extensidn de y a una aplicacidn de

B ® A-3lpebras de 55 o A[A ® E(R/k) © A] en T, denotada una vez mis

per .

" Esta construccidn de y muestra que, si a € L(B/k) entonces:

u{dh © a + 1 0 bd © a) X(db © a) + b (d)a

n

06(a) 2(b ® a).

Sean ahora dl,...,dr e L(B/k) vy ais?QIE A,

El Lema 3.1.7. muestra que:

" i n r-n
8¢d_)...0(d, X a, a,) = } y (mo(d )b, .( 1 6(d 5 )b,
r 1 1 =2 nel e BUE crd xval alv) i o4 calw) 2

vy como ademas (1 ® x 0 1) = 0, y se factoriza univocamente a través

de J por medio de una aplicacion j.
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Si be B, a€e¢ Ay dr"’dl € L, entonces:

j_((f (Y)pﬁ(dr)...nB(di))(h @ a)) =

r F n r-n , X
= 3¢ ((n 4 )bl€i 06 1 p_{d ® a)ll
’ nio e Fln,r) wv=1 alv) w=1 B e lw)

&) n r-n

y 4 )bl (@) 1t o _(d ¥¥a
n=0 afF(é,p) v=1 alv) w=1 B ealw)

n

B(dr)...o(dl)l(b 0 a) = E(B)(pT{dr)...oT(dl))k(b @ a)

Dado queee (6 ) y § son B-lineales, esto muestra que para cada

a € E{L) se tiene:
Jlle (ydad{b @ al)) = (e(@))adr(b O a).

Queda completada la prueba de (ii)

$.2.2. SECCION JET

Si X:A + B cs‘un.morfismq de k-algebras, B tiene estructura de
E © A-3lgebra por medio de 1 6 A:B O A + B, (1 8 2)(b 0 a} = b.x(a).
y es L(B/k)-algebra por medio de la identidad, id:L(B/k) =+ L(B/k).

Denotamos por jh:J + B a la Gnica aplicacidén de B ©@ A-Alpebras dada

por el teorema precedente y serd llamada la seccidén jet de A\,




.

4,23 53 dl,...,dp e L(B/k), a € A se verifica que

jh(i [} pB(dr)"'pB(di) ® a) = dr...dlila)

En efecto, por Proposicidn 1.3:

11

10 pB(dP)...gB(dl) 0 a y(dr)...y(dl)(l 0 a)

t(y)(dr...di)(l 0 a)

Luepo por la propiedad de j :

jl(i 2} pB(dr)...pB(di) @ a) jx(e(y)(dp...dl){l 0 al)l) =

d_...d; (1 6 a))
&

dr...dl(la).
it

4.3, STNGULARTDADES GENERICAS

4.3.1, L denotard el B-mddulo L(B/k) y J = J(L, B O A).
Sea y:L + L(J/k) el morfismo estructural que hace Se J una L-Algebra.
Recordemos que y es un morfismo de B-mbdulos y de k-algebras .de Lie.

Extendemos y a nna flecha J-lineal:

1 9"(:{](‘)14" L (J/k)
B

Aplicando el Funter HomI(., J) y denotando.por M* al dual de un mddulo

M, se tiene:

(1 0 Y)E:D/K)* » Hom (I © L,0)
; B




"
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Sobre el anillo B haremos las sipuientes hipbdtesis:

a) B es local repgular m-adico con radical m.
b) B/m = k € B, cuerpo de caracteristica cero.
c) DC(B/k) es de tipo finito.

Se sipue, por teorema 1.5.1, CAP IT, que DC(B/k) es libre de rango
finito. Como B = completacidn m-&dica de B, es fielmente nlayo como

B mbdulo v vale la férmula De(ﬁ/k) = B @ DC(B/k) (2.1.4.2), se sigue
B

cue DC(B/k) es libre de rango finito.
Segflin la proposicién 3.1.1., DC(B/k)* = L(B/k) de donde L(B/k) es

libre de rango finito.

Se tiene entonces que:

HomJ(J g L, J) = HomB(L, J) = g g DC(B/k)““
Como todo mbdulo libre de rango finito es reflexivo se obtiene el

isomorfismo

G:HOm].(\T © L, J) = J 60 D (B/k)
: ' B B e

Sea I':D(J/k) » D(JI/k)** el morfismo natural del médulo en su doble

dual. Se tiene la siguiente sucesidn de J-médulos:

D(J/k) + D(I/k)#%# — HONJ(J © L, J)=J0D (B/k)
- r (1 0 v) o g ©

Denotamos 0 = a.(1 @ y) .F:D(/k) +.J © D_(B/K)
B

Sea A:A + B un morfismo de k-algebras
Se vid eni2.2 que A induce una seccidén jet j,:J + B.

“e tiene, por tanto, el siguiente diagrama:
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J |
D(J/k) ———> J @D (B/k)
0 B ©

Dado que j, hace de B un J-mbddulo, apliquemos a la flecha horizontal

el funtor B®:1 © 0:B @ D(J/k) + BO J © DC(B/k) = DC(H/k}
J J J B

Proposicidn 4,3.2: Sea 3x1,...,8x una base de D_(B/k) y ¢ et

“HG . s ve g
ki a%

n
la base dual. Si j € J se tiene que:

n
Y = Y 2 3 5

Demostracion:

Sea y € J. Entonces T(dd(y)) = dJ(y)**, forma de D(J/k)** que actia
en k-derivaciones de J, por especializacidn en vy,
En particular, si d e L(B/k):
dJ(y)**(y(d))‘: (d)(y)
Luego

[(1o Er.a (1o de= 16y d ) ed = @y,

Por otra parte, si x ¢ B se tiene que

n
~ __ |—\ -H_a*x- :x
dx = _L ~ {.I'){i
1= i

FPor tanto:




m

w. (1 0 Y)t.r.dJ€y) =

1~
(Y

. xi(i (¢ dxi), donde

) 3,

Finalmente en D (B/k) = B @€ J @ D_(B/k) sera:
c 7 g ©

. A 2
'}?‘(xj) = j?ﬁ(?(*ﬁ;;} ﬂdJ(v))

. 2 A
(100)106d;v)s= jl(E(T)(3§T)y)dxi .

1 i

H o~

i

como se queria demostrar
#

Proposicién 4.3.3: 4 hace conmutativo el diagrama

.3
J == === = - - 3 B
Ia
106 dJ dB
v
B. ® DlJikx) ——> DC(B/k)
J 160

Demcstracidn: Por la proposiciéni3.? se tiene que:

o~

(1oo)10d y) = 54 (E(Y)(Egg)y)dxi

i=1



.

Teniendo en cuenta la Nota*l.&, que j, es un morfismo de B © A-&lgebra:

vy que 1 @ d. es una k-derivacidén, basta ver la conmutatividad para

J
elementos y € J de las dos siguientes formas:

i y=Db@a

n

1)y Y(dr)"'Y(dl)(l ® a), con dy,...,d € L, ae€ A.

En el caso y = b © a se tiene que:

. a _ L0 ne B G 2
Jy & i (B B B)) = (Bda) 2 eoeda + busgp= Ma.
i i i
Luepo
n n
b 2 ada) A
(1 00)(1 0d, y) = 2a z 2 dx. + b. Z L2 ax.
= A(a).db + b.da).
Por otra parte: jk(b ©® a) = b.ha y se tiene que
d.j, (b ® a) = 2a db + b.dfxa) - de donde la validez

en este caso.

§i y = y(dr)...y(di)(l @ a) = E(y)(dr...dl)(i ® a) se tiene que:

Gyle (D) e (y) (.. a) (1 0 )] =
1

‘ a
3h[€(‘y)(“§<~;) d]""'di)(l (8] a)]

= — .d ...dl(ha)

axi r




R

“

De modo que:

(1660)(106d;y)

1"
1t~

e A oA _
i 1 ("‘ax""; drvt'di)(la)dxlt = d(dr--.di(ka)) =

d dyle(y)d_...d;) 10 a) = d. 3, (v)

1"

de donde la proposicidn

— e —— —

Demostracién: resulta de la unicidad de la flecha d(j,) haciendo

conmutar el diagrama de la proposicién#3.3.

4,3.5: Sea i:A » J la inclusién natural, i induce el siguiente diagra

ma conmutativo:

i
A - J
e dpi Ay
: N~
J ® D(A/E) ——3  D(JI/K)
A adi)
como parte del siguiente:
.
A >4 R
' : | 10d
Los; [ |
y adi) 0 ) ) .
J ©® D(A/k) =—> D(J/K) —- J O DC(B/k) ey D == 0O
A , B n
donde D = ¢okes (0,.d(i)). Sea A:J + D la k-derivacion
A= owead




.
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Dado una sucesién'{il,...,ir} de enteros no negativos, definimos los
J-mddulos D(i19i2""’i£) y los ideales Z(ii,jz,...,iﬂ) L =2 1,2,...7)
a partir de A:J » D, segln la definicidn 2.3.2.1.

Teorema 4.3.6: Sean A, B k-3lgebras.

Supongamos que B verifique las condiciones detalladas en%3.1. y que
A:A » B es un morfismo de k-algebras, j,:J » B la seccidén jet de A,
Entonces

-.I}\(Z(ii,...,ir)) = z{iz,]’.z,co.,ir‘)

(Los ideales Z(il""ir) fueron definidos en Definicién 2.3.2.2.)

Demostracibén: Por induccién en r;

CASO r = 1:

Consideremos el diagrama antes obtenido:

1
A ——3 B
16 d, J i dy 1‘1 ® d,
il d(i) 6 /
J ® D(A/K) —» D(J/k) ——> J @ DC(B/k)-~~¢> D —~» O
A 3 w

Tensorizando la fila de J-mddulos por B 0:

i dhj$
- I i e L B
v 23 d W d
B ® D(A/K) ~—=2 B ® DW/k) —> DC(B/k) -—> B gD — 0
A d(i) o 1 & & J




“
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Segln el corolario%3.u:

106 =d(5,)

Como ademés Jyei = X, y d(j,).dli) = d(j,.1), se obtiene que:

B © D(A/k) —> D‘(Bfk) ———> BO®D—-> 0,
A d(r) @ i

es una sucesidn exacta de B-mddulos va que B O- es exacto a derecha.
J
ie: cober (dA) = BO D
J
Pero se vié (2.1.3) que coker (dr) = D_(B/A) ya que D_(B/k) es
de donde:

‘I- } s 130 ¥ b v e
»It..d:".-- STan (AL L

DC(B/A) 2 /B D

¢}
J
De aqui, usando que j, es sobreyectiva y la propiedad de tes mvanen e
de Fi Hing (2.2,1) se deduce que:

201, = 4,1 20,0

Itapa inductiva: r = pr+l

Denotemos Z(ii"'ir) por Z vy Z(il"°jr) por z. Se tiene que:

i
S B
] d 104
NS ad 4 i ) N v L ‘
30 PAN === DU g ()T € DB o ca T B0 (o el
0
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donde D/lﬂ.ﬂ-dJ(Z)] = D;[ﬁ(z)] y recordemos que [ .] denota "Submddulo

generado por".

Por ser B © un funtor exacto a derecha resulta que:

BOG D
; 3 J
”gnlutzn (XT 607,38, ZT

Pero: i) B O D
J

ii) 100 = d(jl) v por lo tanto:

DC(B/A), como se vid en el caro r = 1,

. (100),d,(2) = ».d(,).d;(2)

"

A'(z), por hipbtesis inductiva.
(Recordar: A':B =+ DC(B/A), k der. canbdnica)
Luego:

"B OD

O Pran T Do (B/A) yp v (2]

de donde:

In Fi (o423 -1 1 421 )Y = Fitre1)-1 P (B/A) (292

con lo aue se asepura la tesis inductiva:

L COURNG L QR Y ¢ e

STNGURALIDADES GENERTCAS:

4,.3.7: Definimos S(jl,iz,...,ir) C EsafJ) el subesouema siguiente:

—_—— =




-
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i) el sororte de S(ii’iZ“'ip) consiste de los primos p € Spec(J)
tales que:

--3 . - .
1) D 2(11112-..11"}

2) p z'Z(il"'ij+1)’ 1 L5 <%

0 sea que se obtiene un subconjunto localmente CERRADO de Spec(J)

ii1) La estructura de haz de anillecs sobre S(il’i2'°'ir) es la de haz

inducida por el anillo J/Z(ii""ﬁip)'
Si dado A:A =+ B, morfismo de k-algebras, con B local regular y DC(B/kJ
de tipo finito, denotamos por %x:Snec(B) + Spec(J) la aplicacidén dedu-
cida de la seccidn jet jk:J + R, el teorema de%3.6 asegura que

i) (Sop(Stig,...,1i)) = Sop I Of dgsinnsesis)

en

La completa analogia con el resultado de Boardman para el caso de

variedades diferenciables.
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CAPITULO 5

$.1. El operador 8. Sistémas de coordenadas
b.2. La cadena {61_11] y los subconjuntos E(l;il,iz,...)
5.3. Un lema de globalizacidn

5.4, Preparacidn global

5.5. Nueva demostracidén del teorema d¢ caceclénizocién clt anilles loceles vegulanes

Ll operador 8 es introducido por J.N.MATHER en [3]. En este
trabajo figura el lema 5.1.10.

llas definiciones de b.4 son debidas a Mount y Villamayor, asi
como el lema fundamental de preparacion ('"puntual") 5.4.7,

La demostracidén de éste Gltimo puede verse en [7].

El resultado central del Capitulo es el teorema b.4.13 en donde
se demuestra la validez "global" del sistema de coordenadas

"puntuales" verificando las condiciones del lema 5.4.7.
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5.1, EL ‘OPERADOR &. SFSTEMAS DE COORDENADAS

Sea k un cuerpo de caracteristica cero, alpebraicamente cerrado v
A = klxi,...,xnl el anillo del polinomios en n indeterminadas a coe
ficientes en k.
Por m denotaremos un ideal maximal de A; por A la localizacidén en
el primo m v por A el completado (separado) de ﬁ en la topolosia
m-3dida.
Notese que de la hipdtesis sobre k, resulta que A/m = k. Ademas se
tiene un isomorfisme natural de k-espacios vectoriales
m/mz = m.Am/ 2 Y dimk(mf 2) =

(m.AW) m
Sea I € A un ideal. A lo larso de este apartado supondremos m un maxi
mal fijo de A. Por una translacidn en A, puede suponerse m = (xl,,,.xn)
Supongamos que I © m; T denotard el k-subespacio vectorial de m/ 2 |
imagen de I por la aplicacidn canénica m =+ m/mz, X = X,
I+m2

o
m

Es claro que T = como k espacios vectoriales.

Definieidén 5.1.1: Sea I = m, ideal
Rangm(I) = dimy T

Cuando no hava peligro de confusidn escribiremos Rang(I) en vez de

Rang (T).

NG ” la i de I en m/ , = ™n » My 2 es la misma
otese que como la imagen de nm/ o &ﬁ )2 N isma,

se tiene que Ranpg (1} = Rang mh_ (I.A ) = Rangﬁ(I.Am), donde m denota el

Radical de Am, qgue resulta ser m.Am.

Definicidn 5.1, 2 Diremos que'{zl, 2,...,4 } es un sistema de coordeng

e s S ———— . - —

das de m en A (respectiv. en An’ en A ) g1 {&1, 2,...,Ln} m (respect:
C omoA = M)y (Zy,%,500042 ) ® m.A_ (respectiv. = mA L, E m), donde

m : .
(21,22,...,zn) denota el ideal generado por los z; en el anillo en

euestidn.,




.
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En vista del lema de Nakayama, la condicidn (zl,...,sz = m AL (respec

. AN '~ — -— .
tiv. = m) es equivalente a que {z ,...,zn} sea base de m/mz, o bien

i
sean k-linealmente independientes.

Si L{A/k) = D(A/K)* es el A-mbdulo de derivaciones de A, el conjunto

{33_"°"3§*} constituye una base de tal mddulo.
X n

Ademds tal conijunto resulta base de los mddulos L(A /X) = D(A_/k)*

v L(ﬁm/k) = Dc(ﬁm!kJ*. Obviamente esta no es la finica base, perc si

la mas natural después de fijar el ideal maximal m = (xl,xz,...,xn)

Por matriz jacobiana de T © m entmnderemos la matriz (de n-columnas)

que tiene por filas {~3L-f,..., ~> £} con fe T.

Definicién 5.1.3: Dado T © m, definimos sipuiendo a MATHER [3]:

GmI =T 4+ J', donde 1' es el ideal de A generado por los determinantes
de menores de dimensidn (Ranng + 1) de la matriz ijacobiana de I.
Si se sobreentiende el ideal mazimal m, escribiremos § por 8

De la definicidn se desprende que GmIiC m, ya que 8 T = 0 (mod ml.

Por otra parte se tiene aque Gm(I).Am ﬁmAﬂ(I.Am)

]

v 8§ (I).A_ = 8.(I.A),
3 m m m

m

va aque todos los ideales admiten iguales generadores.

Proposicion 5.1.4: i T = (fy,f,,...,f ), 6(T) = I 4+ I" donde I" es

el ideal generado por los determinantes de menores de dimensién
of .
(Rang T + 1) de la matriz (EQ}) 3. & },2,...,3; 3 &% 3,2464440
3

Demostracidn:

Es claro ceu T + I" C §(T1)
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s
: ]
SipeT,g= )} a. f. (a, e A, -—¢g
=1 1 o} 3 3%

L}

Luego las entradas de la matriz jacobiana de I tienen la forma

s of .
3
E a; + n., Ry € T v por lo tanto sus menores de orden Rang I + 1
=1 . ]
= 1
estaran en T + I", Asi 8(I)C T + I".

#

Més adelante se verd que 8 (I) resulta ser un ideal invariante de Fittin
de un cierto A-mddulo. De modo que, a posteriori, 6 (I) es independiente
de la base de derivaciones elegida. (Esto Gltimo puede verse por un
sencillo célculo).

1

GkI denotara § (8 °=*1) y &°F = X

Vemos que la aplicacidén reiterada del operador & conduce a una cadena

de ideales en A: I =6 IC 6'IC ...Z 8" IC m. Sea s; = Rang é (1).

Definicion 5.1.5:

Diremos que el conijunto ordenado {yl,yz,...,yn} de elementos de m es
un buen sistema de coordenadas de m para la cadena {61"1(1),
1= 2,7,.60 k) enfA, 81 {yi,...,vn} es un sistema de coordenadas de m

en A y se verifica 1y ,Vps-+,Y, } C 61-1(1), L S 9 I
v \:i

An&loga definicidn para el caso Am , Ho es cierto, en general, que

v Am
) e

si a~ B~ m (ideales) entonces § (a 8§ (B), como puede verse tomando

il = (xl.xz), B = (x4), m= (x4 %, ,%X3) © klxl,xz,x3l va que

Rang a = 0 = §(a) = (quxzs Xlaxz)

Rang B = 1 =6(B) = B = (xl).
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Sin embarpo se tiene la siguiente

Proposicién 5.1.6: aC BC m, ideales v Rang(a) = Rang(B)

Entonces 6 (a) C §(B)

Demostracidn: Si a = (al,...,at), podemos suporner que B = (al,...,at,
bl""'bq) va aue a ¢ B,
%% ' ;hi
Sa (?ﬁ"""’iﬁ;) es una fila de la matriz jacobiana de a, tal fila
1 “n

figura también en la matriz jacobiana del ideal B. i
Cemo Rang a = Rang B, deben considerarse determinantes de menores de
igual dimensidén, de donde si §(a) = a + a' vy 6(B) = B + B' se tiene
que a'C B' v por lo tanto §(a) C 6 (R).

(Nétese que se ha hecho uso de 5.1.4., sin mencidn explicita)

Proposicidén 5.1.7: Sea (zl,zz,...,zn} un sistema de coordenadas de
m (ya sea en A, Al o 3 ). Sea (tl’ 2,...,tk) una sucesién no decrecien
te de enteros ?o*3t1voq y sea J(Ll’tﬁ""‘ ¥ = 1""’Zt1) +

+ (21""’zt2) # oway ¥ (41,...,ztk)

Entonces:

) = =z Z ) +

v - e
ll]{tl,tzgl.l,tk)j » ‘J(L\}+latu+2’...,tk 1,0.-3 tv+1

s )2+...+(z 5 e )k““+mk+1'“; OO T S R, T |
- 1 t)

+ (ZI"'

Dewortraczon por induccidn en k.

CASO k = 1: entonces v = 0 y el resultado es trivialmente cierto.

Supongamos valida la tesis para valores <.

ie: § (J(t 2,...,ti))-= J(tv+1’tu+2""’ti)’ ¥ 22 0. %,0.31-1
con 1 <Kk.
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La tesis de la etapa inductiva es

Vv

87 Jltystoas eyt ) = It t t, ), 0 <v <k

vl Tud2 ¥ttt Tk

Si v = 0, se verifica la igualdad.

Supongamos que se verifique para 1 = 0,1,...,v-1

ie
i t.) = J€t ,t t,) =
L 1,'."_,k L 3 +1\-<', k pu
PO T R e T L e
v BVE

cwe ¥ (zl,...,z )k"“+1 + mk"“+2

“x
™ ” =1
Es claro que Rang gV J(tl""’tk) - tv'
1 : -~ v=1 ) ) W, )
Dado que {zg,...,2, 1 © 6 "73(J = J(t ,...,1)), la matriz jacobiana
v
ge §°~1g presenta un bloque del tipo:
_‘a— .H.-—--.a___
9z 4 82y
v
Zj 1 _
2z o
& }dt E
' v R
' 0
' S
Zt _ll 1
v
> ™ \J'-i ___B v " 3 =
Luego s1 T ¢ ¢ J o= - F e gVF, 81 § 5 t .
%, v
]
D lo aque 6°J =  v-1 8 I S )
e modo aue §'J = ¢ J + (—5-F; Fe & Fy 5 & 't“ .
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. yid . v-1 -
Notemos que ademas F puede considerarse monomio, ya que & J esta
generado por monomios.

. . v . v-1 i
Luego si M es un monomio de § J, M es un moncmio de § J o bien

2 v-1 Z
Megy MM ® 37 10,0 > X,
]
1

. . V-
Si M es un monomio € § J, de la forma M = z Z. sieds 5

jl Jo g
1 < j1 < j2 < .00 <3§ = toer1 ( 0o sea M e (zi,...,ztv+£ 1)£) entonces

£2-1
) y por tanto Me J(t  4,...,t, ).

Me (Z ,...,Z
1 tv+£—1

. ) 4
Si M es de la forma 3ET'M1’ supongamos M, € (zi,...,zt :

v+l-1
)£~1

Entonces, como j > t_, 2

5 5 Mle (z.‘,,...,z,c

3 vil-1
Ademéas es claro que si M € mkbv+2, My Mo ¥
A 1

v
Luego 8 J(ty,eeesty ) C IOt 40t oseeesty

En cuanto a la otra inclusidn, si M e J(t

t v+1’tu+2""’tk) es un monomio
delZ oo s® }J* se tiene que “
1° YY)
o bien M e (zl,...,zt )£+1
v+l :
- : ' | L+ ' i

o bien existe M, ¢ (2 ,...,2 ) . tal que s = M, para
1 1 t\H—L az] i

algn j > t .

), lo que completa la demostracién

LUEP:O \I(t +igooc,tk) C 'v‘]’(tl’...,tk : #

Corolario 5.1.8: Bajo las mismas hipdtesis que en ProposiciénSi.7?

WOREPEEE & 3 % PR . R b .

RanpleJ(ti,tz,...,tk)] =t
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B ‘?.;; 'E;q
Va1
T ] - .
) Luego, si Fe 6§71 = Eg— §1, § > S,
e | id CEROS ; s B
| ®i |
Vs. '
: 1
gind i-1
Por hipdtesis inductiva, - (F,) e & Ts B2 Townd
ay_i . . Ol‘J__i h
§y > Sy ¥ = 1. G- "i-1 =
2 i
Luego  —— (f,) € 67T, h = 1...5 i, > sy» v = 1l...1
13 I1

Un arpumento similar al hecho en el caso i = 1, muestra que cualquier
determinante de un menor de dimensidén (s;+1) estard en el ideal

. i
L4 (ay. .:a.a-_v. '(fn)* h = 1...s _1'\, > gy M= 1...1) de donde
g 19

la proposicidn.

#

Lema 5k 1530

St i S —

Sea I ideal en A, m ideal maximal, I C m.

i-1

Sea s; = Rang(ﬁ Td,"3 =2 1;2,,,.k /donde § = Gm y Rang = Rangm,

Sea [vl,...,yn} un buen sistema de coordenadas de m en A, para la cade-

na (61-11). Entonces:

a) ITc ¢ . iy ' ‘ X k+1
Yises ,ysl) + yy,. ,vsz) ...+ (yi, ..,ysk) + m

b) Si {zi,...,zn} es otro sistema de coordenadas de m en A y vale
una inclusidn del tipo I C (zl,...,zt ) + (Zi"°"zt )‘E L SR
1
+
.l'+ (zi"l‘l,zt )k mk 1

k
en el roden lexicografico.

2
+ entonces (51,52,...,sk) < (tl‘t2"“’tk)

S = - S - r

— -

-

rETETETR A L
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A
Notemos que el lema es igualmente valido en ALYy A

Demostracidn: por induccidén en el indice K.

k=1
Supondremos s; = Rang(§°I) = Rang Ty {yi,...,yn} un buen sistema

de coordenadas de m en A, con {yl,...,ys } € 3,
1

Ademas {y;,...,y_} es base de T.

ne~~n 0
RN

Sea fe I; T =

- s
! k &€ T f # Lue f = Zl k + € m2
y 173 e ReE= ey SR dy Y Tz

k. V., k. € k = A/m
i i

~

Entonces f - ]

1

"

—_—

je: IC (VI""’vsi) * m2, que es la tesis a) para k = 1

Supongamos ahora que valga

; 2 : :
1 t‘(zl,...,ztl) + m", donde {z;,...,2 } es un sistema de coordena

.

das de m en A.

2
Entonces: Rangl < Rang{(zl,...,ztl) +m] = Rang(zl,...,zti) =ty

ie s, <1t,, de donde b),

ETAPA INDUCTIVA: Supongamos a) v b) validas para i = 1,...,k-1 y probemo:

las proposiciones en el caso i = K. ;

Por hiﬁétesis inductiva IC (yi,...,ysl) + (yl,...,ysz)
e 2 | k
s B K Y ) + m
1 Sk _1 ; ‘
Sea f¢ I. Es claro que existe ge (vl,...,ysl) + (yi,...,ys2) .
= k .
f s F (yl,...,ys )k : de modo tal que f-ge¢ m . Escribamos
k-1 k+1
f-g = Fk + ¥y,q0 CON Fk componente de grado k y Mygg € M . Basta ver

k
entonces que F, ¢ (yl,...,ysk)
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Supongamos lo contrario, ie F d (yi,...,ys )k
k
Entonces entre los monomios de F, debe existir alguno (con coeficiente

k Hnes l. . - L . - 8 @ i -- -
4 0) de la forma d.yy ¥y Y59y 21y 2 23, v i; > 85,
i = 1’2’l..’k

Consideremos el operador D = . Por proposicidn 5.1.4,
R PR I
k-1 .
Df ¢ 6 I ya que jq1 > Si91=1323-‘-’k"1

Luego la matriz jacobiana de Sk_lI tandrad un bloque del sipuiente tipo:

2 8 .. 8
3-v « 8 & 8 8 8 ay 3 .
L sk !‘Y B k
Y1 Il L . |
[
: . CEROS donde (.) = A + uy, X # 0y pe€nm
. i - ' - : A
. : ldsk [ . Notese que el bloque identidad
v ! : ’ aparece pues por hipdtesis
Sk ' 1 i g *ﬁ {yl,...,yn} es un buen sistema de
e T e e coordenadas de m para la cadena

'{61—11, i=23,ies5%k) ; 0 sea que
en particular {vl,...,y y € %11, '
Pero entonces el Rango de esta matriz (mod m) resultarla estrlctanente
mayor aue s, , contra la hipdtesis Ranp(é I) = S g
Luepo Fk € (yl...ysk)k y por tanto f = g + Fk * Ppaqo de donde la Tesis
al. ‘

Supongamos ahora aque {Zi’f'zn} es otro sistema de coordenadas de m en A

y que se verifica:

2
+ i at (21“‘Zt + m

1C (z...2, ) + (zy...2, ) K & mttd
1 2 k

Por hipdtesis inductiva (sj...s, 42 < (t ...t 4).(%)
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Supongamos (51"'Sk) > (ti"°t )

k

Entonces existe un indide v/s, = t,, § = 1...v-1y s_ > t .
' 3 3? Yy Sy v

Es claro que, valiendo (*), debe ser necesariamente v = k. O sea que

se presenta la situacidn: s; = ts, iE 1250 sk~1 B 8; > t, . Aplicando

k
las proposiciones 5.1.6, 5.1.7 y el corolario 5.1.8: GkhlI c (zl...z

Ty

= tk resultando

R 8y ) +m

k

+ m2 de donde Rang(§ < Ranpl(zl...z

e
- - -
una contradiccion.

Luego (51...sk) < (tl"‘tk)’ lo que completa la demostracidén del lema

#

Corolario 5.1.11: Bajo las mismas hipbdtesis del lema 5.1.10 supongamos

» 1 -1 ‘ &, .
ademas que la cadena {6771} se estaciona en el paso k-ésimo, ie

%Y = 4, vk,
Entonces
k
IC (yi..lysl) + L B + (yi..lysk)

v k-1 &

Dem: es claro que § I = § I®s,=8,Vv2k (%)
¥

Por otra parte, si J_  denota el ideal (y,...y_ ) + ... + (y,...y_ )

v 1 S4 1 B
se tiene que J  C Jose1 ¥ ademds IC U J . Por ser A noetheriano, de-

_ 4 v>1
ducimos I ¢ J, para algln indice v suficientemente grande.

Podemos suponer v > kj en vista de (*) se tiene que

J +...4 (yi...ys L (yl...yS )k+1 UMW

1 k k

+ (yl...vsk)v = Jps de donde el éorolario#

5.2. La cadena {61"11} y los subconjuntos E(A;il,i yeos)

Como en el pardgrafo anterior A = K[Xq5X2 5000 3%n]
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Sea I C A, ideal., Supongamos I = (fi"'fh)
Sea A:A * A/y el morfismo candnico.
Consideremos la sucesidén de A/;-mddulos inducida por A:

a dx

1/ + A/, ® D(A/k) » D(A/I)/,) > O [+ ]
12 IA k

Por teorema 2.1,3.3. la sucesidén | + ] resulta exacta en el caso en
que A sea local. De modo que tal sucesidn es exacta para toda locali-
zacidén en m maximal de A, m 21 (ie en todo mxl, de A/I)

Luego resulta EXACTA globalmente, ie. como sucesidn de A/I-modulos.

Recordemos que: a(f) = 1 ® gf, fe I/;2y feltqf-> f vy donde

dA:A + D(A/k) es la k-derivac. candnica.

Asimismo: d\(1 @ df) = d(Af), donde d:A/I - D([A/I]/k) es la K-derivacc:

candnica.
Es bien conocido aue D(A/k) resulta un A-mddulo libre de rango n y

admite a {dAxl...dAxn} por base. (ver [5] & [ 8])

Ademias, Im(a) es el A/I-submédulo de A/I ® D(A/k), generado por

A
1 0©84.f:; 13 = 1.::;h: En efecto:
A1 :
_ h _
Sige I/52,y 8 = iil a;, f. e Ies tal que g » ¢ (ai e A), se
tiene . o )
— “ v - I =
alg) = 1 © dA(L a; fl) =jJ18@ dA(ai fi)

]
Eate |

-
106 fi dA ai + ) 16 a. dA f

1
~

r(a.) (1 &4, f.), vya cue
i i

A

1©@ f. d, a. = 0 en A/T @ D(A/K).
2 A 1 A

-~

La matriz de relaciones de D([A/I]/k) resulta ser entonces: A (—2)
3
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yva que:
Ffi
A(-—=) (1 & dx_.) i 5 PR P
=1 ™ L
I
0 sea: resulta ser la matriz jacobiana de I, modI.

1edrf.
1

ne~-3

Sea m un ideal maximal de A, m 2> 1I.

Localizando [ + ] en m, se tiene la sipuiente sucesidn exacta:

: ax
I/y2 > A/T @ D(A /k) » DCA /I /k) + 0 (=]

A
m

donde, por abuso de notacidn se escribe I en vez de I.Am.

Dado que k es el cuerpo residual de A, Y Am/I, al tensorizar [*] por

k @ se obtiene la siguiente sucesibén exacta de k-espacios vectoria-
Am/I

les:

10 a
R @ 1/ -+

12 Kk © AJ/I ©D(A/X)] »k ® DA /TI/K) » 0
A IT A /T m oA m 1

m Am/I

Recordemos que k 6 D(Am/k) = @?, seglin se demuestra en 15}

Am m

De modo que la sucesidn tensorizada resulta:

m/ 2 >k ® DCIA /TI/K) > 0

k © &/ 2 g
I 1 0 o Am/I

A /T
m
Notese .que fmtl ® o) es T = imapgen de I por el morfismo candnico
m + m/mg. |
Esto muestra que T y k © D([Amlllfk) tienen dimensiones comple-

A /1
- . m
mentarios, 1e:

Rangml + Ranpm(D( A/I)/k)) = n (%)
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Por lo visto en 2,3 si F, C A/I son los ideales invariantes de Fitting
del A/I-médulo D(IA/II/X) y

max{j:Fi C m/I} + 1, entonces

He
(=Y
"

= Rang  (D([A/I]/k)) = Rango del A -médulo
A, ® DUA/I]/K)

De modo que de (¥) resulta:
> - %
sq + 1, = n (%)

‘Proposicidn 5.2.1:

A (Fii-l) = Gm I
Dem: estd claro que I C a~er, 1)
— 11“"

Basta ver entonces que coinciden los demds generadores de los ideales

-1
- 1

Por definicidn, X: -4 estad generado por los determinantes de menores
: of .
de orden (n - i  + 1) de la matriz 1(335 i 1...h , ya que hemos

i §=1...n

visto que ésta era la matriz de relaicones del A/I-mbdulo D(IA/I] /k)

‘Ahcra bien: i) Levantar (por 1) generadores de F. 4
y ii1) Considerar los determinantes de menores de orden (sl+1)
de la matriz jacobiana de T (tomando.como base de deriv. a la dual de °
{dAxi})
SON LA MISMA COSA, en vista de (¥%) y el hecho de ser A morfismo de

anillos.

De aqui la proposicidn
S
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Este resultado muestra que ﬁmI no depende del sistema de coordenadas
usado en el cdlculo de la matriz jacobiana de I, ya que resulta ser,
esencialmente un ideal invariante de Fitting.

: % 2 A ‘
Aplicando lo hecho a la situacidén A » A/GmI, se obtiene:

1) Rang (8 I) + Rang D(lA/GmI]/k) n=s, +i,

2 -1 : : -
2) ﬁmI = A AF _1), donde Fiq—i es el (12—1)—1nvar1ante de

12 2

Fitting del AlsmI—médulo D([A/GmIl/k)

Iterando el procedimiento se obtienen las fdormulas dadas en la

siguiente:

Proposicién 5.2.2: Sea T m, y supongamos m € z(l;ii,iz...i S

(ver definicidén 2.3.2.2)

Entonces:

-1 :
1) Rangm(a; 1) + Rang (D([A/P-1,1/K)) = s + i =n

2) §°T = x"l(F. 1), donde F. 4 el (i -1)-invariante de Fitting
n L g™ ¥ :

v

del A/ -mbédulo DC A/ 1/k) v 2»:A + A/ v-1_ es el morfismo
v-1 v-1 8 T
& I 8 I m-.
m m
candnico. .

#

Nétese que en vista de la pronosicidn 5.2.2, y la definicidn de los

conjunto E(A;il,iz,...), simym'e E(l;il,iz,..;,iv,...) entonces

_ = 3 - % k e k
ﬁmT z ém.T v mas gengra;mente Gm(I) = am,(I).
Se tiene entonces el siguiente

Lema 5,2,.3:

i e e et —

Sea TC m, me E(l;jl,iz,...,iv,...). Entonces la cadena

jacobiana {5;-1T; i=1,2,...,k}) estd en todo maximal m' € E(A:il,iz..

-n-iv,oqn)o

f
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$5.3: Un lema de Globalizacidn

Lem§i3.1: Sea TC m y suponpgamos que m € E(A;il,iz,...,iv,...)

Sea {Vl""’vn} un buen sistema de coordenadas de m en A para la cade
na {si+1

I, i=1,.+.,k} (Suponemos que tal cadena se estaciona en ‘
6k—l

I).

Entonces: |
Existe un atierto V de E(l;ii,iz,...,iv,...) conteniendo m tal que
'{yl,...,ys } es parte de un buen sistema de coordenadas <de m' en A,

k
para tedo m' € V,

Demostracidén: por Lemaf2.3 {y.5...,y,)JC m', ¥ m' € S(Asi,,i0.00ei_poe.)
1 k L 1222 v

Es claro que‘{yl,yz,...,ys ) serd parte de un sistema de coordenadas
k
de m' si y sdlo si el conijunto {51,...,§g } es linealmente independiente
k

en m'/m'2

: n .
Si P! = (ai, aé,...,aﬁ) € k es el punto que representa al maximal m’,

se tiene que las coordenadas de 53 en m/m' seran

(W(P‘ ),oa- ,‘.'\T(PI )) F)
1 ““n
seglin la base x! = (xi ald.

Luego la independencia equivale a la no anulacidn del determinante de

algln menor de orden Sk de tal matriz, condicidn que determina un abier
to. Finalmente, por el lemal2.3, émI = am.T y por tanto: si‘{yl,...,vg }
Sic
es parte de un sistema de coordenadas de m en A,serd parte de un buen
sistema de coordenadas de m' en A, para la cadena [63'11},
#

S.4. PREPARACTON GLOBAL

En este apartado supondremos aue Pk(n) = kllxl,xz,...,xnll, con k de
caracteristica cero algsebraicamente cerrado, ry(n) = Padical (Pk(n)) =

= (Xi’XQ""’xn) IC rk(n), ideal generado por fl,fz,...,fh.
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Introduzcamos algunas definiciones y proposiciones siguiendo 7).

‘ Denotaremos Pk(n/m) el anillo Pk(n)/rk(n)m+1 y por rk(n/m) el radical
de Pk(n/m). '
El morfismo candnico Pk(n/m) + Pk(n/m‘), para m' <m, sera denotado

’ ) por p(m',m) y el correspondiente a Pk{n) - Pk(n/m) por p(m).

Definicidén 5.4.1:

S1 Z452545..0,2 € Pk(n/m) son tales que Pk(n/m) = klzi""’zn] (1a
k-subdlpgebra generada por los zi) entonces el conjunto ordenado
{21,22,...,Zn} sera llamado un sistema de coordenadas para Pk(n/m).

Si ZyseresZ  SOR elementos de Pk(n/m) tales que {21,...,Zr,zr+1,...,zn}
es un sistema de coordenadas para Pk(n!m), entonces {zl,...,zr] sera

llamado un sistema de coordenadas parcial para Pk(n/m)

sDefinicidn 5.4.2:

. Supongamos que 1 C r}(n/m) es un ideal de Pk(n/m)
Definiremos por induccidn el concento de ¢*-1 par (Zl"'zx(m); A (1)..alm)
Para I, donde 21""’2#(m) es un sistema de coordenadas parcial para

P (n/m) y 0 <x(1) <... <2a(m) es una sucesidon de enteros.
La sucésién A(1),...,A(m) serd llamada la A-sucesidn de T.

La definicidn serid por induccidn en m.

' CASOm = 1 Si I = (0), entonces un par (¢;0), donde es el sistema

de coordenadas parcial vacio y 0 es la sucesién_h(l) = 0, es el Gnico
¢*- X par para I.
Si T # (0), entonces un par (zl,...,zj; j), donde zl"'zj es una k-base

para Ty j = A(1) es la A-sucesidn, €s un posible ¢*-A par para I.

Caso m > 1: Supongamos que el concepto de ¢%-A par hava sido definido
para todo ideal 1 C rk(n/m—l). Si T = (0), entonces el {inico ¢*-)x par
es (4;(0...0)) donde ¢ es el sistema de coordenadas parcial vacio y
A(1) 2 @ % .., = 8 = Almd.
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i I # (0), entonces un nar (21""’zl(m); A1) ... am))(n > A(m))
se dice un ¥*-\ par para T si:

i) el par (n(m—i,m)zi,...,p(m-l,m) Z) (m-1)? A(1),...,A(m-1)) es

B un ¢* .\ par nara p(m-1,m)T.
. 2 m
C - @ z - 8 & .
ll) -I (2-1-;- ’zl(l)) + {51, ,zl(2)) +oo-+ (Zi.....-,d-’-l(m))
iii) A (m) es el menor entero entre los pares (21""’Zl(n);
A(1),...,2{m)) satisfaciendo las condiciones i) y ii)
Teorema R
Si T & rk(n/m) es un ideal de Pk(n/m), existe un ¢%*-A par para I.
Mas aln:
. Si (21""’zk(m); ALY ,e 0 d(m)) y Gy aeee v gy 0(1),....0(m)) son

dos ¢*-\ pares para I, entonces A(i) = o(i), para cada 1 <i <m.

Demostraciodon: [ 7]

En vista del teorema 5.4.3: se introduce la siguiente definicidn:

nginicién 5.4, 4;

Si I rk(nlm) es un ideal de Pk(n/m), y si (xl,...,xl(m);l(l),...,l(m))
es un ¢*-\ par para I, entonces XyoneeosXy (1) serd llamado un ¢*-sistema
de coordenadas para I y los enteros (n-k(i),...,n—l(m)) =
= (v(1),...,o(m)) seré la sucesibén de ¥ -invariantes de I.

Denotaremos por 0 (1) ellprimer entero tal que A(0(1)) # 0, y por 0(3)
el primer entero tal aue A(0(j)) > X (6 (i-1)).

Nota: Si ¢ es un k-automorfismo de Pk(n/m), entonces es claro que

c(I) e I tienen la misma x-sucesidn. Mas aln, si Xq,...,%p (+) €S un
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¢ *-sistema de coordenadas para I, entonces 0Xq 5400 ,0% es un

20 (t)

¢*.sistema para ol.

Definicidon S.4.5:

Supongamos ahora que I C rk(n) es un ideal de Pk(n) = kllxls-q-,xn]]-

Diremos que I tiene v-sucesidén (¢(1),...,#(m),...) si para cada m > 1,

la sucesidon (¢ (1),...,#(m)) es la v-sucesidn para p(m)I C Pk(n/m).
Andlogamente para la A-sucesidn de I:

Diremos que I C Pk(n) tiene A-sucesidn A (1),...,A(m),... si p(m)I
tiene A-sucesidn (A (1),...,A(m)), nara cada m > 1.

Es claro aque cada ideal contenido en el radical de Pk(n) tiene deter-
minada, univocamente una sucesidn.

Notemos también que la ¢-sucesidén de I C rk(n), es decreciente.

Dado que ¢ (i) estan acotados inferiormente por cero, la ¥-sucesién de
I debe ser constante para valores suficientemente grandes de 1i.

Queda entonces claro que, para valores grandes de m, la sucesidn de

saltos (valores de 0) para p(m)I son todos iguales.

Definicidn 5.4.6: Supongamos I C rk(n), ideal de Pk(n).

Siparam > M v¢(m) = ¢v(m+l) =..., llamaremos sucesidn de saltos de I,

a la sucesidn de saltos de p(M)I en P, (n/M)

Un sistema de coordenadas parcial ZgseeesZy (M) de Pk(n) sera llamado
un ¢*_sistema (de coordenadas) para I si p(m)zi,.z-,p(m)zm(m) es un
v*-sistema (de coordenadas) para p(m)I, para cada m > M.

En [ 7] se demuestra el siguiente lema:

Lema 5.4.7: Sunongamos que I C rk(n)z es un ideal en Pk(n) con A -suce-

sion A (1),...,A(m)... y nimeros de salto 6(1),...,0 (t). Entonces:
Existe un ¢*-sistema xl...xu(t),(donde u =X © 0) para I que es parte
de un sistema de coordenadas %qeeox, de Pk(n) tal que las sigpientes
condiciones son satisfechas para todo 1 <c < t.

(Dc—i): existen generadores fq,...,fg de I tales que
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£, = E F donde Fid es un nolinomio homogéneo de grado d en

id’
x1’l.l,xn.

(DC-Z): para cada nimero de salto ¢ (b), escribamos Fio(p) = Ffﬂ(b) +

0 . .
(b) v F?O(b) no contiene monomios

St %
6 (b-1)

0(1) ,

del ideal (xl,...,xu(l)) ces * (xls-"axu(b_l))

Si b <c, existe un conjunto de indices de filas
Sb ='l( o(b)(j), U(b)(j)), "? = ]J(b-—l)"’l,...,l.l(b); 1 _‘: G(b)(i) :S}
tal que la submatriz de la matriz del polarizacidn de las formas

% % e
Fiﬂ(b)""’Fsﬁ(b) con columnas indicadas por X (bo1)+12 X (v Y

con filas indicadas por el conjunto Sb’ es inversible.

(D -3): Si M es un monomio de grado #(d) para 1 <d <t y M aparece

c
(con coeficiente no nulo) en F.o(q) Y M es divisible por me(b)(j),

6 (1)

(]
para algn b < c, entonces M ¢ (xi,...,xu(l)) P (xl"'ku(d—1)64)

En vista de este resultado deramos la sipuiente:

Definicidn 5.4,8:

Supongamos que I rk(n)2 es un ideal de Pk(n).

Si I tiene A-sucesidn A(1),...A(m)... vy nimeros de salto 6 (1),...,0 (1),
entonces un v*-sistema para I y un conjunto de generadores fl,...,fs
de T que satisfagan (Dc-i), (DC—Z) v (DC—S), para todo 1 <c <t,

serd llamado un ¢*-sistema preparado para I y un conjunto de generado

res preparados de I con respecto a ése sistema
Los elementos de S, (i = 1,...,t) serdn llamados filas.distinguidas

para los generadores preparados y log conjuntos Si""’st seran
llamados conjuntos de indices distinguidos para el y*-sistema prepara

do y los generadores preparados fi,...,fs.
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La idea de la demostracidn del Lema de preparacidn es la siguiente:
Se parte de un sistema de éoordenadas'{yi,...,yn] de Pk(n)'y un
sistema fl,...,fs de generadores de I, escritos en término de las
variables Vs

A partir de la matriz de polarizacidn de las formas de grado minimo
de cada fj’ se obtiene el primer conjuntc de indices distinguidos.

Se pasa entonces a "la limpieza" de mGltiplos de los monomios dis-
tinguidos m0(1)(j) en cada componente fﬁl(j)ﬂ(d)’ para d = 2,...,t,
j = 1,...,u(1), realizada por medio de automorfismos o de Pk(n),
que resultan la identidad sobre las variables Vj‘ j > w(1), obtenién
dose que en ¢(I) valen las condiciones Dy-1, D,-2, D,-3, respecto
del sistema {yi,...,y;}'

Se itera este proceso y, en un nimero finito de pasos, se obtiene
en definitiva un automorfismo ¢ de Pk(n) (de una forma particular)
tal que quedan satisfechas las condiciones Dc—l, Dc~2 y DC—E

1 <c <t, para el ideal o(1), los generadores o(fl),...,u(fs)
y el sistema de coordenadas {yl,...,yn} . El v*_sistema buscado

-1 -1
resulta ser entonces, o (vl,...,u (Yu(t))'




Proposicidén 5.4.9 Sea I C r (n) ideal de Pk(n) con A- sucesidn
A(1),...5,A(m) ... y nlmeros de salto 6(1) ... 8(t) .

Entonces: rang & "I =A(R) .

Demostracidn: Sea {z, 5000, zu“? un ¢*-sistema para I. Por defini-

2

cidn se tiene que I C (Z, 5000y ) + (z, ... 2 Y ¥ ase ¥

2y A(z)

m
(Zl,.l05 Zl(m))+'°°

Aclaremos que si A(R) =0, {21""’ ZA“#= ¢ , sistema parcial

vacio.
2z m
Sea J e (Zl,-ol, ZX(IP + (Zl,oo., ZA(ZP + I.ll + (Zl-ot ZA[m)) + L ]
Por corolario 5.1.8 se tiene que rang 5 T E A .

- 1=
Luego basta ver que rang 87T = rang ¢ A y = qal e
Consideremos las siguientes proposiciones:

1 §

1
(*)

o
H
N

2, : rang §'T = rang_al'l o .
Como §°a = a » para todo ideal a , 1 es valida.
IRecordemos que rang I = dim, I , donde I = Im(I > m/m?).
Por aefininicién 5.4.2, caso m=1, A(1)=dim p(1)I donde

$(1) : P (n) » P (n)/ T (n)> |
Luego I - p(1)I y por tanto 2, es védlida.
éupongamos (%) vdlido para 1=1, 25... e .
.Notemos que (1, )+ (2,) =’(1°+9.en virtud de la PropOSicién&l.B.
Por lo tanto: 8 1" rang GII < rangﬁqtl M A e O

Por Lema 5.1.10 existe un sistema de coordenadas {yi,..., ¥,
1+1

% cee ¥y, 1 (cualquier buen sistema de coordenadas de rk(n) para la cade-

naI C... €§I) tal que

et - = -
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2 1 +1 42
I € (yl,--o ysl)+(yl,.o:ys,.) "'..."'(y‘,...ys!)"'(yl,..- yl*lj +I‘k(n)

Dado que suponemos s, = A(1), i=1,...8 no puede ocurrir que

8 . i A(1+1), pues se contradiria el hecho de ser {A(m)} la A-suce-

sién de I. Luego Bt A(1+1), que completa la demostracidn de la

proposicidén . #

Corolario 5.4.10: Bajo las mismas hipdtesis de la proposicidn 5.4.9,

sea 1 un entero 6(a) <1 < #8(a+1). (Ponemcs 6(0) =1, p(0) =0,
glE" )= o ; 81 £V S ),

Entonces:

B(a)-1

rang §-'T = u(a). En particular: rang § I = p(a).

Demostracidn: basta recordar que u= 1.6 vy la definicidn de la fun-

cidn de salto 8 . #

Como consecuencia de la proposicidn 5.4.9 vemos que si {yl,...,
yn} es un buen sistema de coordenadas de rk(n) para la cadena

{8'""'7 : i > 1} entonces { yl,...,ymﬂ} es un ¢%*-sistema para I.

Por otra pafte si I tiene nfimeros de salto 0(1)... 6(t), la ca-
deha{ei" 1 71 sé estaciona en el ideal GBG}II.

El siguiente lema expresa la relacién.qué existe entre un posi-
ble buen sistema de coordenadas de r, (n) para la cadéﬁa{ahiI,i > 1}
y.un-posible ¢*~sistema que prepara I y generadores fl,...;fs de I. :

Lema 5.4.11 Sea I :(fl,,,fs) C rk(n) ideal de Pk(n) con A-sucesidn

{ A (1), i > 1) y nimeros de salto 8(1),..., 8(t).
Sea {y‘,...,yn} un buen sistema de coordenadas de rk(n) para la

cadena {¢°'I, i> 1} .
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Entonces existen u(t) polinomios P!... Pu“}(a coeficientes en k)

dependiendo de u(t) variables y un ¢*-sistema {xl,...,xu“ﬂ que prepa-

ra I y los generadores f,---f, , tal que

(%) T 7 Pj(x!...x““? g V= gy BEE) o

Corolario 5.4.12

0(t)-1
" C 6 .
{X: xu(n} I

Demostracidn del corolario 5.4.12 Basta observar que

. B(t)-1
. " C
(1) {y yp“)} § I

(ii) La matriz jacobiana del sistema (%) es inversible en Pk(n)

y por tanto es posible obtener, a partir de (*), las x_como series
|

n . & 8
eny, Yum

(iii) Todo ideal de Pk(n) es cerrado por limites, ya que % (n) es

un anillo de Zariski. #

Demostracidn del lema 5.4.11 Por ser { Y e yu“# un ¢*-sistema para

I se tiene que:
6(1) 0(t)

( % gew F 0y ek
L&l Y (y_l Yuw
.Luego si f = E.fﬁ i=1l=s , con fid componente de grado d de
; 4 d>1 ! ' :
f, » se deduce que para 1 <i<- s @ :
£ £ ( 3 &
,...,' E y L yu_(l] -
;e o L 8- X : ' Ll ,8
0@ 7T 7 ieG)-1 EW e Yy o(n T e Bt -1)
: 1 .
: § owiaal E(Y oo’y ¥ wwr F P awn Y )
i0 (t-1) i @)= 1 L1 8.(1) 1 u(t)-iem
- 8 @ + L B + L )
fa Y, Yo T 7, ¥ atey °
' d > 6(t).

por razones de grado y el hecho que I esté contenido en un ideal (no

sblo homOgénegQ generado por monomios.
9INg

s - = & s == y
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Pondremos f = f#* + f** donde
ia ia ia

(i) si 6(b)< a < 6lb+1) (ie: a no es un niimero de salto) en-

tonces

f* = 0y f*% = f

ia ia ia

(ii) si a=6(b), entonces f;-'”" € (y] )e“)

U(l)

0 (1)

- ® + - s »

. (y‘ i (5-1)

8 : g s i

y fff € (y, 400 yuw))(w donde fg consiste de la combinacidn lineal de
' _ , m

todos los monomios que figuran en f,, ¥ que no estan en (y."' ngﬁ ¥

B(bl)

+ LI ) + (y‘ L yu(bl))

De modo que en particular:

En f* figuran sblo las variables y ... y .
8(v) 1 U (b)

De la demostracidn del lema de preparacidn, aplicado a esta si-
tuacidén, puede concluirse que los moncmios que intervienen en el con-
. junto de indices S, son monomios de grado 6(b) -1) en Y, eee yu(w’
1<SbS t . :

Si en fa () 8y @Parecia un monomio M mtltiplo de me(ﬂ(]) (suponien-

do (mek)(j), o, (j)) €8, y ¢ <b de la forma M=mg (j). Q, Q re-

sulta monomio en las variables y que M era monomio

He, 120702 Yy Y4 _
de ﬁ;(n 69 Y S1 en Q apareciese una variable de Indice < u(b._1)'en_

)B(c)

tonces M € (y, «e. ¥ , cosa absurda por definicidén de f*

a (j) B(b)

U (o).
La limpieza de tal monomlo se realiza con51derando un automorflsmo

o de % (n) de la forma }

oy )=y +a Q, u(e-1)< i< u(e), o € k, conveniente-
i i i

mente elegido.

o(y )=y , en otro caso.
i i

Luego de un nGmero finito de pasos se obtiene un automorfismo de

o de Pk(n), composicidn de todos los usados en el proceso de elimina- £
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cidén de mlltiplos de los distinguidos, de modo tal que:
oI queda preparado, asi como los generadores o(f ), i=1,... s ,

respecto del sistema y, ... y y se verifica:

u

’

a(y; ) ¥ig * Hi(yuw p1 2 e Y ) , s1i u(b) < j =
< u(b+1) para b=0,
lsecwat =1

I, polinomios.

oly; ) =y; 5 32 u(t)

L
En la demostracidn del lema 5.4.7 puede verse que entonces, po-
-1

niendo X, = © V.

/ ; » 3=1 ... u(t) I queda preparado, asi como f ...

fs, respecto del ¢*-sistema {Xa"' } . O sea

*u®
y} = P(X‘ ’...’Xu(t) )
como se queria demostrar. #
Estamos en condiciones de pasar al resultado central de esta sec-
. -
c1idn.

Teorema 5.4.13 Sea I un ideal de A, generado por f ... f .

Supongamos un maximal de A, m € J(X; il,iz...).

Entonces existe un entorno abierto v de m en ) (); i,,1,...) y un
¢*-sistema {x, ... xum}para,I.Am que prepara IA y los generadores

f,...f, , tal que {x ...x% ; es un ¢*-sistema para IA_, que prepara

u(t

IAm,y los generadores f ...f , para todo m'€EV.

Demostracidn

Sea {y ,...,v }lun buen sistema de coordenadas de m en A para la
1 ? >7n

cadena {&"' 1} .
m
Por el Lema 5.3.1, existe un abierto v (entorno de m) donde

{yl,...,yu(”} es parte de un buen sistema de coordenadas de m' en A,

m' & v g

Por €l Lema 5.2¢3y 1Y, yewes VHU)} Cnm', m' € E(l;il,iz,...).
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A~

Por el Lema 5.4.11, existe un ¢*-sistema {X 50005X &}en .
u
que prepara I y los genéradores flooeee fs » ¥ u(t) polinomios Pj
tales que:
(n) yj = Pj(xl,.-., x“(t)), :]=1’.¢., u(t) .

) = jacobiano del sistema (*); j(X ,...,X )

()
E A.

Sea m' € E(R;il,iz,...) tal que j(Xl,...,Xu(n ) ﬁfnﬂ.
Dado que la preparacidn de I en m' (i.e. en Iﬁm')_puede llevar-
se a cabo de modo similar al hecho en Lema 5.4.11 para m, partiendo

en ambos casos del sistema parcial {yl,h..,y }, veamos que el pro-

U (1)
ceso de limpieza en m' es idéntico al de m.
Para esto basta observar los siguientes hechos:
(i) f#4,, tiene la misma escritura, m' € Z(x;il,iz,...), pues

depende solamente de las variables Vyseses ¥ (que como se vio,

H (1)

figuran en el buen sistema elegido en m').

o c . . .
(ii) Si bien respecto de {y ,... Yoo > Yoy, x 2ves 30 }:, siste-

ma de coordenadas de A_ , variaridn los demids componentes, seguirdn

siendo vdlidas las mismas relaciones que valian en A_ , ya que en

el sistema adoptado figuran las variables yl,...;yp“). Mds explici-

tamente:
s1 £ = ) G,, » G, polinomios homogéneos de grado d en {y;,...,
1 ’ T
y“(t) le_'(t)‘_ 1 3""y“ }
se tiene que: a) G?e(m = Ffetﬂ s b=1,2,... t 3
2 6 B(b-1)
b) Gié(m = (yl,...,yu(n) R (yl,...,yu(bg
B(b-1)

) 6, € (F,5e0es¥ s )ity sennny

a H(b-1)

(D)
si 6(b) <a <086(b+1).
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Luego: las matrices de polarizacidn
filas distinguidas
y automorfismos del proceso en m',
pueden ser elegidos de modo idéntico al hecho en m.

En particular se obtiene un sistema {x:,...,xﬁu)} s preparato-
rio de I.Am' y de los generadores f:""’fs s ¥ los mismos polino-
mios Pj tales que:

¥y, = Pj(x;,...,x;“)), T Sl g wstiny, BEE)
Luego %, =x', 1=1,2,..., u(t) , y esto es vdlido en todo maxi-

mal m' de V tal que j(XI,...,Xuﬂg ¢ m', condicidn que determina el

abierto buscado. #
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5.5: Como aplicacidén del operador & pasamos a dar una nueva demostra-
cidon del siguiente resultado de NAKAT |8] que caracteriza ciertos ani
llos locales regulares.

Sea R un anillo local, moetheriano con dim kevl] R = d

Sea m = Rad(R) y supongamos aque R/m = k C R con carac(k) = 0

Teorema 5.5.1: Asomamos que el modulo diferencial D(R/k) es de tipo

finito como R-mddulo. Entonces
D(R/k) es libre de Rango d si y sdélo si R es regular.
La demostracidn resultara de las siguientes proposiciones

5.5.2: Si R denota la completacidn m-Adice de R se tiene aue R regular

de dimensidn d si vy sdlo si R regular de dimensidén d.

Dem: es bien conocida. Ver por ejemplo Introduction to Conmutative

Algebra, Prop. 11.24 Atiyah-Mc.Donald.
i

5.5:.3» 84 DC(R/k) denota el R-mddulo diferencial m-adico

D(R/k){ N mTD(R/X) vale que:
- pr=1 '

1.i) D(R/k) = DC(R/k), si D(R/k) es de tipo finito
ii) Dc(ﬁ/k) = R i D, (R/K)

Dem: 1) es clara pues R es un anillo de Zariski

ii) Ver 19}
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5.5.4,: Siempre bajo la hipdtesis D(R/k) de tipo finito:

D(R/k) libre de Rango d = Dc(ﬁ/k) libre de Rango d

como R-mddulo como R-mddulo

Dem: (=) es clara de 5,.5.3 ii)

Reciprocamente: recordemos que R es un R-médulo fielmente playo.
Sea d' = Rango(D(R/k)) = dimK(k ® D(R/k))

Por el lema de Nakavama, toda familia minimal de generadores de
D(R/k) tiene exactamente d'elementos.

Como Dc(ﬁ/k) = R ® D(R/k) se sigue que
R

k @ D_(R/K) = k @ (R ® D(R/K)) = (x @ R) @ D(R/K) = k ® D(R/K)
R R R R R R

de donde Rangg Dc(ﬁ/k) = Rang, D(R/k).

Luego d = d'. ie ambos mddulos tienen igual rango.

Existe por lo tanto una sucesidn exacta:

d

(%) 0 > K-> R > D(R/k) » O, con RY = R-mddulo libre de Rango d.

M o7 A A a - j -
Tensorizando (¥) por R ® y usando que R es playo se obtiene la sucesidn

R
exacta de R-médulos:
. At R
0> RO®K>R" >R ®DMRK >0
R R
ie
N "’d )

Gk &K s B Dc(ﬁlk) > 0

a

Por ser Dctﬁfk) libre de Rango d se sisue que ReKz=20
R

Luego K = 0 por ser P fielmente playo, de donde la Tesis
f
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5.5.5: Por un teorema debido a Cohen, R es imagen de un anillo local

regular de la forma kl[xy,...,x 1]

ije se tiene una sucesidn exacta

-~

Afirmamos la siguiente equivalencia: |
R regular y dim R = § ® I = 6T y Rang(I) = n-s

Dem: (=) Por el teorema 26, Pap. 303 |10} existe una familia de paréa-

metros regulares y,,...,y  de kllxi,...,xn]l tal que T = (yg,...,y, )

Es claro que de aqui Rangl = n-s
Por otra parte resulta I = 6] ya que T admite n-s generadores

(=) Supongamos I = 8I con Rang(I) = n-s |
Seglin el corolario 5.1.11, I = (yl,... ,yn_s) COM yq5.4.,5V, o UNa familia
parcial de pardmetros regulares. Invocando el Teorema 26. Pag. 303 [10]

resulta ﬁ recular.
#

A

Nota: aqui juega un papel esencial el hecho que la caracteristica

de k sea nula, ya que por el corolario 5.1.11, puede verse que

i =8I -
} = I =0 *)
U

Rango I =

-

(*) Deja de valer si carac(k) = p » 0, como pnede verse en el siguiente
ejemplo: '

I = &),0ees%0) C K|lXg50005% ]} (carac(k) = p > 0)

Ent. I

8L, I C (xl,...,xn)2 y sin embargo I # O




96

5.5.6: Supongamos que M sea un R-médulo de tipo finito, (R local)

Entonces

.

M es libre F (M) = '8 , 0 <4 <d-1
P 1] —

< de Rango d

J
fv
ja})

(M) =
F} R,

Este teorema se debe a K. Mount [u].

Dem: (=) Sigue de la definicidon de invariantes de Fitting va aue basta
tener la sucesidn exacta 0 » Rd + M0

Por lo convenido se tiene ademas gque Fi(M) =R, j>d

(=) Sea 0 » K+ R" + M + 0 exacta
o

Si (aij) es la matriz de coeficientes de elementos de K escritos en
. base e;,...,e de R™, la hipbdtesis F,(M) = 0, § = 0,1,...,d-1

Pﬁ(H) = R, j > d expresa aue existe un menor de orden (n-d) de deter-

v
minante inversible y que todo otro menor de dimensién > n-d+1 posee
determinante nulo. Notese aue de acpi, Rang(K) = n-d.
Reordenando filas v columnas nodemos suponer aque fI""’fn—d € K son
= :

' - LY » . -
tales que si f. = jél aiy G4 el det(ajj),l <1,j <n-d,es una Pn;dgd
en R. 0 sea aue la matriz de relaciones presenta el siguiente aspecto:

) ei,.--,e _d_‘.--,en |
. 1nver81ble % n-d
s ” /.

. ==

(4 “———n

4
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Dado que mod m(ie en k & K) {fl""’fn—d} es una base de K/mK, tal
R

conjunto es un sistema minimal de generadores de K.

(n-d) x (n-d)

la matriz inversa de la (aii)il <1,j <n-d

Sea (b..) €R
17

(Rayvada en la figura)
n;d
. b

Si ponemos f& 5 {fi""’fé_d} es otro sistema minimal de

i

generadores y la matriz de relaciones adopta la forma:

s

e . & " @ e .‘II.e
1° > Snoae €h

o. "
fn—d 1

Definimos la aplicacién R-lineal: B:R" =+ K, B(ei) fi, i =2 4,.0.sn=d

B(ei) 0, i > n-d+1

~ Puede verificarse que B © o = id, de donde la sucesidn

a T
0+k+>R">M + 0 se parte. M resulta sumando directo de R™, luego

8
proyectivo.

81 ser R local M es libre.

Finalmente Rang(M) = n-(n-d) = 4. : :
# 1 - |

5.5.7: Recordemos que por prop. 5.2.1 se tiene que si

A
0~+»71 -+ k[[xl,...,xn]] + R » 0 es exacta

entonces, si Rang(DC(ﬁ/k)) = d vale la siguiente férmula
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A (Fd_linc(le))) = 81
% De 5.5.2 se tiene ademas que
.t rang(DC(ﬁ/k)) = d = Rang(I) = n-d

5°5;§: Estamos

(=) Supongamos

Por 5.5.4,
Por 5.5,6,

Por 5.5.7,

Por 5.5.5,
- Por 5.5.2,

. (=) Supongamos
Por 5.5.2,

Por 5,5.5,

A(T)

en condiciones de demostrar el teorema 5.1.1
D(R/k) en R-mddulo libre de Rango d.

Dc(ﬁfk) es un R-mddulo libre de Rango d.

Fd_l(Dc(R!k)) = 0, Fd(Dc(RIk)) = R

»"1r,_y (D _(R/K3)) = 61, pero como Fy_y (D (R/K)) = 0

se tiene que 1'1(0) = I ie I 5 &I donde ademds Rang T 1
= n=d

N
R es regular de dimensidn d

R es regular de dimensidn d

R regular de dimensidn d.

R es repgular y dim R =d

I =61 yv Rangl = n-d, de donde Rang(Dc(ﬁ/k) = d
Como A es suryectiva:

= Fq.4 (DC(RIK))

Pero I = 61 implica Fd_l(Dc(R(k)l.: 0

4 ) 2 . A . - - - : i Y —
Ahora: RangD_ (R/k) = d implica Fd(Dc(R/k)) = R

Luego por 5.5.6, Dc(ﬁlk) es libre de Rango d y finalmente D(R/k)

resulta libre de Rango d, por 5.5.%
4

&~

! A
A y
v
-
e —————
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