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El estudio de la  estabi l idad hidrodidmica de la circulaci6n ter-  

mohalina de l  oce'ano revela que la atmo'sfera ~ 6 1 0  puede perturbar las va- 

r iab les  de l  f l u jo  G s i c o  mediante un f l u j o  de empuje a trav6s de la  i n t e c  

face aire-mar. Sin embargo tal condicidn es necesaria per0 no suf ic iente,  

ya que c ie r tas  res tdcc iones adicionales sobre la forma de l a  dependencia 

horizontal de la fluctuacio'n, de origen atmosfe'rico, deben s e r  sat is fechas 

para que las mismas puedan s e r  consideradas como perturbaciones. Dichas 

restr icciones dependera'n de l  t ipo  de f l u j o  S s i c o  que esta bajo estudio 

(barotrdpico o baroclinico) . 
A& cuando las variaciones atmosfe'ricas puedan inducir pert- 

baciones en l a  circulacio'n termohalina de l  oce'ano, nunca poddn inesta- 

b i l i za r  e l  sistema ya que siempre e l  fac tor  temporal de las mismas re- 

presents una atenuacidn de foma exponencial. 



L I S T A  DE LA  NOTACION PRINCIPAL UTILIZADA 

EN EL TEXT0 

= latitud 

= latitud media 

= longitud 

= velocidad angular de la Tierra 

= 2min0 (pa rb tm de Coriolis) 

= 2Slsin0 
0- 

= aceleracih de la g r d d  

= velocidad zonal 

= velocidad zonal en forma adimensional 

= velocidad meridional 

= velocidad meridional en fonna adimensional 

= velocidad vertical 

= velocidad vertical en fonna adimensional 

= densidad del agua de mar 

= densidad del agua de mar en fonna adimensional 

= v o l m  especifico 

= volumen especifico en f o m  adhsional 

= presi6n 

= presi6n en forma adimensional 

= radio terrestre 

= longitud horizontal caracteristi& 

= valor medio de la densidad para el oae'ano 



= densidad de referencia 

= presi6n de referencia 

- - P-P, 

= calor especifico agregado 

= calor especifioo a presi6n constante 

= meficiente de expansi6n te'nnica 

= salinidad 
- 

- 

= salinidad de referencia 

= (1/pa) (ap/as) 
PIT 

= coeficiente de difusi6n vertical turbillonario 

= meficiente de difusidn horizontal turbillonario 

= ~ \ a ~ / v ~ ~ )  

= ( K ~ ~ J ~ D * )  

= entropia especif ica 

= longitud vertical caracteristica 

= velocidad horizontal caracteristica 

= vector posici6n 

= esfuerzo del viento 
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= vector unitario en la direcci6n z (O,O,l) 

= orden de magnitcad 

= meficiente de ccmpresibilidad del agua de mar 

3 = 10 (p*(s,T,O)-1) 

= variables de la perturbaci& 

uo,vo ,wo. . = variables del f lujo b&ico 

VJ*,~,I',Y,E= variables auxiliares (Capitulo V) 

= funci6n de Bessel de primera clase y orden v 

= funcidn de Bessel de segunda clase y orden v 

g (Y) ,F (Y) r 
G (y) = funciones auxiliares (Capitulo V) 

mr j = mdos nomles 
- 

AT, As = desviaciones de la tmpratura y la salinidad 

7 flujo &co del empuje 

= flujo h a l h  del gnpuje 
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=F +F = flujo tutal del gopuje 
T S 

= cociente &ico del epuje 

Ai (x) ,Bi (XI= funciones de Airy 

Z (x) , . . . . = funciones aclxiliares (Capitulo VI) 

= vector unitario en la direccidn y (o,~,o) 

= mod0 normal tgnporal 



1.1 La intervencidn de 10s ocknos en 10s cambios climsiticos 

Se ha podido apreciar que 10s oc&nos desarrollan un papel pro- 

minente en la determinacio'n de l  clima mediante procesos a gran escala en 

la interface aire-mar que gobiernan 10s intercambios de calor, humedad y 

cantidad de movimiento, en adicidn con e l  transporte calgrico. Mientras 

estas condiciones son deteminadas mutuamente por la atm6sfera y e l  oc6- 

ano, hay ot ras dominadas exclusivamente por es te  6ltimo a1  menos en las 

escalas c l i d t i c a s  de tiempo ma's prolorqadas (US Committe f o r  GARP, 1975). 
Las altas inercias te'rmica y mecdnica de l  oce'ano requieren tomar 

en cuenta consideraciones especiales sobre la intervenci6n de 10s oc&nos 

en 10s cambios climdticos. Pequedos cambios en la temperatura media o c d -  

nica sobre largas extensiones, podrian introducir severas modificaciones 

en e l  balance caldrico de la atmdsfera sobre e l  mar ( h s o o l  and Hogan, 

1969). Por e jemplo, las variaciones en l a  distribucio'n global de l  h ielo 

f lo tante poseen un efecto s ign i f icat ivo sobre e l  calentamiento neto de l a  

atmo'sfera (en virtud de l  control que ejerce e l  h ielo sobre e l  balance ca- 

lo'rico), y consecuentemente pueden cambiar 10s gzadientes t6rmicos meri- 

d i o d e s  que inducen las circulaciones atmosfe'ricas y ocednicas. Se ha 

v is to que l a  variacidn en e l  comportamiento de l  hielo a f l o t e  en e l  hemis- 

f e r i o  norte, que durante e l  invierno cubre alrededor de un 10% de la  su- 

per f ic ie  ocegnica, t iene algunas correlaciones con diferentes indices de 

cambios cl-ticos. La extensio'n de dicho pack v a r b  notablemente no s6lo 

a l o  largo de l  period0 anual s ino tambien de un a60 a otro. En par t icu lar  

cuando e l  pack se  contrae, l a  t rayector ia de las tormentas se  desplazan 

hacia e l  norte y las isohietas en la t i tudes  medias se  corren hacia e l  

este (Fletcher, 1968). En e l  hemisferio sur la variacio'n anual de l  Area 

cubierta por hielo es se i s  veces mayor que en e l  Artico. La magnitud re- 

la t i va  de las variaciones de un a50 a otro y las de largo periodo de l  

pack ~ n ~ r t i c o  pueden s e r  cons ecuentemente mayores , per0 ex is te muy esca- 

sa informacidn a1 respecto. El hecho d s  signi f icat ivo de la variacioi? 

mensual es que 10s mayores cambios en, la extensic& del  hielo ocurren du- 



rante diciembre, cuando la radiaci6n so lar  es dxima (~ck l ey ,  1979). Ba- 

jo la suposicidn que e l  pack de h ie lo absorbe unicamente un 4% de l a  ra- 

diaci6n incidente, mientras que e l  ocgano l i b re  de hielos absorbe un 90%, 
se  puede preveer que l a  influencia de anomalfas estacionales en l a  exten- 

sidn de l  hielo sobre e l  ocdano es  enorme (Fletcher, 1968). Un cambio i- 

gualmente significative puede s e r  introducido por la dispersidn de varia- 

ciones en la salinidad, como consecuencia de l a  fusi6n del hielo. 

La salinidad de las aguas superf ic iales esta' intimamente relaci_o 

nada con la formacidn de densas aguas de fondo, especialmente en e l  oc&- 

no aust ra l ,  las gue s e  hunden y dispersan llenando e l  t o t a l  de las cuen- 

cas oc&nicas del  mundo  ordo don, 197I.a-b). Tal proceso puede actuar como 

control de l  sistema clim&tico, con escalas temporales que van desde frac- 

ciones a miles de &os. 

El  gran n h e r o  de grados de l iber tad de l  sistema oc6ano-atmo'sfe- 

ra f a c i l i t a  la existencia de un s innhero  de posible mecanismos de real i -  

mentaci6n dentro del  oc6ano y de la atmdsfera, como ass tambie'n entre am- 

bos. Algunos de 10s efectos de realimentacidn d s  prominentes operan en 

medio de procesos de cambios clim6ticos de corto perfodo, especialmente 

aquellos relacionados con e l  balance de radiacibn sobre t i e r r a  y e l  ba- 

lance energgtico sobre e l  oc&no. Bryan (1969), Wetherald y Manabe (1972), 

Manabe y otros (1975) y Bryan y otros (1975) han mostrado que con e l  aco- 

plamiento de un modelo oceinico tridimensional y uno de circulacidn gene- 

ral para la atmdsfera, se  puede lograr una buena simulacign de l  clima pr2 

sente en nuestros dfas. En general e l  problem principal con estos mode- 

10s ha sido la gran disparidad de escalas temporales entre la respuesta 

de la  atm8fera (un G o )  y la  de la circulaci6n abisa l  (500-100 afios), 

10 ¶ue i m ~ l i c a  que se& necesario un tiempo de computacio'n adicional exc2 
sivo para lograr e l  equilibria oce&ico. Sin embargo, G i l l  y Ni i ler  

(1973) han mostrado que para escalas temporales que van desde dfas a un 

par de 50s  y fuera de las aguas ecuatoriales, 10s cambios en la tempe- 

ratura superf ic ial  e s l b  determinados primordialmente por variaciones lo- 

cales de l  calor y la energia mecinica, d s  que por procesos advectivos. 

Como consecuencia de e l l o  varios modelos han sido desarrollados depen- 

diendo fundamentalmente de alguna simulaci6n rea l i s ta  de la didmica 

de l a  capa de mezcla oceh ica  sobre un cic lo estacional, uti l izando pa- 

ra e l l o  las ideas de Kraus y Turner (>967) sobre la termoclina estacional. 



A 1  descr ib i r  e l  c ic lo  anual de la temperatura super f ic ia l  de l  mar estos 

modelos producen pobres resultados. Webster and Ldu (1977) han mostrado 

que es necesario i nc lu i r  una circulaci6n termohalina simple para remover 

e l  exceso de ca lor  de la capa de mescla en las regiones tropicales y evi- 

tar temperatums superf ic ia les art i f ic ia lmente elevadas. Estos autores 

han desarrollado un simple modelo fenomenolo'gico, donde incluyen un aco- 

plamiento exitoso entre un oce'ano con una capa de mezcla advectiva y un 

modelo atmosfe'rico en ecuaciones primitivas. 

1.2 Procesos f i s icos  en e l  oce'ano 

Ma's de l a  mitad de la radiacio'n so la r  que alcanza la superf icie 

de l a  t i e r r a  es absorbida por e l  mar y convertida en energia in te rm.  Es- 

ta radiacio'n so lar ,  conjuntamente con e l  esfuerzo de l  viento en superfi- 

c ie ,  es la fuente principal de energh para una variedad de procesos ff- 

sicos en e l  oce'ano, cuya importancia es esencialmente una funcio'n de sus 

escalas temporales. La atmo'sfera es parcialmente transparente a la  radia- 

cio'n so la r  como consecuencia de procesos de absorcio'n, dispersio'n y re- 

f lexi6n ( ~ i o u ,  1980). La cantidad de radiacio'n que alcanza a l  mar, espe- 

cialmente en la  banda de l  infrarrojo entre 10s 0.7 y 3.0 m, es suf ic iez 

t e  para producir un calentamiento. La absorci6n de radiation so lar  es re2 

ponsable de la  existencia de una capa de mezcla super f ic ia l  cglida de 
Z unos 10 m. de profundidad, que puede se r  encontrada sobre la mayoria de 

10s oce%nos de l  mundo. Esta capa superf ic ia l  y &lida represents un gran 

reservorio de ca lor  que act& como un moderador termodidmico sobre la 

didmica de la  atmo'sfera. E l  coeficiente de absorcio'n para e l  agua pura 

es una funcio'n de la  longitud de onda, con valores ba jos en la regi6n 

v is ib le  de l  espectro y extremadamente a l tos  en e l  in f rar ro jo (1rvine and 

Pollack, 1968). En consecuencia l a  radiacign v is ib le  penetra& hasta pro- 

fundidades de l  orden de 10s 100 m.,  mientras que l a  banda de l  infrarrojo 

es absorbida en 10s primeros 15 micrones ( ~ r o s c h  y otros, 1973). 

Parte de l  calor que alcanza la  superf icie de l  mar es  Ws fo rma -  

do en f lu jos  de calor sensible y la tente,  emitido en forma de radiacio'n 

de onda larga, almacenado en l a  capa superf ic ia l  y trasladado horizontal 

y verticalmente mediante varios procesos didmicos y termodi&micos. 



1.3 Participacidn re lat iva de la atmo'sfera y e l  oc6ano en e l  balance ulo-  
la1 de calor  

La forma en que e l  calor es d i s t r i bddo  por la atmo'sfera y e l  

ockno no es  simple. Los t&picos, en general, son la  regio'n de suminis- 

t r o  de energh para la circulacio'n global. La @;anancia n e t .  de calor  

radiativo que se  produce en la atmo'sfera debe s e r  redistribusda hacia 

la t i tudes d s  altas. Sobre 10s continentes e l  transporte de calor puede 

s e r  efectuado s6lo por la  atmo'sfera, mientras que en las vastas Qreas 

ocea'nicas la atmdsfera e hidro'sfera cooperan en exportar calor a otras 

partes de l  globo. 

La part icidn entre e l  calor transportado por la  atm6sfera ver- 

sus e l  transportado por e l  oce'ano t iene un intere's fundamental en e l  ba- 

lance energgtico global (~as ten ra th ,  1980). La interaccio'n a gra.n escala 

entre a i r e  y mar ha sido objeto de una larga ser ie  de trabajos durante 

10s iiltimos quince afios (~onder  Haar y Oort, 1973; Oort y Vonder Haar, 

1976; Hastenrath, 1977a,b; Stepanov y Gritsenko, 1980; Hastenrath, 1980; 

Bunker, 1980 y Lamb y Bunker, 1982 entre otros). Todos estos trabajos u- 

t i l i zan  datos climatoldgicos para e l  c&lculo de 10s f lu jos  air-mar, s ieg  

do 4ste un factor  c r i t i c0  sobre 10s oc&os, en especial en e l  hemisferio 

sur. Desde un punto de v is ta  estrictamente meteoroldgico, las extensas 

areas ocegnicas representan un fac tor  modexador para e l  comportamiento 

de la atmo'sfera (menberth y van Loon, 1981; Necco, 1982). A mrtir 
de consideraciones cual i tat ivas se  habfa supuesto que e l  f'lujo.de energfa 

efectuado par 10s ochnos hacia 10s polos era- pequeGo en comparacidn con 

e l  trasporte de calor a travds de la  atmo'sfera (~verdrup y otros, 1942). 

Jung (1952) uti l izando un modelo hipotgtico y muy simple para la circula- 

ci6n o c h i c a ,  ha estimado que e l  transporte meridional de calor hacia 
15 e l  polo a una l a t i tud  de 3 0 ' ~  es de alrededor de 10 g-cal secml, y su- 

g i r id  que la importancia de tal circulaci6n meridional no puede s e r  des- 

cartada en 10s cdlculos del  balance global de energh. Se l le r  (1965) y 

Vonder Haar y Oort (1973) han estimado en forma indirecta e l  f l u jo  meri- 

dional de calor  medio anual en 10s oc6anos a pa r t i r  de datos atmosf6ri- . 

cos, como diferencia entre e l  calentamiento radiativo neto y e l  t r anspo r  

t e  de energ& por la atm6sfera. Estudios similares fueron realieados por 

otros autores ( ~ r y a n ,  1962; Oort y Vonder Haar, 1976; Trenberth, 1979 y 



Hastenrath, 1980). per0 la pobre densidad de datos en algunas i reas  ocek- 

nica, 10s cortos periodos de observaci6n y .la diversidad de fuentes de 

10s registros y te'cnicas de &lisis, conspiran en contra de la confia- 

bi l idad de 10s resultados. La consecuencia lo'gica de l o  expuesto se& 

e l  u t i l i m r  modelos ocea'nicos, per0 a1 presente s610 fueron publicados 

unos pocos trabajos en 10s que se  u t i l i zan  grandes simplificaciones 

( ~ u n ~ ,  1952; Bennet, 1978; Georgi y Toole, 1981 y Szoeke y Levine, 1981) 
L 

y en ninguno de 10s cuales s e  emplea una descripci6n f i s i ca  completa de 

la circulacio'n termohalina. 

I. 4 La circulacio'n termohalina 

La circulacidn generada por procesos que afectan directamente 

la temperatura y sal inidad en superf ic ie es denominada la circulaci6n 

termohalina. Los procesos t b i c o s ,  es dec i r  e l  calentamiento y enfria- 

miento de las aguas ocdnicas,  son 10s principales responsables de tal 

circulaci6n. 

Generalmente hablando, las variaciones de sal inidad en e l  agua 

de mar producen una contribuci6n pequeij& a la circulacidn termohalina en 

comparacich con 10s procesos t6rmicos. Incrementos (disminuciones) en la 

densidad super f ic ia l  por enfriamiento (calentamiento) y saliniziaci6n 

(desalini iacidn) generan fuereas de empuje que causan un hundimiento 

(surgencia) de las aguas, creando en consecuencia e l  primer movimiento 

de l a  circulacidn termohalina 

A diferencia de l a  atmo'sfera e l  mar es calentado desde arr iba 

y su temperatura decrece con l a  profundidad. Por l o  tanto su est rat i f ica-  

ci6n t&rmica es generalmente sumamente estable. Debido a l a  mezcla rela- 

tivamente intensa, l a  capa super f ic ia l  de l  mar, de unos 100 m. de espe- 

sor,  resul ta  cuasi-homogdnea . 
Los oc&nos dif ieren muy levemente en 10s valores de su sal in i -  

dad. En las regiones polares, l a  salinidad s e  increments con la profundi- 

dad como resultado de que las aguas con mayor contenido sal ino resultan 

d s  densas que las aguas superf ic ia les d s  dilufdas. Sin embargo, la  den- 

sidad del  agua es fundamentalmente controlada por la temperatura y l a  es- 

tabi l idad permite la formacio'n de capas locales de bajo contenido salino. 



Utilizando la aproximaci6n de Boussinesq, podemos escr ib i r  las ecuaciones 

pra e l  oc&no en forma adimensional ( ~ e d l o s k ~ ,  1979) en t h i n o s  de coo; 

denadas esfe'ricas A (longitud), @( la t i tud)  y z (vert ical) .  

f=2Qsin@ parhetro de Coriolis 

Qo=latitud media 

@=velocidad angular de la Tierra K,=coeficiente de di- 
fusidn vertical tur - 
billonario 

g=aceleraci6n gravitatoria 

L=longitud horizontal caracteristica U=velocidad horizontal 
caracteristica 

D=profundidad caracteristica 

ao=radio terrestre u, v=componentes zonal y 
meridional de la ve - 
locidad 

w=componente vertical de la veloci- 
dad 

Hasta e l  momento no se  ha podido encontrar una soluci6n general 

para e l  sistema (1.4-1,5). Sin embargo, mediante l a  transformaci6n por 
similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963) y posteriormente ge- 

neralizada por Kozlov (1966) es  posible obtener soluciones part iculares. 

E l  problem e s g  descripto en t6rminos de un balance geostr6fico e h i d m ~  

G t i c o  con la difusio'n turb i l lonar ia  ver t i ca l  incorporada dentro de la 



ecuacich para la densidad. No obstante no est6 a h  muy claro e l  papel que 

desempek la difusi6n t u b i l l o n a r i a  horizontal en la circulaci6n termoha- 

l i na  p oni in, 1973). - 

I. 5 Estabil idad en l a  atmo'sfera y 10s oc&nos 

La existencia de fluctuaciones en la circulaci6n atmosfgrica y 

ocegnica pueden s e r  atr ibuidas a la  inestabi l idad de l a  dinihica de l  e s k  

do Gs ico .  Estas peque&s perturbaciones estdn presentes inevitablemente 

en cualquier sistema rea l ,  per0 sus efectos sobre 10s f lu jos estables son 

e fhe ros .  Sin embargo, cuando e l  estado G s i c o  es inestable las fluctua- 

ciones crece&n en amplitud en e l  espacio y en e l  tiempo. Las escalas tem - 
porales y espaciales esGn determinadas por l a  didmica de l a  interaccio'n 

entre la perturbaci6n i n i c i a l  y e l  estado or ig inal  de l  flusdo. 

En general e l  problema de la  estabi l idad en la atmdsfera ha s ido 

desarrollado en profundidad para f l u  jos ~ u a s i - ~ e o s t r 6 f  icos a escala sin62 

t i c a  (charney y Stern, 1962; Pedlosky , 1 H a - b ,  1979). E l  primer traba jo 

sobre l a  estabi l idad de f l u jos  paralelos fue real izado por Helmholtz 

(1868). Luego que Rayleigh (1894) escr ib iera una se r i e  de trabajos funda- 

mentales sobre la estabi l idad hidrodidmica, l a  teor ia  ya se  encontraba 

perfectamente conformada en 10s comienzos de l  s ig lo.  Una amplia gama de 

problems ha sido resuel ta desde entonces, pues la teorfa ha sido extend2 

d a  a f luidos viscosos y las aplicaciones de la m i s m a  son muy numerosas 

  ats son, 1960; Drazin y Howard, 1966; Lin, 1966; Killworth, 1980; Drazin 

y Reid, 1981 y Veinstein, 1981 entre otros) . Algunos autores han extendi- 

do estos estudios. a1 caso de l a  inestabi l idad baroc lh ica  en corrientes 

ocdnicas y f lu jos  turbulentos en mar abierto ( ~ r l a n s k i  y Cox, 1973; 

Killworth, 1981). Sin embargo a1 presente e l  problema tridimensional de 

la estabi l idad de la circulaci6n termohalina permanece s i n  resolver. 

I. 6 Objetivos de la investigacich 

Hemos mencionado la intervenci6n prominente de la  circulaci6n ter -  

mohalina en la  descripci6n de l  comportamiento de l  oc&no bajo l a  influen- 

c ia  atmosfgrica, como asi tambign en e l  acoplamiento ocdano-atmdsfera en 



10s modelos de simulacidn cldtica. Es evidente que la posibilidad de 

utiliear expresiones analiticas para 10s campos de presibn, velocidad y 

temperaturn en el mar, como funciones de la latitud, longitud Y profun- 

didad, en lugar de un conjunto completo de ecuaciones diferenciales en 

derivadas parciales, represents una inmensa simplificacidn del problem 

cuando tratamos de estudiar el sistema ocho-atmo'sfera mediante modelos 

matedticos. Sin embargo, debemos enfatizar que cada una de las solucio- 

nes de la circulaci6n termohalina es una solucio'n exacta de las ecuaci* 

nes de movimiento para la aproximci6n geostr6fica de un fluid0 estrati- 

ficado sobre una esfera y que a1 presente ~arecerk que no hay forma de 

probar cual de ellas, si es que existe realmente alguna, es realizable 

en la naturaleza. Una aproximaci6n posible a1 problem consiste en estu- 

diar la estabilidad de estos flujos ba jo perturbaciones atmosf&cas. Es- 

t$ fuera de 10s propdsitos de la investigaci6n el analizar La, estabilidad 

hidrodidmica de las autoperturbaciones del fluido, ya que unicamente es- 
tamos interesados en aquellas perturbaciones cuyo origen es atmosfgrico. 



~ a p i t u l o  I1 

MODELOS TEORICOS LA CIXULACION TERMOHALINA 

11.1 Ecuaciones Ixisicas de la  circulaci6n termohalina 

Las ecuaciones de movimiento en coordenadas esfe'ricas y s i n  

f r icci6n esGn dadas por 

La ecuaci6n de conservacioi? de la  masa es 

mientras que la  ecuacidn termodinaOmica simplificada para e l  oc&no puede 

se r  escr i ta  como (~edlosky,  1979) 

Donde e l  aster isco (*) indica las variables dimensionales, ig es l a  lati- 

tud, Xla longitud y r" e l  vector posicidn. 

Introduciremos a continuaci 6n c ier tas "escalas caracterist icas" 

a 10s efectos de poder escr ib i r  las ecuaciones en forma adimensional, 

donde las nuevas variables carecerin de l  aster isco (~edlosky , 1979). 



Donde U es la escala horizon- 
ta l  t ipica. 
D es la  escala vertical 
del movimiento. 
a, es e l  radio terres- 
tre. 

Las escalas U, t , D, etc. , han sido elegidas ba jo la suposici6n 

de que las variables adimensionales son del orden de la unidad y que cua. 

quier producto de combinaciones de variables es mensurado par el producto 

de 10s factores de escala. 

Definiremos el nhero de Rossby de acuerdo a: 

Los valores tipicos de las distintas escalas para el ocgano sonr 

- 1 u =.0(1 cm.sec ) 
5 D d(6x10 cn. ) 8 

af0(6x1O cm. ) 
n/a0 =o(ld3) ~ko(10) 

c= o(~o-~) 

Si utilizanos las variables adinensionales, definidas anteriorc 

mente, para expresar el sistena (11.1-1,5), obtendremos 



Entonces tomando unicamente 10s . t6nninos de primer orden, 0(1) 9 

e l  sistema anter ior  se  reduce a 

Cuando la salinidad (s) es una constante conocida, l a  densidad 

es unicamente funci6n de la  temperatura (T) y de l a  presidn (p) ( ~ e r o n i s ,  

1973 

A pa r t i r  de la primera ley de la tennodidmica 



donde $es  la entropia especffica, 6q es e l  calor agregado por unidad de 

mask y Cp es e l  calor especifico a p r e s i h  constante. S i  e l  proceso es 

adiabtitico, es deci r  6q=0 , entonces 

donde hemos ut i l ieado la equacidn hidrost6,tica (11.1-15). La relacio'n de 

Maxwell ( ~ a t c h e l o r  , 1967) 

( a = v o l u m e n  especi f  ico) 

puede se r  ut i l ieada para transformar l a  (11.1-19) en 

donde u= ( l / a )  ( aa/ aT) es e l  coef ic iente de expansidn te'nica. 
P 

De acuerdo con la aproximacidn de Boussinesq (~e ron i s ,  1973; 
Phi l l ips,  1969) 

h h donde p=p-pay p=p-pa . E l  subindice indica las variables de l  campo a d 3  

&.t ic0 e h idrosGt ico correspondiente a un estado de referencia. En e l  

oc&no la diferencia entre e l  estado rea l  y e l  de referencia es m u y  peque- 

&, por l o  tanto 

En consequencia, podemos desarro l lar  e l  campo de densidad en se r ie  de po- 

tent ias 



Por lo tanto podemos escribir 

donde p =I. 035 es el valor nedio de la densidad para el ocgano. 

Si definimos 

8=- (l/p,) (ap/aT) p, 

Entonces la (11.1-22) puede ser escrita como 

Haciendo un adisis de escala de 10s distintos thinos de e'sta 

ecuaci6n obtenemos 

-9 " entonces gkp-10 1 1 << ( 1 /D) ya que 0 (10-l~) (Sve-p st 

al. , 19b2). En consecuencia 

A 

sin embargo, si suponenos una salinidad constante (S= ~)(realmente en el 

oc&no las variaciones de salinidad son muy pequaks) obtendremos 



El nuevo sistema de ecuaciones t o m G  la forma 

2 A 

donde K '= (K,~,/uD ) ,p=c/P0 Y gg~=g6 /Po  es e l  t6rmino de empuje. 

En (11.1-12) y (11.1-33) hemos supuesto que la d i f  usi6n horizon- 

tal de l  calor es despreciable. Pese a que dicha supos ic i k  no es comple- 

tamente A l i d a ,  la m i s m a  representa una gran simplif icacio'n de l  problem 

como veremos &s adelante. 

11.2 La ecuacidn de la presi6n y l a s  condiciones de contorno 

A pa r t i r  de la ecuacidn (11.1-32) obtenemos 

Sustituyendo este valor de u dentro de la  ecuacidn de difusidn (11.1-33) 
A 

y escribiendo u, v y T en funcion de P, de acuerdo a (11.1-29 hasta 31), 

luego de algunas susti tuciones es posible obtener ( ~ e r o n i s  , 1969) 



Esta es la ecuaci6n que u t i l i m r a  Needler (1967) en su modelo pa- 

ra la circulaci6n termohalina que results algo d s  complicada que la  

ecuacion-M empleada por Robinson y Welander (1963), donde M era def in i-  

do por 

La condiciones de contorno para algh nivel  P o a l o  largo de 

la  superf ic ie de l  mar s e d n  Gti les para fi jar la velocidad barotr6pica. 

O t r a s  condiciones de contorno debedn inc lu i r  la estructura te'rmica de l  

f lu id0 o e l  f l u jo  caldrico en la  superf icie y la velocidad ver t i ca l  en la 

base de la  capa de Ekman. Esto a t i m o  es esencialmente e l  efecto de l  es- 

fuerzo de l  viento sobre la superf icie de l  mar (Pedlosky, 1979) 

+ w*=E. rotor (r/2poQsin0) e 

donde es e l  vector uni tar io en l a  direccio'n 5 y * e l  esfuerzo de l  vien- 

to. 

11.3 La transformaci6n por similaridad 

Hasta e l  presente no ha sido posible obtener una solucio'n gene- 

ral p r a  l a  ecuaci6n de la presi6n (11.2-2); s i n  embargo mediante l a  

transformacidn por similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963) 

y que luego fuera generalizada por Kozlov (1966), es posible obtener so- 

luciones especiales. A pesar de algunas arbitrariedades gstas soluciones 

pueden resu l ta r  muy Gti les en l a  descripcidn de l a  circulation tenoha l i -  

na. S i  suponemos que 

(11.3-1) 

donde 4=f(Q,h) z y sust i tdmos la (11.3-1) dentro de la  (11.2-2), p e  



dremos concluir que solament e exis tid solucio'n si  

Ba jo ta les  condiciones ~ ( 6  deb& sat is facer  

4  donde ~"=d ' l ~ /dp  , etc.; p y n son nhe ros  reales y E(@) es una funcidn 

arb i t rar ia .  De esta forma l a  ecuacich di ferencial  en derivadas parciales 

y no l i nea l  ha sido reducida a una ecuacio'n di ferencial  ordinaria. 

De acuerdo con Robinson y Welander (1963) podemos escr ib i r  la 

(11.3-3) en la forma 

11.4 ~o luc i dn  de potencia inversa 

Supongamos que ambos lados de (11.34) son cero, entonces 

En general 6+0 y una posible solucidn de (11.4-1) e s t a A  dada por $ = 0, - 
pero esto s ign i f ica que F=Fo= constante. En consecuencia 



correspondiendo a un f l u jo  netamente barotrdpico. S i  f # 0, e l  tgrmino 

entre l laves en (11.4-1) debera' s e r  n u . .  Esto es 

consecuentemente, (11.4-1) toma& la f o n a  

Por l o  tanto 

d ~ / d p  = e x p  ( E ) Ga con  E= c o n s t a n t e  

(l/ (1-a) ) d (GI -~)  /d& = exp ( E )  d (6+6*) i d 6  

Esto s ign i f ica que l/ (1-a) 
G={ (1-a) exp(6) (&+&,I 1 

per0 de acuerdo a (11.4-4) 

{I/ (1-a) ]= -2+ (q/n) 

En consecuencia 

(11 4-7 

donde 

(-2+ (q/n) 
F=Y(_6+6 ) + c o n s t a n t e  

-0 



( (q/n) -2) 
u=constante=Cl/ ( (q/n) -1) (-n/ (2n-q) exp ( 6 )  1 

Como la (11.4-2) debe s e r  satisfecha por la (11.4-7) podemos ob- 

tener las siguientes condiciones 

q=n, Y = ~ K '  y la constante en (11.4-7) igual a cero, 

Por l o  tanto 

es una solucidn. 

De acuerdo con la (11.3-2) cuando q = -n 

pero 6=f  (@, X) z=z (sin@) 9 (X+E (a) ) -q . Consecuentemente 

donde 

(11.4-11) 

La (11.4-10) es denominada la solucidn de potencia inversa e in- 

troducidndola dentro del  sistema (11.1-29,33) podemos obtener u, v, w y 

T comot 



En par t icu lar  podemos concluir de la expresio'n de la temperatura que 

6 hq<0 , pues de ot ra forma e l  denominador en (11.415) podria s e r  nu- -0 

l o  para c ie r ta  profundidad. 

De acuerdo con (11.4-14) la velocidad en la base de la  capa de 

Ekman es 

Por otro lado hemos v is to en (11.2-3)(~edlosky, 1979) que 

-t -+ 
w:=k. r o t o r  ( ' C / 2 ~ ~ n s i n @ )  

l o  que s ign i f ica que para regiones de anticiclones permanentes ( la t i tudes 

subtropicales ) es negativa . En consecuencia podemos concluir de (11.4- 
16) que q (1. 

Las fluctuaciones de la temperatura super f ic ia l  en e l  oce'ano, 

T(Z=O) , decrecen a medida que se  incrementa l a  l a t i t ud ,  motivo por e l  

cual q debe se r  elegido de f orma tal que q < :2/3. 

11.5 La solucio'n de Fofonoff (1962) 

Esta solucidn es un caso par t icu lar  de l a  anter ior ,  cuando E ( @ ) =  

a una constante y 6 =0. Por l o  tanto 
-0 



A 

Del sistema (11.+1,5) se  puede ver que P, u, v, w y T divergen 

en superf icie , por l o  cual es ta  solucio'n no resul ta muy 6til en nuestro 

problem. 

t o  es  n=O. En consecuencia 

Suponiendo que P i4  y # # 0, l o  cual implica en (11.6-1) 

FIIF~l-FIII,o 

y en la m i s m a  forma que en la ~ e c c i d n  11.2 podemos obtener 

F=b+d exp (c6) - 

Sin embargo es ta  solucicfn debe sa t is facer  la  (11.6-2) y esto im- 

pl ica que q =-I, en consecuencia 

F=b+d exp (cz/sin@) 

Esta solucidn es s i m i l a r  a la  de Blandford (1965) y e l  campo de 
# 



presidn puede ser escrito como 

(11m6-5) P= (X+E ( @ I  ) (b+d elip (cz /s in@) ) 

La temperatura puede ser obtenida a partir de P mediante la relacidn hi- 

drostdtica (11.1-31) 

Supongamos que T es conocida a zrO, esto es 

lo que implica que la (11.1-6) puede ser escrita como 

A f i  

T=T exp (cz /s in@) 
S 

Es necesario hacer notar que el te'mino (X+E (4)) ) / s i n @  es d ive rgen te  
en  @=oO. 

Si c es conocida, d puede ser obtenida a partir de la magnitud 

de Ts. Utilizando la (11.1-29) obtendremos que 

Esto significa que si conocemos v en la superficie y a cualquier latitud, 

podemos obtener el valor de bl donde b representa la amplitud del mod0 

barotro'pico. 

Por otro lado 

u=- ( l / s i n@)  { (dE/d@) (b+d exp ( cz /s in@)  - 

(11'6-10) W= ( ~ # c / s i n @ )  + ( l / s i n @ j  {b (1+ (cz /s in@) ) +d exp ( cz /s in  ) 1 



La expresi6n- de l a  velocidad ver t i ca l  contiene dos tdrminos, uno 

de e l l os  independiente y e l  otro .direct+mente prop~rc ional  a K ' ~  l o  cual 

s ign i f ica que ex is te soluci6n no nula a h  en ausencia de difusio'n. 

En la  base de la capa de Ekman,donde la velocidad ver t i ca l  e s t i  

especificada como we, podemos obtener a partir de (11.6-10) que: 

S i  e l  bombeo o succidn en la capa de Ekman son conocidos, po- 

dremos entonces f i  jar Kpc. La (11.6-10) con b= 0 es ide'ntica a la solu- 

cidn de Blandford (1965). Es importante observar que a& pers is te c ies ta  
a rb i tn r iedad  en e l  campo de presi& como consecuencia de que la funciok 

E( @) no ha sido especificada todavb. Este t h i n 0  permite que las compo- 

conentes meridional y zonal de l a  velocidad posean c ie r to  grado de l iber- 

tad como consecuencia de l a  dependencia de u y v con E( @) . 
Para grandes profundidades (z  = -h) e l  te 'n ino exponential sera' 

despreciable y la velocidad ver t i ca l  estard, dada por 

donde hemos supuesto que la  parte barotrdpica de l  campo de presi&n es nu- 

la (b 4). 

En general wh y K' no son cantidades obsenables y por tal moti- 

vo l a  relaci6n (11.6-11) es algunas veces u t i l imda  para de ten ina r  

wh/KV a pa r t i r  de 10s datos ( ~unk ,  1966). 

O t r a  forma a pa r t i r  de la  cual c puede s e r  encontmda es median- 

t e  e l  f l u  jo de calor a trave's de la  superf ic ie (z= 0) , donde 

(&T /&z)  = (c2dIga) ( (X+E (@)  ) /sin2} exp ( c z / s i n @ )  

$e forma tal que 



(~)c'd/~a) { (X+E (Q) ) /sin29)=n 

Ahora c e s G  determinada por Kp, H, d y una funcidn arbitraria 

E( a) (cuando esta 6ltima ha sido especificada). 

A partir de la (11.6-11) es fa'cil ver que el simple efecto del 

proceso difusivo sobre la solucidn exponential es el de requerir una velc 

cidad vertical positiva a grandes profundidades (~eronis , 1969). Mds aih 

la soluci6n presente incluye la de Welander (1959) como un caso especial 

en procesos no difusivos. 

11.7 Generalizaci6n de la solucidn por similaridad 

De acuerdo con Needler (1967) es posible obtener una solucio'n 

por similaridad d s  generalizada si 

Sustituyendo (11.7-1) dentro de (11.2-2) obtenemos que las condiciones 

para que exista soluci6n no trivial son 

Las condiciones (11.7-2) son satisfechas si &, A y M son indepez 

dientes de @ . - Sin embargo. en tal caso, v=O ( aP/ a@ =0) , uf 0 per0 

au/ a X = O  y por lo tanto awl az  =o w w  ( @ I  . Esta solucio'n tiene una 

utilidad muy restringida debido no solamente a las restricciones impues- 

tas sobre las componentes horizontales y vertical de la velocidad,. sino 

tambie'n a1 hecho de no aceptar condiciones de contorno a lo largo de cos- 

tas meridionales. 

Podemos no obstante obtener una solucio'n d s  6til si las ecuacio- 



nes (11.7-2) son satisfechas con k=c/sin@ (como en la solucio'n exponen- - 
c ia1  previa) . 

Ahora las funciones A y M pueden s e r  elegidas de forma tal que 

satisfagan las condiciones de contorno, es  deci r  c ie r ta  temperatura su- 

perf i c i a l  o e l  f l u jo  de ca lor  y l a  distr ibucidn de la velocidad ver t ica l .  

En consecuencia l a  (11.7-1) toma& l a  forma 

- A p a r t i r  de (11.1-29 hasta 33) podemos obtener 

u= (-l/sin@) I ( aA/ a@) + ( ( aM/ a@) 

-H(cz cot.@/sin@) exp (czjsin9)) 

T= (cM/gasin@) exp (cz/sin@) 



LA IMPORTANCIA DE LA DIFUSION HORIZONTAL EN LA CIRCULACION TEZMOHALINA 

111.1 Dependencia de l  coeficiente de difusidn horizontal turb i l lonar io  

en e l  oce'ano con respecto a la escala horizontal 

El ockno puede s e r  dividido en t r e s  capas de acuerdo a las pro- 

piedades de la turbulencia: (1) La capa de mezcla superior, cuyo espesor 

es de alrededor de 100 m. y la  cual se  halla en un estado turbi l lonar io 

como consecuencia de l a  turbulencia constantemente creada por efectos 

atmosf e'ricos . (2) La capa interna , que .abarca cas i  la total idad de l a  ma- 

sa ocegnica y dentro de la cual sdlo ex is te mezcla turbulenta en regiones 

ais ladas como resultado de l a  inestabi l idad h idrodSmica de las ondas in- 

ternas.(3) La capa de fondo, con un espesor de aproximadamente 10  m. y ctlr 

racter fs t icas similares a la capa superior. de mezcla en l o  que respecta 

a1 estado turbulento. 
La difusio'n ve r t i ca l  en e l  ocdano estd caracterizada por un coe- 

f i c ien te  turbi l lonar io Kv que cambia con la profundidad y depende sustan- 

cialmente de la  es t ra t i f  icacio'n de l  camPo de densidad ( ap/ az) . El  orden 
2 

de magnitud de K, es de 10 cm segW1 en la, capa superior de mezcla y de 
2 

1 cm sefl  en las profundidades oceh icas  (capa interna) (veronis, 1969). 

./ El  mecanismo de l a  turbulencia en e l  mar no ha sido l o  suficien- 

temente estudiado y la m i s m a  es usualmente representada como e l  resultado 

de l  decaimiento de grandes vdrt ices en otros d s  pequecos (~zmidov, 1959). 
En este caso se  supone que 10s v6rt ices en cuestio'n no son perturbados 

por cualquier c lase de energia de origen externo, mientras que l a  disipa- 

cidn energ6tica por efectos viscosos s e  considem despreciable. Sin  em- 

.go en 10s f lu jos  turbi l lonar ios reales existe frecuentemente una influen- 

c ia  directa de energh sobre l a s  dreas ocegnicas investigadas; por ejem- 

plo originada por tormentas, fuemas de mama u 01,s creadas por e l  vien- 

f to.  Los v6rt ices adquirirah es ta  energ& adicional que naturalmente no 
sera' governada por las leyes apl icables dentro de l  rango inerc ia l  de l  es- 

pectro de la turbulencia (0kubo y Ozmidov, 1970). No obstamte es posible 

suponer que en e l  ockno, a pesar de es ta  influencia externa de energia, 

pueden ex i s t i r  regiones ais ladas, a escala inerc ia l ,  separadas por zonas 
, 



con una afluencia energe'tica signi f icat iva. 

S i  la difusidn horizontal de una mancha de alguna impureza en e l  

ockano (una sustancia trazadora) es causada por v6rt ices dentro del  ran- 

go inercial ,  l a  dependencia del  coeficiente de difusio'n horisontal turbi- 

l lonar io con respecto a la escala L de l  fen6meno en cuesti6n, sera' des- 

cr ip ta por "la l ey  de la potencia .a 10s 413 de Richadson* (1926). La 

ley para la difusign turbi l lonar ia fue descubierta empiricamente por 

Richardson para la  atmo'sfera, comprobandose que resultaba s e r  bastante 

d s  dif icul toso e l  establecer is dependencia de KH con L para las condi- 

ciones ocegnicas. Actualmente existe la posibilidad de cornprobar l a  de- 

pendencia propuesta para e l  coeficiente de difusio'n horizontal con datos 

obtenidos de experiencias que involucraban la  dispersign de manchas de 

colorantes y otros trazadores en e l  mar (~kubo,  1962; 1968). Estos expe- 

rimentos abarcan una amplia gama de rangos de escala, desde aproximadameg 

t e  10s 10 m. hasta valores que exceden 10s 1000 Km. 

De acuerdo con Monin (1973) a partir de una comprobaci6n experi- 

mental directa de l a e l l e y  d e  l a  p o t e n c i a  a 10s 4 / 3 1 1 ,  K s o * l / 3 ~ 4 / ?  

B y como consecuencia de 10s datos acumulados en pruebas de d i  usi6n hechas 

en e l  o c b o  (0kubo y Ozmidov, 1970) fue posible estimar e l  valor para 
A 2 -1 3 -5 2 €*en 10 cm seg para las escalas de 10-10 m. y de 10 cm seg-I en l a s  

3 escalas de 10 a 10 Km. ( ~ e r  Figura 1). 

111.2 Magnitud de l  te'rmino de difusio'n horizontal 

Hemos mencionado en l a  ~ e c c i d n  1.3 que e l  sistema termohalino 

unicamente considera efectos de difusio'n ver t ica l ;  s i n  embargo debido a 

que e l  coeficiente de difusio'n horizontal turbi l lonar io crece con "L", de 

acuerdo a " la  ley de la  potencia de 10s 4/3", no e s G  claro que la suposi 

ci6n anter ior sea vglida siempre. 

La ecuaci6n termodina'mica simplificada para e l  oce'ano esta' dada 

por (~edlosky , 1979) : 



donde hemos supuesto pue e l  calentaniento interno (q) es ciespreciable. 

Figura 1. Dependencia de l  coeficiente de difusidn horizontal 

turbi l lonar io con la  escala de l  fen6meno ( ~ ~ n i n ,  1973). 

Definiremos a continuacidn variables adimensionales como en la  

~ e c c i 6 n  11.1, per0 en este caso "L" s e s  ut i l izada como la escala de l a  

longitud horizontal. 

Por l o  tanto la (111.2-1) pod& s e r  escr i ta  como 
, 



(111.2-2) (U/L) ( d p / d t )  = ( K ~ / D ~ )  ( a 2 P / a z 2 )  +K v2 
H H 

donde 

En consecuencia l a  (111.2-2) toma& la forma 

( I I I .~-4)  (dp/dt) = ( K ~ L / U D ~ )  ( a 2 p / a z 2 )  + ( K ~ L / ~ ~ u )  v i  
2 E l  orden de magnitud de (K$/UD ) e s  de l 0 - l 0 ~ ,  mientras que 

( K ~ L / ~ * u )  =10-18E*1/3L,7/3 ; donde hemos supuesto que ~ ~ = l c r n * s e c g - ~  - 
0 

De donde s e  desprende que 

La ecuaci6n (111.2-5) nos permite d e f i n i r  t r e s  regiones especf- 

f i cas ,  de acuerdo a 1  orden de magnitud de "L". 
3 7 Reg& I : Que corresponde a una escala hor izontal  1 0  cm<L< 3x10 c m . ,  

2 donde ( K H L / a o u )  << (KvL/UD2) . En consecuencia e l  sistema te r -  

mohalino (11.1-13,17) puede s e r  u t i l i zado  perfectamente en e'sta 

regio'n 
7 8 Regign 11: Correspondiente a escalas horizontales 3x10 crn. 4 Lc 1 0  cm. , - 

donde (y /aE~)  y ( K ~ L / U D ~ )  t ienen e l  rnismo orden de magnitud. 

Por l o  tanto  la difusio'n ve r t i ca l  y la  hor izontal  deben e s t a r  

presentes en la ecuaci6n (11.1-17). 
8 ~egio 'n  111: Correspondiente a escalas horizontales L > 10 cm., donde 

2 2 ( K ~ L / ~ ~ u )  << ( K V ~ / u D  . En consecuencia unicamente e l  tgrmino de 

difusio'n hor izontal  debe e s t a r  presente en l a  ecuacign (11.1-17). 



111.3 Soluciones posibles de l a  circulacio'n termohalina 

Supongarnos que L -0(a0)(escala planetaria), esto signi f ica que 

estamos trabajando dentro de l a  Regidn 111. En consecuencia e l  sistema, 

(11.1-13,17) toma& la forma 

Utilieando (111.3-2) y (111.3-1) podremos escr ib i r  l a  (111.34) 

en la forma siguiente 

(111.3-6) 

Mientras que a pa r t i r  de (111.3-5) tenemos que 

2 
(111.3-7) w= [ (KH/uao) [ ( a 2 p /  30 ) - ( s inQ/cos@)  ( a p /  a@) + ( l / c o s 2  @) 

2 
( a p /  a X 2 )  I - ( U / C O S O )  ( a p /  a x )  -V ( a p /  a m )  I / ( a p /  a z )  

Por l o  tanto l a  (111.3-6) toma& la  forma 



donde K ~ = ( K ~ / U ~ ,  ) 
Suponiendo que vzO (esto s ign i f ica (ap/ax ) =O ) la (111-3-8) 

adquirira' la forma 

Estableciendo que 

(111.3-10) ~(@,z)=Z(z)f  ( @ I  

la (111.3-9) podra' se r  e s c r i t .  como 

S i  la funcidn f sat is face la ecuacidn 

(111.3-12) ( d 2 f  2, -tan@ (df/d@ )=o  

la (111.3-11) tendd. la  siguiente solucio'n 

s i n  restr icciones sobre la forma de z(z). En par t icu lar  si  suponemos una 

forma exponential para ~ ( z ) ,  la  solucidn anter ior  se  conver t i d  en 

(111.3-14) p (@, z) =aexp (bz) sin@ (b>O) 

donde a y b debem'n s e r  determinados a partir de las condiciones de contor- 



no. O t r a s  soluciones de la (111.3-8) pod& s e r  obtenidas en la m i s m a  for- 

m per0 bajo di ferentes suposiciones. 
S i  e l  tdrmino de d i f u s i b  horieontal ( K ~ L / ~ ~ v )  v2 es agregado 

O h  
en el lado derecho de la ecuacio'n (11.1-12) tal como ocurre en la (111. 

2 
2-2). es deci r  cuando (K$/aou) y (KV~/bD2) tienen e l  mismo orden de mag- 

nitud, e l  problem s e  t o m  int ratable mediante e l  mgtodo uti l izado. Sin 

embargo Veronis (1969) ha presentado una solucio'n simple cuando la varia- 

cion la t i tud ina l  ha sido despreciada. De acuerdo con la  (111.2-3) esta 

suposicio'n implica que 

per0 esto no es c ier to para 10s campos oce6nicos de temperatura, salinidad 

y densidad de or don y Molinell i, 1982). En consecuencia sera' necesario en- 

contrar otros m6todos para resolver e l  s i s t e m  de ecuaciones termohalino 

dentro de la Regicfn 11, definida en la ~ e c c i 6 n  111.2. 



I V . l  E l  orden de magnitud de l a  perturbacio'n 

Como hemos v is to en e l  ~ a p z t u l o  I1 (seccio'n 11.1) nuestro s is te-  

ma de ecuaciones en coordenadas esfe'ricas es t 

2 
(11.1-2) (dv*/dt*) + (w*v*/r*) + (u* / r * )  tanQi+2S2sin@ux= 

( l / p  *r* )  ( ap*/a@ 

2 (dp */at*  ) =KvVv 

donde e l  operador (d/dt*) t iene la forma (Pedlosky, 1979) 

Supondremos que e l  movimiento ocurre en la t i tudes medias, alre- 

deddr de una l a t i t ud  central  a0 , y donde definiremos "X' e "y" mediante 



En consecuencia 

Resulta tambie% conveniente e l  introducir 

tal que 

La existencia de escalas caracter is t icas , como fuera mencionado 

en e l  Capitulo 111, nos permite introducir las correspondientes variables 

adimensionales, es dec i r  

De la m i s m a  forma tendremos para las componentes horizontales de la velo- 

cidad 

Ciertas consideraciones geome'tricas implican que si la  escala ver- 

t i c a l  de movimiento es D mientras que la horizontal es L, la pendiente 

correspondiente a la t rayector ia de un elemento de l  f lu ido no excede& 

e l  valor (D/L), de forma tal que l a  escala para w+ ser6 



En real idad la verdadera escala para * podrfa s e r  menor que ( D U ~ )  s i  

se  toman en cuenta algunas restr icciones didmicas sobre e l  movimiento 

ver t ica l .  Por l o  tanto, la escala (IV.1-7) debe se r  considerada como un 

l fmi te superior de ~. 
Las correspondientes escalas para 10s campos de presidn y densi- 

dad fueron ut i l izadas en e l  Capitulo anter ior ,  per0 en n i ngh  momento s e  

hizo referencia a la forma en que las m i s m a s  fueron obtenidas. S i  las ve- 

locidades re lat ivas son pequeiks, 10s campos de presio'n se  a p a r t a h  leve- 

mente de 10s valores correspondientes a1 estado en reposo y a p a r t i r  de 

la (11.1-3) obtendremos que 

donde e l  subhdice "set implica e l  estado en reposo. 

De acuedo con las ecuaciones (11.1-1) y (11.1-2). (ap;/a@) = O  

= (ap;/ah y (ap:/a@)= (ap, " /a l  )=o. Entonces P: s e d  una f u n c i b  de 

z o constante, l o  mismo que p:. La densidad ha sido dividida entre un 

valor p y un tgrmino residual * ( @ , h , z , t ) que describe la variacidn 

completa de l  campo de densidad en e l  espacio y en e l  tiempo. 

En este punto de la discusidn podrhmos preguntarnos: ~d1 es 
e l  s i e i f i c a d o  de p *  ? Este valor corresponde a la densidad en equi l ibr io 

S 

termodinhico (en ausencia de movimiento y difusi6n). 

Ahora es necesario hacer c ie r tas  consideraciones acerca de p*  s . 
Supongarnos un oc&no isot&mico e isohalino en equi l ibr io din&nico. La deq 
sidad (o e l  volumen especifico) de l  agua de mar es una funci6n de la tem- 

peratma, sal inidad y p r e s i b ;  pudiehdose escr ib i r  la ecuaci6n de estado 

en una forma general como sigue: 



1901 

(IV. 1-11) 

donde 

A partir de l a  ecuaci6n (IV.1-lob) podemos escr ib i r  (~nudsen, 

Para obtener la ecuacidn de estado del  agua de mar i n  s i t u ,  la 

informacidn sobre la  relaci6n entre e l  volumen especifico, temperat- y 

salinidad debe s e r  completada con una relacio'n con la presi6n 

donde p es e l  coeficiente de compresibilidad de l  agua de mar. Estamos in- 

teresados en obtener e l  orden de magnitud de la dependencia de la densi- 

dad con la presidn. E l  coeficiente medio de compresibilidad (p ) entre 0 

y p decibares de profindidad e s 6  deteminado por la  fomula empirica de 

Ekman (1908) 



Esto s ign i f ica que 

Consideremos e l  d i f  erencial de la densidad ( ~ a m a ~ e v ,  1975) 

(1v.1-15) dp *= (ap*/as*) ds *+ (ap*/aT*) d ~ * +  (ap*/ap*) dp* 

En e l  caso de un ocgano homogdneo y compresible, en e l  cual tanto l a  sa- 

l in idad como l a  temperatura i n  s i t u  no cambian con la profundidad; y don- 

de W + A  TA es la temperatura, e l a  temperatura potencial y AT la  c e  A 
rrecci8n a d i a g t i c a  de temperatura, la  ecuacio'n (1v.1-15) tomard l a  for- 

m a .  

Para nuestras condiciones part iculares (dT*/dp* ) = (ds */dp* ) =O de 

donde 



Este es  e l  gradiente de densidad Msico i n  s i t u  y represents e l  

cambio en la densidad causado unicamente por la  compresibilidad de l  agua 

de marl numericamente caracteriea al gra,diente de densidad en aquellos 

procesos en 10s cuales la temperatura y salinidad no cambian con la prof% 

didad. El  valor de l  gmdiente S s i c o  de la densidad (Volumen especifico) 

para 1 db. var ia entre 10s l h i t e s  de 350 y 450 loo8 gr.cm -3db-l 

(es deci r  o(0.4 loo5)). Nosotros podriamos haber arrivado a la m i s m a  con- 

clusign a pa r t i r  de la (IV.1-13) y (1V.1-14). Esto s ign i f ica que e l  cam-  

bio G r i c o  de la  densidad crece con la profundidad y l lega a s e r  importan- 

t e ,  0 (10-~) ,  para aguas abisales. 

En la ecuaci6n (1v.1-9) hemos incluido 10s cambios a r i c o s  dentro 

de l  te'rmino p *  (@ ,X ,z,t) 

Llegado a este punto cabe preguntarnos: C&O poddn s e r  escaladas 

p* y p * ? Para, 10s movimientos de nuestro intere's e l  gradiente horizontal 

de presi in sex6 de l  mismo orden de mgnitud que la  aceleraci6n de co r io l i s ,  

e l  que para ( la t i tud  media) estard: dado por 
0 

mientras que la  mgnitud de l  gradiente de ~ r e s i d n  es ~ b ,  entonces 

p*=o (p $ULf o) 

Estas consideraciones implican que la presi6n y la densidad pueden s e r  es- 

c r i t as  como 

2 2 
donde =U/ ( f ,L) es e l  nhe ro  de Rossby y F ' =f L / (gD ) . 

0 
En consecuencia e l  sistema (11.1-1,5) tomad l a  forma 



donde 6=(~/~)"0(6 

En forma adimensional y a 0(1), e l  sistema (IV. 1-19,23) e s t a d  

dado por 

S i  analizamos detenidamente la ecuacidn de continuidad (1v.1-27) 



podremos concluir que un cambio en la velocidad vertical de 0(1) nunca 
-1 

podzS ser compensado por 10s otros tdhninos, debid0 a que (L/a0)=0(l0 ). 
c d l  es el problem? Evidentemente la escala vertical (Dub) no es la d s  

adecuada y deberiamos sustituirla por 1oW1(Du/L) o (L/~~)(DU~). 

En consecuencia, el operador (d/dt) (en forma adimensional) es- 

ta& dado por 

El sistema (1v.1-19,23) tomra' la form 

El correspondiente sistem termohalino estara' dado por: 



Supongamos que 

De f o m  tal que u, v, w , p y p son soluciones del sis tema general ( IV. 1- 

30,%); mientras que uo, vo, wo, po lo son del sistema termohalino 

(1v.1-35,39) (estado bssico) . El pasmetro y y las variables ; (@ , X , z , t) , 
G(@,X,z,t), $(@,~,z,t), s(@,X,z,t) Y $(@,X,z,t)son completamente 

desconocidas. 

Previamente a continuar con el problem, es necesario hacer cie; 

tas suposiciones acerca de la escala temporal. Para el flujo b&sico t*z 
8 (ao/~)b~ot, donde To es la escala advectiva de tiempo (Tor 6 10 seg . ) 

Supondremos que la perturbation tend& una escala temporal m&s corta que 

la advectiva, es decir ~ = E T  o T= (t/& ) . 
De acuerdo con el sistema (1v.1-35,36) supondremos que las so- 

luciones u0, v0, w0, po y Po son estacionarias. Ahora bien, si sustituimos 

(IV. 1-40) dentro del sistema (1v.1-30.9) obtendremos que a O(&) : 





Hasta e l  momento Y permanece indeteminado, solamente hemos su, 

puesto que e i y < l .  S i  asumimos que €<y< 1 t obtendremos a pa r t i r  de l a  

(IV. 1-41) 

p e n  v(f/fo)=o(l) y [ ( l /aocos@ ) (ap/aX ) 1 <O (1 1 . Por l o  tanto 0 (Y/E ) > 
o (1) y esto s ign i f ica que la suposicidn c(y< l  no es correcta. En con- 

secuencia y=€ - Ba jo tal suposicidn e l  sistema (IV. 1-41) toma& l a  forma 

(a O(6)  ) 



Habiendo llegado a este punto podemos hacer las siguientes ob- 

servaciones 

1 )  La escala temporal de l a  perturbacidn, t=~.r , s igni f ica que t*= 
4 

c (L/u)T, donde E (L/U)=10 seg. 

2) La ecuacio'n (1v.149) sugiere que la perturbacio'n de l  campo de l  f lu id0 

no es h id rosg t i ca  a orden 6 . x*=Xaocos@o 
De acuerdo con la (1v.1-2) entonces ( a/ ah) = 

Y*= (@-ao) a. 

aocos a. ( a/ ax* ) ; ( a/ a@ ) =ao ( a/ ay* ) ; 0 en f o m  adimensional 

Las  funciones trigonom6tricas pueden se r  desarrolladas en ser ies 

de potencia, alrededor de una la t i t ud  media , en l a  forma 
0 

2 2 
sin@=sin@o+cos@o (L/ao) y-sin@, (L/ao) Y /2+-. 

2 2 c o s ~ = c o s ~ o - s i n ~ o  (L/ao) y-cos@, (L/ao) Y /2+. - 
2 2 

t a n @ = t a n ~ ~ + c o s - ~ @ ~  ( ~ / a ~ )  y+tan@ocos-2@o (L/ao) Y +. . 



De acuerdo con la aproximacidn del plan0 $ (~edlosk~, 1979; 

Holton, 1979) 

En consecuencia en (1v.1-s), podemos despreciar 10s t6rminos me- 

nores que ( ~ / a ~ ) ~ ,  de foma tal pue el sistem (1~.1-46,50) pod16 ser es- 

crito como 

( IV 1-55 ) 
d 2 I (aG/a r  + (ab/ay) 1 (cosm,-sin), (L/a,)y) +u (cos~ , -  ( ( l - 2 s i n  go)/ 

sin),) (L/a,) y) =-u0cos~,  ( av0/ax) -vo ices@,-sin), (L/ao) Y 1 ( avo/ 

2 ay) -sin@, (L/ao) uo- (FVPo  +z)  [cos@,+ ( ( 1 - 2 ~ i n ~ ~ , ) / s i n @ ~ )  (L/ao) Y]  

-cos@, (L/ao)wo (avo/az) 



Es necesario hacer notar que en e l  s i s t e m  de l  campo de f lu id0 

perturbado, unicamente l a  ecuacio'n (IV .1-58) contiene t6minos que inclu- 

yen variables correspondientes a1 estado G s i c o  y a1 perturbado ("ecua- 

cio'n acoplada" ). No es, en consecuencia, prematuro e l  suponer que esta ec"2 
cio'n desarrollara' un papel esencial en e l  problem de la  inestabi l idad de 

la circulacio'n termohalina . 

IV.2 Los te'rminos de correccio'n de l  estado G s i c o  
H U  4 4 -  

Supongamos e l  caso ideal  en que no ex is te perturbaci6n (u=v=w=p= 
7;=01 , l o  cual implica que 10s t6rninos de la  isquierda en las ecuaciones 

(1V.l-fi4-,58) s e d n  nulos, mientms que 10s de l a  derecha unicamente de- 

pendedn de las variables correspondientes a l  f l u j o  Gsico.  Estos tgrmi- 

nos sobrevivi& como consecuencia de la incapacidad de l  sistema (1V.1- 

24,28) de descr ib i r  completamente e l  f l u jo  ba'sico de l a  circulaci6n ter -  

mohalina. En ot ras palabras la (1v.1-40) no es correcta y por l o  tanto 

sera' necesario inc lu i r  algunos te'rminos de correcci&n, t a l es  como: 
- 

dmde u o , ~ o ~ W o ~ P o  Y Po son soluciones del  sistema termohalino (IV .1- 



~4,28)~ ul , vl , Wl, p1 Y P1 son h s  correcciones correspondientes 

a1 flujo Gs ico ;  mientras pue 8 ,  6, lw", 5 y pY son las componentes 

de la perturbacibn. 

Sustituyendo (1V. 2-1) dentro del sistema (IV. 1-30,*) obtendremos 

las siguientes ecuaciones: 

A o ( E O )  



Utilizando las (IV. 1-51), (IV. 1-52) y (IV. 1-53), el sistema 

(1v.2-2,6) tom& la f 0 - g  

(IV. 2-12) 



Los te'rminos de correccidn seraon soluciones de es te  a t i m o  s i s t e m ,  s i n  

embargo nos abstendremos de resolver e l  mismo en es te  trabajo ya que 

carece de significacio'n para e l  problem de l a  estabi l idad hidrodidmi- 

ca. En (IV. 2-12,16) hemos ut i l izado l a  s iguiente notacign: 



capitdo V 

ESTABILIDAD DE UN OCEAN0 BAROTROPICO 

V. 1 0cgano barotr6pico 

A partir de la soluci6n de Needler (~eedler, 1967; Veronis , 1969) 
para la circu~.aci6n termohalina 

podemos concluir que el campo barotr6pico esti representado por 

(v. 1-1) .Po ( @ I X ) = A ( @ , X ) -  
- .- 

Por lo tanto, el sistema termohalino correspondiente se&t 

o de acuerdo con (1v.1-3) 

Sin embargo en la aproximacio'n del plano 6 debemos desarrollar estas ecua- 

ciones utilizando (IV. 1-9) y (IV. 1-52). En las siguientes secciones ana- 

lizaremos la estabilidad de diferentes casos correspondientes a un oc&no 



barotrbpico . 

V.2 0ce'ano en reposo 

En es te  caso u = V ~ = W ~ = P ~ = O  y e l  sistema (1v.2-7,11) se  trans- 
0 

s i n @  [(a5/a~)+(a$/ay)l+~[sin@,+cos@, ( ~ / a ~ ) y l = O  (v. 2-2) 0 

En la ecuaci6n (v.2-5) l a  funci6n [l+G (L/ao) z J nunca se& nula, 

porque esto implicaria que z es  mayor que la  unidad. En consecuencia esta- 

mos en condiciones de resolver l a  ecuaci6n 

El  signif icado de (V.2-6) es que 10s cambios locales en e l  cam- 

po de densidad de la perturbaci6n son compensados por procesos difusivos 

exclusivamente. Esta ecuacidn es de l  t ipo parabdlico, como l a  correspon-- 

diente a 10s problems de transferencia de ca lor  con difusividad que es  

funci6n de "z" (~oshlyakov, 19&), Generalizaremos e l  me'todo de separa- 

ci6n de variables, conmunmente ut i l ieado para difusividades constantes 

( ~ i l l e r ,  1%1; Petrovsky , 1954; Ford, 1955; Kamke, 1959), pa,ra resolver 

la mencionada (V .2-6 ) . SupongamOs Que : 



(v.2-7) 

entonces 

donde K#= [K,L/uD~] . La solucid' de (v.2-8a) sera' 

Por otra parte la (v.2-8) puede se r  escr i ta  como 

(v. 2-11) 

donde 

2  (v.2-12) m= IBIG/~K# I (L/ao) 

Con un cambio de variables en la forma (~amke, 1959) 

(v. 2-13) 

tendremos que rl (6 ) =X ( z )  y l a  (v.2-11) tomara' l a  fo- 

- 4  ( a2rl /ac2) +m-2cq=~ 

Esta ecuacio*n acepta como soluci6n 

( -  TI= 6 Z 1 / 3 [ i ( i )  (m -2 I 1 / 2 ~  3/2 (2/3)  1 



donde Z es una funcidn cilindrica (~~linderfunktionen) definida por 
V 

con C1 y C2 conskntes (#). Jv (x)  Y yv (x) son funciones de Bessel de 

primera clase y orden v y de segunda clase y orden v , respectivamente. 

(~ntosiewicz , 1964.; Barcilon, 1974) 

De acuerdo con la (V.2-12) y (V.2-13), tendremos que 

x ( 2 )  = [rnz+n] l l 2 z  [- (2/3)m-' (xnz+n) 
3/2] 

1/3 

(v-2-17) ~ ( z ) = ( B ~ / I E K # I ~ ~ )  [ 6  ( ~ / a  0 1 z+11 1 / 2 ~ 1 / 3  [ -  (2/3) (QL) 

3/2 ( B ~ /  (EK#) 'I2) [ 6 ! ~ / a ~ )  z+11 I - 

- 

- 
- 

En consecuencia , a partir de la (v. 2-7), (v. 2-9) y (V 2-17 ) ~odemos obte- 

ner 

(# 1 Las funciones cilhdricas definidas por (V.2-16) son un caso es- 

pecial de las funciones de Nielsen (vatson, 1958) 

z ( x )=a  J ( x )  +bvYv ( x )  
V v V 

donde a y bv deben ser funciones arbitrarias y peri6dicas de v , con v 

period0 unitario. Es to significa que 

av=av-1, bv=bv-l 

En nuestro caso particular a 4/3=a1/3=a-2~C1 b4/3=bl/3=b-1/3=C2 ' 



donde 5 (x )  Y 8 (Y) son dos funciones a r b i t r a r h s  de "x" e "y" respec- 
1 2 

tivamente. A partir de (v.2-18) podemos ver que si  B es  un n h e r o  r ea l  
1 

o complejo con e l  valor absoluto de l a  par te r ea l  mayor que e l  de la ima- 

ginaria, e l  sistema se& estable. 

V .3 Ocdano barotr6pico con velocidad 5onal 

En es te  caso estarnos suponiendo que 

En consecuencia e l  sistema (IV.2-7,11) tomad la  forma 

La (v.3-5) podd s e r  escr i ta  en la forma 

(v.3-6) ~ ~ / ~ ) ( a t ; / a ~ ) [ ~ + 6 ( ~ / a ~ ) z l i c o s ~ ~ - ~ i ~ @ ~ ( ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ + ~ ~  

( ac/ax) cos@o= (K,L/uD~) (a2;/az2) [cos@o-sin@O (L/a,)yl 

2 
donde K#=(K#/UD ) 

Suponiendo ,que 

(v. 3-71 
obtendremos 



En consecuencia la solucidn de la ecuaci6n (v.3-8a) est6 dada por 

2 Y (7 ) =exp (-B lr 

Por su parte la ecuaci6n (V.3-8b) puede ser escrita en la forma 

y suponiendo que 

(V 3-11) X ( X , Y , Z ) = X ~ ( ~ ) ~ ~ ( X , Y )  

luego de la sustitucidn dentro de (v.3-10) podemos obtener 

2 
(v. 3-12) (l/xl) (d2xl/dz2)+(~l/r~#) 11+6 (L/ao)zl -(l/eK#) 

[u / (1-tan9 (L/ao)yl (l/X2) (aX2/ax)=0 
0 0 

Esto implica que 

2 
(v.3-1%) ( ~ 2 ~ l / d ~ 2 ) + [ ( 8 ~ / ~ ~ # ) ( 1 + 6 ( ~ / a o ) z ) + y 1 1 ~ l = 0  

La ecuacion (v.3-13a) puede ser escrita en la forma 



similar a la (V.2-11) donde ahora 

con un cambio de variables como e l  (v.2-13) 

(V .2-13) S=mz+n 

obtenemos pue 17 (c  ) =X ( z ) y la (v. 3-14) se  transf o m &  en 

(v. 3-17) 

- 

De acuerdo con C(v.3-15) y ( v . 2 0 ~ )  

La ecuaci6n (v.3-13b) p o d s  se r  escr i ta  en l a  forma 

donde hemos supuesto que uo (x , y) f 0 .  En consecuencia es posible hacer 

un carnbio de variables en la forma 

por l o  tanto la ecuac ib  (v.3-13b) tomard: la f o m  



(V .3-20) 

con solucicin 

2 c= exp (-ylKXt) 

2 x2 (x, y )  =exp I-ylK# (1-tanQo (Idao) y) 

A mrt i r  de la  (v.3-7), (v.3-9), (v.3-ll) , (V.3-18) y (v.3-21) 
obtendremos que: 

exp [-y;~# (1-tan@, (L/ao)y) 1 (dx/uo) 1 d, 
, 

C 

donde P2 e s  una funcion a rb i t ra r ia  de "y" . 
v.4 Oc&no barotrdpico con velocidad meridional 

En este  caso tendremos que: 

uo=~o=pO=o y vo=vo (x,y)#O 

En consecuencia e l  nuevo sistema de ecuaciones diferenciales esta& dado 

Par 



2 ( i / ~ )  (al;/a~) r l + a  (L/ao) Z I + V ~  (apl/ay)=~# (a2;/az 

A mrtir de l a  (v.4-5) tenemos que 

Par  analogia con l o  real izado en l a  Seccidn V . 3 ,  la soluci6n de ( v . 46 )  
sera' 

V. 5 0c6ano barotro'pico con velocidad arbitrasia 

u0=uo (x y ) 1 v0=vo (x I Y) Y W,=P~=O 

~1 sistema perturbado se& 

(v.5-5) ( i /~)(a~/a~)~i+(~/a,)azi+ ~ ~ ( a ; / a y ) + [ ( ~ ~ ( a ~ / a ~ )  

2- 2 C O S @ ~ )  / ( c ~ s @ ~ - s i n Q ~  (L/ao)y) 1 =K# (a p/az ) 

La ecuaci6n (v.5-5) p& s e r  esc r i t a  en l a  forma 



Estableciendo que 

(v.5-6) - p" (~ ,~ ,z , r )=~(x ,y ,z )~  (r) 

tendremos 

Por l o  tanto la solucidn de la ecuaci6n (v.5-7a) seni  

2 Y(~)=exp(-B, 

La ecuacidn ( v . 5 ~ )  puede s e r  escr i ta  en la  f o r m  

y suponiendo que 

(v*5-10) 

t endremos 

( ~ - 5 - l h )  



En consecuencia la  solucidn de la ecuaci6n (v.+l la) serd, 

2 2 
x,=(B,/(EK#)~/~) 16 (L/ao)z+(l+(y*/B1)~K#) 1 

1/2 

La (v.5-llb) es una ecuaci6n d i f e rench l  l inear  a primer orden 

que puede s e r  escr i ta  como 

S i  suponemos una solucidn de la forma 
- - 

(v* 5-14) x =F'(xty) - 
2 

tendremos a partir de (v.5-7), (~.5-9), (v.+lla,b) y (v. 5-12) que 

Deberemos d iscu t i r  a continuacio'n que t ipo de funciones correspon- 

den a ~ ( x , y ) .  A 1  presente e l  h i c o  requerimiento que hemos f i  jado sobre 

x~=F(x,Y) es e l  de sat is facer  la ecuacidn (~ .+13) ,  l o  que sin lugar a du- 

das implica una severa limitaci6.n sobre las formas de las perturbaciones 

superf iciales. Supongamos que a T=O exis te una perturbaci6.n en e l  campo 

de densidad descripta por 

A pa r t i r  de l a  (v .515)  tendremos que 



por l o  tanto 

(v. 5 4 7 )  

donde 

&to s ign i f ica que 

En consecuencia f(x,y) debed s e r  soluci6n de la ecuacio'n (v.5-13). En 

ot ras  palabras la perturbation i n i c i a l  en superf i c i e  debera* sa t is facer  

c ie r tas  condiciones de acuerdo a1 campo de velocidades horizontales 

(u0(x,y) Y v0(x,y) I *  
Las ecuaciones (v.3-19) y (v.5-19) son casos part iculares de 

la &S general (v. 5-13) 

Esta es una t ip ica  ecuaci6n di ferencial  l i nea l  a primer orden, tambign 

llamada " ecuacio'n de Lagrange" ( ~ i l l e r  , 194-1; Petrovsky , 1945). 

Como hemos v is to en l a  ~ e c c i 6 n  V . l ,  e l  campo de presidn en un 

oc&no barotr6pico puede se r  representado mediante- 

(v. 1-1) 

mientras que 10s campos de velocidades correspondientes e s t a d n  dados 

por : 



vo=(f0/f) (COS@,/COS@) (a~/ax)=(f,/f) (L/aocos@) 

(aA/ah 
(v. 1-2) uo=- 

(fo/f) (aA/ay)=-(f0/f) (~/a,) (swam) 

wo=po=o 

En la aproximacio'n de l  plano $ . 

- 
Por l o  tanto, las (v.1-2) 'tomarah la f orma 

En consecuencia podremos escr ib i r  l a  (v.913) en l a  forma 

con ecuaciones subsidiarias dadas por 

En t e o r h  es posible encontmr una soluci6n general o in tegra l  

completa de (v. 5-20) (~e t rovsky  , 1a5; Garabedian, 1964) a partir de dos 



soluciones independientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias 

(v.5-21). Utilizando la (1v.2-17) podremos escribir (v.5-21) en la forma 

Supongamos que (a~/ay)=f  (x) y (aA/ax)=h(y) P esto implica 

Por lo tanto 

- 

Ahora es posible intentar una nueva separacidn de variables 
- 

0- 5%) 

obteniendo 

Esto implica 

Para poder resolver la ecuacidn (v. 5-26a) introduciremos un cam- 

bio de variables 

(v. 5-27) r= (-l/m) ln [ (1-aly)/yl 
Por lo tanto 

con solucidn 



Por ot ra parte la s o l u c i b  de (v.926b) es (~amke, 1959) 

(Wm) 
(v -530)  XZ1=C [ x  1 

A prtir de (v.5-25). (v. 5-29) y (v. 5 3 0 )  tendremos pue 

pero dicha solucio'n t iene una singularidad en y=O, para cualquier valor 

de @ . Recordando de (v.5-17) que 
0. 

p' ( X , Y , O . , O ) = G ( B ~ , ~ * ) X ~  ( x ~ Y )  - - 

- .- 
podemos concluir que cerca de y=O la perturbacidn puede s e r  mayor que 1. 

En consecuencia no es posible encont-r una solucio'n apropiada a1 proble- 

m a  de la perturbacidn que sat isfaga la (v.5-20), cuando 

La relacidn (~ .+17 )  introduce una rest r icc i6n sobre cualquier 

posible solucidn de (v.5-20), ya que implica que X2 debe es ta r  acotada 

para - lgy<l  y 10  O<@O< 80 . Resulta en consecuencia un problem bas- 

tante d i f i c i l  e l  encontrar una solucidn ana l i t i ca  de l a  ecuacidn (v.5-21) 

cuando ~ - A ( X , ~ ) ,  a& para 10s casos ds simples. En general 10s factores 
2 [ (1-cot@; ( ~ / a , ) y ) /  ( l - tanQO ( L / ~ ~ ) Y )  1 Y [ (1- (1 -2s in  Q 0 ) /  

( sinQocosQo) 1 (L/ao) Y 1 introducen severas l imitaciones para, resolver 

las ecuaciones por separaci6n de variables, sust i tuci6n o aplicando m u l t i -  

plicadores. Por l o  tanto podemos in tentar  ot ra aproximacio'n a1  problem 

en sentido inversos "Dada una perturbaci6n especif ica, es dec i r  una deter- 

minada dependencia horizontal para l a  perturbacich, deberemos encontrar 

las fo rms de uo(x,y) Y vo(x,y) de manera tal que la ecuac ih  (v.fr l3) s e  

. satisfaga" . 
Supongamos que 

con 1 1<i 
j , m  j t m  



si sustituimos (V 5-32] en (v. 5-13), obtenemos 

(l-aly)(aA/ax) irnb! e ~ p [ i ( j x + m y ) ] - [ ( l - b ~ ~ ) / ( l - c l ~ ) ] ( a ~ / ~ ~ )  
j ,m 3 rm 

1 b t  exp[i(jx+my)l ijb' exp[i (jx+my) ]=-K#Y* 
j tm j ,m j tm j rm 

En par t icu lar  para un pr  de modos normales ( j,m) 

~ s t o  s ign i f ica que l a  ecuac ih  (v. 5-19) o su equiiralente , (v. 5-33), fun- 

cionan como un f i l t r o  con respecto a 10s modos normales de l a  perturkacidn. 
- 

Analizaremos diferentes casosr 

A ~ )  Suponpanos que e l  ocbno barotr6pico solamente tenga velocidad zonal. 

Esto s igni f ica que ( W a x )  = O  y l a  ecuacidn (~ .+33 )  tomad. la  forma 

por l o  tanto,  

L 
~omo po(y) = A ( ~ )  es una funci6n rea l ,  es necesario que y*=ib . En con- 

+ cte. 
La funcidn entre corchetes depende de la l a t i t u d  media cpo y de 

l a  coordenada y . En part icular,  en e l  dominio 10 O 4  Qo4 8 0 , -l<y( 1 ,para 

una determinada la t i t ud  media, e l  dximo de l a  funci6n entre corchetes s e  

da en y = 1 y e l  m i n i m 0  en y = -1. ( Ver Tabla I). En consecuencia s i  to- 

mamos b constante igual a cero en l a  ecuaci6n (v.+%) 



y 5. 4, 4 est& dados por (lV.2-17) 

(v-5-35) Ijl*I~#bl I (cl/bl)+I ( ~ ~ - b ~ ) / b ~ l l n ( l - b ~ y )  I 
y esto sat is face -la desigualdad I Po ( y )  161 

Por otra parte, l a  velocidad eonaldebe sa t is facer  

l o  que implica 



Pero ahora la funcion entre corchetes tiene un &ximo en y = 1 

y un minimo en y = -1, para cada @ . En todo el dominio la funci& sera' 
0 

negativa y el valor a b s o l ~ t ~  de 10s mfnimos sex% mayor que el correspon- 

diente valor absolut~ de 10s dx im0~.  Si elegimos 

Los valores correspondientes a 10s tdrminos a la derecha de la 

desigualdad en la ecuacio'n (v.5-37) son mayores que 10s correspondientes 

a la (v. 5-35) cuando 10 0 0 0 <  31 , mientras que para 3 1 0< QO< 8 0 0 ocu- 
rre lo contrario. Esto significa que de acuerdo a la latitud media debemos 

elegir un j-limite como el valor mayor entre (V.j-%)_y (v.536). Ambas 

ecuaciones implican que la (~.ji32), para OA/ax)=O , trabaja como un fil- 

tro selectivo sobre 10s modos normales zonales de la perturbacidn per0 no 

existe ninguna restriccio'n sobre 10s mod~s meridionales. En otras palabrass 

"Un oce'ano barotr6pico sin velocidad meridional solamente puede aceptar 

modos zonales fuera del intervalo abierto -(N (QO)  , N (@,) ) 0 

- o ) f M ( @ o ) )  si 10°(@0<310 o 3l0<@,<8O0 res~ectivamente*" 

Donde : 

Hemos usado la expresio'n "intervalo abierto" de acuerdo a su sig- 

nificado en adlisis matemitico (watson, 1961; Scott and Tims, 1966), es 

decir: 

(a, b) = [xeR/a<x<bI 

A2) Supongarnos un oc&no barotrdpico gue tiene unicamente velocidad meri- 

dional. Esto significa (way)=() y en consecuencia la (v. 532) toma- 

rti la forma 



per0 l a  soluci6n de dicha ecuacidn implica que A =A(x,y) y este  hecho co; 

t rad ice nuestra hip6tesis. En consecuencia m debe se r  cero y esto s ign i f2  

ca que e l  sistema unicamente acepta perturbaciones con modos zonales. "Un 

oc&no barotr6pico con velocidad zonal unicamente p o w  aceptar perturba- 

ciones con modos zonales". 

A ) Sea e l  caso de un oc&no barotrdpico con velocidad arb i t ra r ia .  Estu- 3 
diaremos t r e s  casos diferentes: 

j = 0. Esto s ign i f ica una perturbacidn con dependencia horizontal en 

la f o m  

X 2 ( y ) = E b 1 e x p [ i ( m y ) ]  con 
m m 

En tal caso la (v.5-33) ser  escr i ta  como 

- 
con solucio'n 

~(x,~)=[~~#~~/((m( l -a~y))  lx+f (Y) 

En consecuencia ~ ( x , ~ )  s e 6  una funcidn r ea l  si y solamente si vz=ib 

Sabemos que 

2 (v. 5-42) v0= 11- I (1-2sin @ 0 1 /sinmooosm0~ (-1 YI ( awax) =- (~#b/m) 

Por l o  tanto a partir de ( v . 9 2 )  

l o  cual  implica que 

Esto s ign i f ica que 10s modos meridionales de la perturbacion que son per- 

mitidos deben es ta r  fuera del  intervalo abier to  (-bK#, W). 



A pa r t i r  de (~.f j-42) 

2 I (1-bly) I I (df/dy) - (W#/m) al [x /  (l-aly) I 14 1 

s i n  embargo (1-bly)>O para lo0(@ <80° y -Uy<l, en ~ ~ n s e c u e n c i a  
0. 

2 
La Figura 1 muestra la forma de l a  f u n c i b  g(Y) =(P/(l-aly) ) para dife- 

rentes valores de Q . 
0 

De la ecuaci6n (v. 9 1 )  tenemos que 

(v- H 6 )  -(l+v,x(l-aly)-l) <f(y)< ( l - ~ ~ x ( l - a ~ ~ ) - ~ )  
- 

- 
donde (l-?y) es una funcign posit iva para -1gygl f 10°<(Dof800. 

2 
Fig- It &(y) =[al/(l-sly) ] para dist intos valores 

de 6;. esta definida de acuerdo a (n.2-16) .  



A ) m = 0. Esto s igni f ica que estamos f rente a una perturbacidn con de- 
3b 

pendencia horizontal en la forma 

Por l o  tanto la  (v.5-33) estara' dada por 

(v- 5-48] 

con solucio'n 

con 

Sin embargo ~ ( x , y )  ,- p (x,y) debe& se r  una funci6n rea l ,  en consecuencia 
2 0 

y*=ib Y -- 

(~ebemos notar que la  (v.5-51) es exactamente la  ecuaci6n (v .536)) .  A mr- 
tir de (v. 5-50) obtendremos que 

donde la (V.j-35) es un caso part icular cuando f(x) = 0. Utilizando ;La (v. 
5-50) tendremos la desigualdad 

y similarmente a partir de la (v.5-9) 

En (v.553) l a  funciQ (1-qy) es positiva para - 1 4 ~ ~ 1  y 

10°<@06800 per0 su pendiente cambia de signo en @ =450 . En par t icu lar  
0 

l/(l-aly ) e s t i  l imitada entre 10s valores . &.Y( y 2.2197. 

La eleccidn de 10s l imi tes para j, entre (v.5-52) y (v. 5-37), 

resul ta  i s  comple ja que en e l  caso A1, pues ahora. l a  funciQ f (x) desem- 



pe& un importante papel. E s t a  funcidn ret iene un a l t o  grado de l iber tad 

ya que la desigualdad (v.5-53) implica una restr iccidn sobre la pendien- 

t e  de f (x ) ,  pero- no sobre la funcidn en si  m i s m a .  T a l  como en e l  caso 

A1 10s modos normales deben es tar  fuera de c ie r to  interval0 real, pero pa- 

ra este caso antes de f i j a r  10s l imi tes debemos conocer l a  f o m  de f (x) .  

A ~ ~ )  j 4 0 y m & '0. Esto implica una perturbaci6n general con dependencia 

horizontal en la forma . 

Para obtener la solucidn general de la ecuaci6n (v.5-33) podre- 

mos u t i l i za r  la (~.5-3&) como soluci6n part icular,  mientras que la  ecua- 

ci6n homoge'nea toma& la f o m '  

(v. 555)- m (l-aiy) (l.sly) (awax) -j (1-bly) (away) =O 

- Utilizando e l  mBtodo de separaci6n de variables, podemos suponer que 

por l o  tanto 

(v- 5-57) (m/j )A;' (dPl/dx)= [ (l-b1y / [ (1-sly) (l*ly) I ]As1 (dA2/dy) 

Esto signi f ica que 

(v.5-58a) 

Y 

(v. 5-58b) 

Ambas relaciones t e n d n  soluciones en forma exponential 





Por lo tanto 

per0 ~(x,y) = po(x,y) debe ser una funcib real y I A ( x , ~ )  I< 1 . Esto 

implica que \(x,y) no es apropiada para nuestro problem. Luego la solu- 

ci6n (v.560) tom& la forma 

(ve5-61) A(~,Y) = A~(x,Y) (=o 
y esto es simplemente el caso A 1' 

La Tabla I1 resume las posibles dependencias horizontales de la 

perttkbaci6n con respecto a1 flujo Esico. Cualquier fluctuacidn de orden 

E en el campo de densidad pued; ser una perturbacidn s6lo si su depen- 

dencia horizontal y el flujo Gsico satisfacen cualquiera de 10s tres ca- 

sos de la Tabla 11. 

Ahora nos corresponde estudiar bajo que condiciones una perturbs- 

cio'n puede inestabilizar a1 flujo barotropico. De acuerdo a la forma gene- 

ral del sistema de ecuaciones (~.+1,5) esperamos que la dependencia tem- 

poral de d, ?, ; y p' sea de la forma exp(+$) . Esto significa que 

la estabilidad de las diferentes soluciones e s G  directamente relacionada 
2 a la nituraleza del autovalor 6  . 
1 

Fijaremos como condicidn de contorno en el campo de la densidad 

perturbada las siguientes relacionest 

(ap'/az)=o para Z=O 

En el caso ma's simple de un oc6ano-en reposo la perturbaci6n de 

la densidad es 

2  1/2 
(v.2-18) ~ ( x t y t z , ~ ) = e x ~ ( - 6 ~ + )  [ I ~ ~ / ( E K # )  I (6 (I/ao)z+l) 1/2 



Si introducimos el cambio de variables 

(v. 5-63) E= (2/3) I$/ (cK#) 'I2] (6 (-1 z+1) 
3/2 

la solucio'n (v.2-18) -pods ser escrita como 

y las condiciones de contorno tomartin la forma 

(~-5-65a) $(s)=O -1 para B1=(2/3)(a#L)(~1/(~~#)1/2)(lb(~a))3/2 
0 

=b 3/2, 
-2 

En consecuencia las ecuaciones anteriores implicasn 

A partir de la (v.2-16) y utilizando las f6rmulas de recurrencia 

siguientes (Antosiewics, l9&; Watson, 1958) 

luego de al& t rab  jo algebraic0 es posible obtener 



y utilieando (v. 5-67) y (v. +64) obtendremos que 

h consecuencia las condiciones de contdrno (v.5-67) y (v. 5-72) tom&n 

la fona 

(v* 5-73b) z-2/3 C-Z2 =O 

A partir de la definicidn de funciones cilhdricas (v.2-16) pode- 

mos eicribir - - - 

(v. F*) 

y de acuerdo con la f ohnula. de recurrencia (v. 5-67). la (v. 572b) tomad 

la forma 

-1 
z ( -  [ ( 2 3  ( - 5  J ~ / ~  (-z2) 54/3 (-E2) I+  
-2/3 -1 

C; [ (2/3) (-E2) Y1I3 (-E2)-Y4/3 (+2) I 

A de la def inicih de las funciones de W eber (watson, 1958; Olver 

19W) 

es posible escribir el sisterna (V.5-7h,b) como. sigue 

( ciJ1/3 (-E,)+c;aot(n/3)J 1/3 (-z~)-[J-~/~(*~)/ 

I sin (ll/3) 1 =o 



Una condicidn necesaria y suficiente para que el sistema (v.+ 
77) t e w  soluci6n no trivial es 

pero 

en consecuencia 
- 

- 
- -1 

Wt &- (sin ( ~ / 3 )  ) [Jl/g (-El) JW4/3 (4 2) c3-1/3 

J4/3 (-E2) I =O 

La ecuacib (v.5-78) representa una relaci6n lineal entre funcio- 

nes de Bessel de orden fraccionario, las que pueden ser representadas en 

t&minos de funciones de Airy (Antosiewics, 1964) 

(v. 5-79) 

Las funciones de Airy esGn definidas en la forma 



Para apl icar  l a  (V . =j-79) , podemos introducir  una nueva var iable 

y de acuerdo con las relaciones para las funciones de Bessel con argumen- 

tos  (-z) y (2 exp [ i m n  1 1, podremos escr ib i r  las siguientes relaciones 

 atso son, 1953) 

J (zexp [ i m ~ r ]  ) =exp [ i m v ~ r ]  J (z) 
v V 

En consecuencia, a pa r t i r  de l a  ,(v. 5-79) obtendremos para J f1/3 ( -E l  

(v. 5-83 J (-:I= (1/2) exp [-i ( s / 3 )  ] (3/w*) 
1/2 

+1/3 
[31/2~. 1 (-w*) iBi ( OW*) 1 

Por otra parte l a  relacidn entre las funciones de Airy y J , ( Z) no es  

simple. Utilizando l a  f6rmula de recurrencia 
+4/3 

J (z)+J ( z ) = ( ~ v / z )  J~ (z) v-1 V+ l  



Ahom es posible apl icar  la (v.5-79) para obtener 

Por l o  tanto 

En consecuencia,, la ecuacion (v.5-78) tornard la forma 

En general no es f i c i l  trabajar en forma nume'rica con las funcio- 

nes de A i r y  o las de Bessel de orden fraccionario, pues esto implicarfa 

la ut i l izaci6n de subrutinas muy especiales. En consecuencia, intentaremoe 



otra aproximaci6n a1 problem, que consiste en estudiar la solucidn de 

la ecuacidn cerca de l  origen y para grandes valores de lw*l (soluci6n asin- 
2 

to't ica) . 

v.6 Solucidn cerca de l  o r i ~ e n  

Supongarnos que 15 I <a . Ba jo ta.1 condici6n' podremos escr ib i r  

la (v. 5-85) en la forma 

y util izando ias expresiones para f(*) y g(@) a primer orden obtendre- 

mos 

- de Jty (z) de acuerdo a1 dominio asignado pa?a e l  arg(z) (stokes, 1902). 

Para ev i tar  ta les  problems Watson (vatson, 1958) ha sugerido e l  desarro- 

110 asint6t ico siguiente 

pero esto es imposible, debido a pue 9 = ~ ~ ( 0 )  / 0 y 9 = A ~ ( o )  4 0. En 

consecuencia podemos concluir pue e l  sistema (v. 5-77) t iene unicamente 

soluci6n t r i v i a l  (q c3 = 0) cerca de l  origen. 

V. 7 ~o luc i6n  as intdt ica 

Estudiaremos a continuacidn e l  caso en que >>I+ Hemos vis- 

t o  que la cond ic ih  necesaria y suf ic iente pra la existencia de s o l u c i h  

no t r i v i a l  de l  s i s t e m  (v-5-77] era: 

(v. 7-1) k t  EI=- (l/sin ( ~ / 3  1 JlI3 (-El) J-4,3 (-E2) +5-1/3 (-= -1 ) J 4/3 (-E2) I = 0 

De aqui en d s  deberemos considerar 10s desarrollos asint6t icos de 
(-z) s i n  olvidar e l  fen6meno de Stokes, es deci r  la  dis- J*V3(-z) Jt4/3 

continuidad de l a s  constantes involucradas en las expresiones asintdt icas 



donde 

y p es cualquier entero positivo o negative. Utilizando las relaciones 

(V .5-81) y (V .5-82) podremos obtener 

J ( - z ) d  (2- Iiml )=exp[+ivn] J~ (z) 
b iv 

En consecuencia resulta posible extender la (V .7-2) para argumentos nega- 

tivos 

donde 



En nuestro caso , cuando 1 zl es grande (en realidad cuando liml z I+  9 

Por l o  tanto, s i  

donde b*= [1-6 (-1 1 , Previendo que (karg (-2) ~ 2 8  obtendremos 
- 

J (-2) = [1/ (2211) 'I2] [exp [i (z- (5n/12) ) ]+exp [-i (z 
-1/3 

+(n/4))1] 

En consecuencia 

Det M=0 =cos (n/6) cos (Z2-Z1) 

y la h i c a  posibilidad semO 

cos (E2-E1)=O 



3/2, 
Sin embargo 8 11-6 (L/ao) 1 2 2 , donde 

y esto signi f ica que: 

- w -  z 2  -=I 0 COS (Z*-E~)  zz 1 

En consecuencia la  h i c a  solucidn posible para e l  sistema (v.5-76) es la 

"trivial" (cl = cp = 0). E l  problem surge con las condiciones de contor- 

no (v. 5-62a, b) 

De acuerdo con la solucidn trivial del  sistema (~ .+76) ,  es tas  condiciones 

de contorno implican pue Z1/3 (-El ) '0 ; en ot ras m labms , 5 (X , y , z , r ) = 

(x , y , 2 , .r ) =O l o  que signi f ica pue no ex is te perturbaci6n en ninguna 

parte n i  existir?i con e l  tiempo. 

La ecuacidn de estado correspondiente a1 agua de mar puede s e r  

escr i ta  como 

donde P depende de la temperat-, sal inidad y presidn en una forma com- 

pleja. Hemos mencionado como un caso par t icu lar  l a  fdrnula emphica de 

Knudsen (~nudsen, l9Ol), s i n  emhrgo ahom presentaremos l a  ecuaci6n de 

estado en una forma l i nea l  y simple (~edorov, 1978) 

donde AT yhsson las respectivas desviaciones de la  temperatura y l a  sa- 

l inidad con respecto a 10s valores To y so, correspondientes a una densi- 

dad media P ; mientras pue aT=- ( a /a Si 
Y bs=(a~/as)T,p. -. 

adoptamos la notacio'n S,P' 



podremos escr ib i r  

Los valores de aT y bs pueden s e r  tomados como constantes dentro 
A A 

de 10s l h i t e s  AT=€ T y A S=E s . A par t i r  de la  (v. 7-8) podremos def in i r  

e l  f lu jo  de empuje perturbado (FH) como la suma de 10s f lu jos tgrmico 

A continuacidn extenderemos la idea del  cociente de las fuerzas de empu- 

je (Rp (~edorov, 1978; Turner, 19651 1967) a1 campo de densidad de la 

perturbacidn, de acuerdo a las siguientes relaciones 

donde 

La condicidn de contorno (v.5-61b) implica que no existe f lu jo  

de empuje a traves de la interface aire-mar. Esto signi f ica 

La (v.7-lla) t iene un significado t r i v i a l ,  mientras que la  (v.7-llb) im- 

plica que T y s estan relacionadas, a1 menos dentro de una delgada pelicu- 

la  superf ic ial  en contacto con la  atmbsfera. Para, extender nuestro estu- 

dio a un oce'ano barotro'pico con velocidad arb i t ra r ia  haremos uso de la 

ecuac ih  (v.5-15), donde ~ ( x , y )  = x2(x,y) sat isface (v.5-13) (o alguno 

de 10s casos mostrados en la Tabla 11). Analogamente a l o  hecho en (v.+ 
62) def iniremos 



Es necesario destacar que si la solucidn (v.7-13) satisface la 

ecuacih (v.5-13), la relacidn entre x2(x,y) y p, s e d  muy estricta. De 

acuerdo con la Tabla 11 unicamente existen tres posibilidades generales. 

Supongamos que utilizamos las mismas condiciones de contorno 

dadas en (v.5-62a) y (v.5-62b). En otras palabras 

La (v. 7-l4a) implica que 

Mientras que 

En consecuencia 



en particular, la (v. 7-14b) tomad la forma 

Hemos supuesto que 0 , ya que de otra forma la (v.7-13) im- 

plicaria que c(z=0)=0 , lo cual significa que no existe perturbacidn en 

la superficie del mar. 

A partir de la definicidn de las funciones cilindricas (v.2-16) 

y (v.573) (~amke, 1959; Watson, 1958; Olver, l9&), obtendremos un sis- 

tema similar al (V .fi-77) 

cot (4n/3) - (J-4/3 (-:I) /sin (47f/3) ) I =O 

donde Ef Y = *  
-2 

est& def inidas por (V. 7-l4a) y (V. 7-1431) respectivamente. 

Una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de solu- 

cidn no trivial del sistema (v.7-11) estar6 dada por (v.577) 
2" J (-E*)=O (v. 7-18) J1i3 (-z*) J (-95) ( 413 2 1 4/3 

En te'rminos de las funciones de Airy (Antosiewicz, l9&) y defi- 

niendo 

2 2 (v. 7-19) { w@= 1 (aJ6LI (Bl/ (&K#) 'I2] 2/3[i+(y@l)c~#d (L/ao) I 
1 



-1/2] 2/3 
donde w@ = I@ - b* ccn b * 4  (&/a,) [ (2/3) (ag1/6L) (€KO 

1 2  
En consecuencia, la ecuacidn (v. 7-18) tom& la forma 

Utilizando las definiciones de f(w) y g(w) obtendremos cerca de l  origen 
c*c% 0 
1 2 r  

1/2 * A' (O)#O. For l o  tanto, cerca del  ori- per0 c*=A. (0)= [ B ~  (0)/3 ]#O y c2= 1 J. 
gen, e l  sistema (V.7-17) puede aceptar unicamente una soluci6n t r i v i a l  

(c'=cl-O) . A continuacidn deberemos estudiar l a  relacio'n (V.7-18) cuan- 1 2- 
do lE*l y lE;l son gnndes. Esto s i e i f i c a -  

1 

( V  7-21) exp [ i  (2:- (rr/12) ) 1 +exp 1 - i  (E i -  (37r/4) ) I exp [ i  (2;- (llrr/12) ) 1 + 

exp[-i(E*-(rr/4) ) I+  exp[i(S?-(5rr/l2) I+exp[-i(Ef+(rr/4) I 
2 

por l o  tanto, 

De acuerdo con la  (v. 7 - l k )  y (v. 7-l4b) 

en consecuencia, 

Debemos concluir que e l  s i s t e m  (V .?-I?) t iene solucio'n t r i v i a l  

en todas parte (ci=i=O) . En ot ras palabras: "En un ocgano barotr6pico 

no puede e x i s t i r  perturbacidn s i n  un f lu jo  de empuje a trave's de l a  inter- 



face." Es necesario destacar que 3:=0 no es  una solucio'n (v.7-15) 

except0 si c'=O , y en la caso la (v. 7-16) implicaria que c'=O . 2 1 

V.8 Estabil idad de un oc&no barotro'pico con f l u jo  de empuje a t rav6s de 

la interface aire-mar. 

Supongamos un ocgano, en reposo Por e l  momento, conectado diaba- 

ticamente con la atmdsfera (a trave's de la interface aire-mar) per0 a i s l a  - 
do adiabaticamente del  f ondo (Ver Fig- 2). Utiliaaremos como condicio- 

nes in ic ia les 

.r=O con h >1 

Esto s ign i f ica que ex is te inicialmente un f l u j o  de empuje en 5 r 01 Pe- 

r o  la per tu rbac ih  en e l  campo de densidad no alcanza e l  n ive l  . = -lb= 



Luego de c ie r to  tiempo 

(V . 8-2b) 
ry 

p =O a r#O 1 F-l/h 
En otras palabras, hemos supuesto un f lu jo  de empuje perturbado en la fo_r 

ma 

donde 

En e l  caso general de un oce'ano barotro'pico con velocidad arbi- 

traria (v. 7-13), obtendremos 

y a par t i r  de la (v.7-15') 

donde 

De las condiciones in ic ia les  (V.8-la) y (v. 8-lb), obtendremos 



Util izando las def in ic iones de las funciones c i l h d r i c a s  y las de Weber 

(~amke , 1959; Watson, 1958; Olver , 1974) podemos obtener 

donde 

- [(2/3) (:$)-I [ J ~ / ~  (-:;I COt ( ~ / 3 )  4-1,3 (-:;)/ 

sin(n/3) I + J ~ / ~  ( -E5)e(n /3 )  - [J-4/3 (<;)/ 

sin (4*/3) 11 I 
A p a r t i r  de la  denominada reg la  de Cramer ( ~ o n t e  y Boor, 1965) 

(V , 8 4 0 )  c2= [(BIAS A') (EK#/$ 2) [I+ (y*/$ 2 2 l )  EK#I M*] J~~~ (-~t) 
En la m i s m a  forma, haciendo uso de la (v. 8-23) y (v.8-Zb) , obtendremos 

.C#O 



(v. 8-12) 

Mediante las (V.8-9), (v.8-lo), (v.8-11) y (v.8-12) es posible concluir 

que r 

2 La solucib sera' eatable si y solamente si, la perte real de 

es positiva, esto significa wI> O.En consecuencia, 

Sin embargo la (v.8-14b) no es posible. A mrtir de la ecuaci6n (v. 8-3) 
podremos escribir el flujo de empuje perturbado en z = 0 comor 

En consecuencia, si w I es negative, el flujo de empuje perturbado crece- 

ria indefinidamente con el tiempo haciendo que la perturbacio'n alcanzara 

y excediera el dximo de su escala, como resultado de la compulsidn exteg 

na. Si w - 0, la soluci6n tendrik una oscilacich en fase con el flu jo de I - 
empuje perturbdo. Por lo tanto podemos concluir pue el flujo Ssico nun- 

ca se tornas inestable. . 



~ a p i t u l o  VI 

ESTABILIDAD DE UN OCEAN0 BAROCLINICO 

V I . l  El echo baroclinico 

De acuerdo con l a  solucio% por similaridad genemlizada, e l  oc6- 

ano baroc lh ico  puede s e r  descripto mediante e l  campo de presio'n, en l a  

f o m  

o uti l izando la aproximaci6n en e l  plano 8 (~edlosky,  1979; Holton, 1979 

(V~*l-l) p o ( x . y , z ) = A ( x , y ) t M ( x , y ) [ ~ - ( ~ ~ / ~ ~ @ o ) b l ~ l ~ ~ ~ ~ / ~ ~ o ]  

mientras que e l  resto de l a s  variables correspondientes a1 f l u j o  Gs i co  

esta&n dadas por 

donde al, 4 y cl fueron definidss en (VI .2-16) 

El  s i s t e m  perturbado (~1.2-7,11) en funcion de las variables 

x, y, z, en la aproximacib de l  plano 6 , puede sex escr i to  en l a  forma 



V I  .2 El  ocgano puramente baroclinico 

En este  caso la ecuacidn (11.7-2) tomad l a  forma 

pO(X,@, z)= M(A,@) exp[cz/sh@l 

Dentro de la aproximaci6n de l  plano B podremos u t i l i za r  las f6mulas (VI. 

1-2) a (~1.1-5) con ~ ( x , y )  ,- 0. En consecuencia e l  sistema perturbado es- 

tar& dado por: 



clyl exp [cz/sin@,] + [l-aly- (cz/sin@,) blyl (aM/ax) W [cz/sh@,] 

(aF/ay)+;[ (c/s~~Q,)M[~+ (CZ/SM,) ]bl- (c/s~~Q,) (away) 11- (I+ 

(CZ/S~Q,) ) blyl 1 exp [c~/s in@~l+ (a zaz) IK# (c/sm0) (l-bly) + 

( ~ S Q J C )  (ya,) (aM/ax) exp ICZ/SM,I I 4 (c2 /s in2@o)~(~ao)  

[CZ/S~~Q,I =K# (a 2;/a z2) 

De acuerdo a la estructura del sistema (VI. 2-2) a (VI.2-6), po- 

dremos suponer que la  soluci6n t e n h *  la forma 

Por l o  tanto, nuestro sistema de ecuaciones esta& dado por 



S i  consideramos , en l a  ecuacidn (VI .2-Be), 10s tgrminos con &den 

de magnitud mayor que la unidad; concluiremos que 

este hecho es extremadamente importante, debido a que en tal caso e l  sis- 

tema (VI .2-8a,b) adqu i r i d  l a  forma 

Para, resolver e l  sistema de ecuaciones diferenciales (VI - 2 - l ~ a ,  e) 

utilizaremos un me'todo suigeneris , e l  cual consiste en extender l a  idea 

de desarrol lar  en se r i e  las posibles soluciones, uti l izando como padmetro 

de l  desarrol lo e l  fac tor  ( ~ / a ~ )  que surge en la aproximacib de l  plano 6 

( ~ a y f  eh , 1973 ) 
Supondremos que las soluciones de l  sistema perturbado pueden s e r  



Si sus t i tu inos  b. (VI. 2-11] dentra de l  s is tema (vI.z-~o~, e) , PO- 

Qtrmas abtener a primer orden 

-1 
l l ientras que el sistema corresporadiente a un orden 10 (o(L/~~)), e s t K d  

dado par 



La (VI.2-16) tend& solucidn si, 

La (VI .2-17a) implica 

(aM/ay) (ahX./ax)- (aM/ax) ( a q / a y ) =  L = cte. 

Por l o  tanto podremos escr ib i r  tal ecuaci6n en la  forma 

La (VI. 2-19) es una ecuacidn di ferencial  l i nea l  y de primer orden ( ~ o ~ c e  

y D i P r i m a ,  1965) y su  soluci6n e s t a d  dada por 

Mientras pue la solucidn de la (~1.2-17b) se& (~anlre, 1959) 

F = Dl  ex^ [alzl+D2exp[a2zl+ (lh) g (2) ew [a [t-21/21 



donde 

(v1 .2-22) 

En consecuencia, 

A partir de las ecuaciones (~1.2-20) y (VI. 2-24) se puede obser- 

var inmediatamente que ambas soluciones son diferentesl siendo por lo a- 
to necesario pue se satisfaga 

(away) ( a  Inx iax )  = (arvax) ( a  may) 
(VI 2-25) 

Como consecuencia de lo anterior, la (~1.2-16) tomad la forma 

Por otra parte el sistema (VI.2-13a,b) puede ser reducido a una 
h 

linica ecuacih en p2 

donde ~(x,y,z) esta' dado por 



La (~1.2-27) pod~S s e r  e s c r i t a  como: 

Mientras que, la  ecuaci6n d i fe renc ia l  homoggnea s e g  

donde V representa e l  gradiente hor izontal .  
H 

La s o l u c i b  homogGnea puede s e r  encontada bajo la  suposicidn 

S i  s u s t i t u h o s  l a  (VI. 2-30) dentro de l a  ( V I .  2-29' ) obtendremos 

( I  3 (d3z/dz3) - (c/sinQ0) (d2z/dz2) -@s-~K#-' (dZ/dz) exp [cz /sin@o] 

Sin embargo, la (~1.2-31)  implica 



La solucidn de la (~1.2-32a) es (~amke, 1959) : 

alt y fueron definidas en (VI .2-23) 

La ecuaci<n (VI.2-32b) pod& s e r  resuel ta s i  se sat is face algu- 

na de las siguientes posibilidades: 

Ba jo la suposicidn de que la (~1.2-*a) es c ie r ta ,  la solucign 

correspondiente a (~1.2-32b) e s t d  dada por: 

Mientras que, en e l  caso de cumplirse l a  ( V I . Z - ~ ~ ) ,  l a  solucign corres- 

pondiente a l a  m i s m a  ecuacicin se&: 

z= D exp [cz/sinmol 

~l comparar la  (~1.2-34) con la (VI. 2-35) o la  (VI. 2-36) vemos 

que las mismas son diferentes. Sin embargo, si hacemos L = 0, esto es 

(VI .2-%a ' ) VM X Vln  (f) =O Y 

la solucidn de la ecuacio'n (VI.2-32a) ser ia  



De las ecuaciones (VI.2-25) y (~1.2-15) podemos concluir que 

(VI -2-38) (a~vay) (apl/ax) = (awax) (apl/ay 

La ecuaci6n inhomog&ea pod& se r  esc r i t a  como 

Podemos suponer que l a  soluci6n par t icu lar  sat is face 

(Probaremos d s  adelante pue l a  ( ~ 1 . 2 4 1 )  es una condicidn necesaria para 

cualpuier t ipo  de solucidn). Por l o  tanto, la (VI , 2 4 0 )  serd 

=F (x,y,z) 

o uti l izando l a  (VI. 2-13)  

Determinaremos la soluci6n par t icu lar  de la ecuacidn di ferencial  

inhomoggnea ( ~ 1 . 2 4 3 )  ut i l izando e l  m6todo de 10s coeficientes indetermi- 

nados, o e l  n$s geneml denominado "de la  variacidn de pagmetros" ( ~ o ~ c e  

y DiPrima, 1965) . Sin embargo, hemos resuel to  una ecuacidn similar con an- 



ter ior idad ( l a  (VI .2-17b)), en consecuencia 

donde a y X fueron definidos en (VI .2-23). 

S i  sustituimos la expresidn de ~ ( x , y , z ) ,  dida por l a  (~1.2-39), 

dentro de la (VI. 2-44) obtendremos 

En consecuencia , la (VI .2-41) implica& 

(VI .2-Ma) m x v [ ~ ( a x i a x )  ]=o 



Sin embargo, utilizando la (VI.2-25) podremos reducir el siste- 

ma de ecuaciones (~1.246a,d) a solamente dos relaciones 

(VI. 2&7a) 

donde ; es el vector unitario (0.1.0) 2 
Las ecuaciones (VI. 2&7a, b) son una consecuencia directa de la 

suposicidn (~1.2-41), la cual perdura como una condicidn muy conveniente 

pero arbitraria. Sin embargo, como veremos inmediatamente, la eleccidn de 

la (~1.241) carece en realidad de dicha arbitrariedad. Como es bien co- 

nocido, la soluci6n general de cualquier ecuaci6n deferencial lineal e 

inhomog6nea puede expresarse como la suma de la soluci6n complementaria 

d s  una particular (~oyce y DiPrima, 1965; Birkoff y Rota, 1959). En otras 

palabras: La diferencia entre un par de soluciones de la ecuacidn diferen- 

cia1 (VI.2-40) sera' una solucidn de la ecuaci6n diferencial homoggnea co- 

rrespondiente (VI .2O29; ) . Hemos comprobado que la soluci6n de (VI. 2-29' ) 
existe si la (VI. 2-34a' ) es satisfecha. Sin embargo esta relaci6n es equi- 

valente a la (~1.2-41)~ la que en consecuencia se& una condicidn necesa- 

ria para resolver la (VI. 2-40). 
Regresemos a las ecuaciones (VI.247a) y (VI. 2 -4~ )  para anali- 

zar las diferentes impli~~ciones de tales relaciones. De acuerdo con la 

(~1.2-47a), es posible perturbar un oc&no baroclinico unicamente cuando 

M = ~ ( y ) ,  pero a h  en tal caso la forma horizontal de la perturbaci6n 

(para las soluciones a primer0 y segundo orden) debe depender unicamente 

de "y" . Esto htimo es una consecuencia directa de las relaciones (~1.2- 

34.a' ) y (VI. 247b). No obstante, cuando M = cte. desaparecen todas las res- 

tricciones sobre X2 y f. 

A partir de las ecuaciones (VI .2-7), (VI .2-ll ) , (VI .2-13c), (VI . 
2-15) y (VI .2-26) podremos reconstruir las siguientes soluciones 



Mientras que a par t i r  de (VI .2-7), (VI .2-ll) , (VI 2-13c) , (VI 2- 

36) y (VI .2-45) obtendriamos 

Si M=l-1 (y) 



La solucio'n general del sistema perturbado se& 

(utilizando (VI. 2&a) y (~1..2*a)) 

0 

u u 

(VI .2-51) P = P ~  (xt~,z,r)+(%)4 (x,y,z,r) 

(utilizando (VI. 248b) y (VI ,249b)) 

Debemos destacar la relacion existente entre f (y ) (o f(x,y)) y 

%(y) (o $(x,y)) cuando M ; ~(y)  (o M s cte. ), donde ambas funciones 

han aparecido como consecuencia de la separaci6n de variables cuando re- 

solyimos la (VI .2-14) y la correspondiente ecuacidn homoggnea (Kt. 2-29). 

Resultados similares podrian haber sido obtenidos aplicando el me'todo de 

separaci6n de variables a la ecuaci6n homoggnea previamente desarrollada 

en serie de potencias. En efecto la (~1.2-11) es unicamente un desarrollo 

en serie de la variable z, per0 no de x e y. En consecuencia, f(y) = x2(y) 

(f(~,~) = x2(x,y)) cuando M = ~(y )  (M = cte. ). 

VI.3 Estabilidad de un ocdano puramente baroclinico sin flujo de empuje 

a trave's de la interface aire-mar. 

De acuerdo con el modelo fisico del ocgano, que fuera descripto 

en ~apitulo V, utilizaremos las siguientes condiciones de contorno: 

Las condiciones de contorno (VI .3-la) y (VI. 3-1b) aplicadas a 

(VI .2-48a) o (VI .2&8b) implican que 



Esto s ign i f ica que 

a =a 
1 2 .  Y Dl=-D2 0 

(VI 3-3 ) ll=o y (aF1/az)=o 

Utilizando la (VX.3-2) y las m i s m a s  condiciones de contorno para 

las soluciones (VI.2-49a) y (VI. 2-49b), es senci l lo  comprobar que 

En consecuencia, podremos concluir queg "En un ocean0 puramente b r o c l h i  - 
co es imposible perturbar e l  sistema desde l a  atmosfera s i n  e l  f l u j o  de 

empuje perturbado a traves de la interface aire-mar." 

a trav6s de l a  interface aire-mar. 

Tal como en l a  ~ e c c i 6 n  V.8 ,  utilizaremos las siguientes condicio- 

nes ini 'ciales 

Estos s ign i f ica que en e l  instante i n i c i a l  ex is te un f l u j o  de 

empuje efectivo a traves de la superf ic ie,  per0 la per turkc idn en e l  

c a m p 0  de densidad no alcanza c ie r to  nivel  z = - l /h. 

Luego de un tiempo 

donde 

(~1.4-3) w'=w R +i w I 

A -T=O , podemos obtener a pa r t i r  de (VX.248a) y (~1.2-48b) 



X2 (x,Y)=x; (x,y) si M=cte. 

X2 (Y 1 =X; (y) si fiH(y) 

A mrtir de las relaciones (~1.4-4) podemos determinar que 

Las condiciones de contorno a .r#O implican 

(VI-4-7) B= w R +i w I 

En consecuencia, la (~1.2-47a) o (VI.211.m) se transforma6n en: 

Para poder aplicar las condiciones de contorno a (~1.2-49a) y 

(~1.249b). deberemos estudiar 10s casos para M = cte. y M = M(~) separa- 

damente . 

VI -4.1 ~ce'ano puramente baroclinico con M , - ,N (~ )  , 

Cuando M = ~(y )  debemos aplicar las condiciones de contorno 

(~1.4-la,b) y (VI.4-2a.b) a la solucib (~1.249a). 

A r = ~  , la (~1.4-la) implica que 

Mientras que, utilizando la bien conocida propiedad de las derivadas 



es senci l lo  obtener 

Por otro lado, la condicioh (V1.4-lb) implica 

X2 ( Y )  [al/hl +D*exp 2 [a2hl I -K# (a2-all -'cot@, (c/sin@,) X2 (y) y 

Utilizando l a s  (~1.4-4) y (~1.4-9). luego de c ier to  algebreo, es posible 

obtener 

S i  7 4 0. l a  primera ecuacidn implica 

y de acuerdo con la (~1.4-6) esto signi f ica que 

D1' Dz- 00 

En consecuencia, supondremos que = 0, per0 esto implica dos posibi l ida - 
des de acuerdo con (VI.4-9): a -0 o 9 = 0. Sin enfargo, 

2- 
-0 s igni f ica 

a2- 
(de acuerdo con l a  (VI.2-23) que g=O , o sea ausencia de perturbaci&, 

Por l o  tanto, tomaremos unicanente en consideracidn e l  caso = 9 = 0, 



con l o  cual 

A p a r t i r  de la  expresio'n (v1.4-8) obtendremos 

por l o  tanto  

donde hemos hecho uso de l a  (~1.2-23). 

En e l  caso par t i cu la r  cuando z = - l /h ,  l a  ecuacidn an te r i o r  to- 

ma=' la forma 

A 
(~1-4-16) p, 

-1 
(z=-l/h) =K#h (2c &dsin@,) exp [- (h-a) /2hl [ (ha)  - 

( ~ + a )  exp [-~/h] I [ (l/h) -~ - 'SLJ~  (~/h) I -I+ 

cosh ( h / l ~ )  ] 
Para sa t i s face r  las condiciones (V1.4-lb) y (VI.4-2b) sen i  necesario que 

[ - (l/a) ] = [ (sinh ( A h )  /I - (cash (x/h) /a) 1 

Sin embargo no ex is te  solucio'n para tal ecuaci6n. En o t ras  palabras, po- 

demos afirmar que no ex i s te  perturbacio/n bajo las condiciones de contornc 

(~1 .4 - la ,b ) .  

Intentaremos reso lver  nuestro problem bajo las s igu ientes con- 

diciones de contorno: 



Utilizando la expresi6n (~1.2-48a) podremos escr ib i r  las dos ecuaciones 

anter iores en l a  forma 

Este conjunto de ecuaciones l ineales y homogeneas t e n d 6  solucidn (dife- 

rente a Dl = D2 = 0) si  y solamente si e l  determinante es nulo; esto es  

si y sdlo si 

A 
Suponiendo que b2 = 0, esto s igni f ica (apl/aZ)=O a F-1 (es de- 

c i r  que no existe f lu jo  de empuje perturbado a traves de l  fondo) , la  (VI. 

4-20) se  transformarg en 

a2 (al+a2)exp[a21* (a +a )exp[-ll=O 
1 2 2  

o uti l izando l a  (VI. 2-23) 

(VI 4-21) 

Las soluciones posibles para esta ecuacio'n son 



y 10s autovalores temporales correspondientes sedn: 

En ambos casos el flujo Esico permanece estable. Es necesario destacar 
A 

que la condicio'n de contorno (ap /az)=O en z=-1 , inhibe cualquier ti- 1 
po de intercambio tgrmico con el lecho marino. Este hecho es muy importa. 

te debido a que en este trabajo estamos unicamente interesados en aque- 

llas perturbaciones cuyo origen es atmosf6rico. 

~1.4-2) Oc6ano puramente baroclinico con M = cte. 

Este es un caso particular para un flujo baroclinico y todos 10s 

resultados vistos en la Seccio'n anterior son aplicables. A pesar de que 

M = cte. implica que han sido removidas todas las restricciones sobre la 

forma de la dependencia horizontal, la arbitrariedad en la eleccio'n de 

x2(x ,Y) no tiene influencia alguna sobre la estabilidad, ba jo las condi- 

ciones de contorno (VI .4-18). 

VI.5 Estabilidad de un oce'ano baroclinico general 

El sistema de ecuaciones para la perturbacidn en el caso de un 

oce'ano baroclfnico general fue mostrado en la ~ecci6n VI.l (ecuaciones 

(VI. 1-6) a (VI. 1-10)), donde po, uo, vo, wo y Po es6n dadas por las 

(~1.1-1) a (VI. 1-5). Tal como en la ~ecci6n VI. 2, podemos suponer que 



En consecuencia, nuestro sistema se podra escribir como 

A A 
(VI 5 2 )  i~u-v (1+b1y + ( a $ m )  ( i + q  =O 

h A 
Sv+u (l+bly) + 

Para resolver el sistema (~1.5-2,6) aplicaremos el mismo mdtodo que usara- 

mos en la Secci6n VI.2; es decir que supondremos que las soluciones tie- 

nen la forma 

Por la tanto el sistema de las perturbaciones a 0(1) se& (recordando que 

O(B)< O(E) ) 



A 

(VI. >Be) iBE-li (amy) + carny) exp [ c ~ / s ~ ~ l  1 (apl/ax) -u1 (c/sMo) 
1- 

( a~ /ax )  [CZ/SM~I + (ailfly) (an/ax) + (aM/ax) w [cz/sinQ01 1 
A - cc/sin@ 1 carny )  a p  [ C Z / S ~ ~ I  vl+ [K# (c/sM~) (sin@&) 

0 

[ ( a w x )  (alL/ay) - (aM/ay) (awx) I tat l /az)=~# (a2i1/az2) 

Mientras pue a 0(1oD1) el sistema de ecuaciones correspondiente s e s  

A 
(VI. 59e)  i&i2 (wao) - [cly(aCl/ax)+ (yao) ( a ~ ~ / a x )  I [ ( a ~ a ~ ) +  ( ~ w Y )  

exp [cz/sin@ I I + Ibly (3 Way) + (1+ ( cz /sa0)  bly (away) 
0 

A 
exp [cz/sinmo] + (cz/sirP0) bl- [ C Z / S ~ @ ~ I  I (apl/ax) - (c/sbm0) 

r\ A 
( ~ I v ~ x )  exp [ C Z / S ~ @ ~ I  [ (&/ao) u2+u1c1y I + [ (c /~ in@~)  (aM/ax) (I+ 

A 
( C Z / S ~ ~ @ ~ )  ) bly exp [ c z / ~ i n @ ~ I u ~ l +  [ (aWax)+ (aM/ax)exp [cz/smol 1 

A 
(rJao) (ap2/ay)- [sly (aA/a~)+(a~y+(cz/s~@~)b~~)ex~[cz/s~@~] 1 

A (a$,/ay) - (cz/s~~Q,) carny) exp I c z / ~ h @ ~ l  (4/ao) v2+ ( c /~ in@~)  

(away) (I+ ( c z / s ~ @ ~ )  bly+ (c/sinmo)M (l+ ( C Z / S ~ @ ~  bl I 
I\ exp [ C ~ / S ~ Q ~ I  vl+ r ~ t  (cz/sinmo) + (sinm /CZ)M-' I (awax) ( a ~ / a y  

0 

- ( a w y )  (aA/ax) I (wao) (alPz) + [-K# ( ~ / s h @ ~ ) b ~ Y +  ( s ~ ~ c ) ~ - l  

[ (aM/ax) (away) - (away) (awax) cly+ (cosmdc) (Yao) (l+ (cz/sinmo) 
A 

(awax) + (cos@Jc) (L/ao) (awax) exp I ~ ~ / s ~ @ ~ l  I (b l /a  2) - (-1 
A 

(c/sin~~) % [CZ/SM~I wl=K# ( v a  (a2:2/az2) 
0 



Podemos reducir e l  Si.Stema (~1.+8a,b) a - sola ecuaci& dif e- 
A 

rencial en q 

2 
(~1.5-10) - ~ e - l  (apl/a 2) +I (an/ay) + (arwy) ~ c z / s ~ ~ l )  (a pl/axaz)+ 

(c/s~Q,) (aLwx) e ~ p  [ c z / s ~ ~ ~ , I  (apl/ay) - [ (aA/ax)+ ( a W x )  

2 
[cz/~inmo~ 1 (a pl/a zay) - ( c / s ~ ~ Q ~ )  (aM/ay) exp [ C Z / S ~ ~ ]  (aplDx) 

- [K# (c/sinQ,) + ( s i nmdc )~ - l r  cawax) (away) - ( ~ W ~ Y I  (an/ax) 1 1 (a2p1/ 

3 
a z 2 ) + ~ t  (a3pl/a~ )=o 

Suponiendo que 

(VI , 5 1 1 )  A p1'X2 (X!Y)P,~ (z) 

y sustituyendo dentro de l a  (VI.J-10) obtendremos 

La ecuaci6n anter ior  implica que 



donde pol = pOl(z), mientras w e  X2 = X2(x,y), M = ~ ( x , y )  y g = g ( z ) .  

La soluci6n correspondiente a (KC. 5-13a) es (~arnke , 194-0) 

donde a, A, al y a2 fuMn definidas en (VI.2-23). 

Para resolver l a  ( V I  .5-13b) def iniremos 

En consecuencia, l a  (VI. 5-13b) pod& escr ib irse en la forma 

a )  Supongarnos que S = 0 ,  N / 0 y R 4 0; esto s ign i f ica de acuerdo a la 

5 1 5 )  

Mientras que la  (VI. 5-16) tom& la  forma 

-1 
( ~ 1 . 5 1 8 )  (dp / d z ) - ( c / s i n m , ) ~ e x p [ ~ Z / s ~ ~ l [ ~ + ~ [ c z / s ~ @ ~ ] ]  pol= 

01 

-1 
-K# [R+- [c2/sinm0I I g (2) 

La anter ior  es una ecuacio'n di ferencial  l i nea l  a primer orden 

( ~ ~ l l e r ,  1#1) cuya soluci6n es: 



-1 
- [R+N exp [ C Z / S ~ ~ I  I [C- K# [R+N exp [cz/sh@,I 1 g ( z ) ~ ]  

Pol- 

Sin embargo es ta  solucio'n es completamente di ferente a l a  (~1.5-l'+), por 

l o  cual podemos concluir que l a  suposici6n (VI.517) no es corrects. 
b) Supongarnos que N = 0, esto signi f ica,  de acuerdo a la (VI. 9 1 5 )  , que 

(VI .5-20) V, ( M 2 )  w g o  

En consecuencia la (VI.J-16) esta& dada por 

con soluci6n ( ~ i l l e r ,  1941) 

La ( ~ 1 . 5 2 2 )  s e d  igual  a l a  (VI.5-14) si  y solamente si 

Sin embargo, l a  condicidn a1=U2 O implica, de acuerdo con l a  

( V I  . 2-23) , que 

B=i ( E K # / ~ )  ( s i n @ d c )  
2 

(~1.w4.1 
Esto signi f ica que solamente puede ex i s t i r  un &ico mod0 temporal para l a  

perturbacich. 

Bajo l a  condici6n de que 



la soluci6n para, la perturbaci6n del camp0 de presio'n, de acuerdo con el 

sistema (VI. 58a, b) , sex6 

Cuando la (~1.5-29) es identicamente nula, la solucidn pl s e d  

la trivial. 

c) Supongamos que R = 0. De acuerdo con la (~1.5-15) esto significa: 

En consecuencia la (Kt. 5-18) tomas la forma 

y la ecuacidn homogdnea correspondienente estarzi dada por 

La (~1.5.29) tiene unicamente solucio'n trivial, mientras que la (VI. 5-28) 

acepta como soluci6n particular 

pol = D = cte. 

siempre y cuando 

(~1.5-31) g (z 1 = - :DIl/IZ# ) (cz/siniP0) exp [c~/sin@~] 

Sin embargo, esta solucidn es completamente diferente a la (V1.5-14). En 



consecuencia, la (VI. 5-12), o el sistema (VI. 5-9a, e) , unicamente acepta 

la solucio'n 

bajo las condiciones 

Mientras que el autovalor temporal estad dado por 

Esto significa que, de acuerdo con la (~1.51) y (~1.5-7), la perturbaci6n 

tendra' la forma 

donde p2(x,y, z) s e 6  la solucidn correspondiente a1 sistema (VI. 5-9a, e) . 
Es necesario destacar que independientemente de la forma de p2(x,y,z), 

si es que existe , la soluci6n (VI. 5-33) sex6 incondicionalmente estable , 
ya que el t6rmino temporal decae exponencialrnente con el tiempo. 



IESUMEN Y CONCLUSIONES 

La circulacidn termohalina esta' descripta por medio de l  sistema 

de ecuaciones diferenciales siguiente 

que representa una herramienta bastante poderosa cuando se  desea estudiar 

l a  circulacio'n ocegnica. E l  problem ha sido formulado a trav6s de 10s 

balances geostrdfico e h idrosGt ico de un f lu ido est rat i f icado sobre 

una esfera, con la difusidn turbi l lonar ia ver t i ca l  incorporada dentro de 

la ecuacio'n (1.4-4). ~ d e G s  de l  problem de la estabi l idad hidrodidmica 

para tal f lu jo ,  existen d is t in tas  l imitaciones sobre la  aplicabi l idad 

de l  s i s t e m  (1.4-1,5) a un ocgano real .  En primer tgrmino, la  falta de 

una solucio'n general nos obliga a u t i l i m r  una ser ie  de modelos especia- 

l e s  (~e ron i s ,  1969)~ cada uno de 10s cuales es e l  resultado de diferen- 

t e s  simplificaciones cuando se  apl ica la transformacidn por similaridad 

a la ecuacio'n de l a  presi6n (~obinson and Welander, 1963; Needler, 1967; 

K O Z ~ O V , .  1966). 

De acuerdo con Needler ( ~ e e d l e r ,  1967), l a  generalieacidn de l a  

solucidn por similaridad e s G  dada por 



donde A (Q ,A  ) y M (Q , X ) son 10s modos barotro'pico y barocl%nico respec- 

tivamente y 10s dif erentes modelos teo'ricos (~obinson and Welander, 1963; 

Fofonoff, 1962 ; Blandf ord, 1965; Veronis, 1969) pueden ser obtenidos co- 

mo casos particulares de la relaci6n anterior* 

La magnitud del coeficiente de difusi6n horizontal y su dependeg 

cia con la escala horizontal (~zmidov, 1959; Okubo, 1962, 1968; Okubo and 

Ozmidov, 1970; Monin, 1973) de acuerdo con la ley de 10s "4/3" de 

Richardson (~icharson, 1926) implican que la ecuacih (1.44) puede ser 
7 aplicada unicamente en el dominio correspondiente a 103cm<~< 3 10 cm 

(donde L es la escala horizontal caractedstica). Esto significa que el 

sistema termohalino (1.4-1,5) es inadecuado para describir la circdacidn 

ocegnica a escalas sin6ptica y planetaria. En tales casos se& necesario 

encontrar una nueva solucidn que incluya 10s efectos de la difusi6n hori- 

zontal, sin embargo hash el momento el problema no ha sido resuelto. 

Como consecuencia de un apropiado a d i s i s  de escala de 10s di- 

ferentes thninos de las ecuaciones, es posible obtener el orden de 

magnitud de la perturbaci6n, f=& (numero de ~ ~ ~ ~ b ~ )  =i04 , mientras 
4 que la correspondiente escala temporal es, T=E (L/u) =lo seg 

El sistema de ecuaciones termohalino pareceria ser una buena des - 
descripcib del flujo Ksico no solo a orden 1, sin0 tambih a 0(1oW2). 

Sin embargo, cuando intentamos describir el flujo Ssico a O ( E )  , es 

necesario introducir una serie de th inos  de correcci6n. Dichos t&rminos 

serin soluciones del sistema (v1.2-2,6), el cual no fue resuelto en el 

presente trabajo por carecer de significado en el problema de la estabili 

dad hidrodixGmica. 

El sistema de ecuaciones correspondiente a la ~erturbacidn de la 

circulaci6n termohalina de un oc&no barotr6pic0, en la aproximaci6n del 

piano-8 , es& dado por: 



donde la Cnica ecuaci6n que incluye variables de l  estado g s i c o  es l a  

(v.5-5); por ta l  motivo, tal ecuaci6n desarrollarA un papel prominente 

en la  solucidn de nuestro problem. 

Debemos destacar que a k  cuando l a  atmdsfera pudiera inducir 

un cambio en las variables de l  mar de orden e , tal fluctuacidn deberfa 

sat is facer  condiciones muy es t r i c tas  sobre la dependencia horizontal pa- 

ra poder convertirse en una "perturbacio'n". La Tabla I1 nos muestra 10s 

t r es  casos generales para las perturbaciones con d i s t i n tas  formas de de- 

pendencia sobre las variables horizontales. En cada caso las relaciones 

entre autovalores espaciales y temporales, coeficiente de difusi6n vert i -  

cal, l a t i tud  y coordenadas horizontales, no es nada simple. S i  la  f luc- 

tuacio'n no puede sa t is facer  estas condiciones, e l l a  apareced simplemen- 

t e  como "ruido" m q y  dgbil. 

Sin embargo, cuando las f luctuaciones de origen atmosf 6rico sa- 

t is facen alguno de 10s casos de la Tabla 11, la m i s m a  se& una "pertur- 

bacidn", si y s6lo si  produce un f l u jo  de empuje a trav6s de la  interfa- 

ce aire-mar. Este hecho es una l imi tac i in  muy severa sobre la forma en 

que 10s d is t in tos  pax%metros atmosfdricos pueden perturbar l a  circula- 

cidn oceznica. Es bastante evidente que un cambio en l a  radiacidn so lar ,  

la variacio'n en e l  intercambio de calor sensible o la  evaporacibn, ac- 

t&n directamente sobre la estrat i f icac idn de l  campo de densidad en l a  

cam superf ic ia l  de l  mar induciendo f lu jos  de empuje. Los f lu jos  de ca- 

l o r  radiat ivo, sensible y l a ten te  son parametrizados a gran escala por 

medio de seis variables: Temperaturas de l a  atm6sfera y la  superf ic ie 

ocegnica, contenido de humedad, velocidad de l  viento a c ie r to  nivel  de 

referencia y l a  cantidad y t ipos de nubes. En consecuencia las f luctua- 



ciones en 10s f lu jos de ca lor  pueden s e r  estimadas a pa r t i r  de l a s  varia- 

ciones de las variables mencionadas ( ~ a l k u s  , 1962). 
El  viento puede inducir  una perturbacidn en e l  mar unicamente a 

trav6s de sus efectos sobre 10s intercambios de calores sensible y laten- 

t e ,  ya que e l  esfuerzo de l  viento produce s610 fluctuaciones sobre e l  caz 

PO de presidn h idrosGt ico per0 nunca un f l u jo  de empuje. 

La precipitaci6n causa una reduccioi? en la salinidad y tempera-' 

t u n  superf ic ia les,  produciendo en consecuencia un cambio en l a  es t ra t i -  

ficacio'n de la densidad ( f lu jo de empuje). Sin embargo existe ot ro efecto 

que acompaiia a l a  precipitaci6n; que puede s e r  necesario considerarlo 

porque induce tambign un f lu jo  de empuje ( ~ a t s a r o s ,  1969). Las gotas a1 

caer tienden a evaporarse en e l  a i r e  subyacente a las nubes y dicha eva- 

poracio'n aumenta l a  humedad re la t iva  y producen un enfriamiento en las 

capas mds bajas de l a  atmbsfera. Por l o  tanto, este doble efecto a c t u a k  

sobre 10s f l u jos  de calor sensible y la tente desde e l  mar. 

AGn cuando la atmdsfera pueda perturbar l a  c i rcdac idn  termoha- 

l i n a  de un ocgano barotxbpico, la solucio'n de l  sistema de ecuaciones nun- 

ca se  inetabi l izard. 

El  sistema termohalino para la perturbaci6n de un oc6ano p m -  

mente baroc lh ico ,  en la  aproximacidn de l  plano- f3 , e s G  dado por 



Para resolver t a l  sistema fue necesario desarrol lar  cada ecua- 

ci6n bajo l a  hipo'tesis de que las soluciones podian se r  escr i tas  en l a  

f orma 

Tal como en e l  caso de l  oce'ano barotr6pic0, l a  produccio'n de un 

f l u jo  de empuje a travds de la interface aire-mar sez5 una condicio'n ne- 

cesaria (pero no suf ic iente) para l a  existencia de '9perturbaci6n". Sin 

embargo existen dos restr icciones adicionales sobre e l  mod0 baroc lh ico 

y la dependencia horizontal de la  posible perturbaci6n ( ( ~ ( x , y ) )  

-b 
donde e2=(0,1,0) 



Estas dos condiciones implican que es imposible perturbar un flujo p m -  

mente baroclkico cuyo nodo dependa micamente de "Xt y/o que la relacib 

entre el mismo y la forma horieontal de la perturbacidn no satisfagan la 

(VI .211.6b). 

La soluci6n correspondiente a1 sistelna (VI.2-2,6), en el campo 

de la densidad perturbada, esta' dada por 

Utilizando las siguientes condiciones de contorno 

eMcontramos que 10s autovalores temporales correspondientes esGn dados 

par 

La (~1.4-23) implica que el flujo b6sico permanecerd. incondicio- 

nalmente estable bajo cualquier clase de perturbacio'n que produzca un 

flujo de empuje a travC de la interface (perturbcich de origen atmosfR 

rico). 

h el caso d s  general de un flujo Ssico en el cual A 0 y 



M & 0, la perturbacidn estax5 descripta por el siguiente sistema de ecua- 

crones en derivadas pamiales (a orden 1) 

Mientras pue a 0(1oW1) el sistem de ecuaciones correspondiente sex6 



(I,/%) (ak .pY)  - laly (an/ay) + (sly+ (cz/s in~, )  bly 1 w ~ c z / s i n @ ~ l l  
A (a$,/ay) - (cz/s~@,) carny) exp lcz/sin@,l (Vao)v2+ [ (c/swo) 

(aM/ay) (1+ (CZ/S~II@~) )bp+ (c/sinP,)M(l+ (cz/sh@,) )bll 
f i  exp [ c ~ / s ~ ~ ~ , I v ~ +  [K# (cz /s~M~)  + (sin@ / c z ) ~ - l  tawax) (away) 

0 

- ( a m y )  (awax) I (aP^z/az) + 1-KI (c/sinmo)b1y+ ( s ~ & ) ~ - l  

[ (awax) (away) - (alvay) (awax) cly+ ( C O S @ ~ C )  (Ya,) (I+ (cz/sa, )  ) 

A 
(awax) + ( C O S ~ ~ C )  (yao) (awax) exp rcz/sh@,I I (apl/az) - (&/a,) 

4 
(c/sino C) % exp [CZ/S~~Q,IW, =K# (-1 (a 2k,/a z2) 

donde hemos supuesto pue las soluciones son de la forma (~11.1-1) 

El sistema (VI.5.8a.b) puede ser resuelto si 

Mientras que el autovalor temporal estam' dado por 

2 
B=i (~# /4 )  o (sin B/c) 

La soluci6n correspondiente a1 campo de presisn perturbado es 

h 
donde ~ ~ ( x , ~ ,  z) sera' soluci6n del sistema (VI. 5-9a ,b) . 

El autovalor temporal dado por (VI.j-24) es un caso particular 

de la (~1.423) cuando n = 0. Esto significa que la presencia de un mo- 

do barotrdpico reduce el nhero de autovalores posibles en el caso de 

un oce'ano baroclinico a solamente uno. Debemos destacar que la estabilidad 

de la soluci6n (VI. 5-33) es completamente independiente de S2(x ,y ,z) . A1 

mismo tiempo que es sencillo probr pue dicha soluci6n es nula cuando 



no existe flujo de empuje en z = 0. 
A pesar de que el objetivo del trabjo fue el investigar la es- 

tabilidad hidrodidmica de la circulacio'n termohalina ba jo perturbaciones 

de origen atmosfe'rico, 10s resultados obtenidos pueden ser extendidos a 

cualquier tipo de perturbacich. En efecto, hemos demostmdo que el flujo 

%sic0 puede ser perturbado unicamente por medio de un flujo de empuje 

a trave's de la interface aire-mar y a h  en tal caso la solucio'n permane- 

cera' estable. 
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