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RESUMEN

El estudio de la estabilidad hidrodinimica de la circulacion ter-
mohalina del ocf€ano revela que 1la atmdsfera sélo puede perturbar las va-
riables del flujo bidsico mediante un flujo de empuje a través de la inter-
face aire-mar. Sin embargo tal condicidn es necesaria pero no suficiente,
ya que ciertas restricciones adicionales sobre la forma de la dependencia
horizontal de la fluctuacion, de origen atmosfe€rico, deben ser satisfechas
para que las mismas puedan ser consideradas como perturbaciones. Dichas
restricciones dependerdn del tipo de flujo bdsico que esta bajo estudio
(barotrépico o baroclinico).

Aun cuando las variaciones atmosféricas puedan inducir pertur-
baciones en la circulacidn termohalina del océano, nunca podran inesta-
bilizar el sistema ya que siempre el factor temporal de las mismas re=-

presenta una atenuacion de forma exponencial.



LISTA DE LA NOTACION PRINCIPAL UTILIZADA
EN EL TEXTO

= latitud
= latitud media

= longitud

velocidad angular de la Tierra

20sin® (Parametro de Coriolis)

= 20sind
o

aceleracion de la gravedad
velocidad zonal
velocidad zonal en forma adimensional

velocidad meridional

= velocidad meridional en forma adimensional

= velocidad vertical

velocidad vertical en forma adimensional

= densidad del agua de mar

= densidad del agua de mar en forma adimensional

volumen especifico

= volumen especifico en forma adimensional
= presidn

= presion en forma adimensional

= radio terrestre

= longitud horizontal caracteristica

= valor medio de la densidad para el océano



e g

densidad de referencia

presion de referencia

p=p
a

P—Pa
nimero de Rossby
2
(f az/gD)
o o
calor especifico agregado
calor especifico a presion constante
coeficiente de expansién térmica
salinidad
salinidad de referencia
s-s,_
(=1/p_) (3p/9T)

(l/pa)(ap/ap)T .
(l/pa)(ap/as)p n

r

temperatura

coeficiente de difusidn vertical turbillonario
coeficiente de difusidn horizontal turbillonario
(Kvao/UDz)

(K L/UD?)

entropia especifica

longitud vertical caracteristica

velocidad horizontal caracteristica

vector posicion

esfuerzo del viento
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escala temporal de la perturbacion

vector unitario en la direccion z (0,0,1)
orden de magnitud

coeficiente de campresibilidad del agua de mar
103 (p*(s,T,0)-1)

temperatura potencial

correccidn adiabdtica de la temperatura

(b/L)

= variables de la perturbacidn

variables del flujo bdsico
modo barotrdpico de la circulacion termohalina

modo baroclinico de la circulacidn termohalina
variables auxiliares (Capitulo V)

funcidn cilindrica

funcion de Bessel de primera clase y orden V

funcion de Bessel de segunda clase y orden V

= constantes

I
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I

autovalores

funciones auxiliares (Capitulo V)

modos normales

desviaciones de la temerat';ura y la salinidad
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= flujo halino del empuje
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FH =FT+F5= flujo total del empuje

R = cociente masico del empuje
P

Ai (x) 'Bi (x)= funciones de Airy

VH = gradiente horizontal=[(§/ox), (3/3y),0]
X, (x), £(x),
Z(x),.... = funciones auxiliares (Capitulo VI)
e, = vector unitario en la direccidn y (0,1,0)
a, = [(1-2sin®s )/ (sind_cost ] (L/a_)
bl &= cot(bo (L/ao)
cy = tand (L/ao)
a == (c/sin® o) -
b = —iBe"L/K# |
A2 = [(c/sin ) +4iBeL k4]
oy = -(a/2)+\2 > (Capitulo VI)
o, = -(a/2)\°
B = modo normal temporal J
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Capitulo I
INTRODUCCION

I.1 la_intervencidn de los océanos en los cambios climaticos

Se ha podido apreciar que los oc€anos desarrollan un papel pro-
minente en la determinacion del clima mediante procesos a gran escala en
la interface aire-mar que gobiernan los intercambios de calor, humedad y
cantidad de movimiento, en adicion con el transporte calorico. Mientras
estas condiciones son determinadas mutuamente por la atmdsfera y el oce-
ano, hay otras dominadas exclusivamente por este Ultimo al menos en las
escalas climiticas de tiempo mds prolongadas (US Committe for GARP, 1975).

Las altas inercias térmica y mecdnica del oc€ano requieren tomar
en cuenta consideraciones especiales sobre la intervencidn de los oce€anos
en los cambios climdticos. Pequefios cambios en la temperatura media oced-
nica sobre largas extensiones, podrian introducir severas modificaciones
en el balance caldrico de la atmosfera sobre el mar (Rasool and Hogan,
1969). Por ejemplo, las variaciones en la distribucidn global del hielo
flotante poseen un efecto significativo sobre el calentamiento neto de la
atmdsfera (en virtud del control que ejerce el hielo sobre el balance ca-
1drico), y consecuentemente pueden cambiar los gradientes térmicos meri-
dionales que inducen las circulaciones atmosféricas y ocednicas. Se ha
visto que la variacidn en el comportamiento del hielo a flote en el hemis-
ferio norte, que durante el invierno cubre alrededor de un 10% de la su-
perficie ocednica, tiene algunas correlaciones con diferentes {ndices de
cambios climdticos. La extensidn de dicho pack varia notablemente no solo
a 1lo largo del periodo anual sino tambien de un afio a otro. En particular
cuando el pack se contrae, la trayectoria de las tormentas se desplazan
hacia el norte y las isohietas en latitudes medias se corren hacia el
este (Fletcher, 1968). En el hemisferio sur la variacicn anual del drea
cubierta por hielo es seis veces mayor que en el Artico. La magnitud re-
lativa de las variaciones de un afio a otro y las de largo periodo del
pack Antdrtico pueden ser consecuentemente mayores, pero existe muy esca-
sa informacidn al respecto. El hecho mis significativo de la variacion

L3 3 - -
mensual es que los mayores cambios en,la extension del hielo ocurren du-



rante diciembre, cuando la radiacidn solar es mixima (Ackley, 1979). Ba-
Jo la suposicidn que el pack de hielo absorbe unicamente un 45 de la ra-
diacidn incidente, mientras que el océano libre de hielos absorbe un 90%,
se puede preveer que la influencia de anomalias estacionales en la exten-
sidn del hielo sobre el océano es enorme (Fletcher, 1968). Un cambio i-
gualmente significativo puede ser introducido por la dispersién de varia-
ciones en la salinidad, como consecuencia de la fusién del hielo.

La salinidad de las aguas superficiales estd intimamente relacio
nada con la formacion de densas aguas de fondo, especialmente en el océa-
no austral, las que se hunden y dispersan llenando el total de las cuen-
cas oceanicas del mundo (Gordon, 197la-b). Tal proceso puede actuar como
control del sistema climatico, con escalas temporales que van desde frac-
ciones a miles de aflos.

El gran numero de grados de libertad del sistema océanc-atmdsfe-
ra facilita la existencia de un sinnimero de posible mecanismos de reali-
mentacidn dentro del océano y de la atmdsfera, como asi también entre am-
bos. Algunos de los efectos de realimentacion mds prominentes operan en
medio de procesos de cambios climdticos de corto periodo, especialmente
aquellos relacionados con el balance de radiacidn sobre tierra y el ba-
lance energético sobre el océano. Bryan (1969), Wetherald y Manabe (1972),
Manabe y otros (1975) y Bryan y otros (1975) han mostrado que con el aco-
plamiento de un modelo oceanico tridimensional y uno de circulacidn gene-
ral para la atmdsfera, se puede lograr una buena simulacion del clima pre
sente en nuestros dias. En general el problema principal con estos mode-
los ha sido la gran disparidad de escalas temporales entre la respuesta
de la atmdsfera (un ano) y la de la circulacion abisal (500-100 afios),
lo que implica que sera necesario un tiempo de computacion adicional exce
sivo para lograr el equilibrio oceanico. Sin embargo, Gill y Niiler
(1973) han mostrado que para escalas temporales que van desde dias a un
par de anos y fuera de las aguas ecuatoriales, los cambios en la tempe-
ratura superficial estdn determinados primordialmente por variaciones lo-
cales del calor y la energia mecanica, mds que por procesos advectivos.
Como consecuencia de ello varios modelos han sido desarrollados depen=-
diendo fundamentalmente de alguna simulacidn realista de la dindmica
de la capa de mezcla oceanica sobre un ciclo estacional, utilizando pa-
ra ello las ideas de Kraus y Turner (1967) sobre la termoclina estacional.




Al describir el ciclo anual de la temperatura superficial del mar estos
modelos producen pobres resultados. Webster and Lau (1977) han mostrado

que es necesario incluir una circulacion termohalina simple para remover

el exceso de calor de la capa de mezcla en las regiones tropicales y evi-
tar temperaturas superficiales artificialmente elevadas. Estos autores
han desarrollado un simple modelo fenomenoldgico, donde incluyen un aco-
plamiento exitoso entre un oc€ano con una capa de mezcla advectiva y un

modelo atmosferico en ecuaciones primitivas.

I.2 Procesos fisicos en el oceano

Mds de la mitad de la radiacidn solar que alcanza la superficie
de la tierra es absorbida por el mar y convertida en energia interna. Es-
ta radiacion solar, conjuntamente con el esfuerzo del viento en superfi-
cie, es la fuente principal de energia para una variedad de procesos fi-
sicos en el océano, cuya importancia es esencialmente una funcion de sus
escalas temporales. La atmosfera es parcialmente transparente a la radia-
cion solar como consecuencia de procesos de absorcicn, dispersion y re-
flexién (Liou, 1980). La cantidad de radiacicn que alcanza al mar, espe-
cialmente en la banda del infrarrojo entre los 0.7 y 3.0 um, es suficien
te para producir un calentamiento. La absorcidn de radiacion solar es res
ponsable de la existencia de una capa de mezcla superficial calida de
unos 102 m. de profundidad, que puede ser encontrada sobre la mayoria de
los oceanos del mundo. Esta capa superficial y calida representa un gran
reservorio de calor que actda como un moderador termodinimico sobre la
dindmica de la atmosfera. El coeficiente de absorcion para el agua pura
es una funcidn de la longitud de onda, con valores bajos en la region
visible del espectro y extremadamente altos en el infrarrojo (Irvine and
Pollack, 1968). En consecuencia la radiacion visible penetrard hasta pro-
fundidades del orden de los 100 m., mientras que la banda del infrarrojo
es absorbida en los primeros 15 micrones (Grosch y otros, 1973).

Parte del calor que alcanza la superficie del mar es transforma-
do en flujos de calor sensible y latente, emitido en forma de radiacion
de onda larga, almacenado en la capa superficial y trasladado horizontal

y verticalmente mediante varios procesos dindmicos y termodindmicos.




I.3 Participacidn relativa de la atmosfera y el océano en el balance glo-
bal de calor
La forma en que el calor es distribuido por la atmdsfera y el

oc€ano no es simple. Los trdépicos, en general, son la regidn de suminis-
tro de energia para la circulacidn global. La ganancia neta de calor
radiativo que se produce en la atmdsfera debe ser redistribuida hacia
latitudes mas altas. Sobre los continentes el transporte de calor puede
ser efectuado sélo por la atmosfera, mientras que en las vastas areas
oceanicas la atmdsfera e hidrdosfera cooperan en exportar calor a otras
partes del globo.

La particidn entre el calor transportado por la atmésfera ver-
sus el transportado por el ocfano tiene un interés fundamental en el ba-
lance energético global (Hastenrath, 1980). La interaccidn a gran escala
entre aire y mar ha sido objeto de una larga serie de trabajos durante
los dltimos quince afios (Vonder Haar y Oort, 1973; Oort y Vonder Haar,
1976; Hastenrath, 1977a,b; Stepanov y Gritsenko, 1980; Hastenrath, 1980;
Bunker, 1980 y Lamb y Bunker, 1982 entre otros). Todos estos trabajos u-
tilizan datos climatoldgicos para el cilculo de los flujos aire-mar, sien
do éste un factor critico sobre los oc€anos, en especial en el hemisferio
sur. Desde un punto de vista estrictamente meteoroldgico, las extensas
areas oceanicas representan un factor moderador para el comportamiento
de la atmdsfera (Trenberth y van Loon, 1981; Necco, 1982). A partir
de consideraciones cualitativas se habfa supuesto que el flujo de energia
efectuado por los océanos hacia los polos era pequeno en comparacion con
el trasporte de calor a través de la atmosfera (Sverdrup y otros, 1942).
Jung (1952) utilizando un modelo hipotético y muy simple para la circula-
cidn oceanica, ha estimado que el transporte meridional de calor hacia
el polo a una latitud de BOON es de alrededor de 1015
girid que la importancia de tal circulacidén meridional no puede ser des-
cartada en los cdlculos del balance global de energia. Seller (1965) y
Vonder Haar y Oort (1973) han estimado en forma indirecta el flujo meri-
dional de calor medio anual en los océanos a partir de datos atmosferi-

-1
g~cal sec ~, y su-

cos, como diferencia entre el calentamiento radiativo neto y el transpor-
te de energia por la atmosfera. Estudios similares fueron realizados por

otros autores (Bryan, 1962; Oort y Vonder Haar, 1976; Trenberth, 1979 y




Hastenrath, 1980), pero la pobre densidad de datos en algunas areas ocea-
nica, los cortos periodos de observacidén y la diversidad de fuentes de
los registros y técnicas de analisis, conspiran en contra de la confia-
bilidad de los resultados. La consecuencia 1ldgica de lo expuesto seria

el utilizar modelos ocednicos, pero al presente so6lo fueron publicados
unos pocos trabajos en los que se utilizan grandes simplificaciones
(Jung, 1952; Bennet, 1978; Georgi y Toole, 198l y Szoeke y Levine, 1981)
¥y en ninguno de los cuales se emplea una descripcion fisica completa de

la circulacion termohalina.

I.4 La circulacion termohalina
La circulacion generada por procesos que afectan directamente

la temperatura y salinidad en superficie es denominada la circulacidn

termohalina. Los procesos termicos, es decir el calentamiento y enfria-

miento de las aguas oceanicas, son los principales responsables de tal
circulacidn.

Generalmente hablando, las variaciones de salinidad en el agua
de mar producen una contribucicn pequena a la circulacion termohalina en
comparacion con los procesos térmicos. Incrementos (disminuciones) en la
densidad superficial por enfriamiento (calentamiento) y salinizacidn
(desaliniﬁacidn) generan fuerzas de empuje que causan un hundimiento
(surgencia) de las aguas, creando en consecuencia el primer movimiento

de la circulacion termohalina

A diferencia de la atmosfera el mar es calentado desde arriba
y su temperatura decrece con la profundidad. Por lo tanto su estratifica-
cion teérmica es generalmente sumamente estable. Debido a la mezcla rela-
tivamente intensa, la capa superficial del mar, de unos 100 m. de espe-
sor, resulta cuasi-homogénea.

Los oceéanos difieren muy levemente en los valores de su salini-
dad. En las regiones polares, la salinidad se incrementa con la profundi-
dad como resultado de que las aguas con mayor contenido salino resultan
mis densas que las aguas superficiales mas dilufdas. Sin embargo, la den-
sidad del agua es fundamentalmente controlada por la temperatura y la es-

tabilidad permite la formacion de capas locales de bajo contenido salino,

.



Utilizando la aproximacion de Boussinesq, podemos escribir las ecuaciones
para el océano en forma adimensional (Pedlosky, 1979) en términos de coor
denadas esféricas A (longitud), ®(latitud) y z (vertical).

(1.4-1) v(f/fo) = (L/aocos¢)(ap/al)

(1.4-2) u(f/£) = -(L/a,) (3p/30)

(I.4-3) (1/cosd) {(3u/dA)+ (3 (vcosd) /3¢ )+(3w/dz)} = 0

(1.4-5) (u/cos®) (3p/8X)+ v(8p/30)+w(dp/dz)

e 2
(K a,/D?V) (32%p/0822)

f=20sin® parametro de Coriolis T=temperatura

f£,=20sind p=presion

¢=latitud p=densidad

¢ =latitud media «=yolumen especifico

¢=velocidad angular de la Tierra K _=coeficiente de di-
fusion vertical tur
billonario

g=aceleracidn gravitatoria

L=longitud horizontal caracteristica U=velocidad horizontal

caracteristica
D=profundidad caracteristica
a0=radio terrestre u,v=componentes zonal y
meridional de la ve
locidad

w=componente vertical de la veloci-

dad
Hasta el momento no se ha podido encontrar una solucion general
para el sistema (I.4-1,5). Sin embargo, mediante la transformacion por
similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963) y posteriormente ge-
neralizada por Kozlov (1966) es posible obtener soluciones particulares.
El problema estd descripto en términos de un balance geostrofico e hidros
titico con la difusion turbillonaria vertical incorporada dentro de la



ecuacion para la densidad. No obstante no estd aln muy claro el papel que
desempenia la difusidn turbillonaria horizontal en la circulacicn termoha-
lina (Monin, 1973).

I.5 Estabilidad en la atmdsfera y los oc€anos
La existencia de fluctuaciones en la circulacidn atmosferica y
ocednica pueden ser atribuidas a la inestabilidad de la dindmica del esta

do bdsico. Estas pequefas perturbaciones estdn presentes inevitablemente

en cualquier sistema real, pero sus efectos sobre los flujos estables son
efimeros. Sin embargo, cuando el estado basico es inestable las fluctua-
ciones creceradn en amplitud en el espacio y en el tiempo. Las escalas tem
porales y espaciales estdn determinadas por la dinimica de la interaccion
entre la perturbacidn inicial y el estado original del fluido.

En general el problema de la estabilidad en la atmdsfera ha sido
desarrollado en profundidad para flujos cuasi-geostrdficos a escala sindp
tica (Charney y Stern, 1962; Pedlosky, 1964a-b, 1979). E1l primer trabajo
sobre la estabilidad de flujos paralelos fue realizado por Helmholtz
(1868). Luego que Rayleigh (1894) escribiera una serie de trabajos funda-
mentales sobre la estabilidad hidrodindmica, la teoria ya se encontraba
perfectamente conformada en los comienzos del siglo. Una amplia gama de
problemas ha sido resuelta desde entonces, pues la teoria ha sido extendi
da a fluidos viscosos y las aplicaciones de la misma son muy numerosas
(Watson, 1960; Drazin y Howard, 1966; Lin, 1966; Killworth, 1980; Drazin
y Reid, 1981 y Veinstein, 1981 entre otros). Algunos autores han extendi-
do estos estudios al caso de la inestabilidad baroclinica en corrientes
ocednicas y flujos turbulentos en mar abierto (Crlanski y Cox, 1973;
Killworth, 1981). Sin embargo al presente el problema tridimensional de

la estabilidad de la circulacion termohalina permanece sin resolver.

I.6 Objetivos de la investigacion

Hemos mencionado la intervencidn prominente de la circulacidn ter-

mohalina en la descripcidn del comportamiento del oceano bajo la influen-

cia atmosferica, como asi también en el acoplamiento océ€ano-atmosfera en



los modelos de simulacidn climitica. Es evidente que la posibilidad de
utilizar expresiones analiticas para los campos de presidn, velocidad y
temperatura en el mar, como funciones de la latitud, longitud y profun-
didad, en lugar de un conjunto completo de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, representa una inmensa simplificacidn del problema
cuando tratamos de estudiar el sistema oc€ano-atmosfera mediante modelos
matemiticos. Sin embargo, debemos enfatizar que cada una de las solucio-
nes de la circulacidn termohalina es una solucion exacta de las ecuacio-
nes de movimiento para la aproximacién geostrdfica de un fluido estrati-
ficado sobre una esfera y que al presente pareceria que no hay forma de
probar cual de ellas, si es que existe realmente alguna, es realizable
en la naturaleza. Una aproximacidn posible al problema consiste en estu-
diar la estabilidad de estos flujos bajo perturbaciones atmosféricas. Es-
td fuera de los propdsitos de la investigacién el analizar la estabilidad
hidrodinimica de las autoperturbaciones del fluido, ya que unicamente es-

tamos interesados en aquellas perturbaciones cuyo origen es atmosferico.



Capitulo II

MODELOS TEORICOS DE LA CIRCULACION TERMOHALINA

II.1 Ecuaciones bisicas de la circulacidn termohalins

Las ecuaciones de movimiento en coordenadas esfericas y sin
friccion estdn dadas por
(du*/dt*) + (u*w*) /r*- (u*v*/r*) tgd -2Qsind v* +

(II-l-l)
2Qcos® w*= -1/ (p*r*cosd) (9p*/0d))

(I1.1-2) (AV*/dt*)+(wrv*) /r*+ (ur?/r*) tgd+20sindur =

-1/ (p*r*) (3p*/23d)

(11.1-3) (dw*/dt*)-(u*2+v*2j/r*—29005¢u*= -1/p* (3p*/3r*) -g

La ecuacion de conservacion de la masa es

(dp*/dt*) +p*{ (dw*/dr*)+2w*/r*+1/r*cos?® (9 (v*cos?) /

II.1-4
( ) 3®) +1/r*cos®(du*/3A) =0

mientras que la ecuacidn termodinamica simplificada para el oceano puede
ser escrita como (Pedlosky, 1979)

(3p*/0t*)+ (u*/r*cosd) (3p*/3A)+ (v*/r*) (3p*/3%)+

Y. 1~
( 5) w* (B0 /3z%) =K V2

p*
Donde el asterisco (*) indica las variables dimensionales, ¢es la lati-
tud, A la longitud y r* el vector posicion.

Introduciremos a continuacion ciertas "escalas caracteristicas"

a los efectos de poder escribir las ecuaciones en forma adimensional,

donde las nuevas variables carecerin del asterisco (Pedlosky, 1979).
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u*=gu Donde U es la escala horizon-
v*=0Uv tal tipica.
w*=U(D/a )w D es la escala vertical
t*=(a0/U?t del movimiento.

i i —
p pogDz+p02 Uaop :gees el radio terres

p*=p +p, (2 Uay/gD)

r*=a0(l+(D/aOJz)

Las escalas U,t , D, etc., han sido elegidas bajo la suposicidn
de que las variables adimensionales son del orden de la unidad y que cual
quier producto de combinaciones de variables es mensurado por el producto
de los factores de escala.

Definiremos el numero de Rossby de acuerdo a:
(11.1-6) e=(U/£, ao)
y el numero F' segun:
2
(I1.1-7)  §'= (£2a5/eD)

Los valores tipicos de las distintas escalas para el océano son:

=001 cm.sec-l)

D =o(6x105cm.) ad=0(6x1080m.)
D/a, =o(1o’3) F'=0(10)
e= 0(10-5)

Si utilizamos las variables adimensionales, definidas anterior-

mente, para expresar el sistema (II.1—1,5), obtendremos

e{ (du/dt)+(D/xr*) tgouw+ (a_/r*)uv}-singv+ (D
(11.1-8) o ) /ag) cosow
=(~1/cos¢{l+F‘sp))(ao/r*)(ap/ak)

(11.1-9) E{tdv/dtj+‘D/r*)WV+(ag/r*)tg¢u2}+sin¢u =(-1/(1+

F'ep)) (ag/r*) (3p/39)
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(11_1_10) (1+F'ep) {e lD/ao) 2 (dw/dt) - (¢D/xr*) (u2+v2) = (D/ao) cosou

-(3p/32) -p

eF'(dp/dt)+(l+F'Ep){(aw/82)+(2D/r*)W+(ao/r*COS¢)

(11-1-11)
(B(vcos¢)/3¢)+(a0/r*cos@)(Bu/al)=0

(3p/3t)+(ay/r*cos )u(dp/d)+(ap/r*)v(3p/30)+

II.1-12
( ) w(3p/32)=(K,a,/uD2) (3%p/522)

Entonces tomando unicamente los términos de primer orden, 0(1)'

el sistema anterior se reduce a

(I1.1-13) singv=(1l/cos¢) (3p/31)
(11.1-14) singu=-(3p/5%)
(II-1-15) p=_{8p/32,

(I1.1-16)  (3w/32z)+(1/cosd) (3(vcosd)/d8)+(1/cosd) (3u/ ) =0

(11.1-17) (8p/3t)+(u/cosd) (3p/dN)+v(3p/3%)+w(dp/02)=

(K,a0/UD?) (82p/322)

Cuando la salinidad (s) es una constante conocida, la densidad
es unicamente funcidn de la temperatura (T) y de la presion (p) (Veronis,

1973).
A partir de la primera ley de la termodinamica

]
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(11.1-18) §q=CdT+T (3$/3p) , dp

donde $es la entropia especifica,aq es el calor agregado por unidad de
masa ¥y Cp es el calor especifico a presion constante. Si el proceso es

adiabdtico, es decir 8g=0 » entonces

(I1.1-19) (3T/32z) g=~ (T/CP) (3%/9p) (dp/32)=gp {T/CP) (3$/9p)

donde hemos utilizado la equacidn hidrostatica (II.1-15). La relacion de
Maxwell (Batchelor, 1967)

(I1.1-20) - (3$/3p) o= ( 30/ 3T) (a=volumen especifico)

puede ser utilizada para transformar la (II.1-19) en
I1.1-21 o i s AT
( ) (51/82) g= -pg (T/Cp) (30/3T) ==guiT/Cy)

donde v=(1/a) (da/ aT)p es el coeficiente de expansidén té€rmica.
De acuerdo con la aproximacion de Boussinesg (Veronis, 1973;

Phillips, 1969)

(11.1-22) (1/p,) (38/32)=-g(p/p,)

donde p=p-p ¥ §=p_pa . E1 subindice indica las variables del campo adia
a

batico e hidrostatico correspondiente a un estado de referencia. En el

oceano la diferencia entre el estado real y el de referencia es muy peque-

fia, por lo tanto
(1I.1-23) (p/p;=(p-pa)/pa<<1

En consequencia, podemos desarrollar el campo de densidad en serie de po-

tencias

.1-2 = A A &
(IL.1-24)  p=p_+(3p/0T) , oD+ (30/8p) g P+ (9p/0S), S+T.0.5.
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Por lo tanto podemos escribir

A
(b=p,) /by =(8/po)=(1/py) (3p/0T) | (T+(1/p,) (3p/3p) g, 5B
(1I.1-25) ! '
Fal
+(1/p,) (Bp/BS)p'TS + T.0:8.

dondep , #1.035 es el valor medio de la densidad para el oc€ano.

Si definimos

==(1/p,) (3p/03T) , ¢ k= (1/p,) (3p/3pP) ¢

Y= (1/p,) (3p/08)

la (II.1-25) tomara la forma
(I1.1-26) (6/00) =-B"I\'+I'<‘£)+Yg

Entonces la (II.1-22) puede ser escrita como

A L .M >
(1 (3p/9z) =RgT~-gKkp-gySs
(I1.1-27) /pg) (9p/22)=BgT-gKP-gY

Haciendo un anilisis de escala de los distintos términos de €sta

ecuacidn obtenemos

(op/dz)=(|p|/D)=|p| /107>

po= 0(1) g= 0(102)

. o ~ . -
entonces gkp=10 9|B]~.:<(|}_:>|/D) ya que k= O(10 11, (Sverdrup et

al., 1942). En consecuencia

A A A
(1/p°1 (9p/9z) =BgT-gySs

sin embargo, si suponemos una salinidad constante (EE:O)(realmente en el

océano las variaciones de salinidad son muy pequanas) obtendremos

(11.1-28) (1/p_) (3p/92)=BgT
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El nuevo sistema de ecuaciones tomara la forma

(11.1-29) sind v=(1/cos®) (3P/3d)
(11.1-30) sin®é u=-(9P/93))
(11.1-31) gsf=(ap/32>

(11.1-32)  (1/cos®) (du/ax)+(1/cosd) (3 (vcosd) /9d)+(aw/dz)=0

(I1.1-33)  (u/cos®) (T/aX)+v (9T/38) +w (3T/32) =K' (32T/822)

' 2 - e A . :
donde K'=(K,a,/UD )rP—P/po Yy 98T=gp/Py es el término de empuje.

En (II.1-12) y (II.1-33) hemos supuesto que la difusion horizon-
tal del calor es despreciable. Pese a que dicha suposicion no es comple-
tamente valida, la misma representa una gran simplificacion del problema

como veremos mas adelante.

II.2 La ecuacion de la presion y las condiciones de contorno
A partir de la ecuacidén (II.1-32) obtenemos

(I1.2-1) w={K' (3°T/322) - (u/cos®) (3T/a\) -v (3T/38) }/(3T/32)

Sustituyendo este valor de w dentro de la ecuacidn de difusion (II.1-33)
y escribiendo u, v y T en funcidn de P, de acuerdo a (I1.1-29 hasta 31),

luego de algunas sustituciones es posible obtener (Veronis, 1969)

K’sind coso{ (37p/az%) (3%p/022)-(0%p/023) %} =
(11.2-2) (3p/3®) { (3°p/2323) (3%p/322) - (3%p/02?) (33p/323))
+(0p/0%) {(32p/3032) (83p/323) - (3°P/30922)+

cotd (32p/822) }
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Esta es la ecuacion que utilizara Needler (1967) en su modelo pa-
ra la circulacion termohalina que resulta algo mas complicada que la
ecuacion-M empleada por Robinson y Welander (1963), donde M era defini-
do por

z z!
M(®,\,2)=/ dz'[S p(®,A,2")dz"+C(d,])

- - 00

La condiciones de contorno para algun nivel P o a lo largo de
la superficie del mar serdn atiles para fijar la velocidad barotrdpica.
Otras condiciones de contorno deberdn incluir la estructura termica del
fluido o el flujo calorico en la superficie y la velocidad vertical en la
base de la capa de Ekman. Esto tltimo es esencialmente el efecto del es-

fuerzo del viento sobre la superficie del mar (Pedlosky, 1979)

- .
(11.2-3) w;=§.rotor(1/2p0951n¢)

donde % es el vector unitario en la direccidn z y %t el esfuerzo del vien-

to.

II.3 La transformacion por similaridad
Hasta el presente no ha sido posible obtener una solucion gene-

ral para la ecuacidn de la presion (II.2-2); sin embargo mediante la
transformacion por similaridad propuesta por Robinson y Welander (1963)

y que luego fuera generalizada por Kozlov (1966), es posible obtener so-
luciones especiales. A pesar de algunas arbitrariedades estas soluciones
pueden resultar muy utiles en la descripcion de la circulaciocn termohali-

na. Si suponemos que

(11.3-1) P(®,x,z)=m(¢,X)F($)

donde &§=f(¢,A)z ¥ sustituimos la (II.3-1) dentro de la (II.2-2), po-
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dremos concluir que solamente existird solucion si

m(®,1)=(sin®) 2a+2{r+E () } 20+

(11.3-2)
£(0,2)=(sind)d {A+E(9)}"

Bajo tales condiciones F(§) deberd satisfacer

2 IVl IIXIIXIXy_ _ A I 5l A 8 - IIII
(I1.3-3) K" (VR =P P )=(2n-q)FF°F (2g+1-2n) FF--F
-8 (2n-q) FYFIFIIT46 (3n-q) PTFIIFIT

donde FIV=d4F/d§4, etc.; @ ¥ n son nimeros reales y E(¢) es una funcion
arbitraria. De esta forma la ecuacion diferencial en derivadas parciales
y no lineal ha sido reducida a una ecuacion diferencial ordinaria.

De acuerdo con Robinson y Welander (1963) podemos escribir la
(I1.3-3) en 1la forma

.
IV, IT_ IIT IIT,

§FL{(3n-q) FXIFTI_ (2n-q) FIrITI}= Kk’ (F plllp

(I1.3-4)
-(2n-q) FFIFITI_ (2g+1-2n) FFIIFIT

II.4 Solucion de potencia inversa
Supongamos que ambos lados de (II.3-4) son cero, entonces

(IT4-1) 67T { ((3n-q) /(2n-q)) FIIFII_FIFTITy =0

¥
T
(11.42) K’ (FTVPII_pIIIpTIL)_ (on_q)rrlTl-(2q+1-2n) FFTTF =0

En general §#g ¥ una posible solucicn de (I1.4-1) estara dada por Fr - 0,

pero esto significa que F=F,= constante. En consecuencia




P=F ,
(I1.4=3) Jmie.n)
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correspondiendo a un flujo netamente barotropico. Si FI750, el término

entre llaves en (II.4-1) deberd ser nulo. Esto es

I

(II.4-4) a={(3n-q) /(2n-q) } y o
consecuentemente, (II.4=1) tomard la forma
(11.4-5) a(cT) %-gelI=0
0
(1L.4-6)  4(1g6’)/ds = a d(1g6)/ds
Por lo tanto

dG/ds = exp(g)G® con ¢= constante

(1/(1-a))a(cl ) /ds = exp(g)d(8+64)/ds

Esto significa que 1/(1-a)

G={ (1-a)exp(g) (§+5,)}
pero de acuerdo a (II.4-4)
{1/(1-a)}= -2+(g/n)

En consecuencia

(-2+(g/n))
G=dF/ds= {(-n/(2n-q))exp(E)} (8+8,)

(-2+(g/n))
(I1.4-7) F=¥ (§+8 ) + constante

donde

(-2+(g/n))
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((g/n)-2)
y=constante={1/((g/n)-1) (-n/(2n-q))exp(£)}

Como la (II.4-2) debe ser satisfecha por la (II.4-7) podemos ob-
tener las siguientes condiciones

(II.4-8) <=0 ¥=4K’ y la constante en (II.4-7) igual a cero,

Por lo tanto
2
(II.4-9) F=4K’/(§+8 )
es una soluciocn.
De acuerdo con la (II.3-2) cuando g=-n

(2g+2) (1-2q)
m(®,A)=(sin®) (A+E(®))

y la (II.3-1) tomarda la forma

> (2g+2) (1-2q)
P(2,x,2)= (4K"/(8+8 ) ") (sin?) (A+E (9))

pero 8=£ (®,1) z=z(sin®) I (A+E(¢)) 9 . Consecuentemente

(II-L{'—lO) P ((I),A ? z) =sin2¢ (A+E (@) ) (4K#/ (Z+§th) 2 )
donde

(II.4-11) h(9,))=(A+E(9))/sind

La (II.4-10) es denominada la solucidn de potencia inversa e in-
troduciéndola dentro del sistema (II.1-29,33) podemos obtener u, v, w y
T como:

u=—(4K'sin¢/(z+60hq)3) {2hcos¢(z+(q+l)60hq)+

I1.4-12
: ) (Z—(Zq-l}Gohq)dE/d¢}
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(I1.4-13) v= (4K’ tand/ (z+§_h9) 3) (z-(2g-1) § jh9)

w=-dK’ (z+(1-2q) §_h9) / (24§, h) 2
(I1.4-14)

(II.4-15) T= -(8K’/gq) {sinzoh/(z+aohq)3} (ME(9)) -

En particular podemos concluir de la expresion de la temperatura que

§Orﬁ1<0 , pues de otra forma el denominador en (II.4-15) podria ser nu-

lo para cierta profundidad.
De acuerdo con (II.4-14) la velocidad en la base de la capa de
Ekman es

(1I.4-16) we== (4K "(1-q) /5 %)

Por otro lado hemos visto en (II.2-3)(Pedlosky, 1979) que

s 45
w*=k, t ;
(II.4-17) e x-rotor(Tt/2p fsind)

lo que significa que para regiones de anticiclones permanentes (latitudes
subtropicales) w% es negativa. En consecuencia podemos concluir de (II.4-
16) que q <1.

Las fluctuaciones de la temperatura superficial en el océano,
T(z=0) , decrecen a medida que se incrementa la latitud, motivo por el

cual g debe ser elegido de forma tal que q¢:-2/3.

1I.5 La solucicn de Fofonoff (1962)
Esta solucion es un caso particular de la anterior, cuando E(®)=

a una constante y § =0. Por lo tanto
el

(II.5-1) P=sin?® (4K’ /z2) (M+E)
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(11.52) u=- (4K ’/22) cos? (A+E)
(I1.5-3) v=(4K’/zz) tan®

(1. 54) ==(4K"/z)

(II.5-5) T=- (4K’ /ga) h(sin3¢/23)

A
Del sistema (II.5-1,5) se puede ver que P, u, v, w y T divergen
en superficie, por lo cual esta solucidn no resulta muy util en nuestro

problema.

II.6 Solucion exponencial
Supongamos en (II.4-1) y (II.4-2) que (3n-q)/(2n-gq)=1 , es-

to es n=0. En consecuencia

(11.6-1) GFI(F pII_pIpIII) g

(11.6-2) g #(pTVPII_pIITpIII) _(5n o) prlpllie (2g+1-2n) FFT TR =0

Suponiendo que $# y F'I%O, lo cual implica en (II.6-1)
plIpII_pIII_,

y en la misma forma que en la Seccion II.2 podemos obtener

(11.6-3) F=b+d exp(c§)

Sin embargo esta solucion debe satisfacer la (II.6-2) y esto im-

plica que q =—-1, en consecuencia

(11.6-4) F=b+d exp(cz/sind)

Esta solucion es similar a la de Blandford (1965) y el campo de
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presidn puede ser escrito como
(11.6-5) P=(A+E (%)) (b+d exp(cz/sind))

La temperatura puede ser obtenida a partir de P mediante la relacidn hi=-
drostdtica (II.1-31) '

(11.6-6) &\‘={cd/gasin¢} (A+E(®)) exp(cz/sind)

Supongamos que T es conocida a z=0, esto es
(11.6-7) Ts=(cd/go: sin®) (A+E(3))

lo que implica que la (II.l—é) puede ser escrita como

~ N

(11.6-6') =1 exp(cz/sind)

Es necesario hacer notar que el término (A+E(®))/sin® es divergente
en 6=0°,

Si ¢ es conocida, d puede ser obtenida a partir de la magnitud
de T. Utilizando la (II.1-29) obtendremos que

(11.6-8) v={E(9) /sin® cos®} (b+d exp(cz/sind)

Esto significa que si conocemos v en la superficie y a cualquier latitud,
podemos obtener el valor de by donde b representa la amplitud del modo
barotrdpico.

Por otro lado

=-(1/sin®) {(dE/d®) (b+d exp(cz/sind) -

(11.6-9) .
z(cd/sin® cos®) (A+E(®)) exp(cz/sind)

(I1.6-10) w=(k4c/sin®)+(1/sindj {b(1+(cz/sint))+d exp(cz/sin )}
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La expresidn de la velocidad vertical contiene dos términos, uno
de ellos independiente y el otro directamente proporcional a K'; lo cual
significa que existe solucién no nula ain en ausencia de difusion.

En la base de la capa de Ekman,donde la velocidad vertical esta
especificada como wg, podemos obtener a partir de (II.6-10) que:

we=(K'c/sin¢)+(l/sin¢)(b+d)

Si el bombeo o succidn en la capa de Ekman son conocidos, po-
dremos entonces fijar K’c. La (II.6-10) con b=0 es idéntica a la solu-
cion de Blandford (1965). Es importante observar que aun persiste cierta
arbitrariedad en él campo de presion como consecuencia de que la funcidh
E(¢0 no ha sido especificada todavia. Este t€rmino permite que las compo-
conentes meridional y 2zonal de la velocidad posean cierto grado de liber-
tad como consecuencia de la dependencia de u 'y v con E(9).

Para grandes profundidades (z=-h) el t€rmino exponencial serd
despreciable y la velocidad vertical estard dada por

w, =(cK'/sin®)

(11.6-11) B
donde hemos supuesto que la parte barotrdpica del campo de presidh es nu-
la (b =0).

En general W Y K’ no son cantidades observables y por tal moti-
vo la relacidn (II.6-11) es algunas veces utilizada para determinar
w,/K' a partir de los datos (Munk, 1966).

Otra forma a partir de la cual ¢ puede ser encontrada es median-

te el flujo de calor a través de la superficie (z=0), donde

z=0

De acuerdo a (II.6-6)

(GT/Gz;=(c2d/ga){11+E{¢))/sin2} exp(cz/sin?)

de forma tal que
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(11.6-13) (K’c?d/ga) { (AE(8)) /sin28}=H

Ahora c estd determinada por K’, H, d ¥ una funcidn arbitraria
E( ¢) (cuando esta tltima ha sido especificada).

A partir de la (II.6-11) es fdcil ver que el simple efecto del
proceso difusivo sobre la solucidn exponencial es el de requerir una velo
cidad vertical positiva a grandes profundidades (Veronis, 1969). Mis atin
la solucidn presente incluye la de Welander (1959) como un caso especial

en procesos no difusivos.

II.7 Generalizacidn de la solucidn por similaridad
De acuerdo con Needler (1967) es posible obtener una solucion

por similaridad mis generalizada si

(11.1-7) P(®,\,2z)=A(d,))+M(d,2) exp(zk(d,1))

Sustituyendo (II.7-1) dentro de (II.2-2) obtenemos que las condiciones

para que exista solucion no trivial son

dk/dA=0

(11.7-2) (3a/3)) { (3k/3%) +kcotd}=0

(aM/239) {(3k/3%)+kcotd}=0

Las condiciones (II.7-2) son satisfechas si k, A y M son indepen
dientes de ¢ . Sin embargo en tal caso, v=0 (39P/3% =0) ,u#0 pero
du/dx=0 y por lo tanto Jw/d9z =0 o w=w(®) - Esta solucion tiene una
utilidad muy restringida debido no solamente a las restricciones impues-
tas sobre las componentes horizontales y vertical de la velocidad, sino
también al hecho de no aceptar condiciones de contorno a lo largo de cos-

tas meridionales.
Podemos no obstante obtener una solucion mds dtil si las ecuacio-
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nes (II.7-2) son satisfechas conk=c/siné (como en la solucion exponen-
cial previa).

Ahora las funciones A y M pueden ser elegidas de forma tal que
satisfagan las condiciones de contorno, es decir cierta temperatura su-
perficial o el flujo de calor y la distribucidn de la velocidad vertical.

En consecuencia la (II.7-1) tomard la forma
(11.7-3) P=A(®,))+M(®,)) exp(cz/sind)

A partir de (II.1-29 hasta 33) podemos obtener

u=(=-1/sin®) { (3A/93%) + ((3M/3%)
(I1.7-4)
-M(cz cot®/sind)exp(cz/sind) }

(11.7-5) Vv=(1/sing cosd) { (3A/31)+(3M/3)\) exp(cz/sind) }

(11.7-6) T=(cM/gasind) exp(cz/sind)

y
(11.7-7) w=(cK'/sin®d)+ {(d8A/3d) (8M/3X)-(3A/3A) (3M/3%) /cz cosd}

+(1/c cosd) (3M/9A)exp(cz/sind)
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Capitulo III
LA IMPORTANCIA DE LA DIFUSION HORIZONTAL EN LA CIRCULACION TERMOHALINA

I1T.1 Dependencia del coeficiente de difusidn horizontal turbillonario

en el oc€ano con respecto a la escala horizontal

El océano puede ser dividido en tres capas de acuerdo a las proé
piedades de la turbulencia: (1) La capa de mezcla superior, cuyo espesor
es de alrededor de 100 m. y la cual se halla en un estado turbillonario
como consecuencia de la turbulencia constantemente creada por efectos
atmosfericos. (2) La capa interna, que abarca casi la totalidad de la ma-
sa ocednica y dentro de la cual sélo existe mezcla turbulenta en regiones
aisladas como resultado de la inestabilidad hidrodinimica de las ondas in-
ternas.(3) La capa de fondo, con un espesor de aproximadamente 10 m. y ca~
racteristicas similares a la capa superior de mezcla en lo que respecta
al estado turbulento.

La difusionh vertical en el oc€ano estd caracterizada por un coe-
ficiente turbillonario Kv que cambia con la profundidad y depende sustan-
cialmente de la estratificacidn del campo de densidad (9p/3z) - E1l orden
de magnitud de Kv es de 10 cmzseg-l en la capa superior de mezcla y de
1 cmzsegrl en las profundidades oceanicas (capa interna) (Veronis, 1969).

El mecanismo de la turbulencia en el mar no ha sido lo suficien-
temente estudiado y la misma es usualmente representada como el resultado
del decaimiento de grandes vdrtices en otros mds pequefios (0zmidov, 1959).
En este caso se supone que los vortices en cuestion no son perturbados
por cualquier clase de energia de origen externo, mientras que la disipa-
cidn energética por efectos viscosos se considera despreciable. Sin embar
-go en los flujos turbillonarios reales existe frecuentemente una influen-
cia directa de energia sobre las dreas ocednicas investigadas; por ejem-
plo originada por tormentas, fuerzas de marea u olas creadas por el vien-
to. Los vdrtices adquirirdn esta energia adicional que naturalmente no
serd governada por las leyes aplicables dentro del rango inercial del es-
pectro de la turbulencia (Okubo y Ozmidov, 1970). No obstante es posible
suponer que en el oc€ano, a pesar de esta influencia externa de energia,

pueden existir regiones aisladas, a escala inercial, separadas por zonas
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con una afluencia energeética significativa.

Si la difusidn horizontal de una mancha de alguna impureza en el
océano (una sustancia trazadora) es causada por virtices dentro del ran-
go inercial, la dependencia del coeficiente de difusiocn horizontal turbi-
1lonario con respecto a la escala L del fendmeno en cuestidn, sere des-
cripta por "la ley de la potencia a los 4/3 de Richardson" (1926). La
ley para la difusicn turbillonaria fue descubierta empiricamente por
Richardson para la atmosfera, comprobandose que resultaba ser bastante
mgs dificultoso el establecer la dependencia de K, con L para las condi-
ciones oceanicas. Actualmente existe la posibilidad de comprobar la de-
pendencia propuesta para el coeficiente de difusicn horizontal con datos
obtenidos de experiencias que involucraban la dispersion de manchas de
colorantes y otros trazadores en el mar (Okubo, 1962; 1968). Estos expe-
rimentos abarcan una amplia gama de rangos de escala, desde aproximadamen
te los 10 m. hasta valores que exceden los 1000 Km.

De acuerdo con Monin (1973) a partir de una comprobacién experi-
mental directa de la"ley de la potencia a los 4/3", K mg*l/3L4/%
y como consecuencia de los datos acumulados en pruebas de di?usiéh hechas
en el oceano (Okubo y Ozmidov, 1970) fue posible estimar el valor para
€*en l(}"u'cmzseg_1 para las escalas de 10-10°m. y de 10-5cm25eg"] en las

escalas de 10 a 10°Kn. (Ver Figura 1).

III.2 Magnitud del termino de difusidn horizontal

Hemos mencionado en la Seccion I.3 que el sistema termohalino
unicamente considera efectos de difusion vertical; sin embargo debido a
que el coeficiente de difusion horizontal turbillonario crece con "L", de
acuerdo a "la ley de la potencia de los 4/3", no estd claro que la suposi
cion anterior sea valida siempre.

La ecuacion termodindmica simplificada Para el oc€ano estd dada
por (Pedlosky, 1979):

(1I1.2-1) dp*/dt*=kV2p*

(¢=difusividad termica)
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donde hemos supuesto que el calentamiento interno (Qi) es despreciable.

Figura 1. Dependencia del coeficiente de difusicn horizontal

turbillonario con la escala del fendmeno (Monin, 1973).

Definiremos a continuacidn variables adimensionales como en la

Seceidn II.1, pero en este caso "L" sera utilizada como la escala de la

longitud horizontal.

p*=po(1+(2QUL/gD)p)

y*=Ly
z¥=Dz

v*=Uvy

x*=Lx

t*=(L/U) t
u*=0Uu

w*=(D/L) Uw

Por lo tanto la (III.2-1) podrd ser escrita como
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(II1.2-2) (/L) (dp/at)=(K,/D?) (3%p/32%) +k; V2
donde

(I11.2-3) Vf{=(a§/r*2cos¢>) { (-sin®/cos®) (9 /a¢)+{32/a¢2)+
(1/c0s%0) (32/012)= (a2 /r*?)v2
En consecuencia la (III.2-2) tomard la forma

(111.2-4) (dp/at)=(k_L/up?) (3%p/32%)+ (K L/alL) V7

El orden de magnitud de (KVL/UDZ) es de 10'1°L, mientras que
(KHL/agU) 210‘185*1/3;_, 7/3; donde hemos supuesto que Kv= lcmzseg_l ;

De donde se desprende que

(1I1.2-5) { (,L/a2U) / (K_L/UD?) }=0 (10~ 8e*1/314/3)

La ecuacidn (III.2-5) nos permite definir tres regiones especi-

ficas, de acuerdo al orden de magnitud de "L".

Region I: Que corresponde a una escala horizontal 10%em<L< 3x107cm.,
donde (KHL/agu)<< (KVL/UDz) . En consecuencia el sistema ter-
mohalino (II.1-13,17) puede ser utilizado perfectamente en €sta
region

Regio’n II: Correspondiente a escalas horizontales 3x107cm. g<L< loscm. -
donde (KHL/aiu) y (KVL/UDE) tienen el mismo orden de magnitud.
Por lo tanto la difusiodn vertical y la horizontal deben estar
presentes en la ecuacion (II.1-17).

Region III: Correspondiente a escalas horizontales L> 10807:1.. donde

(KHL/agU}-K (KVL/UDZ) . En consecuencia unicamente el termino de

difusidn horizontal debe estar presente en la ecuacion (II.1-17).
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III.3 Soluciones posibles de la circulacion termohalina

Supongamos que Lﬁ:O(ao)(escala planetaria), esto significa que
estamos trabajando dentro de la Region III. En consecuencia el sistema
(11.1-13,17) tomard la forma

sind v=(1/cos®) (3p/dXr)

(I11.3-1)

(I11.3-2) sin® u=-(3p/3%)

(111.3-3) p=-(op/9z) o T=(1/gc) (9p/3z)
(I11.3-4) (aw/az)+;1/cos¢)(a(v cos®)/3%)+(1/cos®) (3u/dr)=0
(111.3-5) (u/cos®) (3p/3A)+v (3p/30)+w (dp/dz)=

(K, /va) {(32p/382) - (sind/cos®) (3p/3)+

+(l/cosz¢}(320/312ﬂ

Utilizando (III.3-2) y (III.3-1) podremos escribir la (III.3-4)

en la forma siguiente

(III.3-6) (dw/3z) - (1/sin2®) (3p/8A) =0

Mientras que a partir de (III.3-5) tenemos que

(II1.3-7) w=[(KH/UaO)[(azp/a¢2)-(sin¢/cos¢)(ap/a¢)+(1/cosz¢)

(320/312)]-(u/cos¢)(ap/al)-V(ap/3¢)I/(ap/az)

Por lo tanto la (III.3-6) tomard la forma
(III . 3-8)

K#sindcose [ (3%p/002322) (32p/322) - (3°p/30232) (3°p/32>)
+(sind/cosd) [ (32p/3z5%) (33p/3z2°) - (33p/822080) (32p/322) ]
+(1/cos?0) [(3%p/322002) (a%p/022) - (8%p/az82?) (37p/327) 1)
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=(9p/23%) [(azp/azax) (339/323)-(839/8223?\) (azp/azz) 1+
(ap/an) [ (3°p/22208) (3%p/322) - (3%p/5230) (33p/3z>) 1+
cotd (3%p/az2) (3p/dr)

donde K":(KH/UaO)
Suponiendo que v=0 (esto significa (3p/ar)=0 ) la (III.3-8)

adquirirda la forma
(111.3-9)

3,3
K”sindcosd [ (3%p/a02822) (32p/322) - (3°p/30202) (37p/dz")+

(sind /cose) [ (32p/d28%) (33p/3z>) - (3°p/22200) (32p/322)11=0

Estableciendo gue

(I11.3-10) p®,2z)=2(z)f(®)

la (III.3-9) podrd ser escrita como

(I11.3-11)
2 2,2_ 3 3 : 2 2
(d°z/dz%) - (d4z/dz) (4°2/dz” )+ (sind /cosd ) [ (Af/d% )/ (d4f/ds“) ]

[(dz/dz) (d32/dz3) - (a%z/daz2)2)=0

Si la funcion f satisface la ecuacidn
(II1.3-12) (a°f/ds2)-tand (Af/ds)=0
la (III.3-11) tendrd la siguiente solucich
(I11.3-13) p(®,2z)=az(z)sing

sin restricciones sobre la forma de Z(z). En particular si suponemos una

forma exponencial para Z(z), la solucicn anterior se convertird en
(III.3-14) p(®,z)=aexp(bz)sind (b>0)

donde a y b deberan ser determinados a partir de las condiciones de contor-
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no. Otras soluciones de la (III.3-8) podrdn ser obtenidas en la misma for-

ma pero bajo diferentes suposiciones.
Si el término de difusion horizontal (KV_T_./aéu);,r2 es agregado

en 1 lado derecho de la ecuacidn (II.1-12) tal como ocurre en la (III.
2-2), es decir cuando (KHL/éﬁU) y (KvL/sz) tienen el mismo orden de mag-
nitud, el problema se torna intratable mediante el método utilizado. Sin
embargo Veronis (1969) ha presentado una solucidn simple cuando la varia=
cich latitudinal ha sido despreciada. De acuerdo con la (III.2-3) esta

suposicion implica que
q

(I11.3-15) (1/cos?p) (320/312)>>(32p/a¢2)- (sind/cosé) (3p/39)

pero esto no es cierto para los campos ocednicos de temperatura, salinidad
y densidad (Gordon y Molinelli, 1982). En consecuencia sers necesario en-
contrar otros métodos para resolver el sistema de ecuaciones termohalino

dentro de la Region II, definida en la Seccion III.2.
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Capitulo IV

EL SISTEMA DE LA PERTURBACION

IV.1 El orden de magnitud de la perturbacion

Como hemos visto en el Capitulo II (Seccion II.1) nuestro siste-

ma de ecuaciones en coordenadas esféricas es:

(II.1-1) (du*/dt*)+ (u*w*/r*)-(u*v*/r*)tand+2Qcosdw*-

20sindv*=-(1/p*r*cosd) (3ap*/97)

(I1.1-2)  (dv*/At*)+(whv*/r*)+(u*2/r*) tand+20sindu*=

(1/p*r*) (3p*/0%)

(I1.1-3) (dW*/dt*)—(u*2+v*2)/r*—29cos¢u*=-(l/p*)(Bp*/ar*}-g

(ITI.14) (dp*/dt*)+p* [ (dw*/dr*)+ (2w*/r*)+(1/r*cos?d)

(3 (v*cosd) /8%)+(1/xr*cosd) (du*/dr) 1=0

II.1-5) _ 2
( (dp*/dat*)=K V_

donde el operador (d/dt*) tiene la forma (Pedlosky, 1979)

(Iv.1-1) (d/dt*)=(9/3t*)+(u*/r*cosd) (3/3)\)+(v*/xr*) (3/3%)+

w* (3/0r*)

Supondremos que el movimiento ocurre en latitudes medias, alre-

dedor de una latitud central ¢O , ¥ donde definiremos "Xx" e "y" mediante
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* —
xX*= aocos¢

(Iv.1-2)
y*=(9-0_)a

En consecuencia

(1v.1-3) (B/BA)=a0cos¢JB/3x*)

(3/3@)=a0(3/3y*)
Resulta tambien conveniente el introducir

(IV.1-4) g*er*ag, tal que (3/3xr*)=(3/3z%)

La existencia de escalas caracteristicas, como fuera mencionado
en el Capitulo III, nos permite introducir las correspondientes variables

adimensionales, es decir

x¥= Lx
(Iv.1-5) y*= Ly
z¥= Dz
y
(1v.1-6) t*=(L/U)t

De la misma forma tendremos para las componentes horizontales de la velo-
cidad

u*:Uu

(IV'1'6|) v¥=Uv

Ciertas consideraciones geométricas implican que si la escala ver-
tical de movimiento es D mientras que la horizontal es L, la pendiente
correspondiente a la trayectoria de un elemento del flufdo no excederd

el valor (D/L), de forma tal que la escala para w* serd

(Iv.1-7) w*=(D/L)Uw
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En realidad la verdadera escala para w* podrfa ser menor que (DU/L) si

se toman en cuenta algunas restricciones dindmicas sobre el movimiento

vertical. Por lo tanto, la escala (IV.1-7) debe ser considerada como un
1imite superior de w*.

Las correspondientes escalas para los campos de presidn y densi-
dad fueron utilizadas en el Capitulo anterior, pero en ningin momento se
hizo referencia a la forma en que las mismas fueron obtenidas. Si las ve-
locidades relativas son pequefias, los campos de presidn se apartaran leve-
mente de los valores correspondientes al estado en reposo y a partir de
la (II.1-3) obtendremos que

(Iv.1-8) -(ap;/ar*)=go;

p*=p;+£*(¢,m,z,t)

(Iv.1-9)
p*:p;+5*(¢ ,)\ ,Z,t)

donde el subindice "s" implica el estado en reposo.
De acuerdo con las ecuaciones (II.1-1) y (II.l—Z),(ap;/a¢)==0

=(3p%/31) ¥ (ap;/3¢)=(3p;/ak)=0. Entonces P§ serd una funcidn de

z o constante, lo mismo que pg. La densidad ha sido dividida entre un
valor pg ¥y un término residual P* (®,A,z,t) que describe la variacidn
completa del campo de densidad en el espacio y en el tiempo.

En este punto de la discusidn podriamos preguntarnmos: Cuil es

el significado de p* ? Este valor corresponde a la densidad en equilibrio
s

termodindmico (en ausencia de movimiento y difusion).
Ahora es necesario hacer ciertas consideraciones acerca de O; .

Supongamos un océano isoté€rmico e isohalino en equilibrio dinamico. La den
sidad (o el volumen especifico) del agua de mar es una funcidn de la tem-

peratura, salinidad y presidng pudiéndose escribir la ecuacion de estado

en una forma general como sigue:

(IV.1-10a) f(p,s,T,p)=0
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(IV.1-10b) f(a,s,T,p)=0
A partir de la ecuacion (IV.1-10b) podemos escribir (Knudsen,
1901)

(Iv.1-11)  p*(s,T,0)= 1+107%0,,
donde

0 =L+ (0, +0.1324) (1-A 4B, (0_~0.1324))
Z,=-[(T-3.98)2/503.57] [ (T+283°)/(T+67.26°)]

AT=T(4.?867-0.098185T+0.0010843T2)10-3

BT=T(]8.03-0.8164T+0.01667T2)10-6

0,=-0.069+1.470 C1.-0.00]57 C12+0.0000039 c1>

s= 0.030+1.805 C1

Para obtener la ecuacion de estado del agua de mar in situ, la
informacion sobre la relacion entre el volumen especifico, temperatura y

salinidad debe ser completada con una relacidn con la presion
(1Iv.1-12) %s,T,p~%s,T,0(1"MP)

donde yu es el coeficiente de compresibilidad del agua de mar. Estamos in-
teresados en obtener el orden de magnitud de la dependencia de la densi-
dad con la presidn. El coeficiente medio de compresibilidad (u) entre O

y p decibares de profundidad estd determinado por la formula empirica de

Ekman (1908)

(1v.1-13) 10%u=m'=[4886/(1+1.83 10 Sp)]-(227+28.33T~
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0.5517240.004T°) +10 %p (105.5+9.5T-

3

0.158T7%-1.5 10~ Tp)-(0-28) [147.3-2.72T

~0.04T2-10"%p (32.4-0.87T+0.02T%)] /10+

10'2(00~28)2[4.5—0.1T-10_4p(1.8-0.06T)]

Entonces  ,=m'10~9=[(0.4886 107°)/(1+1.83 10 °p)]+

10"%2£ (T, p)

Esto significa que

u=0(0.4 10™>ab™1)

y

5 1

(IV.1-14) a5,T,0=0g, 0l MP)=ag 3 (1-0(0.4 10" "db"")p)

Consideremos el diferencial de la densidad (Mamayev, 1975)

(IV.1-15)  dp*=(3p*/3s*)ds*+(3p*/3T*)dT*+ (3p*/dp*) dp*
En el caso de un océano homogéneo y compresible, en el cual tanto la sa-
linidad como la temperatura in situ no cambian con la profundidad; y don-
de T=0+A TA es la temperatura, @ la temperatura potencial y ATA la co-
rreccidn adiabdtica de temperatura, la ecuacidn (IV.1-15) tomard la for-

ma «

(IVJrlé)(do*/dp*)=(3p*/as*)(ds*/dp*)+(ap*/aT*)[d(e+ATA)*/dp*J

+(0p*/0p*)

Para nuestras condiciones particulares (dT*/dp*)=(ds*/dp*)=0 , de
donde

(Iv.1-17) (dp*/dp*)s T=(ap*/ap*)

’
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Este es el gradiente de densidad bdsico in situ y representa el
cambio en la densidad causado unicamente por la compresibilidad del agua
de mary numericamente caracteriza al gradiente de densidad en aquellos
procesos en los cuales la temperatura y salinidad no cambian con la profun
didad. El valor del gradiente bdsico de la densidad (Volumen especifico)
para 1 db. varfa entre los limites de 350 10'8 y 450 10'8 gr.cm‘3db'1
(es decir 0(0.4 10-5)). Nosotros podriamos haber arrivado a la misma con-
clusidn a partir de la (IV.1-13) y (IV.1-14). Esto significa que el cam-
bio barico de la densidad crece con la profundidad y llega a ser importan-
te, 0(10-2), para aguas abisales.

En la ecuacion (IV.1-9) hemos incluido los cambios bdricos dentro
del teérmino p* (® ,A,2z,t).

Llegado a este punto cabe preguntarnos: Como podrdn ser escaladas
p* y p* ? Para los movimientos de nuestro interés el gradiente horizontal
de presion serd del mismo orden de magnitud que la aceleracion de Coriolis,

el que para o (latitud media) estard dado por
p*2Qu*sind=0(20Q sing JUp %)

mientras que la magnitud del gradiente de presidn es p*/L, entonces
*— “
p*=0 (p SULE 5l
Estas consideraciones implican que la presidn y la densidad pueden ser es=
critas como

p*=p ;gDZ'Fp ;ULfop

(1v.1-18) {

p*=p* (L4eF'p)

- 2
donde ¢=U/(£_L) es el numero de Rossby y F'=f§L /(gD) .

En consecuencia el sistema (II.1-1,5) tomard la forma

(1v.1-19) e [ (du/dt)+(L/r*) (suw-uvtansg)1-(£/£,) v+
5 (cose/sing ) w==(1/[r*cose (1+eF"p) ] (3p/3A)

.




38

-(1/x*[1+€eF'p]) (0p/239)

(1v.1-21) (14cF' p) [€ (62 (dw/at) - (D/r*) (u+v?)) -

8 (cos® /sind )u=- (3p/32)~ p

(Iv.1-22) EF'(dp/at)[1+€F'p]((L/r*)[(1/cos¢)(au/ax)+

(1/cosd ) (3 (cospv) /9% ) +28wl+ (3w/52))=0

(Iv.1-23) (ap/at)+(L/r*)(u/COS¢)(ap/ak)+(L/r*)V(3p/3®)

+(L/ao)w(39/32)={KVL/UD2}(azp/azz)

donde 6=(D/L)=0(6 1073)
En forma adimensional y a 0(1), el sistema (IV.1-19,23) estara
dado por

(Iv.1-24) (£/£,) V= (L/agcos?) (3py/3R)
(Iv.1-25) (£/£,)u == (L/a,) (3py/3%)
(1V.1-26) (Opo/32)== Pg

(1v.1-27) (L/ao)(l/cos¢)[(auo/ax)+(a(cos¢vo)/a¢)+(awo/32)=0

(Iv.1-28) u, (L/agcos®) (3po/01) +Ve (L/ag) (3p0/08) Yo (gpo/32) =

(k,L/UD?) (3% /22°)

Si analizamos detenidamente la ecuacion de continuidad (IV.1-27)
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podremos concluir que un cambio en la velocidad vertical de 0(1) nunca
podrd ser compensado por los otros te€rminos, debido a que (L/ao):o(lo_l).
Cuil es el problema? Evidentemente la escala vertical (DU/L) no es la mas
adecuada y deberiamos sustituirla por 10-1(DU/L) o (L/ao)(DU/i).

En consecuencia, €l operador (d/dt) (en forma adimensional) es-

tara dado por

(Iv.1-29) (d/dt)=(3/9t) +(L/r*) [ (u/cosg) (3/37)+v(3/38) 1+
+(L/a0)w(3/az)

El sistema (IV.1-19,23) tomard la forma

(1IV.1-30) e[ (du/dt)+(L/r*) (8 (L/a )uw-uvtan®))]-(£/£f,) v+8 (L/a,)

(cos®/sin® )w=-[L/ (r*cos® (1+€F'p))] (3p/3)

2

(Iv.1-31) e[ (dv/dt)+(L/x*) (8 (L/agj)uw+utan®) 1+ (£/£f,)u=

-[L/(x*(1+€F'p))] (3p/3%)

(1v.1-32) (1+eF'p)[e(52(L/aO)(dw/dt)—(b/r*)(u2+v2))

-5(cos¢/sin¢o)] =-(9p/0z)-p

(IV.1-33) eF' (dp/dt)+(1+eF'p) [(L/x*) [(1/cos®) (du/3X)+(1/cos?d)

(8{cos®v)/3¢}+26(L/ao)w]+(L/a0){aw/azj}=0

(Iv.1-34) (3p/3t)+(L/x*) (u/cos?) (3p/dN)+(L/x*)v(3p/3%)+(L/a )w
(Bp/Bz)=(KvL/UD2)(329/322)

El correspondiente sistema termohalino estarda dado por:

(1v.1-35)  (£/f,)v =(L/a,cose) (3p_/3A)
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(Iv.1-36) (f/fo)uo=-(L/ao)(apo/3¢)
(1v.1-37) (3p,/d2)==p_

(1v.1-38) (l/cos¢)[(Bu0/31}+(3(COS¢VO)/3¢)]+(3wO/Bz)=0

(1v.1-39) (L/ab)(uo/c05¢)(300/3X)+(L/ao)vo(3po/a¢)+(L/ao)wo
(3p/92)= (K L/UD?) (3%p_/322)

Supongamos que

u=u+yu P=p,*+YP
(Iv.1-40) V=V YV P=p _+YP
w=w YW

De forma tal que u, v, w, P ¥ p son soluciones del sistema general (Iv.1-

30,34); mientras que Ugs Vr Mys By ¥ P lo son del sistema termohalino

(Iv.1-35,39) (estado bafsicg). El parametro y y las variables W(®,A,z,t),

F(®,A,z,t), W(®,A,z,t), B(®,A,z,t) v P(®,A,z,t)son completamente
desconocidas.

Previamente a continuar con el problema, es necesario hacer cier
tas suposiciones acerca de la escala temporal. Para el flujo bdsico t*=
(ao/U)'t.-To‘t, donde To es la escala advectiva de tiempo (TO=6 lOsseg.)
Supondremos que la perturbacion tendrd una escala temporal mis corta que
la advectiva, es decir t=et o T=(t/€).

De acuerdo con el sistema (IV.1-35,36) supondremos que las so-
luciones Ugs Voo ¥oe PO Y DO son estacionarias. Ahora bien, si sustituimos

o' "o
(IV.1-40) dentro del sistema (IV.1-30,34) obtendremos que a O(£):

(IVJr4l)(36731)+(L/a0)[(u0/cos¢)(33/31)+Y((ﬁ/cos®)(BuO/BA)+
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(u_/cos®) (38/9N) ) +v_ (Buy/39) +y (v (3U/30) +¥ (3uy/30) ) 1+
(L/ay) [wg (3u,/9z) +Y (W (3u_/3z) +w  (3T/3z)) ] - (L/ay) tand
(uovo+Yu0§+Yﬁvo)-(Y/e)(sin¢/sin¢o)§—[F'(po+Y5)+z]
(sin¢/sin¢o)(vo+y§)+(cos¢/sin¢o)(w0+7§)=-(Y/E)(L/aDcos¢)

(3p/91)

(Iv.1-42)

(83/81)+(L/a0J[(uo/cos¢)(avo/ak)+vo(av0/a¢)+y[(E/cos¢)
(3v,/3))+(u /cos®) (8V/8))+v, (3V/38)+¥ (3v,/38) 11+ (L/ag)
[wo(avo/azJ+Y[wo(3vo/az}+§(3vo/32)]]+(L/a0)tan¢[ui+

2 Bugl+(y/e) (£/£5)U+[F' (potyp) +2] (£/£,) (u+yl)=
~(L/a ) (y/€) (3p/38)

(Iv.1-43) Y[(ap/az)+p]=6(cos@/sin@o)[u0+Yu]

(TV-1-44) (33 /31)+ (L/ay) [ (ug/cos®) (3p,/aX) +vg (3p,/80) 1+y (L/ag)
[ (up/cose) (35/3X)+v, (35/38) 1+y (L/ay) [ (3/cose) (3p_/d1)
+v(9p_/80) 1+y2 (L/a,) [(§i/cose) (35/01)+¥ (35/38) 1+ (L/ay)
wo(apo/az)+y(L/ao)wo(as/az)+(L/a0)%(apo/az)+yz(L/ao)
(35/32) +(L/ag) [p +yp] (1/cose) [ (3uy/3X)+ (3 (cosdvy)/38) ]
+(y/€) (1/cos®) [ (31/3))+ (3 (cosdV) /38) 1+ (p+yp) (L/ay)
(Y/COSQ)[(Bﬁ/al)+(a(cos¢§)/3¢)]+2(WO+Y§)+[Z+(L/30)[l+

(L/ag) (p +YP) 11 (3 (po+yf)/32) +(y/€) (3%/32)=0

(IV.1-45) (ag/L) (1+8 (L/ag)z) (38/3T)+y (uy/cosd) (35/3X)+y (3/cose)

(3 (po+YP) /3N) +YV (35/38) +YV (3 (p o +YP) /98) +8 (L/ay) 2w,




42

(8p/32) +y (1+6 (L/ay) z) [wo(aﬁ'/az)-'-a(a (po+YP)/32)]=

(8 (L/ag) z) (K,ay/UD?) (3%p _/022)+y (K,a,/UD?) [1+8 (L/ag) 2]

(325 /222)

Hasta el momento Y permanece indeterminado, solamente hemos su.
puesto que €€y<l. Si asumimos que E<Y<1l,obtendremos a partir de la
(IV.1-41)

0(1) O(y/e)

P ~~ e e
(38/31) -2 (sind/cosd ) vy~ (y/e) (sind/sind ) V+ (y/e) (L/ag)
e —

(1/cose) (3f/an)+0 (10 L)+o(1oh)+,..,..,. =0

0(10" Y (y/e))

pero v(f/fo)=0(l) y [(1/agcos®) (3p/3x)1<0(1). Por lo tanto O(y/e)>
0(l) y esto significa que la suposicion e<y<l no es correcta. En con-

secuencia Y=€ - Bajo tal suposicion el sistema (IV.1-41) tomard la forma

(2 0(68) )

(Iv.1-46) (3l/31)+(L/ay) [(u /cos®) (3uy/81)+v, (3uy/89) ]+ (L/aj)w,
(auo/Bz}-(L/ao)UOVOtan‘I" (sin@/sin@o)\"}-(}"'po+z)

(sin¢/sin¢o)vo+(cos¢/sin¢o)wo=—(L/aocos¢)(aE/ax)

(Iv.1-47)
(3V/01) + (L/ag) [ (ug/cose) (3vy/3A) +v (BVO/B®)+WO{3V0/3Z) ]

+ (L/ao)ugtan¢+ (F'p +2z) (£/f5)u + (£/£5)u=-(L/a_) (3p/3%)

(TV.1-48) (3p/ 9z) -a(cosqs/simo)ﬁ’:(a/e) (cos®/sind )y,

(Iv,1-49)  (8p/9T)+ (L/a ) [ (u,/cose) ( 3po/ 3A) +v (3py/ 38) 1+
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(L/ao)wotapo/52)+(l/c08¢)[(au/ax)+(a(cos¢v)/a¢)]+
(L/ag) (p,/cos®) [(duy/8))+(8(cosdvy)/28) 1+2w,t

(Z+(L/ao)po)(3p0/az)+(3w/az)=0

(Iv.1-50)
(1/¢€) [1+68 (L/ag) 2] (9p/ 3T) +(L/ay) (1/cosd) [u, (3p/82) +
u(apo/al)]+(L/ao)[vo(ap/a¢)+v(apo/a¢J]+(L/aO)[w(apo/az)
+w_ (3p/02) 1+ (L/ag) 2w, (3py/ 92) = (K L/UD?) [ (5%p/32%) +

z(azpo/azz)

Habiendo llegado a este punto podemos hacer las siguientes ob-
servaciones
1) La escala temporal de la perturbacion, t=et , significa que t*=
e(L/U) T, donde E(L/U)=104seg.
2) La ecuacidn (IV.1-49) sugiere que la perturbacicn del campo del fluido
x*=)a, cos®_

De acuerdo con la (IV.1-2)

no es hidrostitica a orden 6 .

R (il
y*= (9 tﬁo)aO

aocos¢o(a/ax*);(3/a¢)=ao(a/ay*) ; o en forma adimensional

(3/3A)=(aO/L)éos¢o(8/BX)

(Iv.1-51)
(3/93%)=(a, /L) (3/5y)

Las funciones trigonométricas pueden ser desarrolladas en series

de potencia, alrededor de una latitud media ¢o’ en la forma
T d 2.2
51n¢—51n¢0+cos@0(L/ao)y—51n¢0(L/ao) LS G

(Iv.1-52) cos¢=cos¢o—sin¢o(L/ao)y—cos¢o(L/ao)2y2/2+...

2

= - -2 2 2
tan@—tan¢0+cos ¢O(L/ao)y+tan¢ocos QO(L/aO) ¥ e s
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De acuerdo con la aproximacidn del plano B (Pedlosky, 1979;
Holton, 1979)

(1v.1-53) (f/f,)=sing/sinds 1+(B,/f,) (L/ay)y=1+[cosq,/sing]

(L/ag)y

En consecuencia en (IV.1-52), podemos despreciar los términos me-
nores que (L/ho)y, de forma tal que el sistema (IV.1-46,50) podrd ser es-

crito como

(Iv.1-54)
(aﬁ/ar)[cos@o—sin¢o(L/ao)y]+cos¢o(aﬁ/ax)-[005¢o+
((1-25in2¢o}/sin¢0){L/ao)y]§=—cos¢o[uo(auo/ax)+(L/aO)
wo{auo/az)]+sin¢o(L/a0)uovo+(F'po+z)[cos¢0+((1-25in2¢o)/
sin¢0)(L/ao)y]vo-wo[(cos2¢0/sin¢o)-2cos¢o(L/ao)y]—vO[

cos® -sind, (L/ag)yl (3uy/3y)

(1Iv.1-55)

[(aﬁ/ar)+(aﬁ/ay11(cos¢0-sin¢o(L/ao)y)+§(cos¢0—((1-2sin2¢o)/
sin® ) (L/a,)y)==u,cosg, (8v,/8x) -V, [cosd~sing, (L/ay) y] (av,/
3y}—sin¢o(L/ao)ug-(F'po+z)[cos¢0+((1—25in2¢0)/sin¢0)(L/ao)y]

—cos?® [ (L/a )w, (3v_/32)

(Iv.1-56) (3B/32)+p=(8/e ) ug (coty o= (L/ay)y)

(1v.1-57)

[ (36 /3T )+ (a /L) (3V/3y)+(3W/a2)] [cosp ,-sing, (L/a )yl+(a /L)
(85/3x)cos¢o—G[sin¢o+cos¢O(L/ao)y]=-[vo(390/3y)+po(3v0/3y)

+(L/ag)w, (3po/09z) +2wyt (z+ (L/ay) p) (3po/ 82) 1 [cosé ~sing, (L/ay)

' y]-pocos¢0(Buo/ax)+(L/ao)Fo(sin¢o+cos¢o(L/ao)y)v0
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(1v.1-58)
[(l/e)(1+6(L/ao)z)(35/81)+v0(35/8y)+6(8p0/ay)](cos¢o—sin¢0
(L/ao)y}+cos¢0[uo(BS/SX)+G(BpO/8x)+(L/a0)§(3p0/32)+(L/ao)wo
(35/82)+(L/ao)zwo(Bpo/az)]=(KvL/UD2)[(8257322)+2(32p0/322)]

(cos¢o-sin¢o(L/aO}y)

Es necesario hacer notar que en el sistema del campo de fluido
perturbado, unicamente la ecuacion (IV.1-58) contiene términos que inclu-
yen variables correspondientes al estado basico y al perturbado ("ecua-
cidn acoplada"). No es, en consecuencia, prematuro el suponer que esta ecuz
cion desarrollard un papel esencial en el problema de la inestabilidad ge

la circulacion termohalina.

IV.2 Los te€rminos de correccidn del estado basico

- = — A Ar A
Supongamos €l caso ideal en que no existe perturbacion (G=v=w=p=

5=0), lo cual implica que los términos de la izquierda en las ecuaciones

(IV.1-%4,58) serdn nulos, mientras que los de la derecha unicamente de-

penderan de las variables correspondientes al flujo bdsico. Estos térmi-
nos sobreviviran como consecuencia de la incapacidad del sistema (IV.1-

24,28) de describir completamente el flujo bdsico de la circulacidn ter-
mohalina. En otras palabras la (IV.1-40) no es correcta y por lo tanto

sera necesario incluir algunos te€rminos de correccion, tales como:

u(t,x,y,z)=u(x,y,z)+eu) (x,y,z)+€0(t,x,y,2)
V{T,x,y,z)=v0(x,y,z)+€vl(x,y,z)+e§(1,x,y,z)
(BL2—1)< W(T:Xrer)=Wo(x:Y:z)+Ewl(errz)+€g(Trxryer

p(T,x,y,2)=po(X,y,2)+€pl(Xrer)+€5(T:Xryrz)

L p(1,x,y,z}=po(x,y,z)+€p1(x.y,Z)*Eﬁ(er:YrZ)

iones del sistema termohalino (IV.1-
donde U 1VorWorPo Y pg Son solucio
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24,28); Uyr Vyr W0 g Y Py son las correcciones correspondientes
al flujo basico; mientras que U, ¥, W, § y p  son las componentes

de la perturbacion.
Sustituyendo (IV.2-1) dentro del sistema (IV.1-30,34) obtendremos

las siguientes ecuaciones:

A o(e9)

(1v.1-35) (£/£,)=(L/agcos?) (3p /3 )
(Iv.1-36) {f/fo)uo=-(L/ao)(3PO/3¢]
(1Iv.1-37) (3Pp/92)="p,

(Iv.1-38) (1/cosp) [ (3ugy/34 )+ (3 (cosev ) /30) ]+ (3w /32)=0

(1v.1-39)

(L/agy) (ug/coss) (3po/3r)+(L/ag) vg (3po/30) +(L/ag)we (3p ,/82) =

(K,L/UD?) (3%0/322)

A 0@l

(1v.2-2)
(£/£5)vy - (L/agcose) (ap1/8x )= (L/a,) [ug (3ug/an) +v (3, /88)

-uovotan¢>]+ (L/ao}wo tguo/az) - [z+F'pO]vo (f/fo) Wy (cosq;/sincpo)

(1v.2-3)
(£/£)uq+(L/ay) (3p1/989)==(L/a ) [ (ug/cosd) (3vo/30)+v (3vy/50)

+ultand+w, (9Vo/02) 1= [2+F 5] (£/£,) ug
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(1v.2-4) ug(cose/singy)=(L/ag) l3P1/32)+1]1=0
(Iv.2-5)

(1/cosp) [ (3uy/31)+ (3 (cosevy) /a9) 1+ (aw)/32) = (L/ay) [ (uo/coSe)
(300/31)+VO(3pO/3¢)+WO{BpO/3Z)+(p0/COS¢)(auo/al)]+2wo+{L/ao)

(po/cos¢)(a(cos¢v01/a¢)+(po+z)(L/ao)(BWO/BZ)

(1v.2-6) (L/ag) [ (1/cosa) [ug (8p7/3))+uy (3p /92) 14V, (apl/a¢)+
Vltap /39) 1+ (L/ag) [wg (3p1/82) +wy (3po/32)1- (7 L/UD )

(3 pO/BZ }—{L/aolzwo(apo/az)

y

(1v.2-7)  (38/31) -V (£/£,)+(L/ascose) (3B/a1)=0

(1v.2-8)  (a%/87)+ (£/£,) U+ (L/ay) (35/58)=0

(Iv.2-9)  (38/32)+p=0

(Iv.2-10) (35/31)+(1/cos¢)[(Bﬁ/ak)+(3(cos¢V)/8¢)+(3G/8z)=U

(Iv.2-11)
e (1+5 (L/ag) z) (38/3T) +(L/ag) (1/cose) [ug (38/31) +T(3p/3M) )
+(L/ay) [vg (35/30) +7 (3po/30) 1+ (L/ay) [wg (35/32) +4 (3po/32) 1=
(KVL/UD21(3257322}
Utilizando las (IV.1-51), (IV.1-52) y (IV.1-53), el sistema
(Iv.2-2,6) tomare la forma:
(Iv.2-12)
(1+a,y)vy-(8p,/9%) = (1-cyy) [cosbuy (3uy/3x) +v (3v,/3dy) 1+(L/ag)

Wo(auo/az)—(1+alvao{1+F'pO)-qot¢0(l—2c1y)w0
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(IV-Z-lj) (l+aly}ul+ (l-cly} (Bpl/ay) =l (BVO/B}() =N (]__Cly}

(9vo/9y) ~cqu - (L/ag)w, (v /3z) = (F'p +2) (1+ayy)u,

(1v.2-14) (L/ag) [(3py/32)+p;p]= tand,(1-byy)u

(1v.2-15) (3u;/8x)+(1-c;y) (8vy/dy)-c1v+(L/a,) (3w, /3z)=(L/a,)

[uo(apo/ax)+v0(apo/ay)+2wo+p0(auo/ax)+p0(avo/ay)]

(Iv.2-16) u_ (8p,/3x)+uy (3p,/0x) + (1-cyy) [v, (3p,/3y) +v, (3p_/3y) ]

+ (L/ao)wo(apl/az) +(L/aj)w, (3p _/32)+ (L/a_)zw, (3p/23z)=

(k L/UD?) [ (3%p/822) + (3% /022) ]

Los teérminos de correccidn seran soluciones de este ultimo sistema, sin
embargo nos abstendremos de resolver el mismo en este trabajo ya que

= - - - ’ -
carece de significacion para el problema de la estabilidad hidrodinami-

ca. En (IV.2-12,16) hemos utilizado la siguiente notacion:

al=[(1-2sin2¢o)/sinoocos¢ol(L/ao)
(IV.2-17) b,=coté (L/a,)

cl=tan¢0(L/ao)



49

Capitulo V

ESTABILIDAD DE UN OCEANO BAROTROPICO

V.1l Océ€ano barotrdpico
A partir de la solucidn de Needler (Needler, 1967; Veronis, 1969)

para la circulacidén termohalina

(II_5_3) pO('D; A,Z)=A(¢, A) +M(¢r )\)exp{cz/Sin@)
podemos concluir que el campo barotropico estd representado por

(v.1-1) P, (8/2)=A(3,))

Por lo tanto, el sistema termohalino correspondiente sera:
(f/fo)vo=(L/aocos¢)(aA/BA)
(v.1-2) (£/£5)u == (L/ag) (3A/39)

wo=po=0

o de acuerdo con (IV.1-3)

vo={f/fo)[cos¢0/cos¢](BA/ax)

u =-(£/£ ) (3A/3y)
(o) o]

Sin embargo en la aproximacion del plano B debemos desarrollar estas ecua-

ciones utilizando (IV.1-52) y (IV.1-53). En las siguientes secciones ana-

lizaremos la estabilidad de diferentes casos correspondientes a un oc€ano
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barotrdpico.

V.2 Oc€ano en reposo
En este caso L O=0 y el sistema (IV.2-7,11) se trans-

formara en

v i g . 2
(v.2-1) (3u/3T)[cos¢o—51n¢o(L/ao)y]-V[c08¢o+[(1*251n o)

/sing 1 (L/a_)yl+(3B/3x)cose =0

(v.2-2) Sin¢01(36/3T)+(3ﬁ73y)]+ﬁ[sin¢o+cos¢o(L/ao)y]=0

(V.2=3)  (3p/9dz)+p=0

(V.Z-—&) (COSQO"Sinq’O (L/ao)y) [(?6’/31}-[—(30/1:) (8\7/33’)"'(3\4’/32)]

+ [aO/L) (aﬁ/gx) cos@o-{;(Sin@o-i-COS@O (L/ao) y)=0

(V.2-5) (aO/EL)(35/31)[1+5(L/ao)z]Icos¢0-sin¢o(L/ao)Y]=

(x,a,/UD?) (325702 [cos®,-sinde (L/3o)Y]

En la ecuacidn (V.2-5) la funcidn [1+68 CL/a())z] nunca sera nula,
porque esto implicaria que z es mayor que la unidad. En consecuencia esta-

mos en condiciones de resolver la ecuacidn

(v.2-6) (35/3T)=e[(KvL/UD2)/(1+6(L/ao)z)](325/322)

El significado de (V.2-6) es que los cambios locales en el cam-
po de densidad de la perturbacidn son compensados por procesos difusivos
exclusivamente. Esta ecuacion es del tipo parabdlico, como la correspon-
diente a los problemas de transferencia de calor con difusividad gque es
funcidn de "z" (Koshlyakov, 1964). Generalizaremos el método de separa-
cion de variables, conmunmente utilizado para difusividades constantes
(Miller, 1941; Petrovsky, 19%; Ford, 1955; Kamke, 1959), para resolver

la mencionada (V.2-6). Supongamos queé:
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(v.2-7) B (x,y,2,T)=X(x,y,2)Y(T)

entonces

2
(v.2-8) a)  (1/Y) (3y/03t1)=-B] 2 2 2
b) (1/X) e K#/ (1+8 (L/ao)z)] (394x/ 3z )=_Bl

donde K#:[KVL/U02] . La solucion de (V.2—8a) sera
(v.2-9) Y(t)= exp(-B% )

Por otra parte la (V.2-8) puede ser escrita como

(v.2-10)  (32x/02°)+BE [ (1+6 (L/ay)2) /eKk 1X=0

(v.2-11) (32%/32°) + (mz+n) X=0

donde

(v.2-12) m=[B§G/EK#](L/aO) y n=(B§/EK#)
Con un cambio de variables en la forma (Kamke, 1959)
(v.2-13) E=mz+n

tendremos que n (£)=X(z) y la (V.2-11) tomard la forma

(V.2-14%) (325 /2£2) +m™ 2En=0
Esta ecuacion acepta como solucion

(V.2-15) n= E2y 4 li () m2)1/263/2(2/3))
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donde z, es uma funcidn cilindrica (Zylinderfunktionen) definida por
el = +
(v.2-16) Z (x) ClJU(x) CzYv(x)

con C; y C, constantes (#). J&)hi) Y Yv(X} son funciones de Bessel de
primera clase y orden vy Yy de segunda clase y orden , , respectivamente.
(Antosiewicz, 1964; Barcilon, 1974)

De acuerdo con la (V.2-12) y (V.2-13), tendremos que

- 3/2
X(z)=[mz+n]1/2zl/3[—(2/3)m l(mz+n) / ]

o

2
(v.2-17) X(Z)=(Bl/[eK#]l/ ) [6(L/ao)z+l]l/221/3[—(2/3J (ay/8L)

(sl/(ex#)l/z){a;L/ao)z+1]3/2]

En consecuencia, a partir de la (V.2-7), (V.2-9) y (V.2-17) podemos obte-

ner
(v.2-18) 3{X,Y,Z,T)=EXP(—B% )[(81/(6K@)1/2(5(L/ao)z+l)l/2
. 1/2
21/3[ (2/3) (aO/GL)[Bl/(eK#) 1(8 (L/a,)z
/2.5
+1) lplpz
(#) Las funciones cilindricas definidas por (V.2-16) son un caso es-

pecial de las funciones de Nielsen (Watson, 1958)
Z (x)=a J (x)+b ¥ (x
" (x) o \)( ) Ny (x)
donde a, ¥y k%) deben ser funciones arbitrarias y periddicas de v , con
periodo unitario. Esto significa que
av=au-l' bv=bU_l

En nuestro caso particular a4/3=al/3=a_2/3-01 y b4/3=b1/3:b_1/3:02-
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donde p_(x) ¥ P_(¥Y) son dos funciones arbitrarias de "x" e "y" respec-
tivamente. A partir de (V.2-18) podemos ver que si Bl es un numero real
o complejo con €l valor absoluto de la parte real mayor que el de la ima-

ginaria, el sistema serd estable. |

V.3 Océano barotrdpico con velocidad zonal
En este caso estamos suponiendo que

U= u,y(x,y) y Vo=po=0 |
En consecuencia el sistema (IV.2-7,11) tomard la forma

(v;%&)(aﬁ/af)[cos¢o—sin¢0(L/ao)y]-V[cos¢o+((l—ZSinzéo)/sin¢oJ

(L/ao)y]+(3ﬁ/3x)cos¢o=0

(v.3-2) (BGVBT)+(1;cot¢0(L/ao)g)ﬁ+(3§/ay)=o

(v.3-3) (3p/8z) +p=0

(v.3-4) {(aa/af)(L/ao)+(aﬁ/ax)+(L/ao)(aﬁ/az)Jcos¢o—sin¢o

(L/ao)y6+(aG/ay)[cos¢o—sin¢0(L/aO)y]=o

(v.3-5) (l/E)(35/31)[l+6(L/a0)z]+uO(3S/Bx)[cos@o/(cos¢0—

: o 2 2 i
51n¢O(L/ao)y)]—K#(3 p/dz )(COS¢O‘Sln°O(L/ao)Y)
La (V.3-5) podra ser escrita en la forma

(v.3-6) (1/5)(EE/BT)[l+6(L/aO}z][cos¢0—sin¢o(L/a0Jy]+Uo

{85/8x)cos®0=(KvL/UD2){326/822)[cos@o—sin¢o(L/ao)y]

donde K#:(KVL/UDd)
Suponiendo._que

(v.3-7) 8 (x,y,2,T)=X(x,y,2)¥(T)

obtendremos



(V.3-8a) (l/Y)(BY/aT)=-Bi

y
(v.3-8b)

[eX#/ (146 (L/ay) z] (82%/822) - [eu  (1+68 (L/a) z) =1y
(l—tan¢O(L/a0)y)](3X/ax)=-Bi X

En consecuencia la solucidén de la ecuacion (V.3-8a) estd dada por
(V.3-9) ¥ (1) =exp (-8%1)

Por su parte la ecuacidn (V.3-8b) puede ser escrita en la forma

(V.3-10) {32X/az2)_(1/gx#)[uo/[l—tan¢0(L/aO)y)](3X/3X)+

(BZ/eK#) [1+8 (L/ag) 2] X=0 i

y suponiendo que

(v.3-11) X(x,y,z)=Xl(Z)X2(x,yJ
luego de la sustitucién dentro de (V.3-10) podemos obtener

(V.3-12) (/%)) (%%, /az%)+ (BT /eKH) [1+8 (L/a ) 2] - (1/eK+#)

Iuo/(l-tanéoiL/ao}y](l/xz)(axz/ax)=0

Esto implica que

(V.3-13)  (a2x,/az2)+1 (B2/eK4) (148 (L/ag) 2) +Y]1%, =0

¥
(V-}JBb)(l/eK#)[uo/(l—tanQO(L/ao)y](sz/ax)+ Y1X,=0

La ecuacion (V.3-13a) puede ser escrita en la forma

(v.3-14) (dle/d22)+(mz+n)xl=0
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similar a la (V.2-11) donde ahora

(V.3-15) m=(B:2L/eK#)6 @22, 3 n:(g%/x#).wi

con un cambio de variables como el (V.2-13)

(V.2-13) E=mz+n

obtenemos que N (E)=X(z) y la (V.3-14) se transformara en
) 2 =D
(v.3-16)  (a“n/@g“)+m “n&=0

cuya solucion es

(v.3-17) n=(g)l/2zl/3l-(z/3>(m“2)1/2£3/21

De acuerdo con la;(V.B-lj) y (V.2-13)

X, (2)=(mz+n) 22, 3[—(2/3)m‘1(mz+n>3/2]

/

(o]

(V:318)  x (2)= (8, /(ex8) 7/ 2) (8 (1/a )2+ (1 (vF/8D ) ex) 177

1/2

3[—(2/3)(ao/5L)(Bl/(€K#) ) [8 (L/ay) z+

7
1
/ /2]

(l+(Ti/Bi)€K#)]3

La ecuacion (V.3-13b) podrd ser escrita en la forma

(V.3-19) [u_(x,y)/ (1-tane, (L/a,)y)] (5X,/ %)+ 2k#%,=0

donde hemos supuesto que uo(x,y);éo. En consecuencia es posible hacer

un cambio de variables en la forma

t=(l—tan¢o(L/aO)y)jr(dx/uo)

X, (x,y)=E (t)

por lo tanto la ecuacidn (V.3=13b) tomara la forma



(v.3-20) (da/dt)wfx# =0
con solucidn
E= exp(-YiK#t)
o
(V.3-21) X, (x,y)=exp [-fo# (l-tant:ao (L/ao)y)f(dx/uo) ]
A partir de la (V.3-7), (v.3-9), (V.3-11), (V.3-18) y (V.3-21)
obtendremos que:

(v.3-22) §(x,y,2,7)=exp(-821) {(B,/ (ek#) /2[5 (L/a ) 2+ (1+

2,02 1/2
(Yl/Bi;zK#)] 2 5[~ (2/3) (a /8L (817
(eX#) >[a(L/a0>z+(1+(yf/s§)ex#>]3/2]}

expr-YiK#(1—tan¢0(L/ao)yandx/uo)]52

dondeé P, eg yna funcion arbitraria de "y".

V.4 Océano barotropico con velocidad meridional

En este caso tendremos que:

u=wo=p =0 ¥ Vo=Vg (X,y) #0

En consecuencia el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales estara dado

por

(v.4-1) (aﬁ/at)(cos@o-sinéo(L/ao)Y)-;{COS¢O+

((1-251n2¢0)/sin¢0)(L/ao)y]+(35/3x)cos¢o=0
(V-4=2)  (3V/87)+ (l+cotd, (L/a ) y)u+(8D/3y)=0

(V.4-3) (3p/32) +p=0

(V.i=lt) [ (3p/0T)+(3%/32)] (L/ao)cos¢>o+(3\‘r'/8y) [cos?

_sinéotL/ao)y]—51L/a0)sin®0+cos¢o(3ﬁfax)=0
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(V.4-5) (1/a)(aﬁ/ar)[1+5(L/ao)z]+v0(aayay)=x#(a267azz)

A partir de la (V.4-5) tenemos que

(v.4-6) (36781)+[€vo/{1+6(L/aO}Z)](3573y)=[eK#/
(148 (L/ag) 2) ] (3267322)

Por analogia con lo realizado en la Seccidn V.3, la solucidn de (V.4-6)

-

sera
(v.b-7) B 0xy,z,1)=exp (=87 ) (1/ (ex$)1/2) [6 (1/ag) 2+ (14 (v2/
2\ wuyq 172 _ 1/2
BYIKH) ] z;”[ 3(2£3>(a0/<e1<#) [8 (L/a)
z+(l+(Y§/Bl)K#) / ]] exp[—Yg KfjldY/Vo]]§=

V.5 Océano barotrdpico con velocidad arbitraria

uo=uo(x,y], v0=vo(x,y) y wo=pO=0
El sistema perturbado sera
(V.51)  (38/51) [cos® -sind (L/ay)y]-¥ (cosd +[(1-2sin’e )/
sin@ol(L/ao)y)+(35/8x)cos¢o=0
(V.52)  (3%/51)+[1+cote_ (L/ay) yl &+ (35/3y)=0
(v.5-3)  (9B/32)+p=0

(V. 5-4) [(3p/3T)+(3wW/32)] (L/ag)cosd _+( v/ 9y) [cos® -sin®

(L/ao)yz-v(L/ao)sin¢o+cos¢o(aﬁ/ax)=o

(V.55)  (1/e) (3p/97) [1+(L/ay) 821+ v (35/8y)+[ (u (35/8x)

COS‘I’O) Ve (cos¢0-sin¢o(L/ao)y) ]=K# (325/322)

la ecuacidn (V.5-5) podra ser escrita en la forma



(1/e) (35/37) [1+8 (L/ay) z)+v_ (36/3y)+[u,/ (1-tand,
(L/a)y)] (35/3%)=K# (3257327

Estableciendo que

(v.5-6) 0(xX,yV,2,T)=X(x,y,2)Y(T)

tendremos

(v.57a)  (1/%) (@v/at)=-62

Y

(V-570) (1/%) [eR#/ (148 (L/a,)2) ] (3°%/322)~[e/ X (14§ (L/ag)z))

[vo (3%/0y) + [uy/ (1-tandq (L/ag) y) } (3%/3x) | <=6

Por lo tanto la solucidén de la ecuacidn (V.5-7a) sera
2
(v.5-8) Y(t)=exp(-8] )

la ecuacidn (V.5-7b) puede ser escrita en la forma

(V.5-9) (32x/92%)+ (B2/eK4) [1+8 (L/ay) 2] X~ (v, /K#) (3%/3y) -

[uo/(K#(l-tanQO(L/ao]y)](BX/3X}=0

y suponiendo que

(v.5-10) x(x,y,z)=xl(z)xz(x,y)
tendremos

(V.5112)  (1/%,) (8°X /dz°)+ [ (B3/€KH) (148 (L/ag)2) 1=-12
y

(V.5110) (1/%,) [ (v /K#) (3X,/8y)+[ug/ (K# (L-tand (L/ay)y) ]

(9X,/9%) =—y2
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En consecuencia la solucidn de la ecuacidn (V.5-1la) sera

172
(V.5-12) xl=<sl/(ex#)l/2)[a(L/ao)z+(1+(vi/8§)eK#)l 4

1/2 _
Z 3[-(2/3)(81/(€K#) )(aO/GL)[G(L/aO)z+

1/
{1+(y§/3f)eK#)]3/2]

la (V.5-11b) es una ecuacidn diferencial linear a primer orden

que puede ser escrita como

(v.5-13) vo(axz/ay)+[uo/(l-tanoo(L/ao)y)](BXZ/BX)=

—K#foz

Si suponemos una solucidn de la forma

(V.5-14) X,=F (x,y)
tendremos a partir de (V.5-7), (V.59), (V.51la,b) y (V.512) que

2
/ [S(L/ao)z+

/317 (2/3) (a,/81)
8/ (ek#) /2 (6 (L/a ) 2+ (1+ (y2/82)
ex#)]3/2]F(x.y)

(V.515) H(x,y,z,r)=exp(-6§1)[(Bl/(EK#)l

(1+(v2/82)ex) 1M/ %2,

Deberemos discutir a continuacion que tipo de funciones correspon-
den a F(x,y). Al presente el unico requerimiento que hemos fijado sobre
X2=F(x,y) es el de satisfacer la ecuacidn (V.5-13), lo que sin lugar a du-
das implica una severa limitacion sobre las formas de las perturbaciones
superficiales. Supongamos que a t=0 existe una perturbacidn en el campo

de densidad descripta por

(V'}16) SO(XfYrOfO)=f(XrY)

A partir de la (V.5-15) tendremos que

/

5 p 1/2 2
5 (%,y,0,0)=F (x,7,0,0)=(8/ (ex#) /) [1+ (v3/8])



60
ex#17/%2) . [1-(2/3) (a,/6L) (81/
2 2
(eK#)l/ [1+(y3/8§}ex#]3/ IF (x,y)
por lo tanto
(V.5-17) F(x,¥)=G(B1,Y4)F (x,y)
donde

: 2
G(By v, =B,/ (ekt) /2) (14 2/ ex1 Y/

) 3 1=(2/3) (ag/6L) (By/ (ex8) /)
(1+ (v 2/82) ex13/2)

Esto significa que

(V.5-18)  E(x,y)=LE(x,9) /G (B Y4)]

En consecuencia f(x,y) deberd ser solucion de la ecuacion (V.513). En
otras palabras la perturbacion inicial en superficie debera satisfacer
ciertas condiciones de acuerdo al campo de velocidades horizontales
(u (xy) ¥ v (x2y))-

Las ecuaciones (V.3-19) y (V.5-19) son casos particulares de
la mas general (V.5-13)

(v.5-13) vo(axz/ay)+[u0/(l—tanéo(L/aO)y)](3X2/8x)=
2
“K#Y X,

Esta es una tipica ecuacion diferencial lineal a primer orden, también
1llamada "ecuacidn de Lagrange" (Miller, 1941; Petrovsky, 1945).

Como hemos visto en la Seccion V.1, el campo de presidn en un
océano barotrdpico puede ser representado mediante
Vsi=1) po(¢,k)=A(¢.l)

mientras que los campos de velocidades correspondientes estardn dados

por &
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vo=(f0/f)(cos¢o/cos¢)(aA/ax)=(fo/f)(L/aocos¢)

(3A/3X)
(V3-2)  § u=-(£,/£) (38/3y)=- (£, /£) (L/ag) (38/30)
w0=po=0
En 1a aproximacidn del plano B .
(1/sind)=(1/sind_) - [cosd /sin®e ] (L/a )y+ «euvuren.

[l/(sin@cos@)]z[l/(sin¢0c05¢o]-[(l—ZSinZGO}/{sin2¢0c052®01

Por lo tanto, las (V-l-Z):lomarén la forma
vo=[l—[(l-25in2®o)/{sin¢ocos¢o)(L/ao)y]](aA/ax)
(V.5-19) u,=-[1-(cosé,/sind ) (L/a )yl (32/3y)

w =0

o Po

En consecuencia podremos escribir la (V.513) en la forma

.2 :
(V.5-20) [1-[(1-2sin @O)/(81n¢0cos¢0)]{L/ao)y](BA/BX)
{BXZ/By)-[(l—cot@o(L/ao)y)/(l—tan¢0(L/aO)y)]

2
(BA/By}(sz/Bx)=-K#Y*X2
con ecuaciones subsidiarias dadas por

(v.5-21) —[[(l-cot¢o(L/ao)y)/(l—tanéo(L/ao)y]](BA/By]]‘ldx=
[(1-1(1-25in%6 )/ (sind cost ) ] (L/a)y] (3a/3x)] "'ay
= (K#Y3X,) T (-ax,)

En teoria es posible encontrar una solucion general o integral
completa de (V.5-20) (Petrovsky, 1945; Garabedian, 1964) a partir de dos
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soluciones independientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias
(V.5-21). Utilizando la (IV.2-17) podremos escribir (V.5-21) en la forma

[(1-a,y) (1-c;¥)/(1-byy)] (3A/3x) (9X,/8y) - (3A/3y)
(3X,/0%) =-K#v% [ (1-c1y) / (1-byy) IX,

Supongamos que (8A/9y)=f(x) y (dA/3x)=h(y) ,» esto implica

V.5=-22
(V. 5-22) A=mxy+n

Por lo tanto

(v.523)  [(l-a;y) (1-c;¥)/(1-byy) Imy (3X,/dy) -nx (dX,/8x) =

-K#v§ [ (1-c1y) / (1=byy) 1X,
Ahora es posible intentar una nueva separacidn de variables

(V. 5-24) Xy (0y)=Xp) (X)X, (y)

obteniendo

(V.5-25)
[(1-2,y) (1-cyy¥)/(1-b1y) ] (dX,,/dy) (my/X,,) -

2
fdle/dx) (mx/X5q)==K#tyy [(1-cyy)/ (1-byy) ]

Esto implica

(V. 5-26a) (1-a,y)my (dX,,/dy)+ (K#YE—A)X22=O
y
(V.5-26b) mx(dle/dx)-)tX21=0

Para poder resolver la ecuacidn (V-}Zéa) introduciremos un cam=-

bio de variables

(V.5-27) r=(-1/m)1n[(l-a;y)/y] ¥ WUTI=Xo o £¥)
Por lo tanto

(V-'5-28) (dwdr)ﬂx#y%—mw:o

con solucion
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Y (T)=exp[ (A-K#y2)T]

(0]

(V. 529) X22=exp[[(K#YE-A)/mlln[fl-aly)/y]]

Por otra parte la solucion de (V.5-26b) es (Kamke, 1959)

(A /m)
(V.5-30) X21=C[x ]

A partir de (V.5-25), (V.5-29) ¥ (V.5-30) tendremos que

(A /m) [ (K# $-1)/m)
(V-531) %, (x,)= Clx ] [(1-ayy)/y)

pero dicha solucidn tiene una singularidad en y=0, para cualquier valor
de ¢ . Recordando de (V.5-17) que

E(X,Y,0,0)=G (Bl'Y*)XZ (X,Y)

podemos concluir que cerca de y=0 la perturbacion puede ser mayor que 1.
En consecuencia no es posible encontrar una solucion apropiada al proble-

ma de la perturbacion que satisfaga la (V.5-20), cuando
po=A (x,y)=mxy+n

La relacion (V.5-17) introduce una restriccion sobre cualquier
posible solucion de (V.5—20), ya que implica que KZ debe estar acotada
para -1<y€l y 10°£@O<30° . Resulta en consecuencia un problema bas-
tante dificil el encontrar una solucion analitica de la ecuacidn (V.5-21)
cuando A=A(x,y), ain para los casos mas simples. En general los factores

[ (1-cot®_(L/ay)y)/(1-tan®,(L/a )y)] y [(l-[(l—zsin2¢o)/
(sin?® cos® )] (L/aj)y]  introducen severas limitaciones para resolver
las ecuaciones por separacion de variables, sustitucidn o aplicando multi-
plicadores. Por lo tanto podemos intentar otra aproximacidn al problema
en sentido inverso: "Dada una perturbacidn especifica, es decir una deter-
minada dependencia horizontal para la perturbacion, deberemos encontrar

las formas de uo(x,y) y vo(x,y) de manera tal que la ecuacion (V.5-13) se

_satisfaga".

Supongamos que

(V.5-32) Xz(x,y)=_z b _expli(jx+my)] con Z

b
J.m L j,ml J,m

|<1



si sustituimos (V.532) en (V.513), obtenemos

(1-a,y) (8A/3x) z imbj! mexp[i(jx+my)]—[ (1-byy)/(l-cyy)] (3A/3y)
J.m !

Z 1512 exp[i(jx+my)]=-—K#YE Zb'. exp[i(jx+my) ]
om el g . o8

En particular para un par de modos normales ( j,m)

. 2
(1-a,y) (3A/9x)im=-[(1-byy)/(1-c1y) ] (3A/3y) ij=-K#y,

(o]

(V.5-33) y2=(i/K#) [3[(1-byy)/ (1=cyy)] (38/3y)-m(1l-ajy) (3A/dx) ]

Esto significa que la ecuacion {V.5-13) o su equivalente, (V.5-33), fun-
cionan como un filtro con respecto a los modos normales de la i)ertur'bacidn.
Analizaremos diferentes casos:
Al) Supongamos que el océano barotrdpico solamente tenga velocidad zonal.
Esto significa que (9A/3x)=0 y la ecuacidn (V.5-33) tomard la forma

(an/dy)=-1 (K#/3)Y4 [ (1-c_y)/(1-b,y)]

por lo tanto,
. 2.2 2
A(y)=-1K#(Y*/3)[(cl/bl)y+((cl—bl)/bl]1n(1-bly)]+cte.

, 2 .
Como po(y) - A(y) es una funcidn real, es necesario que Yx=1ib ., En con-

secuencia,

(V.5-3) By (=AW)=(6KE/3) [ (c) /by )y+((C)=by) /B2) In(1-byy) ]
+ cte.

La funcidn entre corchetes depende de la latitud media ¥ ¥ de
la coordenada y. En particular, en el dominio 10°<¢Os 80°, -1€y<1 ,para
una determinada latitud media, el mdximo de la funcidn entre corchetes se
da eny =1 y el minimo en y = -1.( Ver Tabla I). En consecuencia si to-

mamos lz constante igual a cero en la ecuacidn (V.5-34)



TABLA 1
LATITUD MEDIA (¥=1) »(1) a(1)
(G:&?ﬁas) (I--1) MAXIMO MINIMO MAXIMO MINIMO
i ° 2 Lod) 1.4616 ~0.9824
- L -0.7986 -1,0176
T=+1 1.2336 -0.9732
15 Yu=1 =0,8606 -1.0268
o = 1.1468 -0.9636
2 — =0.8990 -1:0364
o Intl 1.0982 =0.9534
a Y=-1 =0.9264 =1,0466 |
300 Y=+1 1.0654 -0.9423
Y=~ 1 -0.9482 -1,0577
5 T=+1 1.0403 -0,9300
- oecd IR | =0:9067 r =1.0700
o Y=+1 1.0192 -0.9161
=z el =0.9837 -1.0839
45° Y=+1 1.0000 _ -0,9000
oo 120000 -1.1000
50° Tutl _§ 0.9013 i -0.8808
T =1,0167 =1.1192
s Ya+1 0.9618 -0.8572
Y==1 =-1.0348 i“‘za_l
60° el 0.9399 -0.8268
Y==1 =1,0556 -1.1732
Y=+1 0.9134 -0.7855
ot Y=—1 ~1.,0814 11 =1:2145
° Y=+1 0.8779 | -0.7253
Y==1 ~1.1164 -1.,2747
8 T=tl ﬁ 0.8236 -0.6268
e =1 | -1.1702_|| 13732
80° Z=t1 Jt 057220 [| -0.4329
Xa=1 ~1.2715 || -1.5671
Donde; c1 c1-b1
P(Y)= — Y + log(1-b,Y)
1 b
c c,-h1
G(Y)= _% (1=b,Y) = 5
¥ a;, by, ¢ estdn dados por (1v.2-17)
(v.535)  |313|k#b|| (cy/b)+[(cy-b;) /bf11n (1-byy) |

y esto satisface la desigualdad lpo(y)|§1
Por otra parte, la velocidad zonal debe satisfacer

uo=—{l-bly)(dA/dy)

1o que implica

65
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(V.5-36) u_(y)=-(bK#/5) [(Cl/bl) (1-byy) -1 (cl-—bl)/bl]]

Pero ahora la funciocn entre corchetes tiene un maximo en y = 1
y un minimo en y = -1, para cada ¢O . En todo el dominio la funcion serd
negativa y el valor absoluto de los minimos serd mayor que el correspon-

diente valor absoluto de los mdximos. Si elegimos

(V.5-37) 151> k#b| | [(cy=by) /byl=(cy/by) (1+bq) |
obtenemos Iuo(y)|<l'

Los valores correspondientes a los términos a la derecha de la
desigualdad en la ecuacidn (V-5-37) son mayores gue los correspondientes
a la (V.5—35) cuando 10°$¢O<31° y mientras que para 310-&‘1’0\‘580" ocu=
rre lo contrario. Esto significa que de acuerdo a la latitud media debemos
elegir un j-limite como el valor mayor entre (V.5-34) y (V.536). Ambas
ecuaciones implican que la (V.532), para (3A/8x)=0 , trabaja como un fil-
tro selectivo sobre los modos normales zonales de la perfurbacién pero no
existe ninguna restriccidn sobre los modos meridionales. En otras palabras:
"Un oc€ano barotrdpico sin velocidad meridional solamente puede aceptar
modos zonales fuera del intervalo abierto -(IJ(QO),IG(QO)) o
('M(Qo)'M(QO)} si 10°£¢D<31° o 3l°$¢0580° respectivamente."
Dondes

N@)=[ (c,/by)+[(cy-by)/b?]1n (1-b;) ]|bK#|

M(8)=[ (c;/by) (l-bly)—[{cl-bl)/bllllb}(#l

Hemos usado la expresion "intervalo abierto" de acuerdo a su sig-
nificado en analisis matemitico (Watson, 1961; Scott and Tims, 1966), es

decir;

(a,b)=[xeR/a<x<b]
Az) Supongamos un oceano barotrdpico gue tiene unicamente velocidad meri-

dional. Esto significa (3A/3y)=0 ¥ en consecuencia la (V.5-32) toma-

ra la forma

(V.5-38) m(1-a;y) (dA/dx)=iK# y2
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pero la solucidn de dicha ecuacidn implica que A =A(x,y) y este hecho con
tradice nuestra hipbtesis. En consecuencia m debe ser cero y esto signifi
ca que el sistema unicamente acepta perturbaciones con modos zonales. "Un
oceano barotrdpico con velocidad zonal unicamente podrd aceptar perturba-

ciones con modos zonales".

AB) Sea el caso de un océano barotropico con velocidad arbitraria. Estu-

diaremos tres casos diferentes:

= j = 0. Esto significa una perturbacion con dependéncia horizontal en

la forma

(V.5-39) X, (y)= )% b'exp[i(my)]  con %]brhk 1
En tal caso la (V.5-33) podré ser escrita como

(V. 5-40) m ( 1-a,y) (38/3y)=iKéys

con solucidn

A(x,y)=[iK#Y2/ (m(1-ayy) ) 1%+ ()

En consecuencia A(x,y) sera una funcion real si y solamente si Yf=ib
(V.5-41) A(x,y)=-(Kib/m) [x/ (1-a;y) ]+£ (y)
Sabemos que

(V. 542) v =1~ (1—2sin2¢0) /sind cos® ] (L/a,)y] (33/3x) == (Kib/m)

y
(V. 5-43) u == (1-byy) (38/3y)==(1-byy) [ (A£/dy) - (K#ba, /m) [x/ (1-a;y) ]

Por lo tanto a partir de (v.5.42)
| (bK#) /m|<1

1o cual implica que

(V. 5=44) | bK#| < [m]

Esto significa que los modos meridionales de la perturbacion que son per-

mitidos deben estar fuera del intervalo abierto (-bK#, bK#).
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A partir de (V.5-42)
| -byy) | | @E/ay) - (oKt /m)a [x/ (1-ay9) 21 | 1

sin embargo(l-bly}>0 para 10°{¢0580° y -lg<yg<l, en consecuencia

(V.5-45) [[ 1/ (1-byy) 1= 2, [%/ (1-a;y) J]stdf/dyk[[l/ (1-byy)]-
v.a [x/(l—aly) ]]

La Figura 1 muestra la forma de la funcion g(y) =(a1/(1—a1y)2) para dife-
rentes valores de ¢0.

De la ecuacion (V.5-41) tenemos que
(V.5-46) —(l+vox(1—aly)_l) <f(y)€ (l-vox(l—aly}'l)

donde (l-aly) es una funcion positiva para -1gygl y 10°¢9 <80°

gly) | g, = 20°
4 BT

i , = 20°
/' ¢(:i = 30D

——_
e =

g, = us°
-J'._ T T -|5 LI 1.5' 2 (y)

g'-ao

Figura 1: gly) = 5.1/(1—41\'} ] para distintos valores
de ¢0. a, esta definida de acuerds a (1v.2-16).
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ABb) m = O. Esto significa que estamos frente a una perturbacion con de-

pendencia horizontal en la forma

(V. 547) X, (x)= L b! expli (3)] con L Ibgl<t
3 ]

Por lo tanto la (V.5-33) estard dada por

(v.5-48) [(1—b1y)/(1-cly)](BA/BY)=-i(K#Y£/j)

con solucion

(V.5-49)  AGx,y)=-i K#y2/3) [(cg/b))y+((cyby) /) In (1-byy) J+£ (x)

Sin embargo A(x,y) = p (x,y) deberd ser una funcidn real, en consecuencia
Yi=ib y

(V.5-50) Vo (%,¥)=(1~ayy) (df/dx)

(V.5-51) u, 6,y)=(0K#/3) [ [e)by) /) 1= (e /by ) (1-byy)]

(Debemos notar que la (V.5-51) es exactamente la ecuacidn (V.5-36)). A par-
tir de (V.5-50) obtendremos que

(V.5-52) 151> br#| I(cl/bl)y+[(cl-b1>/bf]ln(l— 1Y) +E () |

donde la (V.5-35) es un caso particular cuando f(x) = 0. Utilizando la (V.
5-50) tendremos la desigualdad

(V.5-53) | @f/ay)| < 1-ay) ™
y similarmente a partir de la (V.5-51)
(V.5-37) |313|k#0] | [(cy=by)/by1= (c1/by) (1-b1y) |
En (V.553) la funcion (l-aly) es positiva para -1€ygl y
10°¢® £80° pero su pendiente cambia de signo en ¢ =45° . En particular
1/(1-a,y) estd limitada entre los valores LG4y 2.2197.

La eleccion de los limites para j, entre (Vv.5-52) y (V.5-37),

resulta mis compleja que en el caso A;, pues ahora la funcidn f(x) desem-
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peha un importante papel. Esta funcidn retiene un alto grado de libertad
ya que la desigualdad (V.5-53) implica una restriccidn sobre la pendien-
te de f(x), pero no sobre la funcidn en si misma. Tal como en el caso

Al los modos normales deben estar fuera de cierto intervalo real, pero pa-
ra este caso antes de fijar los limites debemos conocer la forma de f£(x).
ABC) 34 0y m#£ 0. Esto implica una perturbacidn general con dependencia

horizontal en la forma

Jm

Para obtener la solucicn general de la ecuacion (V.5-33) podre-

(Ves-5)  Xplxy)= L by expli (o))

mos utilizar la (V.534) como solucidn particular, mientras que la ecua-

cidn homogénea tomara la forma

(V.5-55) m(1-a;y) (1-c;y) (88/8x) -3 (1-byy) (3A/3y)=0

_ Utilizando el método de separacidn de variables, podemos suponer que

(V.5-56) A (x,y)=A) (%), (y)

por lo tanto

(V-5-57)  @/5)a7" (@A /ax)=[ (1=byy)/[ (L-agy) (1-cyy) 185" (day/ay)

Esto significa que

(V. 5-58) (ny/3)85™ (@ /) =83
¥
(V. 5-58b) [(1-by9)/ [ (L=ayy) (A-cyy) 115" (@8, /dy) =62

Ambas relaciones tendrin soluciones en forma exponencial

(V.5-59) A, (x)=Dexpl (3/m)62x]
y
_ 2 2
(Vo5-59) Xy @)=F el 8Z[1((cyby)/82)+ (@yc,/b3)+ 2y /b2) T1n (1-byy)
~[(@y+ey) /b)) -2(ayey /67 Iy~ @@y /263) (1-byy) 2+
3
(c)2,/203)]1
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1%/ (Ya-To) 1~ (Alg-1)
(Ya/Toy ) (/) ==(4) “n

a3+ [ (Ala-Dut( J/(Ta-To) )
+& (Tq/To) ) (C/aen) =(4)°d

16> 9301 31

| & utiia/ (‘e
Toy e (fa/To) | | amnl<|€]

085783 1€ 31

I

| (Yaen) (Tq

/or=1Yy (Ya=oy 1 | [aust| ]|

. E_._m
 (AusxC) 1) g K¢ =A%) Oy

(/) =="n

[, (&%e-1) /xTe) (w/ai)
- (Ap/39) ) (Klg-T) n=(4*3) °n

o &lan s
|1, (Ke=1) /xTe) %as (ho/30) |
13 1&Te-1) /%) 2t (8) 3
(A) 3+
[ (Ale=1) /x] (w/qesi) -=(A*x) °d

> |

71}
(durr) o' =&

_(&le-1) 3|xp/3p|

1
3 (%3]
il o s} L f z
{xp/ (%) 3] (Ae-T)=(A"%) A 0 (x)3=(x) d (xCr)dbxatq T =00%
1 :
(1. g-) cxo
| &
(&%) O (A%)%n (Atx)%d (hex) Ex(2) 0= (12 K'%) ¢

1T VI<TdL




72
Por lo tanto

(v.5-60) A(x,y}=Ah(x,y)+Ap(x,y)=E exp[ﬁz [(j/m)x+[((cl—bl)/b§)+

(a101/09)+ (@y/63) 110 (1-byy) - [ ((ay +e;) /by ) -2 (agcy /
3 3

B)1y- (@)01/25) (1-byy) *+ (e, /269) | 1+ (ok#/3) [ e,/

by)y+((eq=b,) /b3) In(1-b,y) ]

pero A(x,y) = po(x,y) debe ser una funcidn real y |a(x,y)[< 1 . Bsto

implica que Ah(x,y) no es apropiada para nuestro problema. Luego la solu-

cion (V.5-60) tomara la forma

(V.5-61) AGxyy) = A (%) (E=0)

y esto es simplemente el caso Al.
La Tabla II resume las posibles dependencias horizontales de 1a

perturbacion con respecto al flujo bdsico. Cualquier fluctuacidn de orden

€ en el campo de densidad puede ser una peiturbacidn solo si su depen-
dencia horizontal y el flujo basico satisfacen cualquiera de los tres ca-
sos de la Tabla II.

Ahora nos corresponde estudiar bajo que condiciones una perturba

1

cion puede inestabilizar al flujo barotrdpico. De acuerdo a la forma gene
ral del sistema de ecuaciones (V.5-1,5) esperamos que la dependencia tem-
poral de U, V, w y D sea de la forma EXP("BfT} . Esto significa que
la estabilidad de las diferentes soluciones estd directamente relacionada
a la naturaleza del autovalor Bf v

Fijaremos como condicidn de contorno en el campo de la densidad

perturbada las siguientes relaciones:

(v.5-62a) 5 =0 para z=-1

(V.5-62b) (3p/9z)=0 para z=0

En el caso mas simple de un océano en reposo la perturbacidn de

la densidad es

~ 2
(v-2-18) B x,y,z, 0 =om (820 [ 18,/ (ki) 7 (8 (/o) 241y /2

12
zl/si'(2/3)(a°/aL}(€K#) By (8 (L/ag) z+
1y ]] 616,
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Si introducimos el cambio de variables

1/ /2

(V.5-63)  2=(2/3) (a,/6L) [B2/ (ek#) %) (8 (1/a ) 2+1)

la solucidn (V.2-18) podrd ser escrita como

(V.564)  §lx,y,2,1)=A exp(-B50) [ 8,/ (k) /%1 [(2/3) (a /6L) (B,/

/2)-1/3 =1/3

l a A
(eK¥) Z, 3 (-2)] P10,

y las condiciones de contorno tomaran la forma

(V.5-65) ¥E)=0  para 2 =(2/3) (a/8L) (By/ (exh) %) (16 (v/a )

-3/ 2
s

(Vv.5-65b)  (9p/3E) (85/d2)=0 para E,=(2/3) (a,/SL) (B1/ (k) /)
En consecuencia las ecuaciones anteriores implicaran
(porque =0 implica que ﬁl=0 y esto significa p=0)

Y

(V.5-67) 8/ €k#) Y (3p/02)| =0
"2

A partir de la (V.2-16) y utilizando las formulas de recurrencia

siguientes (Antosiewics, 1964; Watson, 1958)

(V.5-68) 2va(X)=XIZU_1(X)+Zv+l(x)]
(V.5-69) 200 (=Y ()Y ()
(Vv.5-70) 2JG(X)=Jv-1(X)*Ju+1(X)

luego de algun trabajo algebraico es posible obtener
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dix¥ z (- =-xV L
(v.5-71) (dlx Zv( x) 1/dx)=-x 2,1 %)

y utilizando (V.5-67) y (V.5-64) obtendremos que

V.572 = - z __(-85)=0
(V.5-72) (3p/3z) Z=00 o ay3' T2

En consecuencia las condiciones de contorno (V.567) y (V.5-72) tomaran

1z forma
(V.5-73%) 2y 3(7E,)=0
(V.5-73Db) Z_p /3(~E5)=0

A partir de la definicidn de funciones cilindricas (V.2-16) pode-

mos escribir
(V.5-74) 2 /3 {-52)=c‘1J1/3 (-22)+céyl/3 (£,)

y de acuerdo con la férmula de recurrencia (V.567), la (V.5-72b) tomard
la forma

ey ! = i
(V.5-75) PR Lol (-E,) 1J1/3( 210, 5 )14
c5[(2/3) (5)) Yy 5 (Ep) Yy 3 ()]

A partir de la definicidn de las funciones de Weber (Watson, 1958; Olver
1964)

(v.5-76) Y\)(—X)=[J\J(_X) cos (vm)=J__ (-x) 1/sin (vm)

es posible escribir el sistema (V.5-72a,b) como sigue
€191 /3 (=8 )+cscot (Tr/B)Jl/3 (-El)-[J_l/3 (=£7)/

sin(m/3)]1=0

V.5-77) &
( ~1[(2/3) E,) lJl 3 (EQ) Ry 13 (=E5) 1-c51(2/3)
[, 4 (<€) oot (n/3)=(3_; ,3(=E))/sin(m/3)) 1+

J4/3 “Ep) ot (41/3)=(J_4 /3 (-E,) /sin (41/3)) ]=0
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Una condicion necesaria y suficiente para que el sistema (v.5-

77) tenga solucidn no trivial es

15D [ En” Jl/3(:2)-h14/3(—:.2)]

pero
cos (4n/3)=~cos (m/3)=-.5

sin(4n/3)=-sin (1/3)=-.8660254

en consecuencia
(V.5-78)  Det Me=(sin(n/3)) (3, (-8))3_g /3 (E)H0_ /3 ()

Ty /3(-E,)1=0

La ecuacidn (V.5-78) representa una relacion lineal entre funcio-
nes de Bessel de orden fraccionario, las que pueden ser representadas en

términos de funciones de Airy (Antosiewics, 1964)

3,1 /3 TN=(1/2) (3/) V2132, imyap. ()
i ¥i

(V.579)

3y, 5 T=01/2) 32wy (13 2; (%) +B] (=% ]

donde T'*=(2/3) (w*) e

Las funciones de Airy estan definidas en la forma
A, (w¥) =C*f (w*) —c3g (w*)
B, (w¥)=3 172 (£ (w¥) +chg ()]

donde 6 9
f(w*)—1+(w* /3l)+4(w* /61)4+28 (Ww*” /91 )+. . .=

): 3°0/3), [ /3K]
k=0
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g (%) =42 (k4 /81)+10 (wr /71) 480 (w*0/101) 4. . .=
[ ]
= ¥ e/, @)
k=0
{x+(1/3)10=l - 3k[X+(l/3)]k=(3x+l){3x+4)...(3x+3k—2)
o=n, (=18, (0)/34/21=13"//r+ (2/3))=..35502805

1
cgsAi{0)=[Bi(D)/31/2]=[3-1/3/T*(l/3)]=.25881940

Para aplicar la (V.5-79), podemos introducir una nueva variable

2/3
wr=[ (a8, /8L (ext) /21%"° 16 (L/ag) 2411
(V. 5-80) wy=la 8, /8L(ext) 21231 (1/a_) 1=bw,
wk =la B /8L(ex#) 1/212/3

y de acuerdo con las relaciones para las funciones de Bessel con argumen-

tos (-z) y (z exp[imm]), podremos escribir las siguientes relaciones

(Watson, 1958)

(v.5-81) Jv(Z&Xp[im'"])=8Xp{im\J1r]J\)(z)
T
(v.5-82) s (zexplimm])=exp (=imvm)J (z)

En consecuencia, a partir de la (V.5—79) obtendremos para Jil/3 (-%)

(V'5'83) Jil/3 (=2)=(1/2)exp[-i(n/3)] (3/w*) 172
(3722, (~w*) 7B, (~w*)]
Por otra parte la relacion entre las funciones de Airy y J_!-_4/3 (z) nNoO es

simple. Utilizando la formula de recurrencia

Ju—l (z) +J\J+l (z)= (Zv/z)Jv (=)
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y la (V.5-83) tendremos
Ji4/3(-52)=exp[i(4/3)nJ[i(2/3)(52)'1J+l/3(52)
-J 5 -
72732
Ahora es posible aplicar la (V.579) para obtener
(V.5-8%) Ji4/3(-52)=expfi(4/3)w][t{B/ZW;Z)Ai(—WEJI
(31/2/2w52)Bi(-w3)f(3/2w5)Ai(-wg)
1/2
-(31/2/2u8)8} (-w3) )
Por lo tanto
g P
T1/3 BT g5 (-5 == 3V /2wt/2) 131 %8, (o) -
Bi (w1 1-(3/2u3%)a; (-w$)+(31/2/2us2) B, (-w3) -
(3/2w3) A1 (=w$) - (31/2/2us) B, (-w¥)]
y
= e 1723172
31 /3 (E)Ty 3 (<)== (1/2) (/) “131/ 2R, (k) 48, (<)
2 1/2 2
[(3/2) (1/w* )Ai(-zél-(3 /2W5°) By (~8) +
(3/203)A1 (k) = (37 “/2%) B, (-w%)]
En consecuencia, la ecuacion (V-5-78) tomard{ la forma
(V.585) 34, (=3B, (=) 3/ DA (g8, ()= (372 /)8, (-t B, (~vp)

3Ai(-w§)Bi(-w{) =0

En general no es facil trabajar en forma numérica con las funcio-
nes de Airy o las de Bessel de orden fraccionario, pues esto implicaria

la utilizacion de subrutinas muy especiales. En consecuencia, intentaremos
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otra aproximacion al problemz, que consiste en estudiar la solucidn de
la ecuacion cerca del origen Yy para grandes valores de|w§|(soluci6n asin-

tética).

V.6 Solucion cerca del origen

Supongamos que IW3|<<1 . Bajo tal condicidn podremos escribir
la (V.5-85) en la forma
- - C l
(V-6-1)  —3BA; (~h)B (+3) 438, (=), (=) -3Y/25, (et (rh)
* * =
W3R (3)B, (—w7)=0

y utilizando las expresiones para f(w*) y g(w*) a primer orden obtendre-

mos

pero esto es imposible, debido a que c{ = Ai(O) £0y c{ = Ai(O) { 0. En
consecuencia podemos concluir que el sistema (v_5.77) tiene unicamente

solucion trivial (e = c& = 0) cerca del origen.

V.7 Solucion asintdtica

Estudiaremos a continuacicn el caso en que |52| >>1+ Hemos vis=-
to que la condicidn necesaria y suficiente para la existencia de solucicn
no trivial del sistema (V.5=77) era:

7= Det M=-(1/sin(w/3)) [J ~=.)J -= -= == )]=

(v.7-1) / /3)) [ 135 _4/3TEHI_y 45 l)J4/3( E,)1=0
De aqui en mas deberemos considerar los desarrollos asintdticos de

I I _Z) - . » & el
Jil/3( z) ¥ i4/3( sin olvidar el fendmeno de Stokes, es decir la dis
continuidad de las constantes involucradas en las expresiones asintdticas
de J}v(z) de acuerdo al dominio asignado para el arg(z) (Stokes, 1902).
Para evitar tales problemas Watson (Watson, 1958) ha sugerido el desarro-

1lo asintdtico siguiente

1/2

o
(V.7-2) 5 e 2 Pemliz vn/2-m/a1 L 1) v,m)/
: m=0

y 1 (2]
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o ve 4
(2iz) +C2(1-) (2/mz) exP{-l(z;(\’Tf/2)—(1T/4)]ng__ol(\-’,m)/

(2iz)™
donde
a) Cl(t)=(l/2)exp[i2p(1v+(l/2))Tr] ’ C2(i)=(l/2)@€p[i29(:v+(l/2))ﬂ]
cuando  (2p-l)m<arg(z)< (2p+l)w

b) C‘1 (i)= (1/2)exp[i2 (p+l) (v+(1/2))1], Cp(4)=(1/2)exp[i2p (+v+
(1/2))m]

= cuando  2pm<arg(z)< (2p+2)m

Yy D es cualquier entero positivo o negativo. Utilizando las relaciones

(V.5-81) y (V.5-82) podremos obtener

By (z)

En consecuencia resulta posible extender la (V.7-2) para argumentos nega-

(v.7-3) J+U (-z)=Jb) (zexp[in])=exp[+ivm]J

tivos

' L _ 1/2
(V.7-2") Ji'u( Z)_Ji-\) (z)exp[i-wn]'\cl&) (2/m2)  expli(z+(mv/2)-

1/2

@
(r/4)] L 1) v,m/@2iz)™4c. . . (2/r2)
=0

2(1)

o0
exp[-i (2 (3/2)vn-(n/4))] 2. [(v,m)/(2iz)™
m=0

donde

a) ¢ )=(l/2)exp[i2p(j”+(1/2))W], Cy ()= (1/2)exp[i2p (v+(1/2))7]

(=

cuando (2p-1)m<arg(z)< (2p+l)w
o 2pm<arg (zexp[im] )<2 (p+1)7
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b) G ()= (/2)expliz (ptl) (tv+(1/2))m], C,  =(1/2)exp[i2p(+v+(1/2))7]

2(1)
cuando 2pm<arg(z)< (2p+2)m
o (2p+l)m<arg (zexp[im] )< (2p+3) 7

En nuestro caso, cuando |[z| es grande (en realidad cuando 1im|z|+ )

@© [+ /]
(V.7=4) ¥ (o vm/ Qi)™= L [0m/iz)M= 1
m=0 m=0

Por lo tanto, si

1/2 L .3/2
£,=(2/3) (@,/8L) (By/ (€KH) ™ ) y C )

donde b*=[1-6(L/aj)] . Previendo que 0O<arg(-z)<2m obtendremos

3y 45(-2) =[1/(22m) 1/ 2] exp i (z- (1/12)) ) +exp[-i (z-
(3n/4))1]

3152 =[l/(2zw}l/2][exp[i(z—(Sﬂ/12J)]+exp[-i(z
+(n/4))1]

34,5-2) =11/ (22121 [expli (24 (51/12)) 1 vexp [-i (2-
(n/4))1]

I b2 =[l/{22ﬂ)l/2][exp[i{z-{llﬂ/lZ))]+exp[—i(z

~(n/an1]

En consecuencia

Det M=0 =cos(m/6)cos(E,-E7)
y la unica posibilidad sera

cos (2,-2,)=0
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/2

—
-
—

. 3
Sin embargo 51=[1—6(L/aO)] 2 , donde

(1-8 (L/a,) 13/2=1-(3/2) (6L/ag)+(3/4) (8L/ay) 2+. ..=1-
(3/2)0 (e)+sss @1
y esto significa que:
E, 1 o cos(Ez-El)z 1
En consecuencia la iunica solucidn posible para el sistema (V.576) es 1la

"trivial" (cl =€ = 0). E1 problema surge con las condiciones de contor-

no (V.5-62a,b)

(V.5-62a) 3-p 5 —_

(V-5—62b) {35/32)=0 en _ 2=0

De acuerdo con la solucion trivial del sistema (V.576), estas condiciones
de contorno implican que 21/3 (-El)=0 s en otras palabras, p(x,y,2,T)=
5(}(,Y,E,x[)=0 lo que significa que no existe perturbacion en ninguna
parte ni existira con el tiempo.

La ecuacion de estado correspondiente al agua de mar puede ser

escrita como

(v.7.5) p=p (s, T,p) o a=a (s,T,p)

donde P depende de la temperatura, salinidad y presion en una forma com-
pleja. Hemos mencionado como un casc particular la formula empirica de
Knudsen (Knudsen, 1901), sin embargo ahora presentaremos la ecuacion de

estado en una forma lineal y simple (Fedorov, 1978)

(V.7-6) p=po—aTaT+bsas

donde AT yASson las respectivas desviaciones de la temperatura y la sa-

1linidad con respecto a los valores TO Y Sy correspondientes a una densi-

dad media Po ; mientras que ap=-(3p/3T) >
s

y b5=(ap/BS)T $ =
adoptamos la notaciocn P

r

A
(v.7-7) I T=T_ +eT o &T=e’?‘




82
ls—s +e5 o 2
= As=gs

podremos escribir
~ A A
(v.7-8) p——aTT+bsS

Los valores de an ¥ b pueden ser tomados como constantes dentro
de los limites QT—CT y As=eS. A partir de la (v.7-8) podremos definir
el flujo de empuje perturbado (Fh) como la suma de los flujos termico
(F ) y halino (F,).

A
(v.7-9) F —K@(Bp/az)=-a K (3T/32z) +b K (as/az) =Fp+F g

A continuacidn extenderemos la idea del cociente de las fuerzas de empu-
Je (Rp’ (Fedorov, 1978; Turner, 1965; 1967) al campo de densidad de la

perturbacion, de acuerdo a las siguientes relaciones

(v.7-10) R= (Kg/Kp) R donde R =[bghs/agAT]=
=- (Kg/Kq) (F/Fq)

La condicion de contorno (V.5-61b) implica que no existe flujo

de empuje a traves de la interface aire-mar. Esto significa

A A
(V.7-11a) F=F =0 o (3T/3z)=(9s/32)=0

A A
(VeP-LiB)  poem o [a K, /bgKg] (3T/3s)=1

La (V.7-11a) tiene un significado trivial, mientras que la (V.7-11b) im-
plica que T y s estan relacionadas, al menos dentro de una delgada pelicu-
la superficial en contacto con la atmdsfera. Para extender nuestro estu-
dio a un oc€ano barotrdopico con velocidad arbitraria haremos uso de la
ecuacidn (V.5-15), donde F(x,y) = X,(x,y) satisface (V.513) (o alguno

de los casos mostrados en la Tabla II). Analogamente a lo hecho en (V.5

62) definiremos

2
v= (2/3) (a /8L) [By/ (ek#) /21 6 (L/ag) 241+ 3/

3/2

(V.7-12)

(89

2 L
Bl)K%]
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por lo tanto

(V.7-13) §(x,y,2*,7)=B exp[-BZ 1[(2/3) (a,/5L) [Bl/(eK#)l/Z]-l/B

z%1/3 =
Ry 21/3(—_*)X2(x,y)

Es necesario destacar que si la solucidn (V.7-13) satisface la
ecuacién (V.5-13), la relacioh entre XZ(X-Y) Y P, sera muy estricta.De
acuerdo con la Tabla II unicamente existen tres posibilidades generales.

Supongamos que utilizamos las mismas condiciones de contorno
dadas en (V.5-62a) y (V.5-62b). En otras palabras,

g _ 1/2
(V.7-4a) $=0  en  Ei=(2/3) (a/8L) (By/(€KE) ) [1-(L/ag)+(y2/8D)

eK#]3/2

/ /2

_1D) 2 3
(V-7-140) (35/32)=0 en  E%=(2/3) (a/8L) B/ (exd) ™) 11+ (y 2/ k]

La (V.7-14a) implica que
(v.7-15) e /'3

~=%)=0
3 ZLG(“f

Mientras que

| =
(aa/az)=(36/as*)(as*/az)=<sl/(eK#Jl/2)[1+(5L/a0}+tyf/8f)sK#l /2 (3p/05*)=

2. -1/3 =
- ®,/exh Y2 1(2/3) (2 o1) B/ ex) 21 (o/oEH)

pero

(3p/3E%*)= D exP[“BfT][{2/3J(aO/BL){Bl/(eK#)l/z]_l/Bexp[i(mx+ny)]

m,n
1/3
zx1/3, (=2%)

=2/3

En consecuencia

(V.7“15') (a*\za i 2 -1/2 =
PRAZI=D  expl-81T] ekt) " 21(2/3) (a s51)) 2 Pan?/3

m,

7 (3% :
-2/3 ) expl[i (mx+ny) ]




en particular, la (V.7-14b) tomara la forma
(V.7-16) z2 _(E3)=0

Hemos supuesto que 55%0 , Ya que de otra férma la (V.7-13) im-
plicarfa que p(z=0)=0 , lo cual significa que no existe perturbacion en
la superficie del mar.

A partir de la definicion de las funciones cilindricas (V.2-16)
y (V.5-73) (Kamke, 1959; Watson, 1958; Olver, 1964), obtendremos un sis-
tema similar al (V.5-77)

, ciam(-s{)mé[cottn/3>Jl/3<-sp-(J_ -2%)/sin(1/3))1=0
(v.7-17) ﬁ
* = -1/2 ol = o
—c; [(2/3) B3 J1/3t-_’2=)+a T £%)1-c5[(2/3) ( *)

\ [Jl/3(- *)cot (m/3)-(J 1/3(—"*)/51n(n/3))]+J4/3(_3§)

cot (41/3) - (I_y 5 (E§) /sin (41/3))1=0

donde E} ¥y E "* estin definidas por (V.7-14a) y (V.7-14b) respectivamente.
Una condlclon necesaria y suficiente para la existencia de solu-

cidn no trivial del sistema (V.7-11) estara dada por (V.577)

-k —_k -k =S*)=
(vra8)  JygUENT CEEND 5 s R =R0)=0

En t€rminos de las funciones de Airy (Antosiewicz, 1964) y defi-

niendo

1/2.2/3 2 2
we= [(a,/8L) (B1/(K#) ] [l+(Y*/Bl)eK#+6(L/ao)z]

1/2,2/3 2.2
(v-7-19) { we= [(a/BL) B/ (eK#) 72157 1 (y o B ERES (T/a )]

1/2 2/3
w@= [(aO/GL) (B,/ (€K#) /] [1+(Y§/Bi)ef<#]

2
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donde W@ = w8 = b¥ con b¥=b (L/ag) [(2/3) (a fy/6T) (ext) ™ 1%
1

2
En consecuencia, la ecuacidn (V.7-18) tomara la forma

< 1/2
(v.p-20) =3¢ Ay (=8B, (w843, (-8B, () -3 B; (=), (-ue)+

3w@ A, (=w@)B. (-w@)=0
2 ¥ 2"+ 3

Utilizando las definiciones de f(w) y g(w) obtendremos cerca del origen
c*c*wE=0
192"
pero Ci=Ai(0):[Bi(0J/3l/2]#0 N c§=A£(O)¢O. Por lo tanto, cerca del ori-
gen, el sistema (V.7-17) puede aceptar unicamente una solucidn trivial

(c=c5=0) . A continuacicn deberemos estudiar la relacicn (V.7-18) cuan-

do |EI] y [ng son grandes. Bsto significa-

(v.7-21) expli (Ef-(m/12)) J+exp[-1 (E]-(31/4))] expli(E3-(11n/12))]+
exp[-i (23~ (m/4)) 1+ expli (E}-(5n/12)) J+exp[-1 (Ef+(m/4))]

eXP[i(E§+(5ﬁ/12))]+eXp[-i(E§-(ﬂ/4))] =0
por lo tanto,
(v.7-22) cos(n/6)cos(§i-£§}=0

De acuerdo con la (V.7-14a) y (V.7-14b)

3/2

=25 [1- (3/2) (1+ (y2/BD)eki) ™t

k=0 2
EX=EX[1-[ (SL/a,)/ (1+(y2/B] Jek#) 1]

en consecuencia,

cos(EI~E;)= 1

Debemos concluir que el sistema (V.7-17) tiene solucion trivial
en todas parte (c]=c5=0) . En otras palabras: "En un océano barotropico

no puede existir perturbacion sin un flujo de empuje a través de la inter-
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face." Es necesario destacar que gi:ﬂ no es una solucidn (V.7-15)
porque
: ~u 1/3
lim [(:IJ 2 (-gi)]#o

- 1/3

:1-*-0
excepto si cé=0 » ¥ en la caso la (V.7-16) implicaria que ci=0.

V.8 Estabilidad de un océano barotrdpico con flujo de empuje a traves de

la interface aire-mar.
Supongamos un oc€ano, €n reposo por el momento, conectado diaba-

ticamente con la atmdsfera (a traves de la interface aire-mar) pero aisla

do adiabaticamente del fondo (Ver Figura 2). Utilizaremos como condicio-

nes iniciales

(v.8-1a)  (38/02)| =B X, (%,y) a =0
z=0
(v.8-1b) 5| =0 a =0 con h>1
z=-1/h

Esto significa que existe inicialmente un flujo de empuje en z = O, pe-

ro la perturbacidn en el campo de densidad no alcanza el nivel z = -1/h.

ATMOSFERA
z = 0 P - S SUPERFICIE

1 AISLACION ADIABATICA

il

Figura 2: Modelo Fisico.
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Luego de cierto tiempo

(v.8-2a) (3p/32) =g exp[iw'r]xz(x,y) a T#0
Z=l
(v.8-2v) p| =0 a 0
z==1/h
En otras palabras, hemos supuesto un flujo de empuje perturbado en la for
ma
(v.8-3) (05/22) | =B expliw't] X, (x,y)
=0
donde
(v.8-4) w'=waiwI

En el caso general de un oc€ano barotrdpico con velocidad arbi-

traria (V.7-13), obtendremos

L2 e
(03 /32)= (33/35%) (62*/02)= B/ (€x) /?) [+ (2B ek (81/ag) 21 (93/0%%)

y a partir de la (V.7-15")

(V.8-5)  (35/02)=-A" (1/eK¥) exp(-821)[(2/3) (a,/5L) B/ exi /%)

x, () G2 2 (=m

-2/3

donde

%= (2/3) (a_/5L) B,/ k) ) [1+(6L/ 2 02y xu13/2

2%= (2/3) (a/ 1/ €K a,)z+(yy/B)eK#]

De las condiciones iniciales (V.8-la) y (V.8-1b), obtendremos
a T=0
s 2 -1
G 2 (2%) = - (B/A') (ek#/B2) [1+(y4/B])eKH]
2 1
-2/3 .
y
(V.8-6b) g [FEDSD
1/3
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Utilizando las definiciones de las funciones cilindricas y las de Weber
(Kamke, 1959; Watson, 1958; Olver, 1974) podemos obtener

c; 0
c, - (B/A") (eK#) (B]) ™ [1+(y5/BY)eK#]
en =
donde
[ T =1~ %) /sin(/D1] |
(V . 8"8) W= 1
-[(2/3) {55,-131/3(.551 -[erm 97 0,y Epcot i/~ 25/
+ 345025 sin(n/3) 1434 /3 (-E3) oot (n/3)=T_g 3 (-23)/
L sin(4n/3}]] |

A partir de la denominada regla de Cramer (Conte y Boor, 1965)

(V.89) cp=[B/a) exe/s?) (e B e et | [cota/3)

3, 3 ED=19_y 3 (- /sintn/3) 1]

(v.810) o= [te/a") (ext/ed) 1+ r2BDext) ™ met wr] 3, 1 (-=D)
En 1a misma forma, haciendo uso de la (V.8-2a) y (V.8-2b), obtendremos

a Ti‘éo

(v.8-11)

— 2 > '
o)=[ (B/2) (exa/B]) [1+ (v2/B2)exi] /et M¥] expl @F+iw")T]

[ oot /313y /3 -2 =13y 5 (-E])/sin/3)] ]
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(v.8-12)  c=[e/an) (exi/Bd) i+ (r2/BDrexi) ™! |expl B24w) 11T 5 (ED)

Mediante las (V.8-9), (V.8-10), (V.8-11) y (v.8-12) es posible concluir

que:

B§+rn'=0
0
82=—i0N +iw_)=w_~- iw
1 RTTI I

(v.8-13) R

La solucidn serd estable si y solamente si, la parte real de Bi

es positiva, esto significa W1 > 0. En consecuencia,

a) Estable si wI> 0

(v.8-14)
b) Inestable si wI< 0

Sin embargo la (V.8-14b) no es posible. A partir de la ecuacién (V.8-3)
podremos escribir el flujo de empuje perturbado en z = 0 como:

(v.8-15) (8p/92) Zng exp[-wI] exp[i(kx+jy+wh1)]

En consecuencia, si Wy es negativo, el flujo de empuje perturbado crece-
ria indefinidamente con el tiempo haciendo que la perturbacion alcanzara
y excediera el miximo de su escala, como resultado de la compulsicn exter
na. 8i w; = 0, la solucion tendria una oscilacion en fase con el flujo de
empuje perturbado. Por lo tanto podemos concluir que el flujo bédsico nun-

ca se tornara inestable.
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Capitulo VI
ESTABILIDAD DE UN OCEANO BAROCLINICO

VI.1 E1 océano baroclinico
De acuerdo con la solucion por similaridad generalizada, el océ-

ano baroclinico puede ser descripto mediante el campo de presicn, en la

forma

(11.7-2) pD(A,¢,z)=A(l,¢}HM(X,¢}exp[cz/Sin¢o]

o utilizando la aproximacidn en el plano g (Pedlosky, 1979; Holton, 1979

(VI.1-1)  p (x,y,2)* Alx,y)(x,y) [1-(cz/sind )b ylexplcz/ sind ]

mientras que el resto de las variables correspondientes al flujo basico

estaran dadas por

(VI.1-2)  u_(x,y,2)= - (1-byy) (82/3y)~[1-(1+(cz/sind ) )b, y] (3M/3y)

exp[cz/sin¢01+(cz/3in¢o}blM exp[cz/sinéo]

(VI.1-3) Yo (&¥,2)* (3A/9%) (1-a3y)+(3M/9%) [1-a;y~(cz/sind )b, v]

exp[cz/sin¢o]

(VI.1-4) P, (Xs¥,2)= -(c/sin@O)Mtl—(1+(cz/sin¢o)}bly] explcz/sind ]

y
; ]
(VI.1-5) (L/ag)ws K#(c/sin¢0)(l-bly)+(51n¢0/c)M [ (3M/3x) (3A/3y)
—(BM/BY)(BA/BX)](1+Cly)+(cos¢0/c){L/ao)(l+(cz/sin¢o))

(aA/ax)+(cos®oL/caO)(BM/BX) exp[cz/sin¢o]

donde a,, b, y ¢, fueron definidas en (VI.2-16)
El sistema perturbado (VI.2-7,11) en funcion de las variables

X, ¥, 2, en la aproximacidn del plano B puede ser escrito en la forma
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siguiente:

(VI.1-6)  (al/a1) =G (1+b)y) +(35/0x) (1+cy)=0
(vi.1-7)  (39/57)+i(1+b,y)+(35/3y)=0
(vi.1-8) (39p/d2)+5=0

(VI.1-9)  (L/a,) (8/37)+(30/ax) (1+cyy)+(dV/8y) —c; ¥ (L/a,) (8%/82)=0

(VI.1-10) (€7142) (35/81)+u, (05/5%) (L4c)y)+8 (3p,/0%) (L+cyy)+v, (35/5Y)

+§'(3po/ay) +(L/ag)vig (3p/9z)+ (L/ao)ﬁ(apo/a z)= K#(3 25’/822)

VI.2 El1 océano puramente baroclinico

En este caso la ecuacion (II.7-2) tomard la forma

(v1i.2-1) po(l,lb, z)= M()\,0) explcz/sind]

Dentro de la aproximacion del plano B podremos utilizar las formulas (VI.
1-2) 5 (VI.1-5) con A(x,y) = 0. En consecuencia el sistema perturbado es-
tard dado por:

(VI.2-2) (aﬁ/a-r)-v(1+bly)+(a§/ax) (1+c,y)=0

(VI.2-3) (3V/81)+d(1+by)+(35/3y)=0

(VI.2-4) (3p/52)+p=0
(VI.2-5) (35/37) (L/a )+ (810/3x) (1+cyy)+(8¥/3y) ~cyv+ (L/a) (3W/dz)=0

(VI.2-6) (3p/97T) (e-l+z)+[bl (cz/sin¢o)M—[l-(l+ (cz/sin¢o) )bly+cly] (dM/3y) ]

exp[cz/sind ] (GS/BX)-G{c/simO) (OM/8x) [1- (1+ (cz/sindio} )bly+
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cqY] exp[cz/sin¢01+[l—a1y-(cz/sin@o)bly](&M/Bx) exp [cz/sind ]
(35/3y) +7[ (c/sind )M[1+ (cz/sin® ) Ib, - (c/sindy) (aM/3y) [1-(1+
(cz/sind ) )bly] ] e}tp[cz/sin¢0]+(aﬁ/az) [K# (c/sind ) (1-byy)+
(cost_/c) (L/a_) (3M/3x) explcz/sing 11 (c?/sin®0 )M(L/a)

@{p[cz/sim"o]:K# (325/322)

De acuerdo a la estructura del sistema (VI.2-2) a (VI.2-6), po-

dremos suponer que la solucidn tendra la forma

~ A
{ P(X,Y,2,T) (p(X,Y,2)
A a
u(x,y,2,T) u(x,y,z)
- g A
(V1.2-7) ﬁ V(X,Y,2,T)= exp[lBT]Jv(x,y,Z)

v A
w(xX,¥,2,T) w(x,y,z)

A
\ P (x,¥,2,T) [P (X,¥,2)

Por lo tanto, nuestro sistema de ecuaciones estara dado por

(VI.2-8a)  iBh-v (L+byy)+(8p/3x) (14c1y)=0

s A ¥
(VI.2-8Db) IBV+u{1+bly)+(ap/ay) 0

(VI.2-8c)  (3p/d2)+p=0

A A A A A
(VI.2-8d) iB (L/ag)p+(l+cyy) (3u/3x) + (3v/3y) ~c v+ (3w/32) (L/a,)=0

(VI.2-8e) iB (e_1+z)3+[bl(cz/sin¢o)M—-[l-{l+ (cz/sintbo) )bly+cly] (3aM/3y) ]
explez/sind_] (0h/3x) - (c/sink ) (@M/ax) [1- (1+(cz/sind,) )y y+
cly] exp{cz/si_mo] G+ [l-aly— (cz/sincbo) bly] (aM/ax]exp[cz/sin¢0]
(0b/3y)+[cz/sind_MIL+ (cz/sind ) Ib)~ (c/sind ) (3/2Y) [1- (1+

(cz/sind ) )byy] explez/sind 1V+(K# (c/sind,) (1-byy)+(costy/C)
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(L/a,) (GM/3x) explez/sind,)] (3p/02)- (c%/sin )M(L/a,)
explcz/sind Jw= K (32/322)

Si consideramos, en la ecuacion (VI.2-8e), los términos con drden

de magnitud mayor que la unidad; concluiremos que

(VI.2-9) O(B)ge

este hecho es extremadamente importante, debido a que en tal caso el sis-

tema (VI.2-8a,b) adquirira la forma
(VI.2-10a) -v (1+byy)+(1+cyy) ( 2p/dy)=0
A A
(VI.2-10b) u (1+byy)+ (dp/3y)=0
(VI.2-10c) (3p/3z)+p=0
A
(vI.2-10d) (39/5x%) (1+cly)+(ax'}/ay)-cly+ (L/a,) (3w/92)=0

(VI.2-10e) iBe™Lp+[by (cz/sind )M-[1-(1+(cz/sindy) ) byy+cry] (M/2y) ]
explcz/sind_] (3p/3x)- (c/sind ) (3M/3x) [1- (L+(cz/sind ) )by v+
e1y] exploz/sind,]G+ (1-a,y- (cz/sintg)byy) (M/3x)explcz/sind ]
(35 /3y)+ M (1+ (cz/sind,) by - (3M/dy) 11~ (1+ (cz/sindy) )by Y] (c2/Sind,)
explcz/sind 19+ [K# (c/sindy) (1-byy) +(cost/c) (1/ag) (31/3x)

, A
exp[cz/sin¢ol](BS/BZ)-(cz/sin2¢0}M(I/ao)exp[cz/51n®0]w=

A
= K& (32p/02%)

Pars resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (VI.2-10a,e)
utilizaremos un metodo suigeneris, el cual consiste en extender la idea
de desarrollar en serie las posibles soluciones, utilizando como pardametro
del desarrollo el factor (L/a,o) que surge en la aproximacicn del plano R

(Nayfeh, 1973).
Supondremos que las soluciones del sistema perturbado pueden ser
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(VI.2-16) (1/K#)exp [cz/sin® ][ (3M/3y) (31nK,/5x) - (3M/3x)
(31nX,/2y) ] (@po)/dz) +(c/5ine ) (K#) ~explez/sins_]
[ (3M/3x) (31nX = 3
: /3x) (31n 2/832f) (aM/iy) (alnxz/ax)]pol+(d Poy/
dz”)-(c/sine,) (a°p,,/dz )-isg‘l(dpol/dz)=0

La (VI.2-16) tendrd solucidn si,

(VI.2-17a) (K#)-lexp[cz/sind)o] [ (3M/3y) (31nX,/3x) - (3M/3x)

(81nX,/9y) 1 [ (dp_4/dz) - (c/sind )P, 1=-9g (2)

¥

o =1
(VI.2-17b) (d3pol/dz3)—(c/sin¢o) (dzpol/dzz)-lse L (ke)

(dpol/dz)= g(z)

La (VI.2-17a) implica
(VI.2-18)  (ai/ay) (31nX,/3x)- (3M/3x) (31nXp/dy)= L = cte.
Por lo tanto podremos escribir tal ecuacion en la forma

(VI.2-19) (dpoy/dz) - (c/sing)p_ == (K#/L) explcz/sing,)g(2)

La (VI.2-19) es una ecuacion diferencial lineal y de primer orden (Boyce
y DiPrima, 1965) y su solucidn estard dada por

2
(VI.2-20) Py= C explcz/sing ] (K#/L) explcz/sing,] joexp[-IEcz/simo]
g(z) dz

Mientras que la solucion de la (VI.2-17b) sera (Kamke, 1959)

z
(vi.2-21) £E=D exp[alz]+D2expﬂxzz]+(l/l)Jr gl(z) expla(t-z)/2]
0

1

[exp[A (z-t) /2] —exp[-A (z-t) /2] ] dt
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donde
(VI.2-22) E= (dpol/dz)
y
a= -(c/sind ) a,= -(a/2)+(7/2)
(VI.2-23) b= -iBe~1/ (R#) a= -(a/2)-(1/2)

%]

A2=[ (c%/sin%,) +4iBe L/ (kH) ]

En consecuencia,
z

(VI.2-24) pol=(Dl/dl)[exp[alz]—1]+(D2/52)[expLuzz]—l]+(l/x{]; dz
z
j g(t) expla(t-z)/2] [exp[A (z~-t) /2]-exp[-A (z-t)/2]] dt
0
A partir de las ecuaciones (VI.2-20) y (VI.2-24) se puede obser-

var inmediatamente que ambas soluciones son diferentes; siendo por lo tan

to necesario que se satisfaga

9 31nX.,/9x)=(31/9 d1nX
(VI.2-25) (ar/3y) ( »/3%)=(3M/3x) ( »/3Y)

Como consecuencia de lo anterior, la (VI.2-16) tomard la forma

(vI.2-26)  For™(P1/By) [exployz]-11+(Dy/,) [explayz] -1l

Por otra parte el sistema (VI.2-13a,b) puede ser reducido a una
Unica ecuacion en f%
A A ,
(VI.2-27) K#(83p2/823)—K#(c/sin¢o)(32p2/822)+(BM/ay)exp[cz/51n¢O]
A A : A
[3[(sz/az)—(c/sin@o)pzl/ax)—(BM/ax)exp[cz/51n¢O](3[(3p2/

92) - (c/sind,) B, /3y) -iBe " (3p,/32)=F (x,,2)

donde F(x,y,z) estd dado por
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(VI.2-28) F(x,y,2)=(c/sind ) exo(cz/sind ol Y (31/3y) [tand -cote ol (3P, /8x)
+(C/Sln¢o)exp[cz/sm¢ Jycoté (BM/BX) (Bpl/ay)+

(cz/sm (0] )exp[cz/smtb ]Jcotd j’ (Bpl/?)x)dz-!-
0
[cot(bo (cz/sin@o)m[ (1+ (CZ/simDO) )cot@oy—tandbol (8M/3y) ]

exp (cz/sintbo) (szl/BxazH (c/sin@o)exp[cz/simoj (oM/3x)
[(l+(cz/sin¢0))cot¢oy-tan¢oyI(3pl/3y)—[(cot¢o~tan¢0)y
+(cz/sin¢>0)cot¢oy]exp[cz/sm¢o] (aM/3x%) (8291/8x8 z)—

(c/sin@o) exp[cz/sind o] (apl/ax) - [K# (c/sin%) cotd y-
(cos?/c) (3M/ax)exp [cz/sind ] ] (32p1/822)

La (VI.2-27) podra ser escrita como:

(VI.2-29)  (3%5,/02°)(c/sindy) (3%D,/02°)+KE explez/sind ] VM X V|
A e =1L A =,
(352/3z)—(c/sin¢o)p2]]~1Be Ixs (9p,/9z)=K# F(x,y,2)

Mientras que, la ecuacidn diferencial homogénea serd

A . A . -— _l A "'l
(VI.2-29') (a3p2/az3)—(c/sln¢o){azpz/azz)—lse k47" (@p,/02)+K4
[VM X VH[ (apz/a z)-(c/smtbo)pz] IeJcp[cz/sm(I)o]:O

donde VH representa el gradiente horizontal.

La solucidn homogeénea puede ser encontrada bajo la suposicidn
que

(x,y,2)=£(x,y)2(2)

(VI.2-30) B ¥
Si sustitufmos la (VI.2-30) dentro de la (VI.2-29') obtendremos

f
|
[
i
[
|
l [M(1+ (cz/si.nd)ojcottb i (dM/3y) [1+(cz/ sj_n<1>0) cotd Oy]
|
]
4
|
I
l
|
l
I

(VI.2-31)  (a3z/a23)- (c/sind) (a°2/dz?)-iBe "1k ™) (az/dz) explcz/sind ]

(VM X V1n(£)] [(dZ/dz)- (c/sind ) 2]=0

Sin embargo, la (VI.2-31) implica
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-1
(VI.2-32a) K# “explcz/sing_] [VM X V1n(f)][(dz/dz)- (c/sind ) 2]=—g(2)
y

(VI.2- 32Db) (d3Z/dz3)-(c/sinoo)(dzz/dzz)—ise"lx#‘l(dZ/dz)=g(z)

La solucion de la (VI.2-32a) es (Kamke, 1959):

2z z

(VI.2-33) Z=(E{/07) Iexp[alz]-l]+(E2/a2) [exp[azz]—l]ﬂl/x)jodgfog (t)

expla(t-2z) /2] [exp[) (z-t) /2] —exp[-A (2-t) /2]] dt

Sonc: s a2 Y XA fueron definidas en (VI.2-23)
La ecuacion (VI.2-32b) podrd ser resuelta si se satisface algu-

na de las siguientes posibilidades:
(VI.2-34a) YM X V1n(f)=L=cte.

o
(VI.2-34b) (d2/dz) - (c/sind ) 2=0 y g(2)=0

Bajo la suposicion de que la (VI.2-34a) es cierta, la solucion
correspondiente a (VI.2-32b) estara dada por:

A= z
(vI.2-35) 7=D exp[cz/sin@O]—K# lL 1
0

Mientras que, en el caso de cumplirse la (VI.2-34b), la solucion corres-

exp{—cz/sinQO] g(z) dz

pondiente a la misma ecuacidn sera:
(VI.2-36) 2= D explcz/sind ]

Al comparar la (VI.2-34) con la (VI.2-35) o la (VI.2-36) vemos

que las mismas son diferentes. Sin embargo, si hacemos L = 0, esto es

(VI.2-34a') VM X V1in(£)=0 y g(z)=0

la solucion de la ecuacion (VI.2-32a) seria

A
(V1.2-37)  p, (x,¥,2)= £(x,y) (D}/a,){expla;z]-1]+(D}/0,) [expla,z]-1]
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De las ecuaciones (VI.2-25) y (VI.2-15) podemos concluir que

(V1I.2-38) (3M/3y) (3py/8x)=(3M/3x) (3p, /3y)
y la (VI.2-28) tomard la forma

(VI.2-39)  F(x,y,2) =cotd_ (cz/sind,,) explcz/sind,IM(X,/3x) [ (dp, ) /dz)
-(c/sin¢0}pb1]+{c/sin@o)exp[cz/sin@olcotQO(3X2/3x)

z
[(c/sinsbo)Jr pbl dz- M pol]- XQ[K#y cot¢0(c/sin¢o)
0
: 2 2
-(cos@o/c)(BM/Bx) exp[cz/SLnQO]](d pol/dz )

La ecuacion inhomogéhea podrd ser escrita como

(vI.2-40) (3332/323)_(C/5in¢0)(azgé/azz)+K#-lexp[cz/sin¢ol[(3M/3Y)
T
(a/ax)-<amv®x)(a/ay)]r(asz/az)-(c/sinﬁoipgl-iﬂﬁ Tk l(apz/

9z)= F(x,y,2)
Podemos suponer que la solucidn particular satisface
A . A
(VI.2-41) M X VI (szp/az)-(c/sm%)?zpl—o

(Probaremos mds adelante que la (VI.2=41) es una condicion necesaria para

cualquier tipo de solucion). Por lo tanto, la (VI.2-40) serd

A

(VI.242) (3/32) [0%p,, /32°)-(c/sind,) (3P, p/az)-ise“lx#“lsz =

2p P
=F(x,Y,2)

o utilizando la (VI.2-13c)

VI.2-43 2A 2 : A T e
( ) 2%, /2 )-(c/sind) (3p,, /32)~iBe xa P F (X,Y,2)

Determinaremos la solucion particular de la ecuacion diferencial
inhomogénea (VI.2-43) utilizando el método de los coeficientes indetermi-
nados, o el mis general denominado "de la variacion de parametros" (Boyce

y DiPrima, 1965) . Sin embargo, hemos resuelto una ecuacion similar con an-
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terioridad (la (VI.2-17b)), en consecuencia

A

Z
(VI.2-44) p2p=—(l/A)j’ F(x,y,z) expla(t-2z)/2] [exp[A (z—-t)/2]
0

-exp[-A (z-t)/2]] dt

donde a y A fueron definidos en (VI.2-23).
Si sustituimos la expresicn de F(x,y,z), dada por la (VI.2-39),
dentro de la (VI.2-44) obtendremos

Z
(VI.2-45) Ssz_ (A) A [cottbo {c/sinq&O)M (axz/ax)f [z {dpol/dz) Po1” (cz/sing,)
0
pol] l expl-at] [exp[) (z-t) /2] -exp[-) (z-t) /2]] dt+ (c2/sin2¢o)
t

Z Z
cot(I:D(aXZ/ax}j [[ Po1 dz}’ exp[-at]lexpla(t-z)/2]
t
0 "0

[exp[) (z-t) /2] —exp[-} (z-t) /2]] dt - K& ooty (c/sinp )X,y
Z
f (dzpol/dzz) ’ exp[a (t-z) /2] [exp[) (z-t) /2] ~exp[-) (z-t) /2]]
. t
Z

2 2
dt +(cose_/c)X,, (3M/5x) fo (da pol/dz )

exp[a (t-2) Jexp[-at]
t

[exp [\ (z-t) /2] -exp X (z-t) /211 at |

En consecuencia, la (VI.2-41) implicara

(VI.2-46a) VM X V[M(3X,/3%)1=0
(VI.2-46Db) VM X V[3X,/8x]=0
(VI.2—%C) VM X V[Xz}{]:O
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(VI.2-464) VM X VX, (3M/3x) ]=0

Sin embargo, utilizando la (VI.2-25) podremos reducir el siste-

ma de ecuaciones (VI.2-46a,d) a solamente dos relaciones

(VI.2-472) VM X e,=0

y |
3M/3y) (9X,/3x)=0 |

(VI.2-47b) (aM/3y) (3X;/3x)

donde 32 es el vector unitario (0,1,0)

Las ecuaciones (VI.2-47a,b) son una consecuencia directa de la
suposicidn (VI.2-41), la cual perdura como una condicion muy conveniente
pero arbitraria. Sin embargo, como veremos inmediatamente, la eleccion de

la (VI.2-41) carece en realidad de dicha arbitrariedad. Como es bien co-
nocido, la solucidén general de cualquier ecuacidn deferencial lineal e
inhomogénea puede expresarse como la suma de la solucion complementaria
mis una particular (Boyce y DiPrima, 1965; Birkoff y Rota, 1959). En otras
palabras: La diferencia entre un par de soluciones de la ecuacion diferen-
cial (VI.2-40) serd una solucion de la ecuacidn diferencial homogénea co-
rrespondiente (VI.2029;). Hemos comprobado que la solucion de (VI.2-29')
existe si la (VI.2-34a') es satisfecha. Sin embargo esta relacicn es equi-

valente a la (VI.2-41), la que en consecuencia serd una condicicn necesa-

ria para resolver la (VI.2-40).
Regresemos a las ecuaciones (VI.2-47a) y (VI.2-47b) para anali-

zar las diferentes implicaciones de tales relaciones. De acuerdo con la
(VI.2-4?a), es posible perturbar un océano baroclinico unicamente cuando
M = M(y), pero alin en tal caso la forma horizontal de la perturbacidn
(para las soluciones a primero y segundo orden) debe depender unicamente
de "y". Esto ultimo es una consecuencia directa de las relaciones (VI.2-
Ha') y (VI.2-47b). No obstante, cuando M = cte. desaparecen todas las Tres-
tricciones sobre Xy £

A partir de las ecuaciones (VI.2-7), (VI.2-11), (VI.2-13c), (VI.
2-15) y (VI.2-26) podremos reconstruir las siguientes soluciones

(VI.2-48a) 51=—[Dl expla,z]+D, expﬁxzz}lxz(y) exp[ifTt] si M=M(y)
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o]

(VI.2-48Db) gl="[D1 exolayz]+D, expla,z]]X, (x,y) expliBt] si Mecte.

Mientras que a partir de (VI.2-7), (VI.2-11), (VI.2-13c), (VI.2-
36) y (VI.2-45) obtendriamos

(VI.2-492) 8’2=-e>\:p[i8ﬂ[tni expla,z]4D} expla,z]] £ (v) L [RE cotd

=2 2
(c/sind ) X, (y) Yf (d“pyy/92%)

expla(t-z) /2]
0 t

[exp A (z-t) /2] -exp[-A (z-£)/2]] |

Si MEM(y)
(o]
(VI.2-49b)  f=-expliBr] [[Di exp [0 2] +D% explo,2]] £ (x,y) A" [cotd_

Z
(c/sin® JM(3X,/3x) [ [z (dp,/dz)-p )~ (cz/sind )p ;] |

0 t

expl-at] expla(t-z)/2] [exp(]A (z-t)/2]-exp[-A (z-t)/2]] dt

exp[-at]

Z o 2
+(c2/_qj_n2¢:o)cot¢o{3}{2/ax)j [f po]_ dz]
t
0~ o0

expla(t-z) /2] [exp[A (z-t) /2] ~exp[-A (z-t) /2]] dt—K#cotOO

expla (t-z) /2]

(c/sinfi)o)}'i2 (x,y) yf [dzpol/dz] "
0

[exp) (z-t) /2] ~exp[-A (z-t) /2] ] dt]

Si M=cte.
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La solucion general del sistema perturbado serd
(V1.2-50) 0=0) (Y,2,T)+(L/ag)p, (v,2,T) si MM(Y)

(utilizando (VI.2-48a) y (VI.2-49a))

o

(VI.2-51) 5=51 (x,y,z,1)+(wao)6’2 (%x,¥,2,T) Si Mecte.

(utilizando (VI.2-48b) y (VI.2-49b))

Debemos destacar la relacion existente entre f(y) (o f(x,y)) ¥
Xz(y) (o Xz(x,y)) cuando M = M(y) (o M = cte.), donde ambas funciones
han aparecido como consecuencia de la separacidn de variables cuando re-
solvimos la (VI.2-14) y la correspondiente ecuacion homogénea (VI.2-29).
Resultados similares podrfan haber sido obtenidos aplicando el método de
separacion de variables a la ecuacidn homogénea previamente desarrollada
en serie de potencias. En efecto la (VI.2-11) es unicamente un desarrollo

en serie de la variable z, pero no de x e y. En consecuencia, f(y) = Xz(y)

(£(x,y) = Xz(x,y)) cuando M = M(y) (M = cte.).

VI.3 Estabilidad de un océano puramente baroclinico sin flujo de empuje

a través de la interface aire-mar.

De acuerdo con el modelo fisico del oceéano, que fuera descripto

en Capitulo V, utilizaremos las siguientes condiciones de contormo:

(VI.3-1a) (361/32) =0 y (865/32) =0
Z=0 Z=O

.3-1b p,| =0 y 6| =0
VI 3 ) 1 z=(-1/1'1) 3 2 = (-l/h)

Las condiciones de contorno (VI.3-la) y (VI.3-1b) aplicadas a
(VI.2-482) o (VI.2-48b) implican que

(V1.3-2) { D0 1050=0
Dlexp[ﬁul/h]+D2exp[ﬂ32/h]=0
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Esto significa que

y Dy=-D

0‘.1=CI 1 >

o} 2
(v.3-3)  $;=0 y  (383/32)=0
Utilizando la (VI.3-2) Y las mismas condiciones de contorno para

las soluciones (VI.2-49a) y (VI.2-49b), es sencillo comprobar que

(VI.3-4) 92=0

En consecuencia, podremos concluir que: "En un océano puramente baroclini
co es imposible perturbar el sistema desde la atmosfera sin el flujo de

empuje perturbado a traves de la interface aire-mar.,"

VI.4 Estabilidad de un océano puramente baroclinico con flujo de empuje

a traves de la interface aire-mar.
Tal como en la Seccidn V.8, utilizaremos las siguientes condicio-

nes iniciales

(33+/9z) | =X (x,y) y (9p,/92)| =0  (a 1=0)
(VI.l-1a) jfes - 2 a0

p,| =0 y 5.| =0 (a =0 )
(VI.4-1b) o—1m 2| g=—1/m

Estos significa que en el instante inicial existe un flujo de
empuje efectivo a traves de la superficie, pero la perturbacion en el
campo de densidad no alcanza cierto nivel z = -1/h.

Luego de un tiempo

v ' . o =0 (a 170 )
(VI.4-2a) (39/92) z=;X2(XrY)eXP[lW 11 y (3p,/32) 5
Sl B % 62 =0 (a 1#0 )
Py o5 z=-1/h
donde
(VI.4=3) w'=wR+i Wy

A 1=0 , podemos obtener a partir de (VI.2-48a) y (VI.2-48b)
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D + =
(VI.4=k) 110

Dyexpl-0; /h]+Dexp[-u,,/h]=0

y
X, (x,y)=X! (x,y) Si  Mecte.
(VI.4-5) 272
X, (¥)=X5(y) Si  MM(y)
A partir de las relaciones (VI.4=4) podemos determinar que
-1
D.=-[a,-a exp[(ay—a;)/h]]
(VI.4=6) & e 2
Dz= exp[ (@,=1)/h] [al-azexp[(az-al)/h]]
Las condiciones de contorno a t#0 implican
- = w_+]
(VI.4-7) B ek M

En consecuencia, la (VI.2-47a) o (VI.2-47b) se transformardn en:

(VI.4-8) 5 (x,y,2,7)= -espli w+ i )T] [al-azel‘ip[(az-al)/h]]_l

[expla,z]-expl (@, ) /hlexpla,z]]]X, (y) Si M=M(y)
. & - {X%(x,y) Si M=cte.

Para poder aplicar las condiciones de contorno a (VI.2-49a) y

(VI.2-49b), deberemos estudiar los casos para M = cte. y M = M(y) separa-
damente.

VI.4.1 Oc€ano puramente baroclinico con M = M(y)

Cuando M = M(y) debemos aplicar las condiciones de contormo
(VI.4-1a,b) y (VI.4=2a,b) a la solucidn (VI.2-49a).

A 1=0 » la (VI.4-1a) implica que

(VI.4-9) (aEzh/az) Zzonialmgafo

Mientras que, utilizando la bien conocida propiedad de las derivadas
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(Beyer, 1974)
2 z

(VI.4-10) (d/dz)fg(x,z)dpf (3/3z) [g(x,2)] dx+ g(x=z,2)
0 0

es sencillo obtener

0 (para todo y)

(VI.4-11) (30/32) =

Por otro lado, la condicion (VI.4-1b) implica
. = .
X, (v) [Dfexp-0;/h]+Djexplo, /] ~Ki (apay) " 0otl (c/sind )X, (y) ¥

-1/h
j(dgol/dz) [exp[-a; (t+(1/h))]-exp[-a, (t+(1/h))]] dt=0
t
0

Utilizando las (VI.4-4) y (VI.4-9), luego de cierto algebreo, es posible
obtener

D{[l—(al/bz)exp[-(azﬂul)/h]]=0
(VI.4-12) -1/h

o (@001/82) [exp [0, (t+(1/h)) ]-expl-a, (t+(1/h)) 1] dt=0
t

51 D¥ £ 0, la primera ecuacion implica

exp{-(a,~0,)/h]= (@,/a,)

y de acuerdo con la (VI.4-6) esto significa que

Dl’ Dz-—-—t-co

En consecuencia, supondremos que DT = 0, pero esto implica dos posibilida
des de acuerdo con (VI.4-9); a2=0 o D% = 0. Sin embargo, a2=0 significa
(de acuerdo con la (VI.2-23) que =0, o sea ausencia de perturbacion.

Por lo tanto, tomaremos unicamente en consideracion el caso Dﬁ = Dg =0,
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con lo cual

[exp[al(z—t)]—

Z
(VI '4_13) 6.'02="A_11(#00t¢0 (C/Smfbo)f (daO]./dZ) .

0

expla, (z-t)]] dt
A partir de la expresion (VI.4-8) obtendremos

-1
< t

exp[azt]]

por lo tanto

(VI.4-15) 8;2=K#k_l(c cotd /sind )expl(-a+d) (2/2)]1[(1/2) [(-a+k)-
(a+AJexp[-A/h}][(l/2)(—a+l}[z-l-lexp[-kz](exp[lz]-l]]
+(1/2) (@) exp(-A/h] (A lexpl-Az]-1)-exp(-hz)z]

donde hemos hecho uso de la (VI.2-23).
En el caso particular cuando z = -1/h, la ecuacion anterior to-

mara la forma

(VL.4-16)  §_(z=-1/n)=ki\™" (2c cotd,/sind;)expl-(-a)/2n] [(-a)~
(vta) expl-a/h11 7 [al (L) -1 Fsinh (/M) 12+

cosh (7\/11)]

Para satisfacer las condiciones (VI.4-1b) y (VI.4-2b) serd necesario que

(VI.4-17) [ (1/h)-(1/a) 1= (sinh (A/h) /A) - (cosh (A /h) /a) ]

Sin embargo no existe solucicn para tal ecuacion. En otras palabras, po-
demos afirmar que no existe perturbacion bajo las condiciones de contornc

(VI.4=1la,b).
Intentaremos resolver nuestro problema bajo las siguientes con-

diciones de contorno:

=0

S
a P
0 2 el

A
(3p./32)
(VI.4-18) I !
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A —
+b292 0

A
(9p./32)
l 1 z=-1 z=-1

Utilizando la expresion (VI.2-48a) podremos escribir las dos ecuaciones

anteriores en la forma

Dy (o l+a2) D, (o 2+az)=0

(VI.4=19) i
Dl(glexp[ﬂul]+b2exp[-al])+D2(azexp[ﬂa2]+b2exp[ﬂ12])-O

Este conjunto de ecuaciones lineales y homogeneas tendra soluciocn (dife-
rente a D = D, = 0) si y solamente si el determinante es nulo; esto es

si y s6lo si

(VI.4-20) (@+a,) lythy)expla,]-(a ta,) (@, +b,)expl-a,]=0

A
Suponiendo que b, = 0, esto significa (391/3Z)=0 a z==1 (es de-

cir que no existe flujo de empuje perturbado a traves del fondo), la (VI.

4-20) se transformard en
az(al+a2)explﬂ32]ﬂul(a2+a2)exp[ﬂll]=0
o utilizando la (VI.2-23)

(VI.4-21) [2a2+(c/sin¢o)+ll[(c/sin@o)-l]exp[1]=[2a2+(c/sin¢0)—l]

[(c/sin¢o}+l]

Las soluciones posibles para esta ecuacion son

Re(A)=AR=0

(VI.4-22)

A=+ 2nm
- (n-_—- 0'1'2,3'000)

A= +(nt(1/2))w
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y los autovalores temporales correspondientes seran:

e : 2 2
B=1K#e[(c/251n¢o) +(2nm) ]

(VI.4-23) g 5 5 5 (=10,1,2,3,...)
B=iKie [ (c/2sind ) “+ (n+(1/2) ) “n?)

En ambos casos el flujo bdsico permanece estable. Es necesario destacar
que la condicion de contorno (881/32)=0 en z=-=1 , inhibe cualquier ti-
po de intercambio térmico con el lecho marino. Este hecho es muy importan
te debido a que en este trabajo estamos unicamente interesados en aque-

llas perturbaciones cuyo origen es atmosférico.

VI.4-2) Océano puramente baroclinico con M = cte.

Este es un caso particular para un flujo baroclinico y todos los
resultados vistos en la Seccion anterior son aplicables. A pesar de que
M = cte. implica que han sido removidas todas las restricciones sobre la
forma de la dependencia horizontal, la arbitrariedad en la eleccidn de
Xz(x,y) no tiene influencia alguna sobre la estabilidad, bajo las condi-

ciones de contorno (VI.4-18).

VI.5 Estabilidad de un oc€ano baroclinico general

El sistema de ecuaciones para la perturbacidn en el caso de un

oc€ano baroclinico general fue mostrado en la Seccion VI.1 (ecuaciones

(VI.1-6) a (VI.1-10)), donde D, u_, V , ¥ ¥ Py estdn dadas por las

(VI.1-1) a (VI.1-5). Tal como en la Seccién VI.2, podemos suponer que
[ B,y .zT) (B(x,y,2)
U(X,Y,2,T) S(K,y,z)
(VI.51) < $x,y,2,1)= explisrld V(x,y,2)

] A
w(X,Y:2,T) w(x,y,2)

A
\ P (x,v,2,T) [ P (x,¥,2)
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En consecuencia, nuestro sistema se podra escribir como

(VI.52)
(VI.53)
(VI.54)
(V1.5-5)

(VI.56)

A A

18U~V (1+b)y) + (3p/8%) (1+c,y)=0

LA A A

18v+u(l+bly)+(3p/3y)=0

A
(dp/3z)+p=0
A LA A 4 4 =

i8 (I/a ) p+ (0u/ax) (L+cyy) +(3v/8y) = v+ (L/a,) (3w/32)=0

A
i (€ "142) S+u0 (9p/3%) (L+c1y) +G (3po/3%) (1+c1y)+v, (30/3Y)

A A A 21\ 2
+v(3po/3y)+(I/ao)wo(Bp/az)+(L/ao)W(Bpo/Bz)=K# (34p/32°)

Para resolver el sistema (VI.5-2,6) aplicaremos el mismo método que usara-

mos en la Seccion VI.2; es decir que supondremos que las soluciones tie-

nen la forma

(VI.5-7)

A
( ﬁ=31+(L/ao)u2
A A A
= l+(£/é0}v2
A A )ﬁ
< vo$£+(L/ao W,

AA A
PPyt (L/ao) P,

A A A
\ PPyt (L/ao)pz

Por la tanto el sistema de las perturbaciones a 0(1l) sera (recordando que

O(B)g O(g)

(VI.58a)
(VI. 58b)
(VI.58c)

(VI.584)

)

A A
ivl+(apl/3x]=0
A A .
u1+ (Bpl/By) =0

'
(3p,/22)+p1=0

A
(3, /8%) + (3V,/3y) =0




(VI.58e)

111

-1 in_ 1] @A /ax) 2, (c/sint.)
iBe pl-[(ahfay)+(BM/ay)exp[cz/Sln 5 Py 1 5
(3M/2%) explcz/sind )+ (351 /3y) [ (3B/0x)+(3M/dx) explcz/sind ]}

i A . 5 [
- (c/sin%} (aM/2y) exp [cz/smtbolvl+ [K# (c/smcbo) +M "~ (sind O/c)

o8 0 D
{ (aM/o%) (3B/5y) - (3M/3y) (38/3x) 1 (391/32) =K# (8 %0, /32°)

Mientras que a 0(10-1) el sistema de ecuaciones correspondiente serd

(VI.59a)
(VI.5-9b)
(VI.59c)

(VI.594)

(VI.59e)

A A A A
-—vlbly- (L/aOJV2+ (apl/Bx) C v+ (L/ao) (3p2/8x) =0
A b N - A -
uyboy+ (L/a ) uyt(L/a ) (3p,/8y)=0

N A

(6p,/32) +p ,=0

A
(L/ao) (81{32/3):) +Cy (BGl/BxH (I/a,) (3v,/3y) -cl$l+ (L/ao)

A p—
{Bwl/az)-O

- A
iBe ™10, (L/ag) - [c1y (30 /0%) + (I/ag) (305/3%)] [ (3A/3y) +(3M/3y)
exp [cz/sinﬂlloj ]+ [bly (3a/3y)+(1+ (cz/sind}o) )bly (aM/3y)
explcz/sind ]+ (cz/sind_)biMexplcz/sind_1] (3p)/3%) - (c/sind )
(BM/BX)exp[cz/sin%] [(L/ao) {‘1\2+1/1\lcly]+[ (c/sintbo) (3M/3x) (1+
A

(cz/sind ) )by exp[cz/sin@o]ull +[ (3A/5%)+ {BM/Bx)e:@[cz/sinO] ]
(L/ao) (Bsz/ay]— [aly (3A/3y)+ (aly+ (cz/si.n@o)bly)exp[cz/sin@O] ]
(aﬁl/ay) - {cz/sjndbo) (al~1/ay)exp[cz/sin¢o] (L/ao)\/}2+[ (c/sind )
(3M/3y) (1+ (cz/sin¢0) )bly+ (c/simO)M(l+ (cz/SintIJO} )bll
exp [cz/sintbol*{;f [Ki# (cz/sintbo) + (sin<I>0/c:z)l‘d-l [ (aM/3x) (3A/3Y)

, . -1
- (3M/2y) (33/3x)] (L/a_) (3p.,,/32) +[-K4 (c/sind )b y+(sin_/c)M
[ (3M/3x) (3A/3y) - (3M/3y) (3A/3%)cyy+(cost /c) (L/a ) (1+ (cz/sind))
(23/0%)+ (cost/c) (L/a_) (3M/ax) explcz/sind )] (3,/32) - (L/a,)

(c/sin(bo) 2M exp {cz/sin@O]vAofK# (L/ao) (3 232/322)
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Poitemos reducir el sistema (VI.5-8a,b) a una sola ecuacidn dife-
rencial en 1]
(VL. 5-10) -i6e ™ (9p/02) +1 (9A/2y) + (WY explcz/sing ) (3%p) /6%02)+
(c/sin® ) (3M/3x) explcz/sind ] (Bpl/3y)*-[ (3A/3x)+ (3M/9x)
explcz/sin® 11 (3 2pl/8 z3y) - (c/sind ) (5M/9y) exp [cz/sind ] (3p;/9x)
KE (c/sind )+ (sinb /)M LT (314/2) (33/3y) - (GW/2y) (2/0%) 11 (37py/

32%) +K4 (37py /62°) =0

Suponiendo que

(VI.511) Slzxz (x,y)pol (2)

y sustituyendo dentro de la (VI.510) obtendremos

(VI.512) (d3 /a 3) (c/sin® )(d2 /a £ -iB ( K‘#)_l (@ d )+K#-l

v 5 pol z )= (c 5 Po1 z") eK1 pol/z
(Sinfbo/C)M_l[ (3M/3x) (3A/3y) = (3M/3y) (3A/3x%) ] (dzpol/dZZH
[ (83/3y) (31nX,/3x) - (33/8x) (31nX,/3y) Tk (dp,,/dz) +
K#-lexp[cz/sinéo] [ (3M/3y) (Blnxz/ax)—(aM/Bx) (Blnxz/'c}y)]
(@po1/d2) + (c/sind, )Ké explcz/sind ] [ (3M/3x) (31nX,/3y) -

(3M/3y) (91nX,/3x) ]pol=0

La ecuacion anterior implica que
(VI.513a) (d3pol/dz3) ~(c/sind,) (dzpol/dz?) -iB (ek#) L (dp;/dz)=g (2)

y
2 2
(VI.513b) K#-l(sintbo/c) [ (3M/8x) (3A/3y) - (dM/3y) (3A/0%)] (d"p ,/dz")+
K#_l[ (3A/3y) (3 ]_nxz/ax]— (3n/9x%) (3 lan/By)+exp[cz/s'm<I>O]
-1
[ (3M/3y) (31nX,/3x) - (3M/9x) (31nX5/2y) 1] (@p,,/dz) +K#

(c/sin@o)exp[cz/sin%] [ (3M/5%) (31nX,/3y) = (3M/3Y) (31nX,/9%) ]

Po1™ —9(2)
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donde p . = pol(z). mientras que X, = X,(x,y), M = M(x,y) y & = &(2).
La solucion correspondiente a (VI.5-13a) es (Kamke, 1940)

=y 4
(VI.514)  Poy=(Dy/0y) [explayz]-1]+(Dy/a,) [explo,z]-1]+ () [dz
0

¥4
fo g (t)expla(t-z) /2] [exp[A (z-t) /2] —exp[-A (z-t) /2] ] dt

donde a, A, o Y 05 fueron definidas en (VI.2-23).
Para resolver la (VI.5-13b) definiremos

M_l[ (3M/3x) (3B/3y) - (3M/3y) (3A/9%) ]= VH(lnM)X VHAFS:cte.

(VI.5-15) VH(hXZ)XVHM:N=cte.
VH{lnXZ)XVHA;R=cte.

En consecuencia, la (VI.5-13b) podrs escribirse en la forma
-1 ;
(VI.516) (sind_/c) (S/Kk) (dzpol/d22)+K# [RiNexp [cz/sin? 1] (dpy;/d2)
- (c/sind ) (N/K#)explcz/sin® 1P ;= —9 ()

a) Supongamos que S = 0, N # O y R £ 0; esto significa de acuerdo a la
(VI.515)

(VI.517) (3M/3%) (3A/3y)=(3M/3y) (3A/0X)

Mientras que la (VI.5-16) tomard la forma
\ -1
(VI.518) (del/dz)-(c/sin¢O)Nexp[cz/sin¢o][R+Nexp[cz/51n¢O]] B~

, =1
—K#[R+Nexp[cz/51n®0]] g(z)

La anterior es una ecuacion diferencial lineal a primer orden

(MIller, 1941) cuya solucion es:
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-1
(VI.519) F%ﬂ?{R*N exp[cz/sin¢o]][Ct/-K#[R+N exp[cz/sin@O]] g(z)dz]

Sin embargo esta solucidn es completamente diferente a la (VI.514), por
lo cual podemos concluir que la suposicion (VI.517) no es correcta.

b) Supongamos que N = 0, esto significa, de acuerdo a la (VI.515), que

VI. 520
(VI.5-20) v, (InX,)XV =0
En consecuencia la (VI.516) estara dada por
2
(VI.521)  (sind_/c) (S/KE) (@°p,;/dz )+ (R/KH) (@) /dz)= ~5(2)

con solucion (Miller, 1941)

z

(VI.5-22) p_ ;= <CL(R/S) (c/sin%)]_l[@{p[CZ/sinéol—l]—f exp[ (R/S)
0

(cz/sin¢o)] dz-[-z(x#/s}(c/sinQO)g(t)exp[-(R/S)
0

(ct/sind )] dt
La (VI.522) serd igual a la (VI.514) si y solamente si

al=32=(c/51n¢0)

(VI-5—23) S+2R=0

g(z)=0

D,=D,=~C

Sin embargo, la condicion al=az o (/2)=0 implica, de acuerdo con la
(V1.2-23), que

: - 2
(VI.524) B=i (eK#/4) (sin®_/c)

Esto significa que solamente puede existir un unico modo temporal para la
perturbacion.

Bajo la condicion de que
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(VI.525) v % (x,y) X vHM(x.y)=o

¥

(VI.523b) 2[VH(]-”X2 (x,y)) X VHA x,y)]= VHA (x,y) X VH[lnM(X.y)]=
=cte.

la solucion para la perturbacidn del campo de presidn, de acuerdo con el
sistema (VI.5-8a,b), serd

(VI- 5_26) gl (x,¥,2)= - (CS/R) (SinQO/c) [e.xp[cz/Zsin@O] "‘l]Xz (x,y)

Cuando la (VI.5-25b) es identicamente nula, la solucidn Py sera,

la trivial.

c) Supongamos que R = 0. De acuerdo con la (VI.515) esto significa:
(VI.527) v, (Lo, (x,y)) X 7 Ax,y)=0

En consecuencia la (VI.5-18) tomard la forma

(VI.528)  (a%p_ /dz®)+(Nc/Ssindy)explez/sindy) (dpgy/d2)=

(c/sin¢0)2(N/S)exp[cz/sin¢olpbl= -K# (c/Ssind.) g(z)

y la ecuacion homogénea correspondienente estard dada por

(VI.5-29) (dzpol/dzzl +(N/8) (c/sint,) [ (AP, /dz) - (c/sin® )P, 1=0

La (VI.529) tiene unicamente solucion trivial, mientras que la (VI.5-28)

acepta como solucion particular

(VI.530) P, = D = cte.

siempre y cuando
(VI.531) g(z)= - (D/K#) (cz/sind )explcz/sing ]

Sin embargo, esta solucidn es completamente diferente a la (VI.514). En
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consecuencia, la (VI.ﬁ—lZ), o el sistema (VI.5—9a,e), unicamente acepta

la solucidn

(VI.5-32) p, (x,y,2)= 2 (sind_/c) [explcz/2sindo]-1]X, (x,¥)

bajo las condiciones

(VI.5=25a) VHXZ(x.y) X VHM(x,y)=o
y
(VI.525b) (v, (InM(x,y) )+2vH(1nx2 (x,y))1 X U Alx,y)=0

Mientras que el autovalor temporal estard dado por

(VI.5-24) g=i (K#/4)e (sin %/012

Esto significa que, de acuerdo con la (VI.51) y (VI.57), la perturbacidn

tendra la forma

(VI.533) p(x,y,z,7)=exp[- (eK#/4) (sj.ndﬁo/c)zﬂ [2C(sind_/c) [explcz/sind ]

~11X, (x,y)+(L/a,) Py (x,y,2)]

donde pz(x,y,z) sera la solucion correspondiente al sistema (VI.59a,e).
Es necesario destacar que independientemente de la forma de pz(x,y,z),
si es que existe, la solucion (VI.5-33) serd incondicionalmente estable,

ya que el té€rmino temporal decae exponencialmente con el tiempo.
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Capitulo VII

RESUMEN Y CONCLUSIONES

La circulacion termohalina estd descripta por medio del sistema

de ecuaciones diferenciales siguiente

(1.4-1) v(f/fo) = (L/aocosQ)(Bp/Bl)

(1.4-2) ulf/f)) = -(L/ay) (3p/2%)

(1.4-3) (1/cos®) {{du/31)+ (3 (vcosd) /3¢ )+(dw/8z)} = 0
(I.M) = (ap/az) =P or geT = (Bp/az)

(1.4-5) (u/cos®) (3p/0)) + v(3p/23%)+w(3p/d2)

= (K,a,/D%0) (32p/322)

que representa una herramienta bastante poderosa cuando se desea estudiar
la circulacich ocednica. E1 problema ha sido formulado a través de los
balances geostrdfico e hidrostdtico de un fluido estratificado sobre
una esfera, con la difusion turbillonaria vertical incorporada dentro de
la ecuacion (I.4-4). Ademds del problema de la estabilidad hidrodinimica
para tal flujo, existen distintas limitaciones sobre la aplicabilidad
del sistema (I.4-1,5) a un oceano real. En primer t€rmino, la falta de
una solucidn general nos obliga a utilizar una serie de modelos especia-
les (Veronis, 1969); cada uno de los cuales es el resultado de diferen-
tes simplificaciones cuando se aplica la transformacidn por similaridad
a la ecuacidn de la presidn (Robinson and Welander, 1963; Needler, 1967;
Kozlov, 1966).

De acuerdo con Needler (Needler, 1967), la generalizacidn de la

solucion por similaridad estd dada por

(11.7-1) P(®,),2)=A(8,A)+M(0,2) exp(zk(d,)))
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donde A(®,\) y M(®,)) son los modos barotrdpico y baroclinico respec-
tivamente y los diferentes modelos tedricos (Robinson and Welander, 1963
Fofonoff, 1962; Blandford, 1965; Veronis, 1969) pueden ser obtenidos co-
mo casos particulares de la relacicn anterior.

La magnitud del coeficiente de difusidn horizontal y su dependen
cia con la escala horizontal (Ozmidov, 1959; Okubo, 1962, 1968; Okubo and
Ozmidov, 1970; Monin, 1973) de acuerdo con la ley de los "4/3" de
Richardson (Richarson, 1926) implican que la ecuacion (I.4-4) puede ser
aplicada unicamente en el dominio correspondiente a 103cm< L<3 107cm
(donde L es la escala horizontal caracteristica). Esto significa que el
sistema termohalino (I.4-1,5) es inadecuado para describir la circulacidn
ocednica a escalas sindptica y planetaria. En tales casos serd necesario
encontrar una nueva solucidn que incluya los efectos de la difusidn hori-
zontal, sin embargo hasta el momento el problema no ha sido resuelto.

Como consecuencia de un apropiado analisis de escala de los di-
ferentes términos de las ecuaciones, es posible obtener el orden de
nagnitud de la perturbacidn, y=e¢ (numero de Rossby)=10% » mientras
que la correspondiente escala temporal es, T=e(I¢ﬂJ%=lO4seg.

El sistema de ecuaciones termohalino pareceria ser una buena des
descripeidn del flujo tdsico no sélo a orden 1, sino también a 0(1072).
Sin embargo, cuando intentamos describir el flujo bdsico a O(g) » es
necesario introducir una serie de términos de correccicn. Dichos términos
serdn soluciones del sistema (VI.2-2,6), el cual no fue resuelto en el
presente trabajo por carecer de significado en el problema de la estabili
dad hidrodinamica.

El sistema de ecuaciones correspondiente a la perturbacion de la
cireulacidn termohalina de un océano barotrépico, en la aproximacién del

plano-g , esta dado por:

(v.51) (Bﬁ/at}[cosdo—sinQO(L/ao)y]-g(cos¢o+[(l—2sin2@0)/
sinQo](L/ao)y)+(3p/8x)cos¢o=0
(V.52)  (3%/07) +[L+cots_(L/a,)y]d+(35/3y)=0

(v.5-3) (8p/8z)+p=0
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(v.54) [ (3/37)+(3W/3z)] (L/ay)cose _+(3¥/3y) [cost -sind

(L/ay)y]-¥ (L/ay) sin® +cose  (33/3x)=0

(V.55)  (1/€) (38/37) [1+(L/ag) 821+ v_ (36/3y)+[ (u, (35/8x)

cos¢0)/(cos¢o-sin¢o(L/ao)y)]=K#(825/322)

donde la unica ecuacidn que incluye variables del estado bdsico es 1la
(V.5-5); por tal motivo, tal ecuacidn desarrollard un papel prominente
en la solucion de nuestro problema.

Debemos destacar que aun cuando la atmdsfera pudiera inducir
un cambio en las variables del mar de orden e , tal fluctuacidn deberia
satisfacer condiciones muy estrictas sobre la dependencia horizontal pa-
ra poder convertirse en una “perturbacion”. La Tabla II nos muestra los
tres casos generales para las perturbaciones con distintas formas de de-
pendencia sobre las variables horizontales. En cada caso las relaciones
entre autovalores espaciales y temporales, coeficiente de difusidn verti-
cal, latitud y coordenadas horizontales, no es nada simple. Si la fluc-
tuacidn no puede satisfacer estas condiciones, ella apareceri simplemen-
te como "ruido" muy debil.

Sin embargo, cuando las fluctuaciones de origen atmosférico sa-
tisfacen alguno de los casos de la Tabla II, la misma serd una "pertur-
bacion", si y sdlo si produce un flujo de empuje a través de la interfa-
ce aire-mar. Este hecho es una limitacion muy severa sobre la forma en
que los distintos pardmetros atmosféricos pueden perturbar la circula-
cion ocednica. Es bastante evidente que un cambio en la radiacidn solar,
la variacion en el intercambio de calor sensible o la evaporacidn, ac-
tuan directamente sobre la estratificacidn del campo de densidad en la
capa superficial del mar induciendo flujos de empuje. Los flujos de ca-
lor radiativo, sensible y latente son parametrizados a gran escala por
medio de geis variables: Temperaturas de la atmésfera y la superficie
ocednica, contenido de humedad, velocidad del viento a cierto nivel de

referencia y la cantidad y tipos de nubes. En consecuencia las fluctua-




120

ciones en los flujos de calor pueden ser estimadas a partir de las varia-
ciones de las variables mencionadas (Malkus, 1962).

El viento puede inducir una perturbacion en el mar unicamente a
través de sus efectos sobre los intercambios de calores sensible y laten-
te, ya que el esfuerzo del viento produce sdlo fluctuaciones sobre el cam
po de presion hidrostdtico pero nunca un flujo de empuje.

La precipitacién causa una reduccion en la salinidad y tempera-
tura superficiales, produciendo en consecuencia un cambio en la estrati-
ficacidn de la densidad (flujo de empuje). Sin embargo existe otro efecto
que acompana a la precipitacion; que puede ser necesario considerarlo
porque induce también un flujo de empuje (Katsaros, 1969). Las gotas al
caer tienden a evaporarse en €l aire subyacente a las nubes y dicha eva=-
poracidn aumenta la humedad relativa y producen un enfriamiento en las
capas mis bajas de la atmdsfera. Por lo tanto, este doble efecto actuara
sobre los flujos de calor sensible y latente desde el mar.

Aln cuando la atmdsfera pueda perturbar la circulacion termoha-
lina de un océano barotrdpico, la solucidn del sistema de ecuaciones nun-
ca se inetabilizard.

El sistema termohalino para la perturbacion de un océano pura-

mente baroclinico, en la aproximacion del plano-B , esta dado por

(v1i.2-2) (aG/aT)-v(1+bly)+(9f>/Bx) (I4c,y)=0
(VI.2-3) (3¥/a1)+T(Q+byy)+(35/3y)=0

(VI.2-4) (ap/9z)+p=0
(VI.2-5) (35/07) (L/a,)+(80/0%) (1+cqy)+ (8V/3y) —c; v+ (L/a,) (3%/32)=0

(VI.2-6) (3579T)(€_1+z)+[b1(Cz/sin¢o)M-[l—(l+(cz/Sin¢o))biy4clyJ(aM/ay)]
exp[cz/sin‘bo] (3p/8x) -0 (c/sin@io) (aM/3x) [1-(1+ (cz/sirﬁ’o) )bly+
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cyyl explcz/sindyl+([1-a)y-(cz/sind )b,y] (3M/8x) explcz/sind ]
(35/0y) V[ (c/sind M1+ (cz/sind ) b, - (c/sindy) (BM/3y) [1-(1+
(cz/sin® ) )b;y]] explcz/sind 1+(35/32) [K# (c/sindy) (1-b,y)+
(cost_/c) (L/a,) (3/3x) explcz/sing }]-w(c?/sin®e )M(L/a,)
exp[cz/Sin¢O]=K#(3257322)

Para resolver tal sistema fue necesario desarrollar cada ecua-
cion bajo la hipdtesis de que las soluciones podian ser escritas en la

forma

[ B(x,y,2,7) (8, (x,y,2)+(L/a,) B, (x,¥,2) ]
F(x,y,2,T) Iﬁl(x,y,z)+(L/aO)62(x,y,z)]

(VII.1-1) J S(x,y,z,1)= expliBtl< [Gl(x,y,z)+(L/ao)ﬁ2(x,y,z)]
vi{xX,v,2,T) [Gl(x,y,z)+(L/ao}32(x,y,z)]

\ ¥(x,y,2,7) [ 16 (x,¥,2) +(L/ag) W, (x,y,2)]

Tal como en el caso del océ€ano barotropico, la produccidn de un
flujo de empuje a traves de la interface aire-mar serd una condicion ne-
cesaria (pero no suficiente) para la existencia de "perturbacidén". Sin
embargo existen dos restricciones adicionales sobre el modo baroclinico

y la dependencia horizontal de la posible perturbacidn (Xz(x,y))

(VI.2-462) vax'éfo donde €,=(0,1,0) |
y V,=10/3%),(3/3y),0)

(VI.2-46b) (3M/3y) (3X5/8x)=0
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Estas dos condiciones implican que es imposible perturbar un flujo pura-
mente baroclinico cuyo modo dependa unicamente de "x" y/o que la relacidn
entre el mismo y la forma horizontal de la perturbacidn no satisfagan la

(VI.2-46b).
La solucion correspondiente al sistema (VI.2-2,6), en el campo

de la densidad perturbada, esta dada por

(VI1.3-2) §(x,y,2,7)=-expi87][ (o) -a jexpl (a -a,) /n]] L
[exp[alz]—eXp[(az-al)/h]exp[azz]](L/ao)
(K#cot®,/A) (c/sindy) [aq-a,exp(-A/h])] L
EXPIGIZIIZ[al-azexp[-A{t+(l/h))]-(l-

0 X, (y) si M(y)

exp[-k(z-t)])]dt] {
Xz(x,y) si M=cte.

Utilizando las siguientes condiciones de contorno

(Bﬁi/sz) +a231| =0
(VII.1-3) Z=0 2=0

(3¢7/32) =0

z=-1

engontramos que los autovalores temporales correspondientes estan dados
por

b ; 2 2

B=1K;e[(c/251n¢o) +(2nm) ]
(VI.4-23) . (e 0,1, 2,3, el

B=ikte [ (c/2sind_) %+ (n+ (1/2)) 21 2]

La (VI.4=23) implica que el flujo bdsico permanecera incondicio-
nalmente estable bajo cualquier clase de perturbacidn que produzca un
flujo de empuje a través de la interface (perturbacidn de origen atmosfé-
rico).

En el caso mis general de un flujo bdsico en el cual A £ Oy
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M £ 0, la perturbacidn estard descripta por el siguiente sistema de ecua-

ciones en derivadas parciales (a orden 1)

A A
(VI.58a) ~vy+ (8D /3%)=0
A A
(VI. 5-8p) u, +(3p; Ay)=0
A
(VI. 5-8c) (9/32)+91=0
. A A =0

(VI.5-84) (duy /9x)+(3vy/3Y)=

27 in® 1] (35 /3%) -, (¢/sind_)
(VI.58e) iBe pl-[(aA/ayH(BWBy)exp[cz/Sm ol 1 (@py/3x) 1y -
(3M/ax) exp [cz/sind ]+ (361/3)’) [ (3A/3x)+ (3M/3x)exp[cz/sind ] ]
- ) =
- (c/si_nfbo) (aM/3y)exp [Cz/sm¢o]{\rl+ [K# (c/sm@o)m (sm‘bo/c)
A
[ (aM/3x) (98/3y) - (3/3y) (38/53) ] (39 /32)=K# (3% /32%)

Mientras que a 0(10'1) el sistema de ecuaciones correspondiente serd

A A A
(VI.59a) -vlbly- (L/ao)v2+ (Bpl/B:-c)cly+ (L/a,) (aSz/ax)=o
A
(VI.59b) u;b y+ (L/ao)32+ (L/a,) (aﬁz/ay)=0
A
(VI.59¢)  (3p,/a2)+h5=0

A
(VI.594) (L/ao) (Buz/Bchly (8191/‘3:{)+(L/a0) (an/ay)-c131+ (L/ao)
A
(awl/Bz)=0

(VI. 5e) ise‘132 (L/ag) - [e;y (391 /03)+ (L/a,) (3po/3x) 1 [ (BA/3y) +(3M/dy)
exp [cz/sind 0] 1+ [bly (38/3y)+(1+(cz/sind ) )bly (3M/3y)
explcz/sind ]+ (cz/sind )by Mexplcz/sind ] (39, /3%) - (c/sind )
(31/3%) explez/sind, ] [ (L/a, ) ly+0, ¢ y1+[ (c/sind,) (3/3x) (L+

(cz/sind ) )bly exp[cz/simbolall-l—[ (aA/Bx}+(BM/Bx)e>q3[cz/smO] ]
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(1/a,) (3p,/3y) - a1y (3A/3y)+ (ayy+ (cz/sind )b y)explez/sind ]
(Bal/ay)—(cz/sin¢o)(aM/Qy)exp[cz/sinQOI(I/ao)cé+[(c/sin@o)
(3M/8YJ(l+(cz/5in¢o))b1y+(c/sin@o)M(l+(cz/sin¢o))bl]
explcz/sind JV, + K (cz/sir® )+ (sind_/cz)M L[ (4M/3x) (33/3y)

- (OM/3y) (32/2%) ] (L/a,) (3F,/32)+[-K# (c/sind )byy+ (sind /)M

[ (3M/5x) (3A/3y) - (3M/3Y) (BA/ax)cly+ (cosd /c) (I/a ) (1+(cz/sind )
(38/0%)+ (cosd_/c) (L/a_) (3M/3x) explcz/sindy]] (39)/32) - (L/a )

(c/sind ) 2M exp [c2/sin<1=olvl~}1 =K# (L/a_) (3 23—;/ 2z°)

donde hemos supuesto que las soluciones son de la forma (VII.l—l)
El sistema (VI.5-8a,b) puede ser resuelto si

(VI.525) VX (x,y) X Y M(x,y)=0

b ¢

(VI.525b) [VH(lnM(x,y) )+2VH(J:1X2 (x,y))] X VHA(x,y)=0

Mientras que el autovalor temporal estara dado por

(VI.524) 8=i (Ki/4)e (sing/c)”

La solucidn correspondiente al campo de presion perturbado es

(VI.533) E(x,y,z,r)=exp[—(cK#/4)fsinﬁo/c)zt]{2C(sin¢0/c)[exp[cz/sin@ol

-1] xz (x,y)+ (L/ao)f;z (x,v,2)]

donde ﬁé(x,y,z) serd solucicn del sistema (VI.59a,b).
El autovalor temporal dado por (VI.5-24) es un caso particular
de 1la (VI.4-23) cuando n = 0. Esto significa que la presencia de un mo-
do barotrdpico reduce el nimero de autovalores posibles en el caso de
un oc€ano baroclinico a solamente uno. Debemos destacar que la estabilidad
de la solucion (VI.5-33) es completamente independiente de ﬁé(x,y,z). Al

mismo tiempo que es sencillo probar que dicha solucion es nula cuando
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no existe flujo de empuje en z = O.

A pesar de que el objetivo del trabajo fue el investigar la es-
tabilidad hidrodinamica de la circulacion termohalina bajo perturbaciones
de origen atmosférico, los resultados obtenidos pueden ser extendidos a
cualquier tipo de perturbacion. En efecto, hemos demostrado que el flujo

basico puede ser perturbado unicamente por medio de un flujo de empuje

a traves de la interface aire-mar y aun en tal caso la solucidn permane-

cersd estable.
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