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1. INTRODUCCION

La dinémica de muchos cuerpos en interaccién estd presente
en numerosos dominios de la fisica, tanto cldsicos como cufinticos, desde
la fisién nuclear y las colisionee de iones pesadoes, pasando por la fisica
molecular y la fisica del estado s8lido hasta la fisica del plasmaj hacien-
do abstraccién de sus diferencias especificas (nny importantes por cierto)
existen caracteristicas del problema que son comunes a todos estos campos
Yy que encuentran a su vez respuestas comunes.

La dificultad bésica del problema de muchos cuerpos podria
expresarse diciendo que 3"estos son muchos para ser tratados individualmen-
te y muchas veces demasiado pocos para hacerlo estadisticamente”. M&s alléd
de los impedimentos de orden prictico para realigzar una descripcién exacta,
los cuales dia a dia son superados por el avance de los computadores, el
esfuerzo que esta tarea implica puede no verse compensado en una descripcién
proporcionalmente superior a las resoluciones aproximadas que demandan mucho
menores recursos técnicos.

El punto crucial de toda aproximacién resulta, huelga decirlo,
la distincibén de los gfados de libertad relevantes de aquellss que permane-
cen inactivos o que no influyen en las propiedades en estudio. Esta reduccién
del espacio de fases del problema completo, o equivalentemente del espacio
de Hilbert, a una variedad diferencial, lineal o no, que contenga lo esencial
de la descripcién y paralelamente la reduccién de la dinfmica con el fin de
que esta dependa solamente de los elementos de la variedad, resulta el punto
de partida esencial de toda aproximacién y puede ser expresado simplemente
como la extraccién de la subdin&mica de interés.

Esta extraccién puede realizarse en forma sistem&tica al menos
por dos medios, en ciertos aspectos coincidentes y complementarios en los
restantes; el primero de ellos desarrollado por la escuela de Bruselas
(Pri 72a,72b,77:Bal 75) utilizando técnicas de proyeccidn, y por lo tanto
especialmente adaptado a variedades lineales en cierto espacio -no necesa_

riamente el espacio 'natural"” para la descripcién del problema- tiene como



resultado ecuaciones de evolucién irreversible de tipo cinético, con la par-
ticipacidén de operadores de colisiones no hermiticos, que dan cuenta de la
influencia de la subdinémica complementaria en la subdindmica en estudio.

El segundo modo de extraccién de una subdinémica consiste en
proveer a la variedad seleccionada para la descripcién, de una dinfémica por

medio de la aplicacibn del principio variacional de minima acciénm (Dir 304

Aok TR How 06 jks 76 ik 81). El método resulta apropiado tanto para
ser utiligado con variedades diferenciales lineales como no-lineales., Las
ecuaciones asi obtenidas resultan del tipo hnniitoniano Y no contienen por
lo tanto términos de disipacidn superiores.

La extraccién de la subdinfmica en un problema concreto con-
lleva un cierto.nﬁnoro de suposiciones, basadas en argumentos heuristicos,
de dificil evaluacién a priori, surgiendo de esta suerte de doncontfol de
las aproximaciones la necesidad de estudiar los limites de valides de las
mismas tanto en cuanto a su fidelidad en la descripcién del problema origi-
nel como & su consistencia y la relacidén consistencia-fidelidad.,

En la aplicacidén a procesos de naturaleza culintica el método

(Ker 763

méds utiligado resulta el de Hartree Fock dependiente del tiempo
Lick 79asNeg 82)que utiliza la variedad de Grasemann (Row BOl)cono el con-
junto de funcionee que contienen la dinémica colectiva del sistema. El1 es-
tudio del método HFDT ha eido realiszado en distintos contaxt&a Yy esth lejos
ain de ser agotado el tema.

Un punto de particular importancia resulta el tratamiento
que las distintas aproximaciones dan a las simetrias, en especial el método
de Hartree Fock dependiente del tiempo (EFDT), dado que las constantes de
movimiento asociadas a tales simetrias constituyen un punto de comparacidn
para establecer la consistencia del m&étodo de aproximacién, e incluso guiar

los desarrollos hacia la incorporacién de algunos efectos importantes en la

subdindmica de muchos cuerpos.

La necesidad de argumentar sobre la fidelidad de las aproxi-

maciones lleva a estudiar la aplicacién de éstas a modelos sencillos que



conserven los aspectos esenciales del tipo de sistemas que representan Y a
la vez pueden ser resueltos exactamente, La comparacién de los resul tados
exactos con los aproximados en esta suerte de laboratorios de ensayos de teo-
rias es uno de los pasos ineludibles para una mayer comprensién de los dis-
tintos métodos.

AGn cuando desde un punto de vieta estrictamente tedrico, el
anélisis en estoes modelos-laboratorios puede parecer, y de hecho ser, sufi-
ciente para determinar las caracteristicas de una foramulaciénm, no se agotan
alli las dificultades para llevar los desarrollos tedricos al punto de ser
comparables con los resultados experimentales, meta final de toda teoria.

En este aspeocto ege ha utilizado en el presente trabajo, come
aplicacién de los elementos desarrollados, el estudio de las colisiones
nucleares entre iones, limitado a particulas alfa por la disponibilidad de
facilidades para el cémputo.

De acuerdo con los lineamientos b&sicos agqui introducidos,
en este trabajo de tesis se desarrolla em el capitulo 2 la formulacién de
la dinfmica en un espacio de fases simpléctico partiendo del principio de
minima accibn para obtener la subdinfmica. En el capitulo 3} se aborda el
estudio de HFDT desde las dietintas perspectivas para su formulacibn, in-
troduciendose en el capitulo 4 el problema de las simetrias, y desarrollan-
dose el método que denominamos Dinfmica Variacional que Conserva la Simetria
(DVCS) como una alternativa dentro del conjunto de tratamientos variaciona-
les. El capitulo 5 corresponde a la aplicacién y comparacién de los métodos
) (Lip 65)

HFDT y DVCS en el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG estudiandose

en &1 la consistencia y fidelidad de ambas aproximaciones para el caso.

En el capitulo 6 se presentan los principales aspectoe de la
aproximacién de HFDT aplicada a las colisiones emntre iones, estudidndose en
especial la evolucién con el tiempo de los valores medios de la dispersidn
del impulso lineal y deila componente perpendicular al plano de reaccidn del

impulso angular.

Finalmente se presenta en el capitulo 7 la formulacién del



método DVCS aplicado a las colisiones de iones poniendo el énfasis en la
conservacién del impulse angular., Se discute con argumentos analiticos y
numéricos, el alcance del método y su viabilidad, estableciéndose recomenda-
ciones para su use. El capitulo 8 corresponde al resumen y conclusiones de

esta tesis.



2. 'PRINCIPIO VARIACIONAL Y DINAMICA SOBRE VARIEDADES.

2.1 El principio variacional.

2.1.1 Ecuaciones Canénicas.

Las ecuaciones de evolucién de un sistema cufntico de N par-

ticulas pueden ser obtenidas del principio de minima accién asociando con

cada partioula un campo clﬁnico(x‘r ?6.) El lagrangiano del sistema se escri-
be comos
- : \

L) = £ G2, 1) - <HHNY 2
donde ]4") es el vector del espacio de Hilbert gue representa el

estado del sistema.

(<[P EL ¢ (I~ | campo clésico asociado. )
Yy H es el hamiltoniano que rige la dinémica.

gt representa la derivada parcial respecto del tiempo,ha-
biendose tomado %=/ (eleccién que tendrs validez a lo largo de esta tesis

a menos que se sefiale lo contrario.)

El principio de minima aceibn resulta entonces
r
§ S L ((ﬁ”/;/)f’)) dt = © (2.2)
(e

De su expresidn se obtiene, en el caso en que se incluyen
como posibles variaciones del vector H’) & los elementos de un subespacio

total del espacio de Hilbert asociado con H '

L SHI 3, W) - <SYIH [ = O (2. 3a)
e % G IHE = B (2. 30)

que no es otra que la ecuacibn de Schrddinger.
Debe tenerse en cuenta, sin embargo, al utilizar el principio
variacional (2.2).con vectores de estado restringidos en su variacidén, que

éste no tiene una interpretacién inmediata, ya que de la estacionariecdad de



la accién no se extrae una condicién de minimo para el valor medio de un
operador (cbao en el caso esthtioco).

En primera instancia cabe esperar que este principio varia-
cienal proporcione apr&xinaoiones de tiempos cortos, que me joran en la me-
dida en que se amplia el conjunto de estados en consideracién Y se involﬁ-
cran en la descripciém las principales variables del sistema fisico. (En el
punto 2,2.3 veremos al principio variacional como aproximacién semiclésica).

En términos de funciones de onda, la ecuacién (2.3) puede
ponerse como s

L2 Yiry - £ HWLY) (2. 30)
ot Sy*
donde

H&P) = (4 ($7ey ¥

La ecuacién de Schrddinger, (2.3), puede ser expresada en

funcién de dos campos oanénioamante con;uggdns(x°r 76)

B =12 ReV¥
J = f§r1;[ﬁn*;

resultando las ecuaciones candnicas

38 - SH

St 8§77
57 :_§_ﬂ (2.34)

ot §@

Las ecuaciones de campo promedio, en particular las de Hartree
Pock dependiente del tiempo (en adelante HFDT) y Hartree dependiente del
tiempo (HDT) asi como otras aproximaciones, pueden ser interpretadas y de-

ducidas a través de distintas parametrigzaciones restringzdas de la funcién

de onda exacta de H -Ccuerpos,

2.1.2 Lae constantes de movimiento.

Dependiendo de las simetrias del hamil toniano y de la para-



metrigacién de la funcién de onda o vector de estado, existen en cada aproxi-
macién valores medios de observables que permanecen constantes en funcién
del tiempo.

Siendo el huiltonhne hermitico e independiente..del tiempo
(sistema aislado) se obtienen en forma inmediata dos integrales de movimien-—
to, con independencia de la parametrigacién, ellas corresponden a la norma-
ligacién y a la energia.

La conservacién de la norma esth relacionada con el hecho de

(Row

8ob, 82) (m&s que por vectOrel) Y por consiguiente siempre ee poeible incluir

que las representaciones de la meclnica cuéintica se realizan por rayos

en la clase de funciones coneiderada, todas las funciones que constituyen el
rayo. (Bntendemos aqui por rayo al conjunto de estados portcnacientes a una
misma clase segin la relacién de eguivalencia NJ> e /‘P))

Al tomar en cuenta una variacién de la fase global, ¢ s BE

obtienes

[§¢) = i 68 N (2.5)

y por lo tanto, utilizando (2.3a) anotamos

YD) - CPISEY = CEVIHIYY + Y IH [ §F)

(dond.!_:. | gg‘ = A | )

que implica para la variacién considerada

d LHE) 0O (2.6)
dt

La conservacién de la energia se asienta en el hecho de gue
el hamiltoniano es el generador de la evolucidn, supuesto que no depende del

tiempo ee tiene s

@My = KPIHIPY + <PIHIP) (2.7)
dt

Supongamos que ) depende de un conjunto de parémetros re-

ales EIf , resulta de (2.2)



8
g (<3%_ [ ~ <¢/32>) - <§-iid, [H ) +<4’/H/%‘g> © (2.8)
multiplicando (2.8) por xd- y sumando
i3 (<%2/¢>—<43/§_;é>)z'3=
- % (<3, /H/;"}-F(‘P/H/gé))x'é
que puede expresarse como s
LGPV -9 )= 0= 3 SHIHIED (2.9)
donde se ha utiligado que
2I¥) = § /gﬁdjﬁ (2.10)

Las restantes constantes de movimiento dependen de la parame-

trizacién utiligada. Supongamos que es:posible escribir una dada variacién

en funcién de un operador A hermitico (A=A+) e independiente del tiempo

explicitamente, como s

/&P >=ide AlY) (2.11)

0 lo que es equivalentes si H’) pertenece al conjunto de estados utilisados

¥y E"LAH’,) también pertenece a ese conjunto cualquiera sea el vector H’),

en un entorno de -, entonces
d A = (CHIAIE) + A 1))
= (ChI2E ) <2 [PD)

y en virtud de (2.8) y (2.11)

&dé WIAIY) = £ VIAH) 1) (2.12)
donde [A)f—]): AH-HA



Por lo tanto ®i existe una variacién posible del vector de es-
tado asociada seglin (2.11) con el operador A, (f’//qf+d> (su valor medio)
serd una oconestante de movimiento en la aproximacién utiliszada si EA,PJJLCD,
es decir si A es un operador constante (en la representacién de Heisemberg)
del sistema resuelto exactamente.

La norma, la energia y los observables que conmutan con el
hamil toniano y que a la vez estln asociados oon variaciones posibles de los
vectores de estado restringidos utilizados, son las finicas constantes de
movimiento que el método variacional garantiza.

No obstante esto, cabe esperar gue ei en la parametrigaciém
de las funciones de onda del sistema se han tenido en cuenta los principales
grados de libertad, los restantes observables gue conmuten con el hamilto-

niano presentarén variaciones a lo largo del tiempo de poca significacién.

2.2 Dinémica simpléctica.

2.2,1 Dinémica hamil toniana y geometria simpléctica.

La dinfmica simpléctica en un espacioc de fases caracterisa a

(Arn 78; Abr 78)

las ecuaciones de Hamilton de la mecinica clésica . Las ecua-

oiohos equivalentes a las leyes de Newton en la formulacién de Hamilton
(Gol 72)
son s

(2»13"
fp:-@_}{ (9,p)
éstas pueden expresarse en términos de la métrica que caracteriza a una
forma diferencial bilineal antisimétrica, es decir simpléctica, J,
O 5
-1 O

(expresada en término de las coordenadas locales)

las ecuaciones (2.13) resultan
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g,t(g,P)T = J-VH(,p) (2.13b)

donde 7= ( =)
=]

2 . )
=9, <9 }Qﬂ Pm

Un cambio de coordenadas resulta candnico si deja invariante
la métrica J,

La dinéamica obtenida del principio variacional (2.2) puede
ser interpretada como una din&mica hamiltoniana sobre un espacio de fases

de métrica 'i‘PIGctic,,(n"" 80a)

. Para justificar esta afirmacién supongamos
que hemos restringido el espacio de Hilbert en que se desarrolla el problemsa
a una variedad, M, gue contiene un conjunto de funciones de ondas parametri-
gadas por un nfimero par de coordenadas {X} .

En este punto es conveniente recordar que si la variedad di-
ferencial no es lineal (no es un subespacio del espacic de Hilbert) se pier-
de an la aproxiﬁﬁién el principio de superposicién, si bien puede redundar
en una me jor descripcién del problema.

Sen entonces N/{x)) el vector de estado, a partir de la ecua-

oién (2.8) puede expresarse s

5 = o Sdim)
Jr Ty = Tz, (2.15)
donde . ol v
T = 'L(< g'jrb\, /%>'<é‘,§u/%p>) (2.16)

es la métrica simpléctica.

La ecuacién (2.15) resulta resoluble sélo si O’,}u tiene

inversa ( T/ ), entonoes

2:71 = > oMl (2.17)
= QX

La condicién de que el niimero de parfmetros (coordenadas)

sea par puede comprenderse inmediatamente al considerar a U una matriz

—T Y=
antisimétrica de dimensiénm mn x n , con n impar; entonces Det(T ) = Det(T ' )=
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n
= (=) Det (T) = 0, es decir que en ese caso existe al menos un autovalor
0 (cere) y T no es invertible.

Row 80
(Row a) que el principioc varia-

Puede enunciarse entonces
cional tiene caminos extremos solamente sobre variadsdes diferenciales sin-
plécticas. .

La métrica T (2.16) permite definir un corchete de Poisson
de la siguiente forma s

? = 37 U’/“ QG
[FG|=3L 34 (2.18)
(notacién de sumas de Einsten)

El corchete { ) } es una forma bilineal antisimétrica que

cumple con la identidad de Jacobi

LF.G] 0] +)[6K), 7] +|(K.7),6) =

= I K (3% 80‘9/4 + 9% (2.19)
X
donde 7 x)‘ Gy )
- FH=QF g
St

En efecto, do la ecuacién (2.16) que define a T se sigue

inmediatamente que

SQTxe 4 20y = A 3

S7u TS +ax/: =0 (2.20)
que prueba la identidad de Jacobi

F.6) k) +{{kF},G)+![6,K),F}=O (2.21)

Finalmente la ecuacién de movimiento de un observable F

vendr& dada por
I = %ﬁf?—'j LY F ) (2.22)

y en el caso partiocular en que la variedad ¥ sea el espacio de Hilbert la

ecuacién (2.22) resulta el Teorema de Erhenfest.
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2.2.2 Estados coherentes .,

Existen varias formas de asociar coordenadas locales a un
sistema, Estas pueden ser introducidas por ejemplo, a travée de un conjunto
de observables ,E A‘j ’ cuyos vﬁlofos medios , z@' ’AQ/‘P)j;‘uinen para deter-
minar univocamente los elta.dos de la variedad N en un entorno del pnnto con-
-niderado (el dominio de la carta de coordenada.a) )

Otra forma de introdncir coordenadas es por medio de la accién
de los operadores de un grupo di Lie, G ASHR Thu i 64).

Las propiad.adas de la descripcidén serén en este caso reflejo
de las correspondientes al gmpa; esta virtud ha hecho de las parametrigza-

ciones mediante la accibn do grupos de Lie la forma més utiliszada (Gil 72,74b

798,79b ;Kra 81 ;Kur 80,81a,81b,82a,82b jRow 80b,82) > Sratitere ds astoass
subdinémicas de sistemas de muchos cuerpos.

Sea G un gmpo de Lie que actfia unitariamente sobre los vec-
toreu del aapacio de H:.lhert conegiderado y /7“’(03) un vector de dicho aspmio,

oonaidareloa la clase de fu.ncionu que se obtienen por la accibn de G sobre

[V(0)) o
% ; [¥(q))= 9 V(o)) ;aij (2.23)

la variedad M depende de H’(o)) y de ¢, y esth constituida por los estados

’ Par
coherentes gonarslimdon(cﬂ 124748 4 72'?5).

Exiaton en M (en principio) varios estados /%3)) que difieren

a lo sumo en una fase, dado que si existe L, LCG, que es un subgrupo de G,

todo elemento 86 G puede expresarse como

3 = h ‘32 (2- 24)

donde fel y REG/L. i
En particular si consideramos el grupo de estabilidad de J‘I”@),

: : . e
es decir el conjunto de elementos de G que dejan invariante a H’{o)) expto

una fase (L {86@ / gly¥) = et*g |Y()) ) obtenemos que los estados

que resultan fisicamente de interés estén en correspondancu. biunfvoca con
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los elementos R 1(2.24) , es decir los elementos del grupo cociente KQGVL .

Recordemos aqui que el grupo cociente (Gil1 74a jHam 64)

‘ ‘tiene como elementos
a las coclases de L en G, siendo eliconjunto L la identidad.

Esta relacién introducclnaturalnente las coordenadas en la va-
riedad ¥ en ragzén de su difeomorfismo econ G/L (Row 80a 3Gil 74a) de la
siguiente manera. Observemos que en términos de &lgebras de Lie podemos

escribir

3 = f @"K (2.25)

donde 5&. es el Algebra correspondiente a u,.@ la subdlgebra correspondien-
te a L ¥y ”{ el complemento de @ en j «» Luego en un entorno de la identi-
dad resulta

Wz)) = ex,ogxo X"J? HJ(O)> (2.26)

donde E}k y proveyendo las {sz el con junto de coordenadas locales.
Dada la hipbtecsis de que G actfia unitariamente, resulta .XB antihermitico.

La métrica simpléctica que se obtiene en este caso es g

Cup =4 <‘1U(O)/[X X, ) (o)) (2.27)

%ﬁ( = CPle)/[H, X)) V(o)) (2.28)

El ejemplo clésico de este tipo de parametrisgacién lo conmsti-
tuye el conjunto de los determinantes de Slater que a§ identifica con lsa
variedad de Grassmann y con el grupo cociente U(m)/(u(ﬂtm(l(m N)) donde
- M es el nfimero de estados coneidarados ' N el nfimero de estados ocnpa—
dos y (n- N ) el nimero de vacantes,

En este caso, logs términos estado ooupnﬂn y vacanto estén
referidos a las particulas individnaleu del sistema, con cuyos vactoros de
estado de particula independiente se oonstruye el determinante de Slater que
rapreﬁenta el estado de N cuerpéa sin m&s correlaciones gue las inducidas

por la simetria de intercambio. Este punto gsers tratado con mayor detalle
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en el capitulo 3.

2,243 Deduccién del principio variacional a partir de la integral de camino.

Como se ha sefialado en 2.1.1 el principio variacional (3.2)
tiene una intorprotaci&n en términos de aproxiiaoi&n semiclésica; antes de
llegar a ella debemos profundizar en las propiedades de los estados coherén-
tes,

Estos estados fueron primeramente introducidos por Glauber

G .
( la_63)en relacién con el grupo N, (asociado con los operadores a', a, H, I

del oscilador arménioo), posteriormente Arecchi y colaboradorea(‘r. Tz)cat

diaron los estados coherentes atbémicos en ralaﬁién oon el grupo SU(E), gien-
(Per 72i75)

(Gi1 74b)

do Pereslomov quien los extendié a grupos de Lie arbitrarios. Més

ndelante Gilmore generalizd el tratamiento de Perelemov damoafrando
la existencia de conanntos de estados ccherentes ganeralzzados asociados con
grupoe dinémicos de tranafornaciones cualesqpiara, no naossariamente de Lie.

Para nuestros fines actuales, siguiendo a Perslomov (Per 72)

podemos formar el siguiente opcradar
A = J (q) 3/4’(0><4”(0)/3" (2.29)

donde‘sé(gﬁ_ ¥y /M es la medida invariante del grupo cociente (generalmente
extraida de la correspondiente para el grupo G) y l%%%)un vactor asooindo

con una rapreaentac:én irreducible de G.

Observamos que si h ¢ C}/L,
hAK! = fduigy hg M) P/ (hg)”

¥y utiligando la invariancia ds’/A

hAW! = 5 duik) K [ V)Y (Y (o)) k™ =A (2. 30)

donde h:lqvg .

Si la representacién en la que se estd operando es irradncible
(Cil 744 Ham 6'(*")

se obtiene, por el lema de Schur ver apendice A)
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ke g2 (2.31)

donda I es 1a identidad
y a- JAY) - Jiw(o)/wa DI dug)

Utiligando esta iltima relacién se puede expandir cualquier
estado de la representaciéon en la base continua gh”’t’c’l)ﬂ‘l‘/(b)}j que tiene

oomo elementos a los estados coherﬁntal generalizados.

18> = L (dute 14(k)) Cli) (2.32)
donde  C(k) <%m/¢> L (PIB) = Jd/me) Ic ol

la funcién C(h) debe satisfacer

Ctk) = Joulk) H (=, k) C (K (2.33)

oo Hik k)= 3 CHR) ¥ (K'Y 230

//L (k y LQ‘) gse denomina el "nficleo reproductor" ya gque
Kz,2)= {duy) Kizg) Kiyz) (2. 35)

Surge inmediatamente de (2.32) gue el conjunto de estados
coherentes constituyen una base sobrecompleta. “
Con ayuda de 1a relacién (2_-31) y tomando pasos de tiempo
discretos (a pontefiori infinitesimales) puede resolverse formalmente la

ecuacién de evolucidén de Schrédinger
A2 W) =HIy) (2. 3v)
St

Le solucién formal de (2.3b) puede expresarse a través de la

S 81 sR 80
férmula del producto de Troter( Ohu“._ Jiene )

[wey)=Ltim (- ”{a 3 ) [V () (2.36)

N=o0

l1lamando /}—(1,'-&) e insertando la identidad (2.31) N veces antes de pasar al
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limite se obtiene

N+{
1B einyy =77 f_g’/gki) (1k>CkI(4- HAY kY Chyf -
F1 7 d N

/kN><k“/((—¢'_HNA) lky s ><Rin | B>
utilizando guo <k$ Ik\!>='1 puede transformarse en

' Nil [
iy [0 W3R4T <Rk

' ; ;{—ZAA}— <k,/H“€2>) =l =2l = (<I¢J/’ég+4> -—(fi‘\}-/}%)-}‘
Pl A Cllkd) Sk (6D ]
aproximando

A4 Lk 3
i"f—f}" <’ed/H/kJ+1> ~ e A/dﬁ//‘//kgu)
y definiendo L

Chy Ry Y=y Tk y= A Chy Ry

_tf N’ _A-—\
Y ( dH)N

se obtiene en el limite N0 la integral de oanino(xur 80 3Rei 79 3Schu 81)

iolt, t
ﬂ@we )/kfmxle(o]/ [ @) = 18@8)  (,

i szjzd@(,c CRIKR@D — CRIHIRY) (2.38)
La aproximacibébn semicléisica resulta de considerar estaciona-
ria la fase )
t'44 .
§ | (i ¢riRy ~<rIHIRY) = O (2.3)
.

que no es otra condicibén que el principio variacional (2.2).

La expresién (2.39) implica por su deduccién que las solucio-
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nes que de ella se obtienen son vAlidas para tiempos cortos.

Debemos sefialar, sim embargo que ese tiempo corto puede ser
el necesario (y suficiente) para la descripcién del fenémeno de interés y
lo que eg ain més importante, que estf ampliamente jnatitidado cuando la
concepcién.fiaicn del probléna establece separaciones entre escalas macros-

cbpicas y mioroscépicas pudiendo hablarse de subdinfmicas cuasi-independien-
tan (Bow 80a jRos 80) :
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3. HARTREE FOCK DEPENDIENTE DEL TIEMPO (HFDT)

3.1 Fundamentos y aproximaciones.

3.1.1 Fundamentos y aplicacibn en fisica nuclear.

La aproximacién de Hartree-Fock dapendianta del tiempo consis-
te, bsaicalantc. en considerar que cada particula esth sometida al potencial
promedio qne lnn restantee generan sobre ella y despreciar otros tipos de
interacciones (dos o.@més particulas en colisién debido a la interaccién resi-
daal). |

Siendo una teoria de formulacién microscépica proporciona, en
principio, toda la dinéimica colectiva, dado que cada particula sélo es afec-
tada por las restantes en promedio. De lo cual resulta que todas sufren la
influencia de un potencial seme jante reforzandose el comportamiento colecti-

o (Neg 82).

En el caso de la dinémica nuclear, HFDT contiene, ademfs de la
informaciém relativa a la translacién de partes macroscépicas del sistema,
la dascripﬁiﬁn de los grados de libertad asociados con-la forma y las defor-
maciones de la auperficic de los nficleos,

La propnesta de que el campo promedio es el principal respon-
sable de la dinfimica nuclear esti fundamentada en la vigencia del principio

de exclusién de Plnli(N°8 82y Dav 82).

A pesar de que la interaccién nucledn-nuclebn pertenaoe al

dominio de las interacciones fuertes gsu efecto se ve reducido en la dinfmica

de baja energia ( E / A < 10 Me¥ ) debido a la alturncién del siste-

cinética
ma, que tiene lugar por tratarse de fermiones y que bloquea las colisiones

(Bon €9).

Los caminos libres medios para nucleones incidentes en materia

: Ne
nuclear con energias , é , cercanas al nivel de Fermi pueden estimarse (Neg

82 y referencias en &1)

>\=%2{7—g>[ %]2 (3.1)

donde T = seccién eficayz por nuqle&n
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g’ = densidad
6:' energia de Fermi

Valores calculados en materia nuclear utilizando potenciales

(Her

de intaracciﬁn fenomenolégicos 83) (ver seccién 6.1) estiman estos

caminos libres medios en s

>\ > 60 :"m (6 <£p +10 MeV ) Te.mp 30;5 ~ jMeV)
A> 15 Im (€ <& +10MeV | Temp, ﬂasw"‘fﬂe\/)

Estos valores son comparables (y en muchos casos mayores) que
los difimetros de los nficleos, por lo que corresponde esperar que las colisio-
nes de a pares sean despreciables, quedando como responsable de la dinémica

nuclear el campo medio.
3.1.2 Los determinantes de Slater y HFDT.

Desde el punto de vista de la din&mica variacional, introduci-
do en el capitulo 2, la aproximacién de HFDT oorfeaponde-a utilisgar como
variedad diferencial al conjunto de los determinantes de Slnter(Lich 793),

o dicho de otra forma los puntos de una variedad de Grassmann (Row 80;).

- Considerando ci espacio de Hilbert completo al gemerado por
el producto tehsorial de N estados de una particula completamente antisime-
de decirse que el espacio de Hilbort dnl problema de N-fermiones esté consti-
tuido per los vectores de la N-égima representacién fundamental del grupo
SU(x) (Lich 78)_ '

La variedad del espacio de Hilbert utiligada como con junto

de funciones de onda en el principio variacional es la que se obtiene median~-
te la accibén del grupo unitario SO(n) sobre un vector de Qntndo de referencia.

Recurriendo al lenguaje de segunda cuantificacién, a fin de

ser mAs explfcito, el estado de referencia la.exprosa comos

N
[V =7 T |o) (3.2)

con (1& operadores de creacién del estado i-ésimo de
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particula independiente, fermién en este caso.

La accién de los operadores del &lgebra {D{U(m) Bobre este es-

tado se resume en s
Og Qg | V) = Spon [F10))

a,a, [Y)=0. (3.3)
at a, [ Y)Y+ 0.
o, a, [Y©>#+0,

+ :
donde CLB. crea en un estado ocupado y

Q-+v crea en un estado vacante.

Puesto que /\WOD es autoestado de todos los operadores ng— af,f
4 .
y &, 4 que generan el grupo U(N) x U(n-N) es éste el grupo de estabil idad
Row 80a 3;Kur 80 3Gil
( 60s yKor e ,74‘). Los estados de la variedad de Grassmann se iden-

tifican con los elementos del grupoe cociente
U(n) / (0(N) x U(n-N))

De este razonamiento surge que serén constantes de mov1m13nto
en la aproxlnaciﬁn de HFDT los obaervables de un cuerpo que connutcn con el
ham:ltonxano exacto (y por lo expuesto en ol capitulo 2, la cnergia y la
norma).
‘ Las ecuaciones HFDT ge expresan con facilidad a partir de las
férmulas (2.27) y (2.28) que relacionan la métrica simpléctica y el gradiente

de la energia con los conmutadores de los operadores del flgebra. Si se con-

gidera los operadores hermiticos

(AT + l
Xve = @V e +atb a“’) D (3.4a)

Pva = 4:(0-+va3 = a‘f‘& a\/) (3.4b)

-

o)

[
y sus conmutadores

Kov s Xon)= S (0% 89~ 0500, )45 (B @i08ay)  (350)

=
o /
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~

= 7?”] :-'9{ [Core et - Qi Q)+ & (A Q- @hrlly)) (30 50)
(Koo B £ (oo (a0 - @l e Brlab vt 30

tenigndo en cuenta las expresiones (2.27) y (3.3) puede obtenerse la métrica
correspondiente a los pares coordenada-impuleso, (38V'Pm/)' asociadoe con 1;;

oporadozl'ea Xo‘v Yy E\/ ref:pectifuente, como

v 20 .
T = Yov 9o Oﬁov Pl S'o’a"im’ (3.6)
3.6
%m/ agg'w:'—g'o'g/t” G-I%VJPO"\H= O
Es importante observar que la métrica resulta constante, en

particular que los pares de coordenadas locales (‘?;,, ' Po-v) resultan canéni-

cos. El gradiente de la energia se expresa formalmente comos

S = lo)l [H X ] 11 6)) (3.72)
%;{ - GOV (H RV (3.75)

o’
quedando asi planteado el sistema de ecuaciones HFDT en la forma hamil tonia-

.~ OH

?w SPov (3.8a)
- __ ofl (3.8b)

~0
= |
X
i

Qaa—‘/
3.2 Jerarquia BBGKY y HFDT.

El método de HFDT ha sido deducido desde muy distintos puntos

K L M
de partida, entre ellos varios principios variacionales s 68.’ o TRy Nes

64) adembe del estudiado en el capitulo anterior (2.2) propuesto originalmen-

te por Diracw“ 30). existen asimismo presentaciones a partir de la funcién

8
de Green del sistama(u“ 59) ¥y otras (Neg 2). Sin embargo el enfoque més

frecuentemente utilizado en la literatura es el que se obtiene & partir de
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la jerarqufia an(n‘l_ 755 Neg 82).

En efecto, puede decirse que las ecuaciones HFDT son el resul-
tado de truncar la jerarquia de Bohr-Bogoliugov-ﬂraeu-lirkwood-rvun (BBGKY)

al orden més bajo.

) Utiligando los operadores de densidad reducidoc(Bal 1oy Dex
2
_ N

Qg = el _6‘5*....” ) (3.9)
(o = fTraza)
Y el operador de Liouville

L=[H, J (3.10)

Lo = Z Lota) +2 L,Ge,}) (3,580

(v8lido para sistemas con interaccionees de no més de dos cuerpos), ®e obtienen

las dos primeras ecuaciones de la jerarquias

23 = Lgl) + Ty (L(12),(4,2) (3.120)

L g'l(ftQ): (L°(J]+Lo(23 1 L{412))§1(‘|2) +

+Tt;[(L.(l.s)+L,(z|3))?3(4'1!33] (3.12p)

Cuando estas ecuaciones son truncadas proponiende

Q2 (1.2) = ﬁigmg(ﬂ) (3.13)

donde }i e el operador de antisimetrizaciénm,

el resultado es la ecuacién de HFDT expresada para la matriz densidad reduci-

da de un cuerpo

4,5,3'(4) = Lou)g + [, (ALU,Q) gm?m) (3.14)

Desde este punto de vista la ecuacién de HFDT resulta una
aproximacién de tiempos cortos cuyo periodo de validez surge de una evaluacién

del orden de magnitud de los elementos de matrigz del haniltoaiano residunal,
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3«3 HFDT como aproximacibén de orden cero.

Con el objetivo de estudiar los tiempos caracteristicos de
valideg de la aproximacién HFDT, puede ser ésta oconsiderada como la solucién

de orden cero para el propagador temporal en un esguema perturbativa depen-

diente del tiempo \DiSh 798y Sar 83y S0l 82)

El oparador de evolucién de HFDT cumple la siguiente ecuacién:
LUpe = Hype (YU, (2) (3.15)

donde HHF es el hamiltoniano autoconsistente de Hartree-Fock.

El hamiltoniano completo del sistema se escribe comos
- .16
H“ Hw + res (3 )

L&es es el hamiltoniano residual,

El operador de evolucidén en la representacién de interaccién

resulta asi

G uH,,.(L)U() (3.17)

obteniendose para él la ecuacidén de evolucidn
(Qw= Whe Viecs@ U = \/,es(t) U(l:] (3.18)
donde Vres = u:r Vr’es um- (3.19)

De (3.18) se sigue inmediatamente que

U©) = U =4 [ ' Uy () Ve @) Ut (3.20)
Si se selecciona una base %J¢L) o IQ&{)J para el

espacio de Hilbert, donde l¢&> es el estado de HFDT inicial, se puede reali-

gar con relativa facilidad la descripcidn del sistema desde la base movil
Sol 82
| VN, avs fm)} relacionada con la anterior por( )

(
1) = W 8) 102D (3.21)
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En esta base la amplitud correspondiente a la proyeccibn del
vector de estado exacto sobre el vector /O) corresponde a la probabilidad
de hallar al sistema en el estado predicho por HFDT, |

La evolucién de las amplitudes correspondientes a la base

mévil viene dada por

5 () = Q) —;.Z S <A/ V, @) ke1ya, w)dd  (3.22)

Una estimaciébn del tiempo de valides de TDHF resulta entonces
de desarrollar ., al orden més bajo

Qolt) = Qo) ~¢ b Z O/ Vieg [RD Wlo) -

= !52_ <ol 2 10) Op(0) (3.23)

supuesto que a 1=0 11h=5;k s 86 obtiene como primera aproximacién

2 2
Q.= -1 {0/ g [0) = 4= § Z 1€O1 Voeg 11|
So

resul tando un tiempo minimo de validesz de (Sal 82)

|
G n = 1 (3’24)
" (<ol e 1o))™ -

Este resultado es gimilar al hallado por Lichtner y Griffin

(Lich 79)

Otro punto de vista que muestra la equivalencia de los crite-
rioe de validez correspondientes a los desarrollos como teoria do parturbap
ciones y la deduccién por medio de la jerarquia BBGKY es considerar la apro-
ximacién cinética e incorporar el término de colisién,.}{ti f\/|z que iupli-
ca un tiempo de relajacién 55;%“,0;, ~ (VI e ' siendo éste el tienpo durm-.l
te el cual tiene lugar la propagacibn libre rogida por el liouvillilno auto-
consistente. '

Tanto esta perspectiva como la expresada en la secciém 2.2.3
pefialan a HFDT couﬁ una aproximacién de tiempos cortos, sin embargo la deter-
minacién de su tiempo de validesg difiere al leﬁoa conceptualmente.

En efecto, para la determinacibén de ém.‘.—] (3.24) se incluyen
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todas las frecuencias posibles con independencia de las amplitudes con las
que seran excitadas predominando por lo tanto 1;3 altas frecuencias. Sin
embargo, visto desde la perspectiva de la seccibén (2.2.3) como una extraccién
de la subdin&mica colectiva, HFDT describe los modos de evolucién lenta a

los cuales se superpone (con promedio éero Y en forma complementaria) los
modos intrinsecos que se caracterizan por sus al tas frecuencias. De esta for-
ma el tiempo f;mh1 aqui calculado resulta representativo de los modos
intrinsecos y no de loe modos colectivos, planteindoaohla neceeidad de hallar

estimaciones consistentes con la aproximacién.
3.4 Aplicaciones y otroe estudios,

Como se sefialara en la seccidén 3.1, uno de los campos (si bien
no el fnico) en que se han realigado las aplicaciones del método de HFDT es

el de la fisica nuclear, en especial el estudio de las colisiones entre iones
(Dav 82; Neg 82 y referencias en ellos)

tanto livianos-dono pesados
- (Bon 763 K5h 79)

Desde los primeros programas unidimensionales

se progresé rapidamente, en paralele con el avance de los equipos de cémputo,

hacia los cllculos tridimensionales de colisiones de iones livxanoa( on 78 4

Flo 78)

Luego de estos primeros chllculos realistas que permitieron
una me jor comparacién de las predicciones con los resultados experimentales,

se ha desarrollado el método en distintas aproximaciones (modelos con sime-

(Koo 77; Dav 82)

tria axial , modelos bidimensionales con una coordenada conge-

(Dev Tﬁl,bi Koo 78; Dav 82) ; etc.) extendiéndose también su aplicaci&n

Dav 82; Neg 82 y referencias en
a todas las regiones de la tabla periédioa( ®Y Gcy eg J

ellos) y a una variedad de asimetrias de masa en el canal de entrada.

Un segundo tipg de estudios se ha desarrollado recientemente

Gil 83
explotando la asociacién de la teoria de grupos y HTDT( ), en particular

con relacién a hamiltonianos algebraicos, as{ como también aplicaciones a

( Reo 82).

fisica molecular

Se han realigado, asimismo, varios estudios tendientes a esta-

blecer la validez y consecuencias de la aproximacién TDHF, por lo general
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utiligando modelos resolubles exactamente con el fin de referir HFDT a la
(Gri 74; Lich 795,723 Sar 83;Ros 82; Sol 82)

solucién exacta
| . Estos estudios han puntualigado, entre otras cosas, el sentido

(Gi1 79b; Kur 80,8la; Rei 79)' satiitaats 1n

penibATiARA A vanantifices ax moluningse’ - [eb00) Eak SIv Bze)

inflicnci;.de los efector colisionalel(nor 82) ejemplificando su carfcter
(Eri 77y Ros 823 Sol 82)

semiclésico de la aproximacibn

s 12

en algunos modelos resolubles
Debe sefialarse gque esta enumeracién dista mucho de ser comple-

ta.



27

4. CONSERVACION DE LA SIMETRIA Y METODO DVCS,
4.1 El1 problema de las simetrias,

Como se afirmara en el capitulo 2, existe un subconjunto li-
mitado de las constantes de movimiento de un sistema que snbaiaton como tales
en una aproximacién determinada, El éo.plelento de ese subconjunto deberia .
consistir de cuasi-constantes en una buena aproximacién del sistema fisico.

De Qste modo la medida de los apartamientos-de los valores
iniciales de las constantes de movimiento exactas relacionadas con las sime-
trias rotas en la aproximacidén, puede resultar una prueba eficiente de la
consistencia del método utiligado. | -

cuahdo alguna simetria, o constante de movimiento que caracte-
riga a la din&mica es de importancia falevnhtn, se hace necealfio efectuar
aproximaciones que.la contemplen capeciaimente.

Existen, en principio, varias de ellas basadas en considera-
ciones de simetria (la uqyoria de las cuales no han sido implementadas en Ia
prﬁctica, angﬁn la informaczén de que diaponcmos) Se lae puede dividir en
dos subgrupos, segin ee restaura la simetria a priori e a ponter:ori.

El procadimiento de restaurar la simetg;a a posteriori coneis-
te biaicamantg en estudiar la evolucién de una funcidén de onda variacional,

¥}£] y proyectandola luego en el aubespnalo de interes (ver por ejemplo
Rei 83) Este procedimiento es aplicable sdlo ai la violacién de la siletrin
es debil, ya gque en &1 se daspreciln las correcciones a la 6rbita original
dchidaa a dicho apartamiento de las leyes de conserva016n.

Entre los métodos de proyeccién a priori, el de Hartree-Fock
proyectado dependienfo 3.1 tiempo, HFPDT, ocupa el luggf més importante.

Esencialmente consiste en proponer como funcién de onda variacional a
N > '
> a,h 1¥m) =18 (4.1)
m=|

donde los 72, proyectan sobre los subespacioe ortogonales invariantes de in-
terés(K‘nSOb) Y los l%h‘> son N-distintos determinantes de Slater.

Una tercera forma de introducir las constantes de movimiento
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puede buecarse en la adopcién de un esquema dependiente del tiempo similar

Secu 8
( 2). Es decir estu-

a la Aproximacién de Fases al Agzar Lutoconsxstente
diando la expansibén a ugnndo orden a.lruiedor del camino clfsico con el fin
de incluir los efectos de dos partioulns - dos agujeros en el pro;:aga.dor ten-
poral. Si bien esta propuesta aiin no ha sido estudiada en profundidad, pre-
senta en principio la dificultad de tener que mane jar matrices del orden de
2n x 2n , con n igual al nimero de estados de la base de una particula.

El método HFPDT implica la necesidad de raaolver una ecuuzén
de comple jidad equivalente (o mayor) que la de HFDT para cada subespacio que
se encuentre poblado en el momoﬁto inicial.

R Pnra- .sisteas que inicialmente esthn dispersos en muchos sub-
espacios esta circunstancia puede resultar un inconveniente de orden técnico.
Asimismo, la dinémica de la funcidn proyectada, puede en algunos casos, dife-
rir poco de un subespacio a otiro.

En el caso de gran dispersidén y trayectorias seme jantes en el
espacio de fases de Hartree Fock, en lugar de considerar todos los determinan-
tes asociados con cada subespacio inveriante (!"Pm)) , resulta conveniente

proponer la utiligacién de un solo determinante de Slater (H‘)) idéntico

para todos los subespacios. Resulta asi el vector de estado
Ip): 2 Q—ma {‘U(x» ' (4.2)
m

que representa el punto de partida de la aproxmacion llamada Din&mica Varia-

Sol 83; Her 63
cional que Conserva la Simetria (DVCS) ( 3‘ il ")

4.2 Las ecuaciones DVCS.

4.2.1 Pormulacién con operadores de proyeccibn.

] )
Lae ecuaciones dinémi_cas para los parfmetros ET-) Yy },0-5 del
vector de estado en la aproximacién DVCS , (4.2), ge obtiene mediante la
aplicacién del principio variacional de minima accién (2.2).

Teniendo en cuenta que el hamiltoniano, H, del sistema conmuta
con los operadores de proyecciém asociados con sus subespacioe invariantes,

la integral de accién se expresa comos
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L,
S= | <durfag, - H Y IBE) (4.3)
ty
""L dt' L(t') (44)

donde

L-2 leana, IRV +idanl Ch B 1) -
~a, P P HI) (4.5)

Las ecuaciones para los parémetros hl} pueden resolverse en
forma inmediata, gracias a estar asociados con lag simetrias
§,5:=0 (46)
lal
implica

L HIBHIWY = Lan b IFD +id, PN (47)

que se resuelve en
t

Q, k)= Q, (o) EXP {JJ{ Lsm (&')dt'} (4.8)

S, :Jtz (< I 1¥) _ HIPHID ) dt’ (4.9)
:, IPWwlY) MBIV

- jiaa{im(e) dt’ (4.10)

resul tando, asimismo, de la ecuacidn (4.7)

A= lau*CHIRIV) = KPIRIP) = e, (411) .

que expresi la conservacién de la probabilidad de encontrar al sistema en un

dado subespacio.

Las ecuaciones de evoluciém de los parémetros ﬁxf se obtienen,

igualmente, de realizar la variacidén respecto de ellos, resultando

d, jd&' (2%,L,) =0 (4.12)
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que puede escribirse en términos del tensor simpléctico (ver seccién 2.1)

COomos
% Ik e = %%—m (4.13)
d
siendo 5
A i) )
o = A Z %n| 3{}3% In () By [ P(x)) -
_ &t ' > ,
%2:3%3 @n(‘#(z)//m N’(:c )}) (4.14)

y Hizy = 2,,; X py ((‘Pfx}/HPm f‘//(x»/@’pvm N’)) © (4.15)

Teniendo en cuenta gque

m v [~ az : .
o = = - - ) On ¢ (x) P,.‘ Ax)>
70l LazjaxK sem Ple) [, )

(4.16)

representa el tensor simpléctico en el subespacio n-ésimo, ya que Pﬁ H’}

no esté normalise.a.r.’tcv(xrl 81; Kur 81b)

, las ecuaciones (4.12) a (4.15) expresan
que la evolucién se realiga segin una dindmica promedio de la de cada subes-

pacio.
4.2.2 Pormulacién con coordenada generatris.

Una formulacidén alternativa a la presentada en la seccién an-
terior, puede realizarse para el caso de simetrias representadas por grupos

B
continuos de transformaciones con el método de la coordenada generatrig (Bri

68a,b)

Supongamos que la iimtria en estudio estl asociada con los
operadores 8{Q) de un grupo de Lie G, (jiﬂlﬁ G), que actia unitariamente sobre
los vectores del espacio de Hilbert que contiene a la variedad /7 (/(c Hil-

bert).
Sea [V)YEA y formemos el estado

[¥ay= ge) ¥ (4.17)

y & partir de é1
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[¥§) =J‘§'ﬂﬂ> feay 1Y) (4.18)

dondo/u es la medida invariante del grupo.
El estado /¥ f) resulta similar al utilizado en el métode

de coordenada generatriz para estudiar descripciones mediante variables colec-

tivas.
Utilisando a /¥ ) en el principio variacional (2.2) se ob-

tiene para la accién

§ = [de | Jdu@) duton [ 400) <Pw/¥2) fea) +

+4 flfa) o lPad- ey Guli [w’#ﬂ)]} (4.19)

¥y las ecuaciones variacionales

A’lj f@) Hl wheq)) C}u (2) +4 j Jea) <4 I (wh )y ()=

:f{(m <HIH ¥ (whs ) o}u(sz) - (4.20)

(donde se ha utiligado gque [Sf-ﬂ),H]'-'O y 8‘&3}5}(1’2):9\'(@@\)

en tanto que las ecuaciones para los restantes parimetros se mantienen en for-

ma implicita (!{;xj 5=0 ) &
La expresién por medio de los proyectores puede recobrarse a

partir de (4.18) proponiendo

- ) e
fcn):%( 4 LD«KCQ‘] (4.21)

donde
%
D, ()= FPrlg@) Ivk) y | VKD es el vector
K-éeimo de la representacién unitaria irreducible V .

Teniendo en cuenta quo'
= v
_(d/uim [D,i,(ﬂ)]%(n) =R (4.22)

(expresién que se demuestra en el Apéndice A)
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se recupera a partir de (4.18) la férmula (4.2).
4.3 Caracteristicas del método.

Es posible imaginar dos situaciones limites para la aproxima-
°?§" La primera de ellas ocurre cuando el vector de estado inicial se en;
_cuentra en un subespacio invariante (digamos el n-iiiuo). En este caso la
dispersién es nula, y‘dado que la probabilidad de encontrar al sistema en un

subespacio se conserva, resulta
U= Bprn (4.23)

Y per lo tanto se reobtienen las ecuaciones de HFPDT,
Si por el contrario la distribucién ew muy ancha en los sub-

espacios , los recubrimientos
PIVay ,HIHIVRY , (v ifn)

estarén muy concentrados ("picados") alrededor de S-O, por lo que se puede

aproximar la accién en (4.19) por

jdtf”a‘?w%(wrc}u(w) <W~P)+£jufu)}2¢um1 -

- [l P dueo) < IH Hyim5 (4.24)

de cuya variacién se obtienen las ecuaciones HFDT de movimiento

& [l = L) (4: Y _ HIHI) ) (4.25)
¥ ATD)

y Say [de (& LL2 (+IHNJ>):O (4.26)
- e SPIY) CPIdD

que corresponden a un estado /{’) ein normalizar.

Puede afirmarse, entonces, que el método DVCS consiste en
proponer como vector de estado una combinaciém lineal - de determinantes de
Slater asociada con la simetria que se pretende restaurar.

Todos los veotoree superpuestos estén degenerados en energia,

dado que
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ol H (FYwd= g H(cjmnH’)r HIH N (4.27)

La aproximaciém DVCS se muestira como un método interpolador
entre la dinimica HFDT y la dinkmica HFPDT. -

De acuerdo con lo .expuuto en el capitulo 2 y en la seccién
4,2,1 serén constantes de movimiento en la formulaciém DVCS fanto la norma
como le energia, como asi también cualquier fnncién de los operadores dia-
gonales en los subespacios propios asociados a la simetria en cuestién.

| También resultarén constantes de movimiento los valores medioe

de los observables que conmutan simultfneamente con los proyectores y con

el hamilteniano que a su veg representen una variacién posible del vector

.
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5 COMPARACION DE LOS METODOS HFDT Y DVCS EN UN MODELO RESOLUBLE.

5«1 El1 modelo de Lipkin-Meshkov~-Glick (Lip 65).

Desde su proposicién en la litératura, el modelo de Lipkine
: Lip 6
Neshkov y Glick (Lip 65) (LMG) ha servido como laboratorio de ensayo y com-

paracifn de distintas aproximaciones, tanto estfticas como din&nicas(F°“ 824

Gil 79a; Her &%f; Hol 73; Kan 80a,b; Kra 81; Kri 77; Sol 82,83)

El modelo consiste esencialmente en un sistema de N-fermiones
que pueden ubicarse en dos niveles indefinidamente degenerados,U=7%/, y que
interactian entre si produciendo un intercambio de particulas de a pares en-

tre los niveles, es decir

+
}{:; E éé} CT'CLPU_CLPG_ +

[{ At a+ + B
+_\2_{ PZF;’ (@ Oy O, Qp.y )+, O, O‘P-:]JI (5.1)

donde los operadores Cde. crean un fermién en el nivel (fD,CT).

El hecho de existir solamente dos niveles de energia, bdsica-

mente, permite expresar el hamiltonianc en términos de los operadores de un

dlgebre I (/(2) (Lip 65) con

J, =pzo, T Cpg Ao (5.28)
Ji = % By Oop (5.2b)
J. = (J+)+ . (5.2¢)

Es inmediato verificar que (5.2) son las componentes de un
operador vectorial J que conmutan entre si como las componentes normales

del impulso angular, generando por lo tanto un &lgebra SUR),

Utiligando las componentes de J el hamiltoniano LMG resulta

H= €J, +§V G 5l x) (5.3)

El modelo es estudiado, por lo general, en la representacién
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totalmente simétrica, dado gue a ésta pertenece el eltndo fundamental no
perturbado /J J> (' )

Resulta importante seflalar que el hamiltoniano LNG (5.3) no
conecta los veotores caracterizados por un nimero par de particulas en el
nivel fundamental ((7-'-'-4). con los que poseen un nimero impar de las mismas
en ese nivel, dando lugar asi a dos subespacios invariantes caracterizados
por la pnrida.d, cuyo opnrndor uooiado se establecerf més adelante.

Los determinantes de Slater estén en correspondencia, en el

caso particular del modelo LNG, con los estados coherentes atéuiooa“m 72

Gil 72,79b)

1z2>= (&) IJ-3) (5.4)

donde

Jz {J "J>= "J f\,"J) (5-5)

R(z)= exp(lg lel (zJ,-27.)) (5.6)

es el operador de rotacién representante de los elementos del grupo cociente
su(2)/u(1), encontrédndose el grupo U(1) formado por las rotaciones alrededor

del eje z (G, Th) (CXP('“Jzi) ip
El parémetro complejo &= '(3[6 )e puede ser representado por
puntos de una variedad diferencial que constituye la esfera de Bloch.

Les estados coherentes se caracterigan por tener un valor

medio constante para el médulo del vector de cuasispin

/<a-/gfc?)/= J (5.7)

asignando este radio = la esfera de Bloch,Se puede afirmar que si un estado

[‘P) cumple con
[ LIy < (5.8)

éste pertenece al interior de la esfera y no representa a un determinante

de Slater.
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5.2 Soluciones aproximadas,

5.2.1 Las ecuaciones HFDT.

Las ecuaciones gue se obtienen para los paréimetros & y ¢,

C’-:%% e-‘p, por el método HFDT resultians
O = - EX ren® sen(2¢) (5.9s)
(]b = € (449((.05@ COS(.Z‘P)) (5.9b)

donde ,ff; (”’/J% es el parémetro de orden (como se verh més adelante).

Las ecuaciones (5.9) pueden expresarse en funcibn de las

derivadas del valor medio del haniltoniana,jiL y ¥ de la métrica simpléctica

comoyg
N _ - _{\f -4 @ﬁ{ (5.10a)
G = (2 sene) 5({)
i -
p= (¥ sene) ?g (5.108)
donde
H=delHIE>= gé (-cos @+ sen® senfy)) (5-11a)
o bien
@) q) _@?9
N sen ¢
: @(—1 ) : ) (aff -
Y=

No resulta dificil en este sistema partiocular colocar el re-

sultado (5.12) en funcién de las coordenadas candnicas; ellas sons

p=-Ycoso ( Ipl sg) (5.13a)
9= +7ly (5.13)
expresando el valor medio del hamiltoniano, es decir la energia, comos
H=(slH]s)= & ( 4% (- - P )5en( gr)) (5.11b)
quedan : las ecusciones de evolucitn en la forma tradicional
IH | (5.18)

-— _—

- -5
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g = %’i‘ (5.15)

El anflieis de la energia en funcién de las coordenadas (0, ( )
del espacio de fapes nnoatra un cambio cualitatzvo en funcién de que el pa-
r&uetro ;y’sea nayor O menor que uno.

Para ,Qf mayor que 1 se encuentra (Fzg.l) que las Srbitas, li-
neas de energia constante, son de dos tipos, El primer tipo corresponde a
6rbitas en que tanto q como p se repiten en sus valores dando lugar a tra-

(Gol 723 Kan 80a)

Yectorias cerradas o locales denominadas libraoionel . EBtas

6rbitaes locales opurren alrededor de los puntos estacionarios

@mg;?z:) (mz )7, -702x) (5.16)

(9ﬂ1‘ ) fkq,q) se corresponde con los signos superiores,.

Los puntoe (qn1 g > ) corresponden & los miximos de la ener-
gia, en tanto que los minimos tienan lugar en (qnz v P )

fks trayectorias alrededor de los mixxuos (minimos) son dege-
neradas en energia ya que un incremento en // de la coordenada q deja inva-

riante el hamiltoniano reducido H,p) ,(5.11),

+H (3+77"P] = (P+%(gz_Pz)sen(%?))=#(9,p) (5.17)

Esta invariancia en la superficie de energia es el F?lajo. en
la aproximacién HFDT, de la conservacion de la ﬁaridad sefialada en la seccidn
5.1

El segundo grupo de érbitas para )?ﬂ)f s corresponde & aquellas
en que g crece indefinidamente repitiéndose p en sus valores, estas trnyecto-_

' Gol 723 Kan 80a
riae son de la clase de las rotnoionel( % ).

Las 6rbitas que separan libraciones de rotaciones son las tra-

yectorias criticas, gque nacen y mueren ern los puntos de ensilladura ubicados

a:(wznggs,:wn) (5.18)

donde



Figura 1s; Orbitas de HFDT en el modelo LMG.(} = 1.5 )
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m:é (‘{hi”j)

Cuando el parfmetro de arden,;(b. es menor gue uno, (Fig.2),
ningunc de los puntos (qh ,pn) descriptos como mhximos, minimos y puntos de
ensilladura se encuentran en la hoja fisica.De ello resulta gque el finico ti-
po de Sérbitas que tiene lugar son las rotaciones, colapsando la linea de
minima energia en el polo sur, p=-K/2 .

. El dréstico cambio en las caracteristicas de la superficie de
energia constante sefialado, es refcridqhdbitnallentc en la literatura como

una transicidén de faso(cil T9l).

5¢2+2 Comparacién de los resultados de HFDT con la resolucibén exacta.

La comparacién entre la solucidén exacta y HFDT para el modelo

(Eri 77) quien estudid el

LNG ha sido realizada en primer término pér Krieger
sistema para un nfimero de particuias relativamente alto (N=40), encontrando
un aceptable acuerdo entre lmﬁan soluciones.

Los estudios para un niimero bajo de particulas (N=6, 10) que
aqui se desarrollan (ver asimismo Sol 82) desde el punto de vieta de TDHF co-
- mo aproximacién para tiempos cortos (seccibn 3.3) llevan & una conclusién
distinta de la de Krieger, aunque compatible con ella segfin lﬁ verh,

Para realizar el estudio en la base rotante con HFDT (secc.

3.3) resulta conveniente escribir las componentes rotadas del vector J

T = Ra)d R(z) (5.49)
/Iz \ [ {-1z? -8’ & ;, % \
I, ) RE S— 1 B ok | Us.20)
\ E (f-f-f&;‘z) 2
e A 9 5* B 11\ L

En funcién de ellas, el hamiltoniano LMG rotado puede expre-

Barse comof

Hic\= Riz) HR ) (5.21)



Figura
2s Orbi
tes
de HFDT en el model
elo LMG, (
° x=.5 }

40
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Hig)= | ell-121°) T + 6% I, +81-)+
LedvE 5 .7
+!+!a ((c*+&*%) (2 1. 2’_(I:I_ I T
+(e22) (L1 + T 1)+ (cz"i 2 LT T
x4 |
+é(’f+5 ) 4 +—i(4 18 )I ’JW (5.22)
(Lip 65)

El procedimiento de linearigacidén origina el hamilto-

niano de Hartree Fock (..;( -) que aqui se expresa en la forna.z

#HF = ‘QO J i QHF * _]_.‘— (50235)
= Qo +0.1, +Q I +2_T. (5.23)
ey
“donde B jiox wr (E-ET )
s = = £ (& 4+ A — / (5.24)
g 141612 A {+1T1% ]

La energia de la travactoria HFDT resulta

T G 46
Cof Hye[0) = (ol HI0) = £ (e “/f'ﬁ,z.,l,

= (3? =1 ) (5.25)

Los valores de Qoy —Qz resultan hasta cierto punto arbitra-

rios, dado gque no afectan las ccuacionu de movimiento (5.6). Ellos son res-
ponsables de la existencia de una fase ontre los distintos vectores de la
base, ya que éstos resultan de n.plian.r _T 51 estado cero

__ 'l

l4>= /5 14 o) (5.26)
con /\/d = constante de nornaliuoién

Esta arbitrariedad puede nlininlrse oxigicndo
¢d GUT =0 = <PlL-[2,: T T em

de lo cual resulta
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& ( 47 #° ! 512
, = m (?,[E! +2/(G A ] 1”(%(2) (5.28)
n 2 hets
.= -& (X la! ) (5.29)

(esta eleccién fija la fase relativa entre los vectores de la base mévil).

Los elementos de matris del hamiltoniano residual en la base

mévil sons
RKK’—"' ("(“(feg Hf>= ER +I’1c,[3 kz-"/,jk.-f? "(N"f“? Ig[{l (5¢30a)
Dyt = 0‘\"\/&3 “(H)"‘Q‘? Li* ((QJJ- l=e k-&ﬂ)HQ (5. 30)

D r = Gk Wiy R42D= b ([24-K) (k1) (23-k-1)(is2) ) (5. 300)

aende ho= V 5__*_3;2 (5. 31a)
(i s1p1™ V2

b= ¥ f? =& (5. 31b)
1415 1%)

v 4+z*? (5. 31¢)
h g U+119?

Resulta evidente de (5.30b) que el hamiltoniano residual no

conecta el estado de HFDT con su primer estado excitado

(ol Vees/t>=0 (5. 32)

dado que f 1> se genera de ’0) por la accifn de un operador de un cuerpo
Y son precisamente estas interacciones las incluidas en HFDT,

La medida del tiempo minimo de validez de la aproximacién EFDT

en el nodaloﬂLlG‘viene dado por
L~ (VN fhlf}-!w(ﬁ’/ﬂ"z”-i (5.33)

Con el fin de realigzar la comparacién de la propagacidén tem-
poral segin HFDT con la propagacidn exacta, se ha estudiado el valor medio

del operador de un cuerpo J, tanto en lo que respscta a su médulo como en
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cuanto al &ngulo relativo entre el aproximado y el exacto, asi como también
el valor absoluto del recubrimiento entre las funcienes da‘onda,

Se ha inclufdo igualmente, & modo de comparacién como solucién
de tiempos cortos,a la resultante d§ tru#caf 1# base mévil guardando solamen-
te los vectores /[0) y /2) (en sdalants: oo Ldmark & esia aproximacién la
"solucién de segundo orden" ).

Los resultados més interesantes se obtienen al considerar
la situacién pars Qu}J Yy &érbitae del tipo de las libraciones.

" En la fig. 3 puede verse el recubrimiento (&‘Qolz-’;fOf'f’sz )
del estado de HFDT con el exacto para las condiciones Eﬁﬁ=€L3;C162224.5}ff:6,
en la figura se muestra asimismo el valor de flrizan la aproximacién de se-
gundo orden.

Puede observarse en la fig.3 que la aproximacidén de segundo
orden oscila con alta frecuencia_y coincide con la exacta sdlo para tiempos
muy cortos. Esto se debe a gue ella estd privilegiando modos ind¥rinscos-
que en HFDT aparecen suavizados por no ser colectivos; de esta forma la apro-
ximacién de segundo orden produce un comportamiento para tiempos mayores que

trnhn cualitativamente inferior que la aproximacidn de orden cero.

En la fig.3 resalta una recurrencia de la solucién HFDT res-
pecto de la exacta para periodos bastante mayores éue el de HFDT.

En la fig.4 pueden verse los mismos elementos para idéntica
6rbita pero con N=10. De la comparacién de las figuras 3 y 4 surge que el

periodo de recurrencia crece con el numero de particulas, encontrindose una

trcc &
relacibn numérica aproximada de ———— ~l'—=,
trecio 110

El andlisis del vector polarigacién (4’1; fp> ge realiza
por medio de la figura 5. Alll puede veraQ que el mbédulo se mantiene en una
banda superficial de ancho 1, sin adentrarse en demasia en la esfera. Existen
puntos en que su valor es muy préximo a J, pero para ellos el &ngulo entre
el vector axécto y el aproximado es cercanoc a 90°. Estos puntos coinciden con
loe de minimo recubrimiento y seiialan que el vector de estado exacto es muy
| cercano & un determinante de Slater, pero se halla en un punto de la esfera

de Blocﬁ distante aproximadamente 90° del seralado por HFDT.
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Estos resultados pueden interpretarse en el sentido de que el
sistema estaria realizando transiciones entre las 6rbitas degeneradas en
energia de HFDT por debajo de la superficie de la esfera, Como se veré més
adelante este efecto corresponde a la ruptura de la simetr$a de paridad por

el generador de evolucidn autoconsistente.

52+ 3 Las ecuaciones DVCS,

Como se expresara en la seccién 5.1, el modelo de LNG presenta
dos subespacios invariantes debido a que el hamiltoniano (5.5) no mezcla )
estados con un nimero par de particulas excitadas con los correspondientes a
un nfimero impar de particulas en el estado de energia no po-rtubadn £ s

El operador de paridad,}) , Be€ expresa. ;an funcién.do los ope-

radores de SU(2)-oono una rotacidn en //
o 7701, -J)
H= e . (5.34)

y tiene como autovectores a los estados de Dicke [m)——a{- '-+l \D con autovalores
( \ ::D resul ta un operador ciol:oo de orden dos ( _P 11 ) y sus

proyectores asociados ocon los subespacios siu&trico y antiaimétrico sons
R (1+P) (5.358)
B (1-P ) (5. 35b)

A
La accién de _:D sobre un estado coherente }Z> se determina

d
2
_L

\'I

con igual facilidad, resultando
Pled=F8) (5. 36)
dando un valor medio en estos estados de

W N
(e /Plz)=<el-&): (m’:' )=cosesi (5.37)

ademés, P efectha transiciones con (T Z /__)-) /_'j.' é > = (& IE >-': .{ .
Si se estudian las trayectorias de HFDT para distintos valores

del parémetro de orden .X' (5.12), se observa que s 1) pl!‘lR:.‘OllB trayecto-
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rias son los paralelos de la esfera de Bloch; 2) a medida que /Q/ar.ca a
partir de cero, las trayectorias (fig.2) se van ondulando ocon uplitud;;s
crecientes y 3) luego de la transicidén de fase aparecen las trayectorias
cerradas alrededor de los puntos utaciona.rioi.

Paralelamente con el incremento de /?/ aumenta la ruptura de

la simetria en el modelo de LNG. Si se evalia esta ruptura por
e \-. “!.‘f . r.f
A (¢ P))=max (cos@)=min (cos ©) (5.38)
en una dada trayectoria, se concluye que ella reviete mayor importancia cuan-
to mbs deformada sea la érbita (mayor valor de /‘{/ ) ¥y para nfimero de parti-
culas, ¥, bajo (como el estudiado en la seccién anterior) y en especial para
las tra.yector"iu que se acercan més a los polos (£= 0,7 ), es decir cerca

de las trayectorias criticas.
Para realisar la descripcién DVCS del problema conviene basar-

se en los estados de buena pﬂ-l'idld(x“ 80v)
[+3= J-i,f (1By-1-8)) (5. 39a)
| !
J-3= L (12> 4+ 1-2D) (5.39b)
b L '
y el hamiltoniano DVCS
ZO(M ¥-{m ":“O(-* #—l— + o i)'[- (5 40)

U

wm oty =4 (L1 cos"ew) 7

"

que corresponde a un estado inicial de Hartree-Fock caracterizado por ©- G{D).'
La métrica simpléctica - (2.16), (4.14)- resulta aqui

[a!

¢ o\
EJ (-cos @ +Xcen’@ cos¢l) (5.41)

fl

O_:(O ey (5.42)
_GC;\P O
con o =d pE (5. 43)
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- PE) = X, Pu(0) +%_P. (o) (5. 44)
( (43 cos ’ 'Je )

siendo s (8) = (1-cos @) L2+COs (5. 45)
e ) (L1fecosB)

De las ecuaciones (5.40) y (5.43) para el hamiltoniano y la
métrica se extrae la dinfmica de © y (P en la sproximacién DVCS

. -
o= - (3e’r3{e)) %?E‘{;( (5.46a)
(4,71}’ 2H

Finalmente puede obtenerse la fase relativa, ‘P s entre los

estados /) y |-) , siemdo su derivada temporal
A /
“H_-¢ (> ‘P—)’“‘v+"1f- (5.47)

donde o’ﬁ.;. es el lagrangiano de buena paridad,

Ly = <o) (4 <2 125 Hs) (5.48)

Es importante observar que la aproximaciém HFDT se puede recu-

perar de DVCS en el caso en queﬂ(CP)J’UOm la.8rbita.
5 2.4 Comparacién del resultado DVCS con la resalucién exacta.

Las ecuaciones (5.46) y (5.47) fueron resueltas para varios
estados iniciales del tipo de HFDT y varias combinaciones de nimero de parti-
culas e intewsidad de interaooibn.

Para {')l: ,f" 5, es decir valores del parametro de orden y el
nﬁiero de partiouin de interés a efectos de estudiar la ruptura de simetria, .
se obtuvo un retrato en fases (€, <P ), (fig.6), semejante al correspondiente
a K!'.DT aan oumdo debe observarse va.riunél en las érbitas en las cercanias
de 9201 7] como asi tambiém un corri-untn en la trayectoria oritica, dado
que la trayeotoria rotulada 10 gue se corfasponde a 't.rnvis de las mismas
condiciones iniciales con la érbita 10 de la Tig.1l (HFDT) resulta una érbita
cerrada en DVCS y abierta en HFIT. -
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1

2717

Figura 6s Retrato en fases DVCS. (/9(_' = 1.5)
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Es posible calcular, en conexién con este cambio en la ubi-
cacién de la érbita critica, la energia de la misma en ambas aproximaciones,

ésta resulta -EJ en HFDT y -£E) {l-"-{-—\;] en DVCS,

) Se debe hacer notar aqui que en la aproximacién DVCS el cam-
bio cualitativo de las 6rbitas (O, CP) que se experimanta al pasar de X<
a ;?3'4 no implica la oxiatencza de una transicién de fase, ya que el retra-
to en fases (fig.6) resultante corresponde a una proyeccién particular del

espacio de fases conpletc.r ©,9 . 7.¥), con 7= 4% |

De igunal forma que para HFDT seccién 5.2.2, se ha calculado
el vector polarizacibén ({i > Y 8l recubrimiento del estado DVCS con el esta-
do exacto para determinar el cehéortamiento de la aproximacién DVCS,

En la fig,7 se muestra el recubrimiento entre los vectores
de estado exacto, HFDT y DVCS para ;was,ﬂté y condiciones inioiales corres-
pondientes a la 6rb1ta rotulada 2 en la tig.é es decir ﬁ? f) fifCOSO 8 f}),
La me jor deacrzpcion resultnnte de DVCS respocto de HFDT resulta agqui notoria.
El estado DVCS se mantiene correlacionado en un 80% coenm ul exacto por un
ticnpo de varios periodos de HFDT.

— En la figura 8 pueden observarse los mismos elementos que en
la fig.7 para la 6rbita rotulada 7 (en la fig.6), que tieme condiciones ini-
ciales (8,@]:(&”’-050.6,0). la trayectoria resulta una rotacién en HFDT, obser-
vandose en este caso que la aproximacién DVCS da rcaultadns.luy préximos a
los de HFIT,

La poraligacibn (J) , resulta también un buen indicador ya
que representa el valor de expectacidn de los observables de un cuerpo, in-
tia;-entu ligadoa con ambas aproximaciones (DVCS, HFDT). En la fig.9 se ha
graficado el coseno del &ngulo formado por (J> 15500 (J) ! cos/3 , para
ambos métodos y en las condiciones de la fig.7 ( ;?’45 N 6 (6,¢0) =
(accos 0.8, 0))s

Resulta de la fig.9 un notable acuerdo entre DVCS y la reso-
lucién exacta, manteniéndose cos/f} muy cercano a 1l (/3'11 0) ei contraste

con las oscilaciones de HFDT.
En la fig.10 puede verse el mbdulo de la polarizacidén en igua-
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Figura 7s Recubrimientos entre los vectores-de estado exacto, HFDT y DVCS,
(N= 6 ,X=1.5 , orbita 2).
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Figura 8s Recubrimiento entre los vectores de estado exacto, HFDT y DVGS.
(R =6 , X = 1.5, érbita 7)



Figura 9s Coseno del &ngulo entre los vectores de polarigacibn.

(N =6, X =1.5, érbita 2)
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Figura 10: MNédulo del vector de polarigacidn. (N = 6, 2,/- 1.5 , érbita 2)
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les |
condiciones que las figuras 7 y 9, nuevamente se obtiene un buen acuerdo

entre la resolucién exacta Yy DVCS.

5« 3 Conclusionee.

Del estudio realizado sobre el modelo LMG surge con claridad

un cierto numero de conclusiones,

En primer lugar los estudios efectuados sobre el método HFDT
sefdalan una correspondencia entre la ruptura de las simetrias y el apartamien-
to df la funcién de onda aproximada (EFDT) del valor exacto. Asimismo los
valores medios de los observables de un cuerpo se alejan de sus valores exac-
tos con el tiempo, en mayor nedida cuanto mayor es la violacidén de simetria.
Puede inducirse de esta observacién que la conservacién aproxiiada de las
simetrias deberia ser una condicién necesaria de toda resclucién restringida
del problema de muchos cuerpos, |

| En segundo lugar 8e nota que en los casos de fuerte ruptnra
de la simetria el método DVCS, propuesto en este trabajo de tesis, es capaz
de realigar una substancial me jora en la resolucién restringida del problema.
No obstante lo cual, en el caso de que la simetria fuera conservada en la a-
proximaciéon HFDT, los resul tados de ambos nétoéos coincidirian, Es decir ﬁno
DVCS‘representa una me joria respecto de HFDT sflo 2i este dltimo tratamiento
produce une ruptura importante de la simetria.

KEn tercer lugar debe sefialarse que la mayor o menor violacién
de simetrias en HFDT depende no sdlo del modsiu, el valor de sus parametros
y el ntmero de particulas, (es decir de las caraceristicas del sistema),

gino que ademfe depende de las condiciones iniciales de manera critica, como

lo evidencia el modelo LKG.
Esta conclusién muestra que la validész de una sprqxinaoién no

lineal y sutoconsistente como HFDT debe ser estudiada en forma continua con

el tiempo ¥ depende del régimen (las condiciones iniciales) en que se estudia

el problema particular.
En especial, los resultados aqui presentados recuerdan las

caracteristicas esemiclésicas de HFDT que lo hacen poco apto para calcular en
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las zonas cercanas a las trayectorias criticas donde exieten caminos de
igual energia cercanos al de HFDT que interfieren con &1, permitiendo en la
dinémica exacta el efecto tdnel por debajo de la superficie de energia consi-

derada. (El interior de la esfera de Bloch en el caso del modelo de LXG).
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6. COLISIONES DE IONES LIVIANOS - HFDT

6.1 Potenciales de Skyrme.

Como se expresara en la seccién 3.1, el método de HFDT ha sido
utilizado frecuentemente para el célculo de colisiones de iones en fisica
nuclear,

La primera dificultad que se presenta al intentar este objeti-
vo es la necesidad de conocer el potencial con que interactiian los nucleones.
La determinacién de las fuerzas que dominan las relaciones entre hadrones
constituye hoy dia un capitulo abierto y en plena evolucién de la fisica de
particulas elementales. Para los fines propios del chlculo de propiedades
colectivas de los nicleos, se han modelado interacciones fenomenolébgicas,
apropiadas para su utilizacidén en bajas energias, que representan los prime-

ros términos de un desarrollo analitico de la matriz de interacciém, T,
(Skt 565 Vau 72)

TR,k )= to +E, (R*+R?) + £, R-R" +___. (6.1a)
© bien en la representacibén coordenadas

T(i,i):tog(x-z*]+[,(V25+5\72)+1‘l VSV (6.1b)

en estas expresiones se ha hecho omisién de las variables de spin e isospin,
con el fin de simplificar la presentacién.

La fuerga de rango cero, (6.1), se conoce en la literatura como
interaccién de Sk%rne(sky 56) ¥y ha nido util izada con mucha frecuencia tanto
en clloulos oitaticoﬁ cpmo dinémicoe en fisica nuclear. Una expresién mas
general de esta fuerza incluye un término dependiente de la densidad, o bien
una interaccién de tres cuerpcs, sin la cual no es posible reproducir a un

mismo tiempo los niveles de energia de los estados y la energia tota? de los

¥
nﬁcleon(sky 56' au 72).

Una expresién mée general de la interaccién de Skyrme seria:
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$E (Vi) =L, §t#) (1. B4
+L (Va2)+ Sx) 7)) 4

3 '{2’ V&:E-i')V 4—&“’{.1 (‘7_:+5}_)([75.V')S(2’:i’)+\/(5) (6-2)
donde E. es el operador de intercambio de spines
T las matrices de Pauli
Ve

el término de tres cuerpos que se expresa comos

Vi t §z-x) S(z 2, ) (6.3)
'(tc'r' o L, 'ts'%y /. son parémetros).

Cuando e utiliza esta fuersza en un célculo de Hartree-Fock
o HFDT se obtiene una densidad de energia .que depende solo de las densidades
de particulas y de la energia cinética. Si se daspreciaﬁ los términos que
diferencian a protones de neutrones y l.ns posibles orientaciones del spin

(Dav 82)

se obtiene la densidad de energia, ;,i( y definida por

SHHIF= j Flie) (6.4)

donde (’JCN/)"}f /; "i] y ﬂﬁ es el operador de adisimetrizacién, [¥)
es el deurminante de Slator. La expresién para 32( en fu.ncién de laz densidad

de particulas, SJ y ¥ de energia cinética, Ck, ess

$( - 5 T(z:)+3fog) 4_ (3t+5t2)82'+

2m
et I 6P s
x A _ 12
(con S)(Z): JZ ‘P (il‘kfil y (=)= 2 JVHD(ZJI
siendo \éoul_ Z'Z J Y S)(x_f) d':’ ) + término de intercambio

(2 / A = ntimero de protones / nfimero de nucleones).

La mayor ventaja de la fuerza de Skyrme desde un punto de vie-
ta computacional radica en que sélo es necesario evaluar un operador diferen-

cial, el laplaciano, para obtener las ecuaciones de movimiento.
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Para determinar el valor de los parémetros incluidos en (6.5)
8¢ ajustan las predicciones de Hartree-Fock para obtemer las energias correc-
tas en loe términos de volumen, superficie, simetria y Coulomb del modelo

de gota liquide, y el desdoblamiento de niveles debzdo al término de interac-

. . ., (Que 78
cién spin-érbita 1 ). La restante ecuacidén-se obtienn del ajuste de la
no localidad y la denesidad de saturacidén y més recientemente, se ha incorpo-
rado al ajuste de parimetros magnitudes como barreras de fisién (3" 82) y
centroides de resonancias momopolares, dipolares y cuadrupolares de los

2 (Eri 80)
nicleos .

En la aplicacidén al calculo de colisiones de iones suelen re-

alizarse algunas aproximaciones tanto por ragones numéricas como f‘.'usicanu.'..'v

¥ Eso ?7). En general el término de acoplamiento spin-6rbita es ignorado
(A,=0 ) debido a que su tratamiento demanda una duplicacién de la memoria
de cémputo requerida, igualmente los términos que contienen gradientes y
luplacianéa de la d‘istribucién {(z-2Z') son reemplasados por una interacciém
de Yukawa de corto rango gque ﬁrOporoionn mayor estabil idad al célculo.

La interaccién resultante produce una densided de energia

(despreciando los términos de intercambio) (Flo 78; Dav 82)

iy 5 Tez) +Y 2t,¢2 4l tigs

CouL
<2m

_+:fVde exp/—lxﬂcl/a) g(?c) ?(x’) (6.6)
4

|Z-%'] [a
Los valores de los pardmetros utiligados en este trabajo de

(Koo 77
tesis corresponden al conjunto seleccionado por Koonin y colaboradores f

Flo 78)
ty (MeV fl}) t, (lsv fa6) Y (MeV) [ a (fm)
| agn.66 | 17288, -363.044 | 0.4598

Efectuando la variascién del lagrangisno con la fuersza (6.6)

se obtiene la ecuacién de evolucién para las funciones de onda de particulas
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b o[-t T?
con
Wy, = V, Jo{%: exp (-1%-%'|/a]) ?(i,) (6.71)
|Z-x' | la
y
We=2e2Z [d% _4 5 (6.7¢)
G A,( Jz-2| o, e ’

6.2 Modelos bi y:tridimensionales.

Idealmente seria deseable resolver las ecuaciones (6.7) sin
m&s aproximaciopes (; y adn con menos! ) pero las limitaciones actuales para
este tipo de célculos llevan a la necesidad de realiszarlos con algunas res-
tricciones en las funciones de onda propuestas.

']
Existen varias aproximaciones que explotan caracteristicas

especiales del tipo de colisién em consideracidén, como sers colisiones entre

(Bon 763 Dav 81,78)

nficleos idénticos, colisiones frontales y otras « Los chlcu-

los mhs generales en tres dimensiones son realigados econ funciones de simetria

definida respecto de la reflexién por el planc de reaccién‘ylo 78; Dav 82)

Y, (x,xz) = /7) ‘f’(X,y,—Z) (6.8)

La discretigacién se realiga en general con respecto a la

posicién en una terna cartaliana(Flo 78 Dav 82) aungue esta forma de resol-

ver las ecuaciones (6.7) no constituye una regla.

Para sistemas simétricos, como los utilizados para e jemplifi-
car en este trabajo, se puede restringir aln més el conjunto de funciones de
onda requiriendo que éstas sean simétricas 0 antisimétricas ante inversiones

por el origen de coordenadsas

Yy By z)= /7/\’ Y-z,-y,-2) = 77;/7:\ Hl-z-y,2) (6.9)

La discretizacién en coordenadas cartesianas se efectia en
una malla de pa;o fijo,igual en todas las direcciones, debiendo ser este paso
menor o igual a 1 fermi, que es el espesor caracteristico de la superficie

nuclear. El tamafio del paso de la malla espacial depende también del orden
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de aproximaciém que se utilice para expresar numéricamente a los operadores
diferenciales,

Las técnicas para la resolucién de las ecuaciones (6.7) cons-
tituyen un capitulo aparte; baste decir que en este trabajo se ha utiligado
una aproximacién en diferencias finitas para 1os operadores diferenciales
(orden del error 0(A 15)) construfda a través de los procedimientos usuales

(Avr 72) (it 80; Flo 78) )

Y el método de gradiente con jugado ara obtener
los potenciales de Yukawa y Coulomb, fijdndose el paso de malla er 0,7 fm
para las colisiones alfa-alfa.

Para realizar la integracién temporal debe recurrirse igual-
mente a una discretizacién del tiempoj la solucidén discreta de la evolucién
se anlc;uentra con alguno de los métodos usua.lis para ecuaciones diferencisales
de primer orden, En el presente caso se utiligé un método predictor-correc-

y un Runge-Kutta
de igual orden para comenzar la integracién. |

Parﬁ el estudio de colisiones entre iones livianos (A< 100)
se puede recurrir a la aproximaciém de mantener congeladas las funciones de

(D 8a,b; Dav 82
onda en la coordenada perpendicular al plano de “l-ccisn( ev 78a,bs

Koo 78)

\}’afz-xzfﬂtfa“'%f) Y @) . (6.10)

Esta aproximacién permite ahorrar memoria de cidlculo y tiempo
(Dev 78a,b)
de cémputo con muy bajo costo en ocuanto a pérdida de precisidnm
en sistemas simétricos livianos. Se verificdé, en el presente caso, que una
colisién alfa-alfa con una energia de laboratorio de E/A = 20.75 MeV y pard-
metro de impacto fo- 2.8 1‘( , producia en ambos casos (con y #in la aproxima-
cibn (6.10)) las mismas trayectorias deatro de la precisién del célculo,
evaluada en una malla de 35 x 25 x 15 pasos y 35 x 25 en el caso bidimen~

sional.

6. 3 Aspectos cualitativos de las colisiones entre iones livianos.

Las caracteristicas generales de las colisiones de iones des~
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criptas con la formulacién HFDT resultan independientes de las interacciénes
utildizadas,

El tipo de trayectoria es determinado esencialmente por la
energia relativa y ol-nonanto angular inicial,

Para energiss cercansas a la barr;ra de interaccién y hasta
un cierto valor limite superior del impulso angular orbital, ?> s todas las
trayectorias resultan en la fusién de los ffagnentoa. Esta es definida ope-
racionalmente para aquellas érbitas en las cuales los fragmentos permanecen
unidos durante un tiempo suficioni;-enta largo (f{picamente la duracién de

una rotacién de 2/ del sistema dinuclear en el plano de reaccién‘rla 7#'

Dav 82) ).

Las trayectorias de fusién se caracterizan por la gran trans-
ferencia de energia desde loe grados de libertad translacionales colectivos
a grados de libertad internos de los nficleos§ =in esta pﬁrdida de energia
la fusién no seria posible.

Para energias de laboratorio mayores de un cierto umbral (ej-
emplos 54 MeV para colisiones entre iones de oxigeno) aparece un momento
angular limite inferior para la fusiédn, f< . Todas las trayectorias carac-
terigadas por un momento angular menor gue f< son muy amortiguadas pero no
llegan a la fusién. La existencia de un limite inferior para la fueidn es
una caracteristica que depende de la aproximacién, no encontrandoselo, por
e jemplo, en modelos de colisiones entre iones gque incluyen digipacién para
dar cuenta de otros grados de libertad no presentes explicitamente en la
descripcidn.,

La prediccién de un limite inferior para la fusidn puede ser
interpretada dentro de loe 1imites de la aproximacién HFDT como una consecuen-
cia de los largos caminos medios que presentan los nucleones (sece. 3.1) n.
las temperaturas de excitacién nucleares. Esto implica que las colisiones en-
tre nucleones tienen lugar esencialmente en la superficie nuclear, por lo
que ésta excita sus modos propios a expensas de la energia de aguellos,

La existencia de un limite inferior para la fusidén no ha sido

afin determinada experimentalmente, ni existen evidencias del mismoy resulta



de esta manera un tema abierto en la investigacidén de las colisiones entre

iones livianos.

La seccién eficas de fusién puede ser estimada utiligando una

aproximacién de corte abrupto‘ﬂan 78) Y la definicién operacional de fusién
e6:
o} = 4 Z (2e4) (6.11)
Kkt €

donde k ez el numero de cndas del movimiento inicial relativoe] si Be reali-
g3 la suma sobre los impulsos angulares que dan estados finales de fusién,
ge obtienes
Iy 2 _
o - 7 (@, +)-(L, +1) (6.12)
2
/JE

donde //es la masa relativa y
£ la energia cinética inicial medida desde el centro de masa del siste-

D&

6+ 4 Ruptura de simetrias en colisiones alfa-alfa.

A partir de los estudios realizados sobre el modelo de Lipkin
Meshkov y Glick, capitulo 5, surge la posibilidad de estudiar la fidelidad
Yy congistencia de una aproximacidén observando la evolucidn temporal del valor
Inadio de aquollos'operadoran asociados con las simetrias que no se conservan
expl icitamente en ellnbtodo_ntilisado.

En las colisiones de iones deben conservarse, enire otiro, el
valor medio del cuadrado del impulso lineal y el valor medio del cuadrado
del impulso angular, pero el tratamiento que da a ellos la aproximacién HFDT
resulta enteramente diferente.

Si se utilisa como estado inicial para la.colisién dos nicleos
en su nivel fundamental, suficientemente alejados a fin de que no interactfen
con sus fuersgzas de cbrto rango y enviados uno sobre el otro ocon un impulse
( AKR ) (éste es el estado inicial en todos los céloulos HFDT realizadoe
al presente (Heg G2y By 82)), se obtiene para los primeros tiempos de la

c6lisién, en los cuales los niicleos no han entrado aiin en contacto, que éstos
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se desplasan rigidamente sgin la solucién tipo solitén

Viz,t) =V (x- ’f;,#f ,0) (6.13)

No resulta diffcil mostrar que en estas condiciones cualquier
funcién del impulso lineal total, I? ’ yarman-c; constante en valor medio,
es decir que la simetria translacional se consarQ: exactamente (a todo orden
en P ) ya que el operador de ovolncién HFDT en ausencia de otro nficleo re-
sulta simplemente el operador de translacién espacial, Para estados posterio-
res de la evolucién no es posible predecir analiticamente el respeto de la
simetria a todo orden, por le que se ha estudiado el problema numéricamente

como se veri més adelante.

La situacién con el impulsc angular es enteramente distinta
desde el mismo instante inicial. Si se estima la dispersibn inicial del im-

pulso angular segiun la relacién de incertoia
, 2
Folent-X . (6.14)

con 2 el &ngulo sblido subtendido por cada fragmento desde el centro de

masa y considerando un nficleo esférico de radio d a una distancia R del cen-

tro de masa, segfin el esquema

Y|
d \
R\

//‘?"-\-\—__ - ____/ _'-_',_.- — -‘/___.
’/ 3!2] f,_-f""1\ P T z
{ s Q-

4 / I
\ e
S ————
resulta (> ﬂdzy se puede estimar
2.
i g~ R % (6.15)

Ji T 44
Volviendo a la solucién tipo solitém de HFDT, (6.13), consi-
derando gue la oolisién se produce con un parémetro de impacto q, se obtienes

9 :2#“32 +(Zo"/f]2)% © (6.16)
d
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que muestra que ain en ausencia de interaccién nficleo-nicleo se produce una

ruptura de la simetria rotacional. La magnitud relativa de este efecto pus-

de estimarse comot

)HQ’ (6.17)

| ( 2
= + Z-—Vt
1 dh 4_ (o )/{31
resultando la variacién a lo largo de una trayectoria ( —d ¢ x ¢ d ) del
orden de
2 {la
AT 1-*_((1+(.ci))_} (6.18)
(4) dR 9 :
que es de poca importancia sdlo para colisiones periféricas o de parametre
de impacto afin mayor.
Un chlculo més ocuidadoso del valor de la dispersiém del mo-

mento angular para un nficleo esférico alejado del origen, produces

G2 ~ 2 .32 2 2
b 59 Po + G R -2, R-p (6.19)
donde g;;:(B’ es la dispersién espacial
% = G es la dispersiémn en impulso
> P)-
PFo el valor medio del impulso lineal
_ la correlacién
& O:‘:Px_o):!’y
N\
Gepe =gy < ZPuct P2 v

Ademfs de este efecto debido solamente a la translacién rigi-
da de la funcién de onda que efectaa HEDﬂ deben sumarse los efectos colisio-
nales , pues este tipo de dinamica de campo central al desechar las interace

ciones de dos cuerpos introduce una nueva contribmcién a la ruptura de sime-

tria.
En primera instancia el método de HFDT se encuentra més adap-

tado para la conservacién de la simetria tranelaciomal que la simetria rota-

cional.

Con la intencién de estudiar numéricamente el tratamiento de

las dispersiones de E? y g gse ha desarrollado un programa de cflculo de
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colisiones simétricas en tres dimensiones y uno an&logo pero bidimensional
siguiendo en general el irabsjo realigado por Flocard y oollborndorg.(rl° 73),
programindose asimismo el cilculo de Hartree-Fock necesario para obiener las
condiciones iniciales. | |

Los programas bi y tridimensionales fueron comparados a lo
largo de una colisién alfa-alfa a 20.75 MeV de energia cinética de laborato-
rio por nucleén e impulso angular f;=2-8t; no habiéndose observado diferen-
cia significativa alguna entre ambos tratamientos.

Debido a las restricciones en 1a disponibilidad de elementos
de computo se estudid una serie de cuatro trayectorias para colisiones alfa-
alfa a 20,75 MeV por nucleén (energia de laboratorio) e impulsos angulares
de 0%, 2.8K, 7% y 11% utiligando el programa bidimensional. (Cabe acla-
rar que ninguno de los programas posee mis restricciones para el cflculo de
colisiones entre particulas mis pesadas que las debidas & la disponibilidad
de menoria y tiempo de cémputo),

Los célculos fueron realigsados en el computador YAX-750 del
Instituto de Chlculo (FCEN-UBA) demandando cada trayectoria alrededor”do 10hs,
de unidad central de proceso (con utiligacién de aritmética de punto flotaate
por "hardware" ) corriéndose en una partioi&u'de 200K bytes con faoiiidades
de memoria virtual. (El tamafio aproximado del programa bidimensional es de
450K bytes). (El tiempo real utiligzado por cada trayectoria puede estimarse
en 30hs. ).

El célculo fue realisado en una grilla espacial cartesiana de
0,7 fm de paso, estando la caja formada por 33 x 25 x (15) puntos. El paso
=25

de tiempo empleado fue de 7.9 x 10 “seg., realizandose la integracién con

un método predictor - corrector de orden ‘At5 con la férmulae de)Adans, inis
Hil 36
ciandose el procaso con un Runge - Kntta de igual orden ( . Tnnta la
energia como la nornal;zac16n y el valor medio del impulso angnlar se mantu-
-4

vieron constantes dentro de un error numérico relativo de 10 ¢y lo cual es

perfectamente compatible con los standards aceptados en este tipo de irabajos
(Neg 82; Dav 82)

En la figura 11 se muestra la posicidén relativa al centro de
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la.sa, R/2, de uno de los fragmentos para las distintae trayectorias. Las fi-
guras 12 a 15 exiben, rcspactzvamanto, la energia cinética colect:.va, el
momento angular colectivo, Lt)=(R A P)z y las dispersiones G:j: y G',Ff g

La figura 16 muestra un clésico gr&fico de la densided de
particulas proyectada sobre el plano de r-uwcién para uiu trayectoria con
£,-28F,

Del estudio de estos resultados resulta claro que las trayec-
torias elegidas caen dentro de lnls ires clases fosiblen p“-‘ iones livianos.
Las &rbitas fotnla.du por é,= ot Yy (a=2-8k corresponden a las colisiones fuer-
temente in-eliaticu p&r deba jo del llnitla inferior de fusién, f< { la 6r$1ta
ﬂozw? representa a las .tra.yectoriu que culminan con la fusién como lo mues-
tra el comportamiento de R(t) y la gran disipacién de energia (fig.1l y 12)¢
la érbita con [3:1“1’ corresponde a una colisidn periférica que es evidenciada
por la poca deflexidn de la travoctoria. Y la relativamente escasa transferen-
cia de energia y uomento angular hacia grados de libertad internos=s.

El anflisis de la transferencia de momento angular desde el
movimiento relativo hacia los grados de l_ibsrta.d de particula, fig.l3, sefia-
la que este proceso resulta de gran importancia por.sobra todo en la trayec-
toria de fusién, ocurriendo este flujo de nonen-tvﬁ angular en un tiempo del
orden de 7.9 x 10-23 seg. en coincidencia con la etapa disipativa de la coli-
sidn, fig.12.

- Para los objetivos de este trabajo las figuras 14 y 15 resul-
tan las mis trascendentes, Puede observarse en ellas que para ambas disper-
siones las trayectorias por debajo de la ventana de fusién l/‘,:Ot; é:?.Bﬁ)

" dan resultados coincidentes. En segundo lugar la trayectoria cuasieléstica

( fo: 4/, ) produce las menores amplitudes (5}2},“ s SRR ..

En tercer lugar la trayectoria de fusién (fa=7ﬁ ) se desvia significativamen-
te las restantes (fig.14) corriendo el extremo absoluto hwlil. tiempos mayores
Yy derivando hacia dispersiones menores que en los otros casos.

La dispersién del momento lineal exibe una amplitud méxima
relativa (diferencia entre el supremo (t= 190 pasos) y el infimo (t= 260 pa-
sos) ) de aproximadamente el 25% para la ocurva rotulada por (::Jf,"y menos
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Figura 13s Momento angular del movimiento relativo.
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Figura 15¢ Dispersién del impulse lineal total.
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del 12% para ;(:J?#. Debe notarse que la mixima dispersién se produce en
coinoid;ncia con la mixima energia cinética para el movimiento relativo
(fig.12).

En contraste con esta situacidn, la dispersién del momento
angular sufre una variacién relativa entre el 88% (é: OF) y e1 80% (/;,:Uﬁ ).

Los puntos extremos de ambas dispersiones se producen en coine-
cidencia con el punto de mayor interpenetracién de los nficleos.

Para estudiar qué parte de la importante ruptura de simetria
que se manifiesta en la fuerte variacibén de Cai corresponde & la translacién
rigida de la funcidn de ﬁnda, genialada como solucidén tipo eolitdm de las
ecuaciones HFDT, (6.13), se ha graficado, fig.17, la diferencia entre Cﬁi y
el valor predicho por la ecuacién (6.19) congiderando tanto a R como a BRo
funciones del tiempo y manteniendo constantes los restantes elementos.

Del anélisis de la fig.17 surge que la principal causa de la
variacién de CE: es la manera en que HFDT conduce el movimiento libre debien-
doan & silo in > inisniin in I »\netrin ant iow connn /o: ot,.2.8% y Ut ,
como asimismo en las primeras etapas de la trayectoria de fusién. Respecto
de esta iltima debe notarse que una nueva e importante contribucidén a la

variacibn de CE; se hace presente al tener lugar la fueién (Gltimo sector

de 1a curva).

6.5 Conclusiones.

El tratamiento que da HFDT a las simetrias rotacional y trans-
lacional resulta completamente distinto. _

La simetria translacional es aooptablenentc-rtapctnda al veri-
ficarse la conetancia del valor medio del impulso y una fluctuacién de no
mayor importancia en la dispersibén, que es de esperar sea ain menor para
sistemas mie pesados gue el aqui tratado,

Por otro lado la gran variacién que sufre la dispersidm del
momento angular a lo largo de una trayectoria (no menos de un 80% del valor

inicial ) evidencia que HFDT no estd especialmente adaptado para respetar la

simetria rotacional. La importante variacién que sufre CE; se debe principal-
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Figura 17¢ Dispersién del impulse angular, restado el efecto de la translacién.
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mente & la translacién rigida (clasica) del paquete de ondas, pero no puede
de jar de notarse la contribucién gque aparece en la etapa de fusidn.

En lo que respecta al momento angular podrian resumiree las
caracteristicas de HFDT comos a) dependencia critica de la clase de trayec-
toria respecto del valor inicial del impulso angular. b) La fusién se carac-
teriza por una marcada transferencia de momenio angular del movimiento rela-
tivo a grados de libertad intrinsecos. ¢) La no conservacién de la dispersidn
de Cai s 12 cual se debe en primer lugar a la translacién clésica del pague-
te de ondas y en segundo término a los efectos colisionales contenidos en el
campo promedio,

Esta perspectiva con junta sefiala la necesidad de incrementar
los esfuergos para introducir una descripcibén mfs acorde con la meclnica
cufntica en lo que respecta al impulso angular ya que resulta extremadamente
dificil discernir en el presente estado si importantes predicciones como la
existunéin de un momento angular limite inferior para la fusibén se deben a
la naturalegza fisica del problema o al hecho de haber desechadc en la aproxi-
macidn las interacciones con caminoes vecinos a la trayectoria clésica que se

evidencian en la ruptura de la simetria,
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4. COLISIONES DE IONES LIVIANOS -~ DVYCS.
T.1l-La simetria rotacional.

De los estudios realizados sobre el método de HFDT, presenta-
dos en el capitulo 6, surge con claridad la necesidad de dar un tratamiento
de naturaleza cudntica al grado de libertad asociado con las rotaciones, ya
que por un lado éste juega un papel critico en la determinacién de las carac-
teristicas de las trayectorias, en particular de aguéllas gue tienen estados
finales de fusién, y por el otro, la simetria resulta fuertemente violada
restando credibilidad a resultados de importancia fundamental como la existen-
cia y la ubicacién de un limite dinferior para los impulesos angulares de las
trayectorias de ftu;:i.ér'l(]h"r 82y No 105 Nex 82).

Desde esta pars.Fsctiva el método DVCS aplicado a la conserva-
cién de la simetria rotacional puede proveer una referencia importante para
la comparacién, pues este tratamiento, igualmente microscdpice y semiclésico,
permite priviiegiar la descripcién de las rotaciones con una formulacibn més
cercana & la mecinica cuéntica, incorporando términos de mis de un cuerpo gue
refle jan algunos aspectos de la interaccién residual. Esto posibilita una
mayor transferencia de momento angular del grado de libertad colectivo (mo-
vimiento relativo de los iones) a la dinfmica interna de los niicleos.

Por razones de simplicidad y economia de esfuerzo, se ha con-
centrado el estudio sobre las rotaciones alrededor del eje perpendicular al
plano de reaccién, que son las que determinan las caracteristicas de las tra-
yectorias HFDT. La presentacidn tedrica en el caso tridimensional no presen-
ta diferencias sustanciales salvo aguellos detalles de formulacién asociados
con el carécter no abeliano del &lgebra de Lie del grupo de las rotaciones,

de modo que no se hari explicita en este trabajo.

Al igual gue en los cilculos HFDT (capitulo 6) se considera
que la fuerza estd estructurada de forma de compensar los términos de inter-
cambio y que las simetrias de spin e isospin se respetan en primera aproxima-

cién. Asimismo se considera que las particulas interactian binariamente con

un potencial
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2 R,

donde loe valores de los parimetros son los utilizados en el chilculo HFDT

Vi (i-3,) - Lo 86-7) +2 &8 L 4w Va epb!Z Aully) (1.1)

(6.6), agregandose de igual forma la interaccién de tres cuerpos

, - % §ci-x,) (%,-%,) (1.2)

o como V3 dependen 26lo del mbédulo de las

posiciones relativas de las particulas, el operador de impulso angular cone

Puesto que tanto V

muta con el hamiltoniano exacto.

Siguiendo la teoria desarrollada en el capitulo 4, se propo-

ne la funcidn de onda A

14,03 do fo) Ry iy 18- L AT 1D

(Al

y para los fines del calculo que sigue, se representa a la amplitud f-, por

medio de una expansién de Fourier,

x -imaO
Ji)- 2 e «a, (7.3»)
Por otra parte,
Ra)= exp (1 q) (7 3¢)

ee el operador de rotacién alrededor del eje perpendicular al plano de la

reaccibn.

Es conveniente resumir aqui el conjunto de ecuaciones obteni-
_ do en el capitulo 4 para la formulacibén DVCS, en el caso en gque el operador

asociado con la simetria de interés es el.impulso angular:s la accidén seré
ty s
5=J{ dt @.f](:3, -H)Ig.f) :Jt L) dt (4.3)

donde el lagrangiano adopta la forma

L2 2 Jiand, @RI+ ila,l @IP e -
e, 1 IR HIED) (4.5)
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¥y los proyaotoraa,f% y 8¢ escriben explicftamente comos

71 . .
_ 4 J e k¥ o
w= g ) (7.4)
De la variacidn de la accién, (4.3), se obtienen las ecuacio-

nes de movimiento para los pariametros Ed,j)’ { f¢§)} « Las primeras se tra-

ducen en las leyes de conservacién de la probabilidad de medir cada autovalor

de J

2z v ©8 decir

Ja ¢ [RaIB) = B AIPNG §> = X (t) = =, (0) (411)

La ecuacién de evolucién de los estados de particula indepen-
diente se obtiene de (4.12) realizando la variacién que simbdlicamente se

expresa como:

¢ (4t s (i <BIPuldY _ <@IEHIBI\ 0 .
;,;j o ’“( @IPuld) (qif/PMIJ)}- i

En la préctica, el simbolo 8;( se concreta en diferenciaciones
respecto de las funciones de onda qéJ de (7.3a), de modo que (7.5) en rea-
lidad da lugar a un sistema de escuaciones da.uoviniento acopaldas. Global-
mente, la ecuacién (7.5) representa la dinémica promedio de las dindmicas
en loe subespacios ortogonales rotulados por . 'los autovalores de Jz. ’
pesadas con la probabilidad de encontrar al sistema en cada subespacio.

Para la resolucién de las ecuaciones (7.5) es necesario cono-
cer la métrica simpléctica, (2.15), (4.13), gue ellas producen. Teniendo enm
cuenta que se han despreciado los términos de intercambio en la formulaciém
de este modelo de colisiones, el valor medio del prOyector,‘E; , (que ez el
punto de partida para la obtencién de la métrica) se expresa en funcidm de

los vectores de estado de particulas comos

— A
BIFnlg> - ﬁ;j,g:l,n f. %’Pﬁ MSP (7.6)
Ipﬁ:m

en cuya derivacién se explota el hecho de que JZ es un operador de um cuer-

poe, por lo que
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er:J,_-Q. B} ezJZ JZ(JJ-)Q_. /-,? e(‘Jz{’ﬁ)ﬂ

g (7.7)
siendo entonces
A
P2 7 T,
m - ('md-},(-]:l,A (’gl
ZM&:M

Segin lo seiialado en el capitulo 4, el tensor eimpléctico se
obtiene comp:

a, NZ (a

JK

G)

2
a%, 57 ax)fn P 1B (a14)

/
R

En el caso en estudio los pariaetros pueden identificarse

{JJ
con la parte real e imaginaria de las funciones de onda de particula que de-

(Kor 76)1 tanto para el anéali-

finen los pares coordenada impulso (&e#@y]i&é)

eis como para el cdlculo explicito es conveniente considerar la parametriza-
¥

cién comple ja con las coordenadas independientes 9% y J Yy B8e obtie-

ne de (4.14) el tensor métrico para este par comos

/ . =
0— 4 'a_y'c.l' fm P .
ik 'Lp M 3% 9?‘;& <¢/m’¢> (7.8)
resul tando
= _ . Toss ﬁ FolB 19, -
By =-ige=4, %"* B zni felR Ie)

_Zlalm Z ( B 1gSed [P
e W s Emgem 5 1% %k,

PN AR DY (7.9)
Cik,j
Es conveniente notar que los Bji son los elementos de una ma-
7)

triz de operadores ya que estd formada esencialmente por log proyectores /, .

El operador B asociado por (7.9) a 1a métrica, resulta semi-

definido positivo, pues
l
2/BIPY= 2 1% 12(/}”,3 /p) _<_P_! #31° } (7.10)
/"‘/f' 3>
donde VS = 2 Z_M¢>[ﬁ>:§}%>

< v
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Y por la desigualdad de Schwartsz g‘ngr‘li“da(.el 65)

7132 EL ‘> 9

y teniendo en cuenta que

CLIRIGY @BIR.1$) ) [ 17, 193] :
por lo tanto

PIBlE) ) O (7.11)

cumpliéndose Bolo la igualdad para el caso en gue

VY= M) obién  /Py=-), )

lo cual aBegura la resolubilidad de las ecuaciones DVCS,

7.2 Recubrimiento gaussiano.

La resolucién numérica exacta del sistema de ecuaciones DVCS
para el problema de las colisiones entre iones no puede ser abordado con
nuestra actual disponobilidad de elementos de cémputo, afin cuando se proponga
un canal de reducido espacio de configuraciém como la colisién alfa-alfa, |
Resulta entonces necesario realizar aproximaciones a las mismas.

El principal problema a resolver es la proyeccién de la fun-
cién de onda en los subespacioe propios del momento angular, o en forma equi-

valente, determinar la funcién de recubrimiento, ;?31),

@)= &|R(n)P) (7.12)

y la energia de correlaciénm, }?LQ),
Hiay- bl HRia) 16> (1.13)

Este inconveniente ya ha sido encontrado por otros autores
(hs’ 60y Tuw TOy Brd 68“'bf i Bs)tanto en problemas estaticos como dinémi-

cos. El procedimiento habitual ha consistido en recurrir & una aproximacién

geussiana de /2/2) y H(@) en a1 intervalo [-TT/ZJ Zr'/i] -

Fla) > (Bih> eéé)ﬂe'?ﬂ/ﬁf (7.14)
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d f(2) = F(a) ( PIHIB) ,: q o H,_z) (7.15)
<Pl 2
donde

l= (DI4, /é)/@j/p’)

7 = <¢/lel¢’)/(¢/¢)
ty= (Bl (a0 H 18))/ch 1)
= (<P 1 (L-00H Uy-0)185 -9 GIHID) ) [e3 1

La hipdtesis gaussiana tal como esti aqui presentada ha sido

utiligada en el caso estdtico para el anélisis de bandas de energia rotacio-

(Lam 68; Fae 70)

nales a partir de un estado de Hartree-?ock o modos vibracio-

Brj
(Bri 68a) estableciéndose una estrechn vinculacién entre esta aproxima-

(Bri 68a,b)

nales
cién y la denominada "aproximacién de fases al agar" » habiéndose
obtenido un buen acuerdo con el célculo exacto para valores grandee de 7. .

La aproximacidn gaussiana ha sido igualmente utilizada por H. Reinhnrdt(a‘i

83) Y colaboradores para expandir la funcién de onda dependiente del tiempo
alrededor del camino clésico (HFDT) para el caso en que €5ta sea una aproxi-
macién justificada y suponiendo que no existe modificacién de la trayectoria
semiclasica debido a la perturbacién generada por los caminos cercanes,

La aproximacién de recubrimiento gaussiano significa una supo-
sicién =acerca de los momentos de la densidad determinantal lﬁélz, congide~
rada como distribucién de probabilidades de la variable aleatoria Jz_ . ﬁa
efecto, como

Ble™P gy =2 z- (t-ﬂ G117 18)

vale para todo 2 & [-/7 77} , proponer (7.14) es equivalente a afirmar que

<Pl =S " 1>
- CINART Y o_

2
Estas hipSteeis asignan a fﬂw el caridcter de distribucién
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gaussiana y consisten bdesicamente en afirmaciones acerca de la forma ¥ natu-
raleza de las correlacionee de la variable estocdstica Jz_ Que se espera
dominen el prt;hlena en estudio. En este espiritu , la propuesta del recubri-
mien to gn.ussi.ano asigna un rol relevante a la ﬂiupersién ? ¥ puede compren-
derse me jor luego de un anflisies de las caracteristicas més importantes de
.7?42) y Je((ﬂ).

La funcién ;ZQ) tiene médulo méximo para 2=0 (en virtud de
la desigualdad de Schwartz) siendo ademés 7[’0) real. Por otra parte 7(&;)
puede escribirse como producto de los recubrimientos para cada particula,

f;(ﬂ.) , Ya que en virtud de (7.7)

Tty =7 f; = (7.16)
fi= F:lRe)If:)

A este par de condiciones globales debe agrgarse la traducciénm
geométrica del hecho fisico de que las particulas se encuentran localizadas
en cada nficleo, lo que implica que la superposicién seré minima (cercana a

cero) si se rota la funcién de onda em un &ngulo recto
BIRE,) D)~ O (7.17)

Por otra parte, una aproximaciébn a la funcién de recubrimien-

to, j?g), debe cumplir con las condiciones de contacto en -0

A(0)= (ﬂﬁ/é) (7.18a)
g‘i R0 < Gl 19) (7.18b)

SF[ = - LBl 1B (7.180)
o9 R-0

Es facil ver que este conjunto de condiciones -ec. (7.16) a

(7.18)- se cumple para una aproximacién del tipo gaussiano

Zwy> bl e e gDt (7.19)
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con 3, b4 82' funciones reales gue deben cumplir ademés las siguientes

condicioness
8,}:1);0
Lim  9:08) _ 4 fum Qi) _ Y
S0 Q% a0 L

para satisfacer las condiciones de contacto en 2= O .

La eleccién més simple y a la ves unual,es(Lm 68; Fae 703 Bri

S8k Ty Re1 53) la llamada hipétesis gaussiana, ec. (7.14).
El rango de validez de la hipStesis gaussiana no puede deter-
minarse en general, pero por su génesis, su utilizacién estard justificada
cuando 7(52) se emplee como niicleo de un operador integral sobre funciones
muy concentiradas em un entorno de D0,

Siendo l1a expresién (7.14) de validesz local, para extenderla
al rango -/7<2<77 (dominio de integracién para la proyeccién) debe uti-

lizdrsela tanto en -0 como en 2=/ 3 en el caso de tener /55) una sime-

tria definida, este criterio da lugar a

Q- 0(a- = (Q-ﬂ)2
Tlo)~ (,2/5:2) & L ¥ (an)e ) 25
= fz ;ﬂfa

donde _?,,{%i es la funcién caracteristica en el ‘intervalo [“%;ﬂfz] .
Puesto que en principio resulta de interés estudiar la apari-
cién de correlaciones de muchos cuerpos inducidas por la evolucién temporal
segiin el método DVCS a partir de un estado inicial de particulas independien-
tes, [¢> , las condiciones para la utiligzacién de la hipétesis gaussiana se
verifican en este caso al menos en un entorno del origen de tiempos, ya que

la funcién de onda inicial propuesta es del tipo

/6,4 5=I¢P) :J §@ fw)lg) da

estando J(.Q) concentrada en -0 .
El anflisis del término de energia de correlacidn, )‘%/(52.) (7:13);
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puede hacerse de manera seme jante al de 7/Q). Como el término ssociado con
el hamiltoniano presenta un méximo en <=0 , siendo fﬂtﬂ real (dado que
el hamiltoniano es hermitico y acotado inferiormente), ajustande la funcién
Yy sus derivadas primera y segunda en el origen ( 2= 0O ) se pﬁado proponer
la expreeidn (7.15) con iguales Iinitos de validez que (7.19).

En forma consistente con la aproximacién (7.15) para ?Vﬁl).

puede proponerse para todo operador A, que conmuta con el impulso angular JZ.

(HIR)AIB) = (BIA R()IP) ~

x Tla) (WA |,
" (G k- )

dende Az = (B -\AIDD g i)
Ao = (BICOA L-2) 18> - 9 GIAID) 116>

(7.20)

que completa el cuadro de aproximaciones relacionadas con el recubrimiento

gaussiano.

7.3 Las ecuaciones DVCS en la aproximacién de recubrimientoc gaussiano.

Con la ayuda de la aproximacién de recubrimiento gaussiano

ee pueden obtener las ecuaciones de movimiento de los parfmetiros gdhj ¥y

(i| e (1.3).
La integral de accibén, S, esti dada por (7.3) y el lagrangiano

ﬁg cuya expresidn genérica es (4.5) tiene la forga, en este caso,
Lit)= 2 & LML P’ tia, (<¢5/{3> Pfﬂ'@ﬂ;(’)!é)?r—
- L B0 D)IB T )14

) -
('P <¢/Hﬂ¢> Py P

I 2
Y ﬁ1 Z i M

sz }J (7.22)

donde 'Ef .1,’774[ dn e MR o BIR ) B>

Los valores medios de estos momentos en la aproximacién gaussia-
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na pa.ra./(-il) » luego de extender los limites de integracién hasta infinito
( ? >>{ ) son los siguientess

2
PS . L cplgy oMy

27 pfzg (7.23a)

P = (P U-m) (7.23b)
£

(A (O AW (7.230)

para los n pares (impares) si !9!5) es par (impar) ante rotaciones en /7 ,

anul Andose los ’I?: en casoc contrario.

La variacidn de la integral de accién respecto de Q;ﬂ produce

las ecuaciones

P> (ddptia, (@B +-t) <Bli-0)ID)
m [ * («zs/@ .,.m? fdxd,f) g

yd (<¢/((J-Q)a-?) Bich145))) =

aﬂam(%+u%ﬂ +J((&;]2~')}"sz) (7.25)

y en forma andloga a (4.11) se obtiene la integral de movimiento

' Py = (#) = %,,0) (7.26)

I

con cuya expresién es posible reducir la integral de acciém, S, para realigar
|

la variacidn segin ; :I'*J y obtener el equivalente de (4.12) en el caso presen-

te, & saber

P T i >_fz<'/(u ol
S-Jt,dté m (?,a%> '?5 H¢)492m(5z!/(£{;ggfd>_

/HIp>
(i )]
donde () = (% y sz:((n:x_-_f)l_ 4)_4
’

Las sumas involucradas en (7.27) se resuelven de inmediato ya
que o, o aa(o):(ﬁ\) y por lo tanto (d:-f/lﬂ” /f‘i! )‘gmm[?@‘mﬁq '¢> :gf’é\.:-{

|§, §) esté normalisada inicialmente, entoncess
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2 R 2
r%-o('“-l }Z.ofmm :fo ,go{mmzz 90 -fjo

m

eon 70 ¥y /o los valores iniciales de P y Z « Por lo tanto es

Z ) y y
S - dle,( @) - @IHIES, o {(;tf/(J-x)/gﬁ')—Hz )+

t B%) Blp) Fid>
22 [ B ((1-0)"9) I ’

con L= (éo'f) /?
y —Qz = (gf_ﬁfipo & —L
A

De igual forma el valor medio de cualquier observable que

conmuta con Jz , ¥ en particular el hamitoniano, queda expresado comos

_ )
SBAIAIBS) = % 4

190 1) (¢dlG-0)AU0)Ib) -9 BIAIB)
*3 (? )? (¢/(Jé§)/¢(;€m2 ! %57y ) )

Anticipindose un resultado que seri extraido a partir del

chlculo detallado de la variacién en el apéndice B, se ha hecho uso de que
(?!/‘IZ/d)/(gj/é)“'{o para todo tiempo. La igualdad queda justificada al

observar que existe una variacién aseciada a K}ﬁ) del tipo Jz Ké) y puesto

que Jz conmuta tanto con la métrica (7.9), como con el hamiltoniano, debe

sers

0= (Bf 11,184) = <¢(/¢_J_,;é/f> - Lo (1.30)

(en el apéndice B se demuestra que (7. 30) es consistente con la aproximacién

gaussiana).

La obtencién de las ecuaciones para las funciones de onda de
las particulas a partir de la variacién de S (7.28) es un proceso de chlculo
large que no entrais la aparicién de nuevos elementos. Este cilculo esta

descripto en apéndice B, del cual se extrae la scuacibn de evolucidn
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donde lq"F es el hamil toniano de Hartree-Fock
k = 3 2 (7.32)
+ 9 jwzj ) gipdy 42 1y 9
“n o= wuu 7flrx) - Z o) JAG:I(%*F{J(’CJJZ

Y ®e ha utiligzado la notacidén
ﬂ(x):r_%;% (QZ*(JZ-:J&B@’) z JJ (x)
= u (7 (-2 '?s)gilf") = HZS)
?A"‘ﬁg | (7 (-4 ) e
1 J@-‘J r7f L
N 5

gw (434 A T ] (22, ) e +

l]z(x)—

$ A=

d

+ 0 [waj)ﬂ ) ;) dedly + 2 Vieg) Jie [ty Ardjj
+ 52, | = t J(.D(xis?(ﬂ? (z)\dx Z{% Ly aL_j *‘;‘U rac? HX*
Siendo V@(ﬂ): t ‘r("j (x-4) +b§ x-j)

Se puede buscar una solucién a (7. 31) de la forma

i;ﬁ(} _ L]HF?% + \{JJ (7. 33a)

donde h' es la componete de la derivada temporal proveniente de haber in-

C-OU.L

cluido en la funcién de onda total correlaciones de varios cuerposj la funcién

‘h cumple con la ecuacaidn
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Comparando el lado izquierdo de la férmula (7.31) con (7.9),

surge al estudiar el término diagonal gque la aproximacién gaussiana implica
140 () )~ 2 1, U7 Gl 19T, (a0
2 S R R e “ d
Como el operador de la derecha en (7.34) es definido positivo,
debe tener iguales caracteristicas el lado izquierdo de la igualdad,o sea

(_{-I —%2 [(J;(,A)Q_?A]) 50 (7.35)

Z
¥y dado que CJ:'% ) es un operador definido positivo y no acotado, la condicién
(7.35) implieca

Q%0 ; ?o Z? (7.36)

y 2939, /;;) )‘/d (7.37)
Las condiciones (7.36) y (7.37) fijan los limites en que el

gistema de ecuaciones (7.31) o (7.33) puede resclverse.

7.4 Célculos numéricos,

El estudio de las ecuaciones DVCS (7.33) se realiszd numerica-
mente discretigando Qébﬂ en una malla bidimensional, proponiendo la facto-

rizacién
¢ (74)= @y terst) X G2) (7.38)

en ﬁnn aproximacién de coordenada congelada similar a la utilizada en los
chlculos HFDT del capitulo 6.

El an&lisis ?e 1imité a colisiones alfa-alfa por las limitacio-
nes de memoria de célculo y tiempo de computo que existian, discretisgéndose

ﬂ% en una malla de 35 x 25 puntos y un paso de 0.7 fm, asumiendo una sime-

tria de ?6 respecto & inversiones por el origen

('éj (£)= 7] fQ{J (%) (7.39)
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75 paridad de la funcién j-é&sima

¥y ajustando ;5(2] (7.38) por una gaussiana cuya dispersién en la coordena-
da g es igual & la que Ee oﬁtiene para las coordenadas x § y al realigar el
cdlculo de Hartree-Fock que provee el estado fundamental de los nicleos.

Los operadores diferenciales fueron aproximados por diferencia

(Abr 72)
2 un orden (/ x)5 utilizandose para la resolucién de las

(it 80)

finitas

ecuaciones (7.33) el método del gradiente conjugado que resulta

aplicable siempre y cuando el operador de la métrica sea definido positivo
como se requiere en (7.35).

La integracién temporal se efectud con el método predictor-

(Hil 56)

corrector de Adams comprobéndose que tanto el valor medio de Jz como

la energia permanecian constantes dentro de un error relativo de 10—3.
El potencial utilizado en el calculo fue una versién simplifi-

cada de (7.1)
Vleg) = to E&3) (7. 40)

reajustindose los parfmetros de acuerdo con el trabajo de Bonche y colabo-

radoroa(BDn 78)

t, t3
3

-1099. MeV fm 17624, MeV fns

con los cuales se obtiene una energia de ligadura por nucleén para las parti-
culas alfa de 8.6 NeV, y una barrera coulombiana de aproximademente 1 MeV
(Dev 78h).

Como estado inicial de la colisién se considers dos nficleos
de 4H¢ en su estado fundamental (de Hartree-Fock) ale jados 5.6 fm del centro
de masas del sistema en la direccidén x, con distintoes parinatros.da impacto.
Se provee a cada niicleo de un impuleo Ak con direccién (<x) =al centro de
masas al muttiplicar por exp(-ikx) la funcidén de onda resultante del cédlculo
de Hartree-Fock; el estado inicial utiligzado es idéntico al empleado en los
cilculos de HFDT en el capitulo 6 con el fin de minimigar las diferencias

entre DVCS y HFDT en todo cuanto no sea la dindmica.
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Como resultado de este estudio numérico se pudo comprobar que
la aproximacién gaussiana efectuada para la funcién de recubrimiento 2?31)
(7.14) deja de ser un representacién consistente de los proyectores -(7.35),
(7.36)- en un tiempo del orden de una centésima de la duracién estimada de
una colisién cuasieldstica, précticamente con independencia del impulso angu-
lar y la energia, pues la evolucién para esos tiempos se limita a la transla-
cién de los nicleos.

En los instantes iniciales del proceso de colisidén se observa
que el valor de ? decrece a partir de ?c, tantio por la componente HFDT de
la derivada temporal como por la correcciém introducida por DVCS (7.33).

Debe notarse que la correccion fy introducida por las correlaciones no es
nula a t=0, es decir que las trayectorias HFDT y DVCS en la variedad de
Grassmann no son tangentes inicialmente. Esta tendencia inicial se ve rdpida-
mente alterada en vista del crecimiento de *t que favorece la poblacién de
los momentos angulares cercanos a (&“{‘Q\ ¥Ya que la inversa del operador

métrico

-1
o e i [j_ + E_QE ((J?(]A)Z'PA}]

presenta el menor amortiguamiento para esos valores de n, Se encuenira que
al progresar la evolucién este dltimo efecto predomina sobre el decrecimiento
de ? y gobierna las ecuaciones de movimiento, produciendo al cabo de al-
gunos pasos de tiempo, una gran dispersién del determinante ( ? >}$ Ju A
partir de alli, la aproximacién gaussiana pierde significado pues al adoptar
,{11 valores negativos crecientes y caducar la relacién (7.36), la métrica
Caé (de la ecuacién (7.35)) tiene autovalores cero y posteriormente negativos.
Cuando ello ocurre no solo no se cumple la condicidn (7.35) sinc que resulta’
imposible resolver la ecuacién (7.31) con un método numérico, al existir

un autovalor algoritmicamente mulo.

7.5 Conclusiones.

Del an&lisis desarrollado en los puntos 7.1 & 7.4 surgen un

niimero de conclusiones importantee tanto acerca de la consistencia de la
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hipbtesis gaussiana y las limitaciones para su aplicacibébn como en cuanto a
la importancia de la correccién de la trayectoria HFDT debido a los téraminos
de varios cuerpos de la funcién de onda presentes en DVCS.

En primer lugar, debe sefialarse que en el caso de una simetria
fuertemente violada, como el aqui estudiado, la trayectoria del determinante
asociado con la funcién DVCS resulta enteramente diferente del de HFDT como
lo evidencia el hecho de que en una colisién HFDT la dispersién ? permanece
durante casi todo el proceso en valores menores gue el inicial, ?o s (salvo
en la etapa final de reseparaciém), mientras que en el casoc DVCS el valor yv
es rdpidamente superado. Este comportamiento sefiala la importancia de la
correccidon de la trayectoria debido a le incorporacién de componentes de va-
rios cuerpos en la funcién de onda y preanuncia que existirén significativas
diferencias entre una proyeccidén a priori como la realizada en el método
DVCS y una proyeccion a posteriori como la propuesta por otros autores (véase
Rei 83) para el caso de ruptura de simetrias.

Por otra parte se ha encontrado que en el presente caso la
aplicacién de la hipétesis gaussiana (h. g.) en forma autoconsistente no re-
sulta posible ya que la naturalesga de la aproximacidén a los proyectores con-
tenida en ella puede cambiar sustancialmente en el curso de la evolucién, 2l
extremo de que éstos pueden resultar, con el tiempo, operadores no definidos.
Podria pensarse, -como alternativa, em forgzar la consistencia de la aproxima-

cién gaussiana; para ello basta observar que en la formulacién DVCS exacta

se tiene

<q(‘§/ (Jz‘(}o}zm/gﬁ-‘I): dj’ )
y en la versién que hace uso de la h. g. (7.20)

Z'ozm 05, 2&)] m L (7.41)
<11 711> Lol om (14 (22 )

debiendo ser entonces ?on,p ei se espera que la h., g. permita una dinémica

del tipo DVCS exacto a todo tiempo.
Esta observacién lleva a establecer relaciones entre DVCS,
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HFDT y Hartree-Fock dependiente del tiempo vinculado (HFDTV)., (Se entiende
aqui por HF’DTV(Vin 62 a la resolucidén de las ecuaciones HFDT restringiendo
la variacién de los determinantes de modo de mantenerse constanie el valor

medio de uno o mis observables gue actiian de vinculo, en el caso particular

que se estudia el vinculo a establecer seria
B 18)= 9 ).

Lae relaciones entre los procedimientos mencionados pueden

visualizarse en el siguiente cuadros

c % ~ '
’Prl'ncipr,o de minima @ccion

//

/-

UFPDT «__sw=fm __ pycs _<R@~E P iepT

(M elrica auloconsis finf'e,] (me'h'l‘CaL deoconsisfcnfe) (me'/h’ca consfanTc)

h. g.

violacion debil de [a
Sim&tniﬂL

A4
Veolacion 1£u.e,rre de
la gim e‘fr;';L '
/

CneonsislenTe consislenle = DVCS ~ HFDT ~
}orba_nrjo Iﬂ. ConSiST(.’nch ~HFDTV
(metrica constante ) [metrica conslanle , Posibilidad

W o’e eypancfir' a Fosf&r{orf de l’q

Dvcs ~ HFDTV ’
em/a,cion usanclo h.g. )
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Otra alternativa consistiria en proponer otras funciones para
el recubrimiento ?ZQ)qne tengan en cuenta potencias superiores de J‘ s on
euyo caso el cdlculo podri eventualmente ser no-consistente, Si en estas con-
diciones se forzara la consistencia las ecuaciones DVCS asi gbtenidas no
resultarian eguivalentes a HFDTV ya que la métrica del primerc dependeréd del
tiempe en contraste con la del segundo,

Por @ltimo debe notarse que a pesar de la posibilidad expre-
sada en el phrrafo anterior, la finica garantia de consistencia se encuentra
en la proyeccién exacta de la funcién de onda en los distintos subespacios.
Es deseable poder realizar en un futuro dicho célculo, ya que la importancia
que reviste la violacién de la simetria rotacional en el caso de las colisio-
nes de iones livianos y la trascendencia de este efecto sugiere la aplicacibn

de un tratamiento de inepiracién cuéntica como el proporcionado por DVCS, sin

posteriores aproximaciones.
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8. RESUMEN.

En este trabajo de tesis se ha profundigado en la extraccién
de subdin&micas de la dinfimica de Schridinger de muchos cuerpoe mediante
la :plicaci&n del principio v;riacional, anal izande las caracteristicas de
las escuaciones hnniltoniaﬁal que resultan de este procedimiento y examinando
muy especialmente la evolucién de los valores medios de operadores relaciona-
dos cbn las simetrias del sistema,

En particular, se ha analisado el método del campo medio auto-
consistente (HFDT), que es la formulacién més popular en la literatura del
tema y la qﬁe ha merecidc mayores usos y aplicaciones en el caso de la diné-
mica nuclear, Al estudiar las distintas formas de generar este método, se
encontré que todas ellas lo sefialaban como aproximacién de tiempo corto,
pudiendose establecer una cota inferior para su tiempo de velidez, pero no
una superior.

El estudio de la ruptura de simetria en el modelo LNG sugiere
que los valores medios de los observables ralacionaﬁos cor las simetrias del
sistema fisice pueden ser utilisgadoe como estimadores consistentes de la
valides de una aproximacién en el transcurso del tiempo, pues se observa en
este modelo una alta correlacién entre violacién de una simetria y aparta-
miento entre la funcién de onda exacta y la aproximada. La conservaciénm
aproximada de las simetrias representa una condicién necesaria para la credi-
bilidad de una dada formulacién subdinémica gue pretenda reproducir los
rasgos mé&s importantes de la dinlmica de origen.

La posibilidad ‘de utilisar funciones de onda que contengan
correlaciones de varios cuerpos con el fin de restaurar las simetrias viola-
das, sin excesive incremento de las dificuliades de cédlculo respecto de HFDT,
se ha estudiado en el capitulo 4; proponiendose como alternativa un.método
que conserva las simetrias (DVCS).

Este método es generado desde dos puntos de partida levements
diferentes, segin que se utilice operadores de proyeccidén sobre un determinan-

te de Slater de referencia o coordenadas generatrices que permiten la super-
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posicién de varios de esos determinantes, obtenidos todos elles a partir de
uno dado por la accién de un grupo de Lie. La imposicién del principio va-
riacional da lugar a una dinémica sobre la variedad de Grassmann, que coin.
cide con la de HFDT en el limite "estrictamente clésico” en el cual el gene-
rador de evolucién HFDT respeta las simetrias del sistema. En el otro extre-
mo, podria situarse el limite "estrictamente cuéntico" en el cual la funcién
de onda variacional es autofuncién del operador de simetria; este extremo
habitualmente reproducido al proyecta& el determinante &c'SIater ( HFPDT),

se recupera también a partir de DVCS, Por lo tanto, se ha establecido que és-
t§ representa una suerte de método iAterpolador entre HFDT y HFPDT, con los
cuales se identifica en los respectivos limites.

La aplicacién del método DVCS al modelo LMG produce un signi-
ficativo incremento en la concordancia entre la aproximacién y los resulta-
dos exactos para aquellas trayectorias de fuerte ruptura de la simetria,
coincidiendo con HFDT en los restantes casos.

Agimismo se estudibd, sobre el modelo LNG, la posibilidad de
introducir perturbaciones a una aproximacién de HFDT utilizada como orden
cero para la evolucién temporal, observando que esta variante resulta de
utilidad séle para tiempos muy corios, del orden del limite inferior de vali-
des en el tiempo de HFDT. Esta observaciém lleva a concluir que las correc-
cionee a la dindmica determinantal encarnada por HFDT deben buscarse dentro
de su mismo espiritu, en el sentido de concepcidén global (enfrentado 2 local)
y extraccién de subdinémica colectiva.

Con las herranientas desarrolladas se ectudiaron aspectos de
las colisiones de iones livianos (en un modelo alfa-alfa) en la aproximaciénm
HFDT., Con este objetivo se desarroll$ un juego de programas bi y tridimensio-
nales con los cuales se examinaron comportamientos relacionados con la ruptu-
ra de simetrias en este modelo.

Se obeervd un tratamiento muy disimil por parte de HFDT de los
grades de libertad translacional y rotacional, ya que la simetria translacio-
nal se conserva aceptablemente en contraposicién con la rotacional. Se pudo

determinar que la ruptura de dicha simetria se debe en primer lugar al hecho
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que debido a las caracteristicas saturantes de la interaccién nuclear, los
participantes de la colisién se aproximan comporténdose como esferas rigidas,
transladdndose con la dinémica HFDT, y en segundo lugar, & la intensa disipa-
cidén ocurrida en los procesos del tipo de fuesidén y fuertemente inelkstico

que no encuentra una respuesta Qatisfnctoria en la descripcién de campe medio.
Asimismo se observé que las trayectorias de fueidén estén caracterigadas no
s6lo por una gran.trnnaferencia de energia del movimiento translacional rela-
tivo a grados de libertad internos, sino también por una ripida trannfﬁreneia
de momento angular del movimiento relativo al intrinseco, ‘n los momentos
iniciales de la fusidn.

Se concluye que atributos de esta dindmica tales como la depen-
dencia critica de las caracteristicas de las Srbitas respecto del impulso
angular inicial, la r&pida transferencia de 6sté desde el movimiento relativo
al interno de los nicleos y la fuerte variacién de la dispersién del momento
angularcon la consiguiente violacién de simetria reclaman un tratamianto es-
pecial de este grado de libertad que supere al proporcionado por HFDT y per-
mita corroborar o rectificar prediccioncc tales como la existencia de un 1i-
mite inferior del momento angular para las trqynotorins de fusidn.

Finalmente se intenté resolver el problema de las colisiones
de iones livianos en la aproximacién DVCS dande un tratamiento privilegiado
a lﬁa rotaciones en el plano de reaccibén. Debido a los excesivos requerimien-
tos de cémputo (para nuestras actusles posibilidades) se recurrié a la uti-
ligacién de una hipbétesis gaussiana para las funciones de recubrimiento que
deben calcularse en el método DVCS, implementédndose un programa para resolver
las ecuaéionaz numericamente.

El anélisis numérico permitid mostrar e interpretar luego por
via analitica que en el caso de una ruptura importante de la simetria la
hipbtesie gaussiana pierde en breve tiempo su consistencia al producir ope-
radores no-definidos como aproximacién de operadores definidos positives, Un
ankl isis posterior da consistencia muestra que la imposicién de la hipbtesis
gaussiana se justifica cuando DVCS, HFDT y HFDTV son equivalentes; en este

caso se puede llevar a cabo la proyeccién aproximada descripta con la hipbte-
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sis gaussiana con posterioridad al cdlculo de la trayectoria HFDT, ya que
los caminos mas cercanbs al clésico, que podrifan comtribuir a una superpo-
sicién, resultan paralelos a é€l. Por el contrario, em el caso de fuerte in-
teraccién con caminos vecinos, como en las colisiones de iocnes livianos, es
necesario recurrir a la resolucién exacta de las ecuaciones DVCS,

Este trabajo inaugura la posibilidad de cotejar el método de
HFDT con otro de similares fundamentos (DVCS) y establece asi la primer-al-
Sernativa factible de realizacién a aquel, con una formulacién igualmente
microscépica. Como préxima aplicacidén, resuliard necesario, en un futuro cer-
cano, realigar un cuidadoso estudio de las llamadas ventanas de fusidén para
lae colisiones entre iones livianos, con el objetivo de dilucidar en qué me-
dida su existencia y ubicacién dependen de la restriccién del vector de es-

tado a un unico determinante de Slater.
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Apéndice As PROYECTORES.

Los proyectores juegan un rol esencial en la aproximacidn
DVCS! es por ello que resulta conveniente contar con expresiones generales
de los mismoe que faciliten el célculo.

El método de proyeccién de Pataris-Yooeas T *s ST Bok €3 Lem

68)

ha sido ampliamente utilizado en relacidén con las rotaciones. En este

apéndice se intenta una generalizacién a la expresién para los proyectoress

J( o () R(w) dw (L.1a)

o 'Dik (W) = <IR[ Riw) Ik (A.1b)

las matrices asociadas a las rotaciones y [J k) los estados de la J-ésima
representacién irreducible del grupo de las rotaciones (SU(2) =~ 0(3)).

Sea G un grupo de Lie compacto y 3(—‘215 G los operadores del
grupo en una representacién finita y unitaria, R, y sean []170(>J los vecto-
res de la v-ésima representacién irreducible de G, autoestados de los opera-
dores diagonales del dlgebra § asociada al grupo de Lie G, en una descompo-

sicién normal del &lgebra (6i1 74;)

Hé V) = ¥; [0 >
(A.2)

. EH‘ JH,J O ’ [ ]: & Em
Yy g = }H;JI (2] {LE‘*E\ pilla N0 S { = rango del &lgebra.

IHLJ antihermiticoe en una representacién unitaria.

Teorema ls el operador
Fo = 47 [dug (D2.(9)g (n.3)

asociado con los elementos, 8, de un grupo de Lie compacto G, en una represen-

tacién unitaria, finita, no necesariamente irreducible, a traves de la medi-

da invariante/A y la funcién

D, = (ol gl o) (A 4)
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D \* =i
(con (Du ) = <""</3 [Ve<) dado que se trata de representacio-

nee unitarias),

es el operador de proyeocién sobre el estado |VX),

Este teorema propone la extensién del operador (A.1) en forma
natural para cualquier grupo de simetrias, Los requerimientos de compacidad
Y finitud aseguran que la raprasentac-ién, R, del grupo es completamente
reducible. (Las representaciones reducibles son en este caso suma directa

de representaciones irroduniblos‘ﬂn 6M).

Para la demostracifn del teorema es conveniente estudiar en
primer lugar un operador, B, asociado con el proyector (A4.3).

Lema 1y Si el operador B:i: definido por
oy’

Bpas = _(o/furg) g [V (9'06'/5"' (4.5)

es proporcional a la identidad en el subespacio irreducible Y -&simo (pro-

-yecta sobre la representacién +-Gsima), es decir

BW’ 899* 5“.,(: d Ay (4. 6)

X!

r

En efecto, considérese la accién de Biir sobre un vector [P?f)
13:(‘; 9 ¥) =Jo}ur3) Sipoc)(.zbz’/g" /9 %)
V' *
:JC}U(ﬂ) 3I9M>(Do(fg) CS-\)!? (L-?J

v
entonces ?q es el proyector sobre el estado 18 o(> .

ya que 8 no conecta representaciones irreducibles (R es completamente

reducible por ser finita y G compacto). Luego si se cumple (1.6)

B o= Sopr d Sues Tolpa
A SQ,D’CS;(O(‘ '\)6'> = j%(ﬂ) (D:(,a,)gl\’d> (1-8)

entonces D7 J5uy = o & 199D

con 10 que queda probado el lema 1.
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v
Lema 2¢ El operador B,(o(' proyecta sobre el subespacio irreducible (-ésimo

de la forma

d“: =4 Cf&oo’ otet ! T (A.5)

Para demostra (4.6) se multiplica B':‘:; (A.5) por REg y

- . i
R™" (por izquierda Y derecha respectivamente), y utilizando la invariancia

de la medida se obtiene
kB K= [duig) (kg)vad<ow) gk
= [di(hg)  (kq)Ioe> o'’/ (kg

- B
B (a. 8
.p L}
luego B, , oconmuta con todos los elementos de G.
e (Gil 74a; Ham 64)
Ahora bien, como el lema de Schur A . P establece

que =i una matriz, A, es tal gue
D(S)A :AD’(ﬂ) ,V8£G

t
con D ¥y D representaciones no equivalentes, entonces A = 0, y =i D ¥ D;
eon equivalentes entonces A = d I,

Come consecuencia del lema de Schur

av'
y oV (A.10p)
Bt = ‘Jozoc' Is _
donde ddu, es un numero no necesariamente distinto de cero.

Para establecer el valor de d .. e8 conveniente estudiar la
descomposicién de G em coclases. Considérese el subgrupo abeliano H, de G
(H € G) generado por los operadores EH‘J (A.2), el subgrupc H genera una

: (Gil 74a)
descomposicién de G en coclases de la forma

g - ch ,jéG JheH ,c € Gly (A11a)
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Y una descomposicién de la medida invariant.(cil 74a)

O}u(g) cﬂuc(c) I, (H) (A.11b)

resul tando ademés d/&(h) ﬂd“i por ser H abelaiano (ei h= GXP(Z H; w; ) )e

El operador B“OU se puede escribir entonces comos

ol e !

"

SS "/f“‘c(c) CjUH (h)  chivad ) hlc™
JC?*JC\ c /v oxt[c’ j(ﬁafwéleyp(jfﬁ-ﬁl%)

:J"/‘“ch\ c bayxtte” 8 (2a) (a12)

Utiligando los resultados de (A.10) y (A.12)

oV ,
Brui = Sov - o(o'( JO}JC ) CIva)&u(c™

= & b dy T, (A.13)
con d_+# 0 ¢ 5
dy=(271)° (duce) [¢vuctcived] (4.14)
Como consecuencia de (A.13) ¥y (A- 14) queda demostrado el lema
2.

De la demostracién de los lemas 1 y 2, surge como corolario
el torema l. El proyector P:( puede escribirse, utiligando la descomposicién

en coclases (A.lja), (A.13b) ¥ (A.19)

d:_— [ja}uc(of c)) c) [Jrjy (n) %5 h(w]

- 1 [[gym eF 5yl ole]  was
g A

o doi(c) = Vo[ Clve)

{)
que expresa & P, como producto de un proyector en la representacién
1 ;
y-ésima, por un proyector sobre los sutovectores de autovalor (IO(U' Equiva-

lente a proyectar la componente g del impulso angular y luego el impulso



106

angular total J.
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Apéndice B: VYALORES NEDIOS Y ECUACIONES VARIACIONALES,

En este apéndice se desarrollan los célculos necesarios para

la obtencién de las férmulas (7.31) y (7.33).
B.]1 Valores medios.

Partiendo de un estado de particula independiente de Hartree-

Fock

l¢>’ /-——— e /7 fet (.1)

ﬁz{

donde o(:(‘j,srz) indica tanto la funcién de onda espacial, élfi) s como el

estado de spin e isospin, se obtiene inmediatamente el valor medio de -'J’5
A
(4. =2 d (a:) ) comos
z a:l z a

7= Y d d J(}g () dx (B.2)

con J(ﬁ gf (x) dx (B.3)

donde el factor 4 da cuenta de los distintos estados de spin e isospin,

La dispersién de J. resulta

Z (7B 4 (A7 14)) L
j xp(/ ¢x)(¢/¢>

:‘VZ,:QJ@J@‘M{Z/Z f¢41¢)
12 |EL G ) - -9 2, | [

~ ¥ 2 Z (0)
?zq(f—ﬂifg-((%“ffs)él J#mxuﬁ M JSZS >
f= & [ #18)

si se desprecian los términos de intercaabio (1o cual es exacto en el caso

g
)

0 EGa

de las particulas alfa de acuerdo a la gimetris impuesta a las funciones de

onda (7.39))

?'\ Z J Jp/* - J (B.5)
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Interesa igualmente el valor medio del hamil toniano Yy de la
derivada temporal emn el estado /¢£> (B.l), estudiando por separado los

términos de uno, dos y tres cuerpos se obtienes a) para los operadores de un

cuerpos
/ 289 =
(‘3/¢> <¢/ Dt }zo /¢>
- ‘A - x
= LZ i J(@J ff{j) gx’/df@; //,»;’{l.) (B.6)
onde = ¢

b) Para los operadores de dos cuerpos la expresidén resulta anfloga a la de ?

(al promediar en spin e isospin)

que se traduce para el término proporcional a érﬁx-ﬂ) en

<'Y'J/to "2:'/'" J(fa’%lﬂﬁ/él) ~ ‘;3—. ta J g)zcg(] c{x ("8)
D 8
donde |
g = iEJ Rﬁ' }¢%(x)|

y para los términos de Coulomb y Yukawa (considerando compensados los térmi-

nos de intercambio)

H Voo ()= 4 % €| (x) Q1) chx d (.9)

Sigy A J TR ”

Yy (;5/ - / lé (2 xcl (2.10)
(¢:;¢()d Jexp( Ix-4lfq ) I J’/ Jw)d y

¢) Con un procedimiento anilogo puede arribarse al valor medio de los térmi-

nos de tres cuerpos

5‘ ~ La %x :
({#_) <¢/f32 (X 3936(2’ xg”é) — .Et_b___ J 9(‘ ) dﬁi (3.11)

Para el célculo de los valores medios de productos del opera-
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dor (Jz-f) por otro operador, A, es conveniente obeervar que se obtienen

Jz Mj) « Con-

estos al variar el valor medio de A reemplazande a f¢5> por

siderese el caso general

LD Z (44,9, 410,440

Plgy -k N 1, W,

entonces
AN Z <Gy b AL -] 1844,
414> Lik AT

+ términos de intercambio.

/4 =k comoO <¢/J{¢):!,

A modo de o jemplo considerese
LE )

se tiene entoces
SN-01y- 2 (:-4) =0
(Qﬁ/.{z f(ﬁ)=z KJ' Yy se obtienes

(2

d
-‘j “ /(J RN

Aplicando el procedimiento reiteradas veces sobre las expre-

igualmente 8i A = J‘ sresulta

Sl L) %
BIF> i
2.

siones respectivas del valor medio del potencial y de [ = (fsbt_ ~H.,) , B®

obtienen las correlacioness

. AL - 1 (@Y €)
4402.-— <¢,/¢,> = ij- J( ) (B.12)

Loz = <l ((L-0) PJL I8) = 2‘ ‘L_ Wd g(z'f-]‘?ﬂ?{ﬂ (B.13)
donde ?J - If ,[(/‘;54 (.lz- é\gﬁ)
d

Siendo l1as correlaciones para los potenciales de dos ouorpo::.(?z) y de tres

cuerpos (V ) s

: (4,-0)V, 19) i o) by
i (Wad/w 2Jfé(z:j) Qx) .U(J)d cfg (3.14)
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o Jly) =2 i (47 (L))t

i} 4435/‘(1 €) -0V, |
V’L‘ZZ = <¢//¢> )

= 2J-Um) V(z—yﬂ%n l/(’:(.J)_ﬂ;(z) ?(j))drdy (B.15)
et D= 28 B 144 )9 )

Y para la parte de tres cuerpos

V,, = 442{/(11-2)1/3 /$) st Jﬂmgmdl (B.16)

16

@20 Y | Ak
V,, = % f@w})% ¢) =i13_[(2/ﬂfx)+ﬂz€)?mdt -

Las ecuaciones (B.1) a (B,17) permiten construir la densidad

lagrangiana (7.28) comos

L= + %, iz R 1N izz (B.18)
<

con (2= Qu'f) y ,= 4 (eo"ﬂz* o =
J e g (G 1)

foncs - (Hlady + GBIV IGS+ BB s mase
Efz = gy ¥y +¥, (B.191b)
°£ZZ: L"az +\/2/)z2 * V-azz (B.19¢c)

B.2 Ecuaciones variacionales.

Antes de proceder a la variacién de la ecuacibnm (B.18) e=s

conveniente determinar consistentemente con la aproximacién gaussiana el va-
lor de 3{ . Variando /Qb a Jz /¢) se obtiene para la parte del la-

grangiano correspondiente a la derivada temporal:
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§, | Bigy + Q, @I10,0)18) + Do PIL-0)- )/ib)
LU g BIE D 2 /,;(/d)

+ comple jo con jugado =0 (B.20)

Sk (‘lz )}-‘Jzo.
La ecuacién (B.20) se traduce en - -

Al _ | 13
o gj,-f - L) Gl -01g) d (é () d

g Afy At D
[ 1
’Lﬂzl@/@o{ /(L - Q)/¢))+29 M) =
_ 4 720, (“:
o (%3 -4 GlAS 1) - 2Ul) 1 dy o
es decir ? y P J (,a///) p )c;f—;f
|- (o) @I 42y q Jdf
T T uGg
I -4 (Zé’)z’(/.!f/sﬁ) d
2,(/? Y, )+ ? ) _E“(@?/F)g) 0(7?' *
a, 4 > _
¢ L @I-0W = o
pero bajo la hipbtesis gaussiana (Q//az '?}3/329:0, luego
( L)'
2,2.(22;!&!’:0 :2/(}£)+%o-l) ;_f{ (B.21a)
que implica 1 v =
=0 8 A=) ()

Debe notarse gque 1a ecuaciébm (B.21) estd intimamente relacio-

nada con la constancia de

G AL I = 3 Uet) (p-g,) + L4Y

resul ta entonces consistente considerar 32 = O ’ €= po luego de efec-
t

X
tuarse las variaciones respecto de ﬂ,; .

o
Las ecuaciones de movimiento para las funciones ?: B®
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obtienen de variar (B,18) respecto de %‘ s para simplificar en lo posible

éstas, se notara

couL YUK

V= V(xj;-_?:f §GeA) + V[, AV

las ecuaciones toman entonces la formas

(nﬂz (4,-4)-9:)) L, @ '"J L, 7 -
__f 4, (4,- mc{ﬂ- _2(_2,,,_,)

My " SRV AV

I-‘-—-
w
&
f
N
-
~
—_
N~
'-l—o—l’N
—
h._:—

[ a

]
:;Jl‘( % ( ?‘,U(["Hr-}{)ql t
+/_~%2 (204, \Uvajmw» +2 1, 0q)-
_2[ _(l/(xj ﬂ( S)()-)(f)/rj)( -#-é‘ {3 }(\U%SJI j/J{/J (}¢
*-Z(El/(z-J)sﬂ-(J}?(zsdﬂbf é’ Ty Jﬂj?zclxj “{z-(J)JC:.
[,(V(ZJ 8(2’) ?J l:f)dz %i\s Jf’zﬁd‘(}({“z ﬂ'}fﬂ' ]?I
Fvep By +2 £ 8¢ 42 107))4
(B.22)
donde ” = { | -9,
Byt Bl AN AT (A (J;)LOQE)-

J((LH;' 0 ‘Q ( lJ(t'm' H
jWZJ) Dwg J”’J ) & QJ(l/f/l’-‘r ﬂ:’ﬂﬂgfj)df(}.{) ¥
' S (5) 1 A J Lie)
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, x)
J - %(m £)9; )@
Y /ﬂHp = #, +2JV(%-3]SJ(3)O(A +i-3é t-\,} ?2

De acnerdo con lo sefialado en el capitulo 7, proponiendo como

solucién @/ quF ¢(| 1 ‘P se obtiene para "!':J la ecuacidns

(442 [(44)-5.]) 4, [sﬁ(ué {\) (1414 -
-2 (Y (1L4)7y] 4, +
o [;-44)52 (¢ ((JL—?S\-yJ)ﬂ-) ((Jz-fi}z—?i)% ;
. —ng (4-6)(2 [veen Dipdy +2 t, 007) 4

+ Voo B, 22 1, (0} 2t Do -

- 2 Lo 00 e) - 2 ey Ty Dip dedy | & -
- (3 )PZ[W@@)%]QW&J+[_6t3j(g o) ]
[

¥ | ( z_{s)a_&'}?{j (.23)
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