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üëÜ!ÍlÊ)Ê]ËJÕgÌnÍlÏ�ÈÍlÈ�ÌnÒ]Ï%Þ!×!ÕJËJÊ
É·Ê]ÍlÝ�Ö!ÓlË�Ý�Ï%Þ!ËJÓ9Ï�Ð,ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�Ó�ËVÑ%ÌnËJÒ]ÈÉ�Ó�ÔÈÉ�È!ÕJÍlÈ!Î·ÌnÜÉdÌ)Ê]ËJÒ�ì�ËJÊ
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cÛÏ�È!Ê]ÍlÞ!ËJÒ9É�È
ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�ÓjÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌyÚ{Í_ÌnÜ
ÒnÉ�È!Þ!Ï�Ý Ò]ËgÌn×!Ò]È
Z
è9üëÜ!Ë�×!È!Þ!ËJÒ]Ó_à%ÍlÈ!Î�Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà

Ð¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È�ÍlÊuÊ]×!Õ�Ü�ÌnÜÉdÌ�Î�Ò]ËMÉdÌnËJÒ�ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�Ó,Ëgå�Ï�Ò�Ì¯ÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]ËJÊ�ÌnÜ!ËRÓlÍlý�ËJÓlÍlÜ!Ï%Ï%ÞÏ�ÐëÏ�×vÌnÕJÏ�Ý�ËJÊ
Ú{Í_ÌnÜ2Ü!ÍlÎ�Ü·Ò]ËgÌn×!Ò]È!ÊJè�üëÜ!ËJÒ]ËuÉ�Ò]Ë
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Ê�Ì�ÉdÌnËJÊJè�üëÜ!Ë)Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ{Ò]ËgÌn×!Ò]È2ÍlÈ2Ê�Ì�ÉdÌnË

i
ÍlÊ�Þ!ËJÈ!Ï�ÌnËJÞPß�à

zi ≥ 0
è

û{ËgÌn×!Ò]È�Ê�Ì�ÉdÌnËJÊBÉ�Ò]Ë·Èj×!Ý¯ß#ËJÒ]ËJÞ�ÍlÈ�É�Ê]ÕJËJÈ!Þ!ÍlÈ!ÎîÏ�Ò]Þ!ËJÒJá"Í è Ë�è
zi < zj

Í_Ð
i < j

èüëÜ!Ë2Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà
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Þ!ËJÖ#ËJÈ!Þ!Ê*Ï�ÈðËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�Ó�Ëgå�Ï�Ò�Ì

x ∈ [0, x]
É�È!Þ�ÍlÊ�Î�Í_ì�ËJÈðß�à

pi(x) ≥ 0
Ú{Ü!ËJÒ]Ë

pi(x)
ÍlÊ
ÌfÚ{ÍlÕJËVêfÞ!Í_å�ËJÒ]ËJÈ�ÌnÍØÉ�ß!ÓlË�è}@Ï�ÒuÉæÖ!Ò]Ï�Ö#ËJÒuÖ!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌfàçÞ!ÍlÊ�ÌnÒ]Ílß!×vÌnÍlÏ�ÈãÉ�Ê]Ê]×!Ý�Ë ∑

i pi(x) = 1É�È!Þ ∑
i p

′

i(x) = 0
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Ê�Ì�ÉdÌnËJÊ"ÌnÏ
Ï%ÕJÕJ×!ÒJá�Ê]×!Ö!Ö#Ï�Ê]ËëÌnÜÉdÌ"ÌnÜ!Ë{Ý�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!Ë�ÓlÍlý�ËJÓlÍlÜ!Ï%Ï%Þ�ÒnÉdÌnÍlÏ3Ö!Ò]Ï�Ö#ËJÒ�Ìfà*ÍlÊ�ÊnÉdÌnÍlÊ�ÔËJÞ�ájÍlË�èyÐ¬Ï�Ò�É�ÓlÓ
zi < zj

ÚÛË
ÜÉMì�Ë
p′i(x)/pi(x) < p′j(x)/pj(x)

ÍlÝ�Ö!Ó_à%ÍlÈ!Î
∂E[Z|x]/∂x > 0

á!ÕgÐ4è�~æÍlÓlÎ�Ò]Ï�Ý ï4ñDòENvñLôVè
üyÏ
ËJÈ!Ê]×!Ò]Ë�É�ÈBÍlÈ�ÌnËJÒ]ÍlÏ�Ò9Ê]Ï�Ól×vÌnÍlÏ�È�á�Ê]×!Ö!Ö#Ï�Ê]Ë{ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó%ß#ËJÈ!ËgÔ!Ì�Ï�Ð�Ëgå�Ï�Ò�Ì�Þ!Ï%ËJÊ"È!Ï�Ì�Î�Ò]ÏDÚúÌnÏ)ÍlÈvÔÈ!Í_Ìfà�á
Í è Ë�è

limx→x ∂E[Z|x]/∂x
ÍlÊ�ÔÈ!Í_ÌnË�è

üëÜ!ËúÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ�Ò]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÊãÊ�Ì�É�Ò�Ì�êf×!Ö ÕJÏ�Ê�Ì
Γ > z1

è�� üëÜ!ËúËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò�ÍlÊîËJÈ!Þ!ÏDÚÛËJÞ'Ú{Í_ÌnÜ
ÚÛËMÉ�Ó_ÌnÜ

W
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D ≡ Γ − W
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D > 0

è�@Ï�Ò¯Ê]ÍlÝ�Ö!ÓlÍlÕJÍ_Ìfà�á9ÓlËgÌ
W = 0
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F Ð¬ËMÉ�Ê]Ílß!ÓlË�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌëÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ ~t

ÍlÊ,Õ�ÜÉ�ÒnÉ�ÕgÌnËJÒ]ÍlùJËJÞ2ß�à ~t = (t1, t2, ..., tn)
Ê]×!Õ�Ü·ÌnÜÉdÌ

ti ≤ zi
Þ!×!Ë
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y
É�È!Þ�Ëgå�Ï�Ò�Ì

ÕJÏ�Ê�Ì
c(x)

u(x, y) = y − c(x)

Ú{Ü!ËJÒ]Ë
c(0) = 0

á
c′(x) > 0

á
c′′(x) > 0

É�È!Þ
limx→x c′(x) = ∞

èxU%ÍlÈ!ÕJËRÌnÜ!Ë2ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò#G Ê
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i
ÍlÊ
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ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò#G Ê�ÝRÉLÑvÍlÝ�ÍlùMÉdÌnÍlÏ�ÈRÖ!Ò]Ï�ß!ÓlËJÝ Ð¬Ï�Ò{É�È�à2Î�Í_ì�ËJÈæÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ
~t
ÍlÊëÎ�Í_ì�ËJÈPß�à1g

max
x

EU(x,~t ) =
n∑

i=1

pi(x) (zi − ti) − c(x).

H9ÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞP×vÌnÍlÓlÍ_ÌfàBÍlÊÛÝRÉLÑvÍlÝ�ÍlùJËJÞ�ß�àRËgå�Ï�Ò�Ì�ÓlËgì�ËJÓ
x̃(~t )

è�@Ï�ÒÛËMÉ�Ê]Ë3Ï�Ð�ËVÑvÖ#Ï�Ê]Í_ÌnÍlÏ�È�á%ÓlËgÌ
c(x)

ß#Ë3Ê]×vÐØê
ÔÕJÍlËJÈ�ÌnÓ_à*ÕJÏ�È!ÕMÉMì�Ë�ÌnÏ�É�Ó_Ú�ÉMà%Ê,Î�×É�ÒnÉ�È�ÌnËJË�Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌ,ÕJÏ�È!ÕMÉMì%Í_ÌfàBÏ�Ð�ÌnÜ!Ë�Ï�ßjÙ]ËJÕgÌnÍ_ì�Ë{Ð¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È�è�üëÜ!ËJÈ�ájÌnÜ!Ë
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n∑

i=1

p′i(x̃) zi = c′(x̃) +

n∑

i=1

p′i(x̃) ti.
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üëÜ!Ë}M&��UîÏ�Ð
ï4ñLô)Î�Í_ì�ËJÊuÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó{ï¬ËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞHô
Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ¯Ò]ËgÌn×!Ò]È�Ï�Ð{É�Þ!Þ!Í_ÌnÍlÏ�ÈÉ�Ó�Ëgå�Ï�Ò�ÌMè·üëÜ!Ë�ÔÒ]Ê�Ì
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ti = 0 ∀i
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ÕJÓØÉ�ÍlÝ

τ
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t �����i =

{
τ

Í_Ð
zi ≥ τ
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Ëgå�Ï�Ò�ÌuÕJÏ�Ê�ÌMè F Ê
ÕMÉ�È�ß#Ë�ËMÉ�Ê]ÍlÓ_àçÊ]ËJËJÈ�áyÌnÜ!Ë�ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó9Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÌnËJÒ]Ý ÍlÈ©ï4ñLô3Þ!Ï%ËJÊuÈ!Ï�Ì
ì�É�È!ÍlÊ]Ü
×!È!Þ!ËJÒ�Ê]×!Õ�ÜBÉ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMá�Ê]Ï�ÌnÜÉdÌyÌnÜ!Ë�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ¯Þ!ËJßvÌ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ�Ê]×vå�ËJÒ]Ê9Ð¬Ò]Ï�Ý ÍlÈ!Ü!ËJÒ]ËJÈ�Ì�ÍlÈ!Ëgâ�ÕJÍlËJÈ!Õgà
ï�¢"Ò]Ï�Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍlÏ�È©ñDÉ�ôVèx��ÏDÚÛËgì�ËJÒJáÛÍ_Ì*ÍlÊ¯Ö#Ï�Ê]Ê]Ílß!ÓlËRÌnÏÞ!ËJÊ]ÍlÎ�È�¢9É�Ò]ËgÌnÏdêfÍlÝ�Ö!Ò]ÏDì%ÍlÈ!Î�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJèðüëÜ!ËJÊ]Ë
ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊRÉ�Ò]Ë2Õ�ÜÉ�ÒnÉ�ÕgÌnËJÒ]ÍlùJËJÞ�ß�à�ÉîÈ!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ·Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�Ê�ÌnÒ]×!ÕgÌn×!Ò]ËæÍlÈ�ÌnÜ!ËPÊ]ËJÈ!Ê]ËæÌnÜÉdÌ
Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì·ÍlÈ�Ê]Ï�Ý�ËæÜ!ÍlÎ�Ü!ËJÒ4êfÒ]ËgÌn×!Ò]È�Ê�Ì�ÉdÌnËJÊRÍlÊ�ÓlÏDÚÛËJÒ�ÌnÜÉ�È�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì2ÍlÈúÊ]Ï�Ý�ËæÓlÏDÚÛËJÒ4êfÒ]ËgÌn×!Ò]È
Ê�Ì�ÉdÌnËJÊJè,ÿ,à2Þ!ËJÕJÒ]ËMÉ�Ê]ÍlÈ!ÎBÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÍlÈ2Ü!ÍlÎ�Ü%êfÒ]ËgÌn×!Ò]È2Ê�Ì�ÉdÌnËJÊJáÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó#Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì{ÌnÏ¯ÌnÜ!Ë)ÓlËJÈ!Þ!ËJÒ
ê)ß#ËJÍlÈ!ÎÊ�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_àãÖ#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�ËR×!È!Þ!ËJÒ*Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ�Þ!ËJßvÌ*ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ�ê
ÍlÊ�Ò]ËJÞ!×!ÕJËJÞ�Ú{Ü!ÍlÓlË�ÌnÜ!Ë2ËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞ
Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÌnÏæÌnÜ!Ë�ÓlËJÈ!Þ!ËJÒ�ÕMÉ�È�ß#Ë�Ö!Ò]ËJÊ]ËJÒ�ì�ËJÞ�è�Ç´ÌuÐ¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{Ê)ÌnÜÉdÌuÌnÜ!Ë�Þ!Ëgì%ÍØÉdÌnÍlÏ�ÈîÐ¬Ò]Ï�Ý ÔÒ]Ê�Ì�êfß#ËJÊ�Ì
Ëgå�Ï�Ò�Ì3É�È!Þ�ÌnÜ!Ë�ÍlÝ�Ö!ÓlÍlËJÞ·ÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë�ÓlÏ�Ê]Ê{Ú{Í_ÌnÜ�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ)ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ3É�Ò]Ë�Ê]ÝRÉ�ÓlÓlËJÒ�ÌnÜÉ�Èç×!È!Þ!ËJÒ
Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ©Þ!ËJßvÌ2ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ·Þ!×!Ë�ÌnÏ�ß#ËgÌ]ÌnËJÒRÍlÈ!ÕJËJÈ�ÌnÍ_ì�ËJÊ·Ö!Ò]ÏDì%ÍlÞ!ËJÞ ß�àúÌnÜ!ËæÐ¬Ï�Ò]Ý�ËJÒJèGÇ´Ð
Þ!ËJÊ]ÍlÎ�È!ËJÞ
É�ÕJÕJÏ�Ò]Þ!ÍlÈ!Î�Ó_à�áyÈ!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ¯ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ�ÕMÉ�ÈðËgì�ËJÈðÓlËMÉ�ÞãÌnÜ!Ë�ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò�ÌnÏ�ËVÑvËJÒ�Ì�ÔÒ]Ê�Ì�êfß#ËJÊ�Ì
Ëgå�Ï�Ò�Ì�É�È!ÞæËJÓlÍlÝ�ÍlÈÉdÌnË3É�È�à·ÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë)ÓlÏ�Ê]Ê�ï�¢"Ò]Ï�Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍlÏ�ÈçñMßHôVè
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¯
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¯
Ä
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Á#Ó-U%ËJË�É�Ö!Ö#ËJÈ!Þ!Í¨Ñ F è

F Èj×!Ý�ËJÒ]ÍlÕMÉ�Ó!ËVÑ!É�Ý�Ö!ÓlËëÌnÜÉdÌ�ÍlÓlÓl×!Ê�ÌnÒnÉdÌnËJÊ9ÌnÜ!Ë{Ö#Ï�ÌnËJÈ�ÌnÍØÉ�Ó!ÝRÉ�Î�È!Í_Ìn×!Þ!ËëÏ�Ð#ÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë{Î�É�ÍlÈ!Ê�ÌnÜ!Ò]Ï�×!Î�Ü
È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ�É�È!Þ·ÌnÜÉdÌ�ÚÛË
ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�ÓlÓ_à�ÍlÈ�ì�ËJÊ�ÌnÍlÎ�ÉdÌnË3ÍlÊ�Ö!Ò]ÏDì%ÍlÞ!ËJÞPÍlÈ·Ê]ËJÕgÌnÍlÏ�ÈdTvè

Ù ÚÛz}qZt�Á9Æ#prt{¿*À�y�s�ÃQtXo+Æ�|�¿

ÜXÝ)Þ ßáà+â-ã%äfå�æ^çWæ�èéãKê�ã�çWë
ìKæ�ê�ë
à�í°îÖê�çWã%æ�êWèéã%í�ê�ï\æ�í-âðê�ñ-ã%à^çWãKê�ë
òKæ�älå-çWã%â-ë
òSó
ê�ë
à�í-ï

ÇfÈRÌnÜ!Ë�ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�ÌMá%ÚÛË�ÍlÝ�Ö!ÓlËJÝ�ËJÈ�Ì�ÌnÜ!Ë�Ý�Ï%Þ!ËJÓHÍlÈ�ÌnÒ]Ï%Þ!×!ÕJËJÞ·ÍlÈRÊ]ËJÕgÌnÍlÏ�ÈfC)Ú{Í_ÌnÜ�ÌnÜ!Ò]ËJË3Ê�Ì�ÉdÌnËJÊ�É�È!Þ
ÓlÍlÈ!ËMÉ�Ò
Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌfàçÐ¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È!ÊJèd¢"Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ*Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËJÊBÉ�È!ÞðÖ!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà�Ð¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È!ÊuÐ¬Ï�ÒuÊ�Ì�ÉdÌnËJÊRñ�á�C%á
É�È!ÞlT¯ÌnÏBÏ%ÕJÕJ×!Ò�É�Ò]Ë
É�ÊëÐ¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{Ê#g

z1 = 500
H�c�h Ú{Í_ÌnÜ

p1(x) = 0.6 − 0.6 x
100

á
z2 = 9, 000

H�c�h Ú{Í_ÌnÜ
p2(x) = 0.4

á
z3 = 10, 000

H�c�h Ú{Í_ÌnÜ
p3(x) = 0.6 x

100

á

Ú{Ü!ËJÒ]Ë�Ëgå�Ï�Ò�Ì
x ∈ [0, 100]

èÛÿ,àPÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]ÍlÈ!Î�Ëgå�Ï�Ò�ÌMáÖ!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà·ÍlÊ{Ê]Ü!Í_ÐTÌnËJÞæÐ¬Ò]Ï�ÝíÌnÜ!ËuÓlÏDÚ Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ
Ò]ËgÌn×!Ò]ÈçÏ�Ð�O�ó�óÖH�c�h ÌnÏ�ÌnÜ!Ë�Ü!ÍlÎ�ÜæÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ3Ò]ËgÌn×!Ò]ÈçÏ�ÐëñDóvá ó�ó�ó¶H�c�huè#üëÜ!ÍlÊ�ÕMÉ�Èçß#ËuÌnÜ!Ï�×!Î�Ü�Ì�Ï�Ð�É�Ê
Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà�ÝRÉ�Ê]Ê�ß#ËJÍlÈ!ÎuÊ]Ü!Í_ÐTÌnËJÞBÐ¬Ò]Ï�Ý'ÌnÜ!Ë{ÓlÏDÚ�ÌnÏ
ÌnÜ!Ë{ÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnËëÒ]ËgÌn×!Ò]È�ÌnÏ)ÌnÜ!Ë�ÊnÉ�Ý�Ë{ËVÑ%ÌnËJÈ�Ì
É�ÊëÐ¬Ò]Ï�Ý ÌnÜ!Ë
ÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË�ÌnÏ*ÌnÜ!Ë
Ü!ÍlÎ�ÜPÒ]ËgÌn×!Ò]È�è

e



üëÜ!ËÛËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!ÒyÐ>É�ÕJËJÊ9Ëgå�Ï�Ò�ÌyÕJÏ�Ê�Ì
c(x) = 0.5 x2

èyüëÜ!ËÛÊ�Ì�É�Ò�Ì�êf×!ÖuÍlÈ�ì�ËJÊ�ÌnÝ�ËJÈ�Ì�Ï�ÐvÌnÜ!Ë,Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ
ÍlÊ�ÔvÑvËJÞãÉdÌ

Γ = 3, 120
H�c�huè�üëÜ!Ë*ÒnÉdÌnË¯Ï�Ð,Ò]ËgÌn×!Ò]ÈãÉ�ÈÏ�×vÌnÊ]ÍlÞ!Ë¯ÓlËJÈ!Þ!ËJÒ3Ò]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÊ3ÌnÏ·ÔÈÉ�È!ÕJË¯ÌnÜ!Ë

Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ�ÍlÊ
r = 0.25

è
÷�Ë
ÍlÈ�ì�ËJÊ�ÌnÍlÎ�ÉdÌnË)ÌnÜ!Ò]ËJË)ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�ÌnÊëÌnÜÉdÌ�Þ!Í_å�ËJÒëÍlÈ2ÌnÜ!Ë
Ê]Ö#ËJÕJÍ_ÔÕMÉdÌnÍlÏ�ÈPÏ�ÐyÌnÜ!Ë
Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÕJÏ�È%ê

ÌnÒnÉ�ÕgÌ9Ï�È!Ó_à�è F Ê�É�ß#ËJÈ!Õ�Ü!ÝRÉ�Ò]ý)ÚÛË�Ò]×!È¯É�Ê]ËJÓ_ÐØê´ÔÈÉ�È!ÕJÍlÈ!Î{ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ìëï>é�Ï�û{ËJÖÉMà!ôVá�ÍlÈuÚ{Ü!ÍlÕ�Ü�ÌnÜ!ËJÒ]ËÛÍlÊ
È!Ï*Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÉdÌ{É�ÓlÓ è�@×!Ò�ÌnÜ!ËJÒ]Ý�Ï�Ò]Ë�á%ÚÛË)Ê�Ìn×!Þvà·ÌnÜ!Ë)Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ2Þ!ËJßvÌ{ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ{ÕJÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�Èîï�U�J/cëô
É�È!ÞæÌnÜ!Ë�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ)ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ3ÕJÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�Èðï>é�~5cëôVá#ÍlÈPÚ{Ü!ÍlÕ�ÜçÊ]×!ßjÙ]ËJÕgÌnÊ)É�Ò]ËuËVÑvÖ#Ï�Ê]ËJÞçÌnÏ�ÌnÜ!Ë
Ò]ËJÊ]Ö#ËJÕgÌnÍ_ì�ËBýjÍlÈ!ÞîÏ�Ð,Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌuÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMè�üëÜ!ËBÒ]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÞîËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞãÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì
ÌnÏ·ÌnÜ!Ë*ÓlËJÈ!Þ!ËJÒJá
(1+ r) Γ

ájÞ!ËgÌnËJÒ]Ý�ÍlÈ!ËJÊ�ÌnÜ!Ë�Ê�Ì�ÉdÌnËVêfÕJÏ�È�ÌnÍlÈ!Î�ËJÈ�ÌÛÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌnÊÛ×!È!Þ!ËJÒ,ß#Ï�ÌnÜRÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJè"ÇfÝ�Ö#Ï�Ò�Ì�É�È�ÌnÓ_à�á
ß#Ï�ÌnÜ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ3ÓlËMÉ�ÞæÌnÏ�ÌnÜ!Ë�ÊnÉ�Ý�ËuËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞîÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì3Ï�Ð�Tvá ò�ó�óÖH�c�huè�ü9É�ß!ÓlË�ñ�Ê]×!Ý�ÝRÉ�Ò]ÍlùJËJÊ
É�ÓlÓ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJè

û{ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì U�J/c é�~5c é�Ï�û{ËJÖÉMà
t1 500.00

H�c�h
500.00

H�c�h
0

H�c�h
t2 7, 383.30

H�c�h
9, 000.00

H�c�h
0

H�c�h
t3 7, 383.30

H�c�h
500.00

H�c�h
0

H�c�h
ü9É�ß!ÓlËBñEg�û{ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ�ß�à·ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì

ü9É�ß!ÓlË/CuÊ]×!Ý�ÝRÉ�Ò]ÍlùJËJÊ,ÌnÜ!Ë�ÌnÜ!ËJÏ�Ò]ËgÌnÍlÕMÉ�Ó#Ö!Ò]ËJÞ!ÍlÕgÌnÍlÏ�È!ÊJè^H�ì%ÍlÞ!ËJÈ�ÌnÓ_à�á%ÌnÜ!Ë3Ò]ËJÊ�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÍlÏ�È�ÌnÏ¯Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ
Þ!ËJßvÌ)ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ)ÓlËMÉ�Þ!Ê�ÌnÏPÉRÓlÏ�Ê]Ê�ÍlÈ�ÌnÏ�Ì�É�ÓyÊ]×!Ò]Ö!Ól×!ÊJè F Þ!Þ!Í_ÌnÍlÏ�ÈÉ�ÓlÓ_à�á!ÌnÜ!Ë¯ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò#G ÊuÖÉMà�Ï�åðÍlÊ
Ê]×!ß!Ê�Ì�É�È�ÌnÍØÉ�ÓlÓ_à�Ê]ÝRÉ�ÓlÓlËJÒJèyÇ´Ð#ÌnÜ!ËëÊ�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞBÞ!ËJßvÌ,ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ,ÍlÊ�Ò]ËJÖ!ÓØÉ�ÕJËJÞBß�àBÉ)Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�êfË#bj×!Í_ì�É�ÓlËJÈ�Ì
È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMá�ÌnÏ�Ì�É�ÓÊ]×!Ò]Ö!Ól×!Ê,ÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]ËJÊ,ß�à¶OEOEô·á�Ú{Ü!ÍlÓlËëÌnÜ!Ë{Ê]×!Ò]Ö!Ól×!ÊÛÉ�ÕJÕJÒ]×!ÍlÈ!Î)ÌnÏ
ÌnÜ!Ë
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������	 t ����(< �" � :K(�����;w�� ,���� ��	)���#��;=� �E()��()��	
(<�� � ¡"! ��� ¡ ú+��������;�$# � � ¡<ÿ ��������;�

:K(������()��'�(%!�� ,�!�� *��� ,���� ��	)���#�K;=� �E()��()��	
(< �
p < 0.0005 � �";�)>Sú���%�����;Xü6� ¡ ú� �> � �X��������;'& � ��!�()��(&��K���� ,���� ��	)���#�

;=� �E()��()��	
(�:%� ��! p = 0.0143 ����;-� �-��������;� ! ����;-û�:K(4����; p < 0.075 >W�����%��������;� ¡ ����;)( � p > 0.185 >
D
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�E����� � ���� ��;°� � ��(<" ��6'�()�^��������;�^����;=()����!�(7 �"����;����";°;=()�=�
	
���#���"��	�� � � (
����  � ��!�(I�����=������������������	�	
���#���"��	�� � ����;�;=� (�  � ����;�� �Y��!�()��(�������7��()����*9��()�#� � ��� ,�!#�� �>
0�!�(���!�()����(
����	)���E(
�E�����&����(<;=��	���� ���-���� ��;=��	)�6��(<;-�9*7;����!�(<;7� � ��(<)>
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Ëgå�Ï�Ò�Ì�É�È!ÞPÖ!Ò]ËJÞ!ÍlÕgÌnËJÞæËgå�Ï�Ò�Ì�ß�à2Ò]Ï�×!È!Þ

� Ý�ö �
	�ã%òYê�ï à��kòKà�í�ê�çWæ�òYê ê��å�ã%ï à�í ã%í�ê�çWã�å-çWã%í-ã%ø7çWë
æ�äxë
í-òKà�èéãÍæ�í-â à�í
ê�à�ê�æ�ä�ï�ø7ç�å�ä
ø-ï

����§����ª©-,&®).XÄ�½=À�º�Ò�À�ÃVÀ�³S·�º�À�¿1º�À�³KÀ�¾�º�¸�»�ÈW¸ª³K¹6²�µ¶Àw¯"³KÀ�·^²
Á-À Î�²�º�·^¹6²=½�·�»�³1Ãwº�À�¿W»�Ë�µ¶À�³S·�Å�¸�½/²�³f»�Ò�À�º�´
»=Ñ¼À�/�02143ÇÑ�º�À�»�·�À�º�¾�³1Ã¼À�º�·ªÐSÀI³K²�³S´�µ¶²�³K²�·�²�³S¸�¹�¹6²�³S·�º<»¼¹�·K·ªÐW»�³�¾�³1Ã¼À�º�·ªÐSÀ�½�·"»�³1Ã?»�º<Ã/Ã¼À9Ä#·&¹6²�³S·�º<»¼¹�·"Ó

@9ÍlÎ�×!Ò]ËVC�Ü!ÍlÎ�Ü!ÓlÍlÎ�Ü�ÌnÊ{ÌnÜÉdÌ�ÌnÜ!Ë*ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�ËuÏ�Ð�ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÊuÍlÈ�ÌnÜ!Ë*é�~5c�ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì)ÍlÊ�Ý¯×!Õ�Ü
Î�Ò]ËMÉdÌnËJÒÛÌnÜÉ�È2ÍlÈRÌnÜ!Ë�U�J/c©ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�ÌMè�h�Ê]ÍlÈ!Î¯ÞÉdÌ�É�Ð¬Ï�ÒÛÒ]Ï�×!È!Þ!Ê)ñ�ñgê�ñ�O
Ï�È!Ó_à�á%ÚÛË3ÔÈ!Þ·ÌnÜÉdÌ{é�~5c
ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë�ËVÑvÕJËJËJÞ!ÊlU�J/c ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ëæß�à ñ�[�ó?ô·è Ç´ÐuËMÉ�Ò]ÓlÍlËJÒ�Ò]Ï�×!È!Þ!Ê2É�Ò]ËçÍlÈ!ÕJÓl×!Þ!ËJÞ�á{È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ
ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ3Ö#ËJÒ�Ð¬Ï�Ò]Ý Ëgì�ËJÈîß#ËgÌ]ÌnËJÒJá�Ë�è Î!è
é�~5c ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë
ÌnÏ�Ö!Ê�U�J/c»ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ëuß�à5TED�ó?ô	Ï�ÈîÉMì�ËJÒnÉ�Î�Ë
Í_ÐyÞÉdÌ�É*Ð¬Ï�ÒëÒ]Ï�×!È!Þ!Ê7TLê�ñ�O�ÍlÊë×!Ê]ËJÞ�è 5

h�Ê]ÍlÈ!ÎëÌnÜ!Ë"ÌfÚÛÏdê´Ì�É�ÍlÓlËJÞ
È!Ï�È%êfÖÉ�ÒnÉ�Ý�ËgÌnÒ]ÍlÕ^~�É�È!È%ê´÷öÜ!Í_ÌnÈ!Ëgà
U
ÌnËJÊ�Ì�Ð¬Ï�Ò�É{Ò]Ï�×!È!ÞvÚ{ÍlÊ]Ë�ÕJÏ�Ý�ÖÉ�Ò]ÍlÊ]Ï�È

Ï�Ð�ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�ÓÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë)ï¬È!ËgÌ,Ï�Ð�É�Î�ËJÈ!Õgà*ÕJÏ�Ê�ÌnÊ,É�È!ÞBÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌVôVá�ÚÛËëÔÈ!ÞBÌnÜÉdÌ�ÌnÜ!Ë{Þ!Í_å�ËJÒ]ËJÈ!ÕJË
ÍlÈ©Ý�ËJÞ!ÍØÉ�È©ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�ËçÍlÊRÜ!ÍlÎ�Ü!Ó_àúÊ]ÍlÎ�È!Í_ÔÕMÉ�È�Ì2ÍlÈ ñ�C�Ï�Ð�ñ�O�Ò]Ï�×!È!Þ!Êîï

p < 0.007
ôVè ÇfÈ©ÌfÚÛÏ�Ý�Ï�Ò]Ë

Ò]Ï�×!È!Þ!ÊJá,ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�ËRÞ!Í_å�ËJÒ]ËJÈ!ÕJËJÊ�É�Ò]Ë2Ê]ÍlÎ�È!Í_ÔÕMÉ�È�ÌPï
p < 0.05

ôuÉ�È!Þ�ÍlÈ�É�È!Ï�ÌnÜ!ËJÒ¯ÚÛËMÉ�ýjÓ_àðÊ]ÍlÎ�È!Í_ÔÕMÉ�È�Ì
ï
p = 0.0647

ôVè
����§����ª©76�®�ÆY·"»�³1Ã?»�º<Ã°Ã¼À9Ä#·�¹6²�³S·�º<»¼¹�·ª½XÈ�À�»?Ãw·�²°»/½�¾WÄ�½�·"»�³S·�¸�»�ÈWÌIÀ�È Á#»�º�ÀXÈ�²=½6½X·ªÐW»�·^¹�»�³fÄ�À�À�È�¸ªµV¸ª³1»�·�À�Ã
¹6²�µ-¿1È�À�·�À�È�Ë�¸ Á�Ï�¸ª³�½�·�À�»?Ã�Ï�º�À�¿W»�Ë�µ¶À�³S·�´<À98#¾�¸ªÒ�»�È�À�³S·^³K²�³S´�µ¶²�³K²�·�²�³S¸�¹�¹6²�³S·�º<»¼¹�·ª½°»�º�À�¾?½=À�Ã?Ó

:<; ()�"	
()�#�"��,�(<K:K()��(^	)����	
�����6��(<;7�9*+�"��89� ��,I��!�(���'�()�"��,�(&� ��	
����(^�6'�()�%����=� (<	��"%����;X��!�(^��(<���(<	���� '�(���������;�)>
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@9ÍlÎ�×!Ò]Ë�C�g F ì�ËJÒnÉ�Î�ËuÒ]Ï�×!È!ÞæÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë3Ï�Ð9ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]Ê�×!È!Þ!ËJÒ�é�~5cGÉ�È!Þ5U�J/c

h�Ê]ÍlÈ!ÎãÉçßÉ�Ò*Þ!ÍØÉ�Î�ÒnÉ�Ýæá^@9ÍlÎ�×!Ò]Ë}TÍlÓlÓl×!Ê�ÌnÒnÉdÌnËJÊ�Ü!ÏDÚíÝ¯×!Õ�ÜúÉ�Þ!Þ!Í_ÌnÍlÏ�ÈÉ�Ó�ÌnÏ�Ì�É�ÓÛÊ]×!Ò]Ö!Ól×!Ê*ÚÛÏ�×!ÓlÞ
ÜÉMì�Ë)ß#ËJËJÈPÕJÒ]ËMÉdÌnËJÞPÍlÈRÌnÜ!Ë�U�J/c©ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�ÌëÍ_Ð4á%ÍlÈ!Ê�ÌnËMÉ�Þ2Ï�Ð+ÌnÜ!Ë)Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ2Þ!ËJßvÌëÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMáÉ¯È!Ï�È%ê
Ý�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ{ÜÉ�Þ2ß#ËJËJÈP×!Ê]ËJÞ�è,üëÜ!Ë3ÔÎ�×!Ò]Ë)Ò]Ëgì�ËMÉ�ÓlÊ�ÌnÜÉdÌëÍlÈ·ÌnÜ!Ë3ÔÒ]Ê�ÌëÐ¬Ï�×!Ò�Ò]Ï�×!È!Þ!ÊëÏ�Ð�ÌnÜ!Ë
ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�ÌMá+ÌnÜ!ËJÒ]Ë�ÍlÊ
ËJÊ]Ê]ËJÈ�ÌnÍØÉ�ÓlÓ_àçÈ!ÏPÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]ËBÞ!ÍlÊnÉ�Þvì�É�È�Ì�É�Î�ËBÏ�Ð,ÌnÜ!Ë�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞãÞ!ËJßvÌ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMè =
cÛÓlËMÉ�Ò]Ó_à�áÌnÜ!ËJÊ]Ë¯ÍlÈ!Í_ÌnÍØÉ�Ó�Ëgå�Ï�Ò�Ì3ÓlËgì�ËJÓlÊ3É�Ò]ËuÊ]×!ß#Ï�ÖvÌnÍlÝRÉ�ÓyÉ�È!Þ�à%ÍlËJÓlÞæÈ!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�Ë�Ò]Ï�×!È!ÞçÍlÈ!ÕJÏ�Ý�ËJÊJá�É�Ê�ÍlÊ
Ï�ß�ì%ÍlÏ�×!Ê)Ð¬Ò]Ï�Ý ÍlÈ!Ê]Ö#ËJÕgÌnÍlÈ!Î2ÔÎ�×!Ò]Ë¶C%èBÇfÈîÌnÜ!ËBÕJÏ�×!Ò]Ê]ËBÏ�ÐÛÌnÜ!ËBËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�ÌMá�Ê]×!ßjÙ]ËJÕgÌnÊuÍlÈÌnÜ!Ë¶U�J/c
ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì
É�Ö!ÖÉ�Ò]ËJÈ�ÌnÓ_à�ß#ËJÕJÏ�Ý�Ë¯ÉMÚ�É�Ò]Ë*Ï�Ð"ÌnÜÉdÌ)Ê]ÝRÉ�ÓlÓlËJÒ�Ëgå�Ï�Ò�Ì3ÓlËMÉ�Þ!Ê�ÌnÏ·ÓØÉ�Ò]Î�ËJÒ�Ò]Ï�×!È!ÞÍlÈ!ÕJÏ�Ý�ËJÊ
É�È!Þ¯Ò]ËJÞ!×!ÕJËÛÌnÜ!ËJÍlÒ9Ëgå�Ï�Ò�Ì�Õ�Ü!Ï�ÍlÕJËJÊ"É�ÕJÕJÏ�Ò]Þ!ÍlÈ!Î�Ó_à�è F Ê�Ëgå�Ï�Ò�Ì�ÓlËgì�ËJÓlÊ9ÍlÈuÌnÜ!ËXU�J/c�ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì�Þ!ËJÕJÒ]ËMÉ�Ê]Ë�á
ÌnÜ!Ë¯Ï�ß!Ê]ËJÒ�ì�ËJÞÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë¯Þ!ÍlÊnÉ�Þvì�É�È�Ì�É�Î�Ë�Ï�Ð�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞçÞ!ËJßvÌ)ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ)Ê]ÜÉ�Ò]Ö!Ó_àæÎ�Ò]ÏDÚ{ÊJè)ÇfÈ�ÌnÜ!Ë¯ÓØÉ�Ê�Ì
ÖÉ�Ò�ÌuÏ�Ð�ÌnÜ!Ë�ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì2ï¬Ò]Ï�×!È!Þ!Ê�ñ�ñgê�ñ�O�ôVá�Ëgå�Ï�Ò�ÌuÓlËgì�ËJÓlÊ�É�Ö!Ö#ËMÉ�ÒuÊ�Ì�É�ß!ÓlË�è ø ÈðÉMì�ËJÒnÉ�Î�Ë�áyÌnÜ!ËR×!Ê]Ë
Ï�Ð�ÌnÜ!ËPÈ!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ·ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌBÚÛÏ�×!ÓlÞ�ÜÉMì�ËæÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]ËJÞ�ÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]ËPÍlÈ�ÌnÜ!ËdU�J/cäÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì�ß�à
É�Ö!Ö!Ò]ÏMÑvÍlÝRÉdÌnËJÓ_à}T�ó?ôäÍlÈ2ÌnÜ!ËJÊ]Ë
Ô!ì�ËuÒ]Ï�×!È!Þ!ÊJè

û{ËJÊ�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÍlÈ!Î�ÉdÌ]ÌnËJÈ�ÌnÍlÏ�È
ÌnÏ�ÞÉdÌ�ÉëÐ¬Ò]Ï�Ý�ÌnÜ!ËÛÓØÉ�Ê�ÌyÖÉ�Ò�ÌyÏ�Ð!ÌnÜ!Ë,ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ìëï¬Ò]Ï�×!È!Þ!Ê,ñ�ñgê�ñ�O�ô#Ú{Ü!ËJÒ]Ë
Ëgå�Ï�Ò�Ì3Õ�Ü!Ï�ÍlÕJËJÊ3×!È!Þ!ËJÒ/U�J/c É�Ö!Ö#ËMÉ�Ò{ÌnÏ·ÜÉMì�Ë¯ÕJÏ�È�ì�ËJÒ]Î�ËJÞ�ï¬Ê]ËJË�ÔÎ�×!Ò]ËVT�ôVáHÚÛË�ÔÈ!ÞçÌnÜÉdÌ3Ï�ß!Ê]ËJÒ�ì�ËJÞ
ÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë�ÍlÈ�ÌnÜ!Ë3é�~5cúÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�Ì�ÍlÊ,Ê]ÍlÎ�È!Í_ÔÕMÉ�È�ÌnÓ_àBÎ�Ò]ËMÉdÌnËJÒ�ÌnÜÉ�È·ÍlÈ�ÌnÜ!Ë/U�J/c�ÌnÒ]ËMÉdÌnÝ�ËJÈ�ÌÛÍlÈ·É�ÓlÓHÏ�Ð
ÌnÜ!ËJÊ]Ë
Ô!ì�ËuÒ]Ï�×!È!Þ!Ê�ï�~�É�È!È%ê´÷öÜ!Í_ÌnÈ!Ëgà

U
ÌnËJÊ�ÌMá

p < 0.057
ávÌfÚÛÏdê´Ì�É�ÍlÓlËJÞHôVè
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@9ÍlÎ�×!Ò]Ë-T�g�÷�ËJÓ_Ð>É�Ò]Ë�ÓlÏ�Ê]Ê,Ú{Í_ÌnÜ2É�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ2Þ!ËJßvÌ{ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMávß!×vÌëËJÓlÍlÝ�ÍlÈÉ�ß!ÓlËëß�à·É¯È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ
ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ
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@Ò]Ï�Ý É{ÌnÜ!ËJÏ�Ò]ËgÌnÍlÕMÉ�Ó%Ö#ËJÒ]Ê]Ö#ËJÕgÌnÍ_ì�Ë�á�ÍlÈ¯Ï�×!Ò9Ê]ËgÌ]ÌnÍlÈ!Î�Ï�ÐHËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�ÓvËVÑ%ÌnËJÒ]ÈÉ�Ó%ÔÈÉ�È!ÕJË�á�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ
Þ!ËJßvÌëÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊëÖ!Ò]ÏDì%ÍlÞ!Ë3ÍlÈvÐ¬ËJÒ]ÍlÏ�Ò,ÍlÈ!ÕJËJÈ�ÌnÍ_ì�ËJÊ�ÌnÏ�ÌnÜ!Ë)ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!ÒJè F ÕJÕJÏ�Ò]Þ!ÍlÈ!Î�Ó_à�ájÚÛËJÓ_Ð>É�Ò]Ë3ÓlÏ�Ê]Ê]ËJÊ
É�È!Þ©Ò]ËJÞ!×!ÕJËJÞöËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�Ó�Ö!Ò]Ï�Ô!Ì·ËJÝ�ËJÒ]Î�Ë�Þ!×!Ë�ÌnÏ�ÍlÈ!Ëgâ�ÕJÍlËJÈ�ÌnÓ_àúÓlÏDÚ Ëgå�Ï�Ò�Ì·Õ�Ü!Ï�ÍlÕJË�è é�Ï�È%ê
Ý�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ
ÜÉMì�ËBß#ËJËJÈãÊ]Ü!ÏDÚ{ÈãÌnÏPÏDì�ËJÒ]ÕJÏ�Ý�Ë*ÌnÜ!ËJÊ]ËBÈ!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�ËBÖ!Ò]Ï�Ö#ËJÒ�ÌnÍlËJÊ
Ï�ÐyÌnÜ!Ë
Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞæÞ!ËJßvÌ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMè

÷�ËçÜÉMì�ËçÖ!×vÌRÌnÜ!ËJÊ]Ë�ÌnÜ!ËJÏ�Ò�à�êfßÉ�Ê]ËJÞ Ö!Ò]ËJÞ!ÍlÕgÌnÍlÏ�È!ÊBÌnÏãÌnÜ!ËçËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�ÓëÌnËJÊ�ÌMè ø ×!ÒRÒ]ËJÊ]×!Ó_ÌnÊ
ÕJÏ�ÈvÔÒ]Ý�ÌnÜ!Ë�Ê]×!Ö#ËJÒ]ÍlÏ�Ò]Í_Ìfà*Ï�Ð�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌÛÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJè"ÇfÝ�Ö#Ï�Ò�Ì�É�È�ÌnÓ_à�á�ÌnÜ!ÍlÊ�Ê�Ìn×!Þvà�ÍlÊ
Ï�È!Ó_à¯É�ÔÒ]Ê�ÌMájÉ�Ólß#ËJÍ_Ì9Ê]×!ÕJÕJËJÊ]Ê�Ð¬×!Ó á%Ê�ÌnËJÖ*ÌnÏDÚ�É�Ò]Þ!Ê�É3ß#ËgÌ]ÌnËJÒ"×!È!Þ!ËJÒ]Ê�Ì�É�È!Þ!ÍlÈ!Î
Ï�ÐÌnÜ!ËëÖ#Ï�ÌnËJÈ�ÌnÍØÉ�Ó!É�È!Þ¯ÌnÜ!Ë
Ö!Ò]Ï�Ö#ËJÒ�ÌnÍlËJÊëÏ�Ð�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJèIHëè Î!è_áÍ_ÌëÍlÊ{ÍlÝ�Ö#Ï�Ò�Ì�É�È�ÌÛÌnÏ�ÍlÈ�ì�ËJÊ�ÌnÍlÎ�ÉdÌnË3ÌnÜ!Ë
Þ!ÏDÚ{È!Ê]ÍlÞ!ËJÊ
Ï�ÐuÈ!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕæÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊJá{ÔÒ]Ê�ÌæÉ�È!Þ©Ð¬Ï�Ò]ËJÝ�Ï�Ê�Ì·Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÒ·ÍlÈvÐ¬Ï�Ò]ÝRÉdÌnÍlÏ�ÈÉ�ÓëÒ]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÝ�ËJÈ�ÌnÊ2É�È!Þ
Ê]×!Ê]ÕJËJÖvÌnÍlß!ÍlÓlÍ_ÌfàRÌnÏBÊnÉ�ß#Ï�Ì�É�Î�Ë�è

ò
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ÿÛÒnÉ�È!ÞvÌMá/L�Ï�Ò]Þ!Í
É�È!Þi]
É�Ò�àjcÛÜÉ�Ò]È!ËJÊ]Êðï�C�ó�ó�ejô�gaJ�ÏÇM�É�ß#Ï�×!Òd~�É�Ò]ý�ËgÌ5cÛÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�È!Ê F å�ËJÕgÌ5])Í_ÐTÌ
H9ÑvÕ�ÜÉ�È!Î�ËGFAU%Ï�Ý�Ë�H9ÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�Ó&H�ì%ÍlÞ!ËJÈ!ÕJË�è�HX¹6²�³K²�µV¸�¹)IS²�¾�º�³1»�ÈÛñ�ñ9e!áSDEN�edê)[�óENvè
ÿÛÒ]ÏDÚ{È�áw~�É�Ò�ÌnÍlÈGÉ�È!Þ cÛÜ!Ò]ÍlÊ�ÌnÍØÉ�È\��ËJÜ!È!Þ!ËJÒðïTÐ¬Ï�Ò�ÌnÜ!ÕJÏ�Ý�ÍlÈ!Îjô�gacÛÒ]ËJÞ!Í_Ì�û{ËJÎ�ÍlÊ�ÌnÒ]ÍlËJÊJá)û{ËJÓØÉdÌnÍlÏ�È!Ê]Ü!ÍlÖ
ÿ�É�È!ýjÍlÈ!Î�É�È!ÞlM+Ï�É�Èæû{ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌMè�IS²�¾�º�³1»�È4²
ÁKJB²�³KÀ�Ë=ÏKL�º�À�Ã�¸ª·ªÏ�»�³1Ã�M-»�³ON�¸ª³�Ñ�è
J�Ë=L�Ï�È!Î!á?J�Ï�×!Î�ÓØÉ�Ê�P¯è_á?@Ï�Ò]Ê�àjÌnÜ!Ë�á�û{Ï�ß#ËJÒ�ÌMá�É�È!ÞBû{×!Ê]Ê]ËJÓlÓWLvè�M+×!È!Þ!Ü!Ï�ÓlÝíï4ñDòEN?O�ô�gyû{ÍlÖ#Ï�å�ÊJá�M+ËJÝ�Ï�È!ÊJá
É�È!Þ¯û{ËJÖ!×vÌ�ÉdÌnÍlÏ�È°@Ï�Ò]ÝRÉdÌnÍlÏ�È)ÍlÈ F Î�ËJÈ!Õgà¯û{ËJÓØÉdÌnÍlÏ�È!Ê]Ü!ÍlÖ!Ê#g F M�É�ß#Ï�ÒnÉdÌnÏ�Ò�àw~�É�Ò]ý�ËgÌ�UjÌn×!Þvà�èQIS²�¾�º�³1»�È
²
Á)R�¸ª³1»�³K¹6À/e�óï�T�ôVáSN�ó�òLê
N?C�óvè
@HÉ�ÓlýHá F Ò]Ý�ÍlÈÉ�È!Þx~æÍlÕ�ÜÉ�ËJÓ^R�Ï�Ê�Ð¬ËJÓlÞ�ï�C�ó�óED�ô�g�üëÜ!ËÖ��ÍlÞ!Þ!ËJÈxcÛÏ�Ê�ÌnÊ
Ï�Ð�cÛÏ�È�ÌnÒ]Ï�Ó èTS-µ¶À�º�¸�¹�»�³UHX¹6²�´
³K²�µV¸�¹)VXÀ�Ò=¸�À�Ì�òEDvá�ñ=Dvñ�ñgê�ñ=DET�óvè
@ËJÜ!ÒJá%H"Ò]È!Ê�ÌMá%R)ÍlÒ]Õ�Ü!Ê�ÌnËJÍlÎ�ËJÒJá%])ËJÏ�Ò]Î!á�É�È!Þ F Ò]È!ÏPû{ÍlËJÞ!Ó�ï4ñDò�òET�ô�g7J�Ï%ËJÊ/@HÉ�ÍlÒ]È!ËJÊ]Ê3Ö!Ò]Ëgì�ËJÈ�Ì�~�É�Ò]ý�ËgÌ
cÛÓlËMÉ�Ò]ÍlÈ!ÎQF F ÈAH9ÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�Ó9ÇfÈ�ì�ËJÊ�ÌnÍlÎ�ÉdÌnÍlÏ�È�è�W�¾W»�º�·�À�º�È�Ë�IS²�¾�º�³1»�È�²
Á7HX¹6²�³K²�µV¸�¹6½2ñDóENï�C�ôVáKe?T?[Dê
e?D�óvè
@ËJÜ!ÒJá7H"Ò]È!Ê�ÌMá-R)ÓlËJÍlÈ�á F ÓlËVÑ!É�È!Þ!ËJÒJá�É�È!ÞjR)ÓØÉ�×!ÊQ~ãè+U%Õ�Ü!Ý�ÍlÞvÌîï�C�ó�ó?[�ô�gB@HÉ�ÍlÒ]È!ËJÊ]Ê2É�È!ÞcÛÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ
J�ËJÊ]ÍlÎ�È�èXHX¹6²�³K²�µ¶À�·�º�¸�¹�»}[EO!ï4ñLôVá�ñ�C%ñgê�ñ�O�e!è
@ËJÜ!ÒJáIH"Ò]È!Ê�Ì·É�È!ÞÇcÛÜ!Ò]ÍlÊ�ÌnÍØÉ�ÈÇ��ËJÜ!È!Þ!ËJÒ�ï�C�ó�óED�ô�gPû{ËJÖ!×vÌ�ÉdÌnÍlÏ�È�É�È!ÞÛcÛÒ]ËJÞ!Í_Ì}~�É�Ò]ý�ËgÌ¶@Ï�Ò]ÝRÉdÌnÍlÏ�È�á
±�L'L�VYR�¸ª³Sº�¸�½ZN\[�²�º9N�¸ª³�ÑVØ+»�¿SÀ�º�±w²EÓ+ñ�[�òvè
])È!ËJËJùgà�áXh�Ò]Í{É�È!Þ F ÓlÞ!Ï�û{×!Ê�ÌnÍlÕ�Ü!ÍlÈ!Íuï�C�ó�ó�ó�ô�gl¢9ÉMàÇH"È!Ï�×!Î�Ü�Ï�ÒÖJ�Ï�È�G Ì}¢9ÉMà�ÉdÌ F ÓlÓ è-W�¾W»�º�·�À�º�È�Ë
IS²�¾�º�³1»�È4²
ÁKHX¹6²�³K²�µV¸�¹6½Bñ�ñ�O!ï�T�ôVáY[�òvñgê
NvñDóvè
ÇfÈ!È!ËJÊJájû
è ü)è!ï4ñDò�ò�ó�ô�g&M+ÍlÝ�Í_ÌnËJÞuÓlÍØÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà3É�È!Þ¯ÍlÈ!ÕJËJÈ�ÌnÍ_ì�ËÛÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÍlÈ!Î�Ú{Í_ÌnÜ¯ËVÑ¯É�È�ÌnËëÉ�ÕgÌnÍlÏ�È�Õ�Ü!Ï�ÍlÕJËJÊJè
IS²�¾�º�³1»�È4²
ÁKHX¹6²�³K²�µV¸�¹QÔ�ÐSÀ6²�º�ËQOEC%áWe¼ODê
D?[%è
ÇfÒ]ÓlËJÈjß!×!Ê]Õ�Ü�á�ÿÛËJÒ]È!ÞÉ�È!Þ5J�ÍlÒ]ýdU%ÓlÍ_Ú{ýdÉ�ï�C�ó�ó?O�ô�g,üyÒnÉ�È!Ê]ÖÉ�Ò]ËJÈ!ÕgàçÉ�È!Þ�Ò]ËJÕJÍlÖ!Ò]Ï%ÕMÉ�Ó+ß#ËJÜÉMì%ÍlÏ�Ò�ÍlÈæËJÝ*ê
Ö!ÓlÏDà%Ý�ËJÈ�Ì{Ò]ËJÓØÉdÌnÍlÏ�È!ÊJè]IS²�¾�º�³1»�È4²
Á)HX¹6²�³K²�µV¸�¹KM�À6ÐW»�Ò=¸�²�ºw»�³1Ã^.�º�Ñ?»�³S¸`_=»�·�¸�²�³ZO�Dï�T�ôVáSTENETLê�e�óETvè
R)ÍlÒ]Õ�Ü!ýdÉ�Ý�Ö�á ø ÓlÍ_ì�ËJÒJávû{ËJÍlÊ]ÊJáYLvèS¢"Ü!ÍlÓlÍlÖ!Ö�ávÉ�È!ÞfR
É�Ò]ÍlÝ UvÉ�Þ!Ò]ÍlËJÜãï�C�ó�óED�ô�g F Ö!×!Ò]Ë3ì�É�Ò]ÍØÉdÌnÍlÏ�ÈRÏ�ÐyÒ]ÍlÊ]ý
ÍlÈ2ÔÒ]Ê�Ì�êfÖ!Ò]ÍlÕJË
É�×!ÕgÌnÍlÏ�È!ÊJèXJaHwÔ�H).�VbVXÀ6½=À�»�º�¹6Ð�JBÀ�µ¶²�º<»�³1Ã�¾�µ óEDdc�ó?O�Nvè
~æÍlÓlÎ�Ò]Ï�Ýæá¼¢9É�×!Ó�û
è+ï4ñDòENvñLô�g^])Ï%Ï%ÞRÈ!ËgÚ{Ê{É�È!Þ·ßÉ�Þ2È!ËgÚ{Ê#g,û{ËJÖ!Ò]ËJÊ]ËJÈ�Ì�ÉdÌnÍlÏ�È·ÌnÜ!ËJÏ�Ò]ËJÝ�Ê�É�È!ÞPÉ�Ö!Ö!ÓlÍ¨ê
ÕMÉdÌnÍlÏ�È!ÊJè]M�À�ÈªÈXIS²�¾�º�³1»�È4²
ÁKHX¹6²�³K²�µV¸�¹6½�ñ=TváSTED�òLê
T?[�Nvè
ø ÚÛËJÈ!ÊJá?~�É�Ò]ý�@ÛèDÉ�È!Þ�L�Ï�Ü!ÈwR
É�Î�ËJÓHï�C�ó�óED�ô�g&~æÍlÈ!ÍlÝ¯×!Ýö÷ðÉ�Î�Ë�û{ËJÊ�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÍlÏ�È!Ê+É�È!ÞwH"Ý�Ö!ÓlÏDà�ËJË�H�å�Ï�Ò�Ì
ÍlÈdM�É�ß#Ï�Ò7~�É�Ò]ý�ËgÌnÊ{Ú{Í_ÌnÜl])Í_ÐTÌXH9ÑvÕ�ÜÉ�È!Î�Ë�¢"Ò]ËJÊ]ËJÈ�ÌMèK[�²�º9N�¸ª³�ÑVØ+»�¿SÀ�ºVá ø Ü!ÍlÏ¶UjÌ�ÉdÌnË�h�È!Í_ì�ËJÒ]Ê]Í_Ìfà�è
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ØIº�²=²
ÁVè
ï>É�ô-@9ÍlÒ]Ê�ÌnÓ_à�á�ÚÛËBÊ]Ü!ÏDÚ ÌnÜÉdÌuÉ·Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌuÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ)ÌnÜÉdÌ
ÍlÝ�Ö!ÓlÍlËJÊ�É2Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_à�Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë¯ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó
Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì
ÓlËMÉ�Þ!Ê3ÌnÜ!Ë¯ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò
ÌnÏ2Õ�Ü!Ï%Ï�Ê]ËBÉ�ÈîËgå�Ï�Ò�Ì)ÓlËgì�ËJÓ�Ê]ÝRÉ�ÓlÓlËJÒ{ÌnÜÉ�ÈÔÒ]Ê�Ì�êfß#ËJÊ�Ì
Ëgå�Ï�Ò�ÌMá
x∗
è¶U%ËJÕJÏ�È!Þ!Ó_à�á�ÚÛË�Ê]Ü!ÏDÚ�ÌnÜÉdÌuÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�ÓyÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÍlÊ
Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_àçÖ#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë*×!È!Þ!ËJÒ�É�È�àÊ�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ

Þ!ËJßvÌ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌMè
M+ËgÌ

x̃
ß#ËÌnÜ!ËãÊ]Ï�Ól×vÌnÍlÏ�È Ï�Ð�ÌnÜ!ËîËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò#G ÊçÝRÉLÑvÍlÝ�ÍlùMÉdÌnÍlÏ�È�Ö!Ò]Ï�ß!ÓlËJÝæè J�ËJÈ!Ï�ÌnÍlÈ!Î�ÌnÜ!Ë

ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÌnÏ�ÌnÜ!ËÛÓlËJÈ!Þ!ËJÒyß�à
MR(x)

á�ÌnÜ!Ë,ÔÒ]Ê�Ì�êfÏ�Ò]Þ!ËJÒ9ÕJÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�È·ï4ñLô+ÕMÉ�È¯ß#Ë,Ò]ËgÚ{Ò]Í_Ì]ÌnËJÈ
É�Ê#g

n∑

i=1

p′i(x̃) zi − c′(x̃) − MR(x̃) = 0,

ß�à·ÌnÜ!Ë
ÍlÝ�Ö!ÓlÍlÕJÍ_Ì,Ð¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È2ÌnÜ!ËJÏ�Ò]ËJÝæá

dx̃

dMR
=

1∑n
i=1

p′′i (x̃) zi − c′′(x̃) − MR′(x̃)
< 0,

Ú{Ü!ËJÒ]ËBÌnÜ!Ë�Þ!ËJÈ!Ï�Ý�ÍlÈÉdÌnÏ�Ò)ÍlÊ)ÌnÜ!ËBÝRÉLÑvÍlÝ�ÍlùMÉdÌnÍlÏ�ÈçÖ!Ò]Ï�ß!ÓlËJÝdG Ê)Ê]ËJÕJÏ�È!Þ%êfÏ�Ò]Þ!ËJÒuÕJÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�ÈîÊ]ÏæÌnÜÉdÌ�É
Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_à·Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë)ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó#Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�ÍlÝ�Ö!ÓlÍlËJÊ

x̃ < x∗.H9ÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞ Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌçÌnÏ©ÌnÜ!ËðÓlËJÈ!Þ!ËJÒç×!È!Þ!ËJÒÉ�È�à�Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ»Þ!ËJßvÌîÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌÍlÊ�Î�Í_ì�ËJÈ»ß�à
∑m−1

i=1
pi(x) zi +

∑n
i=m pi(x) τ

Ú{Ü!ËJÒ]Ë
m

Þ!ËJÈ!Ï�ÌnËJÊPÌnÜ!ËîÍlÈ!Þ!ËVÑöÏ�ÐuÌnÜ!ËîÊ]ÝRÉ�ÓlÓlËJÊ�ÌPÖÉMà�Ï�å Ê�Ì�ÉdÌnË
ÌnÜÉdÌuÉ�ÓlÓlÏDÚ{Ê�ÌnÏ2Ð¬×!ÓlÓ_àæÒ]ËJÖÉMàçÌnÜ!Ë*ÔvÑvËJÞãÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì
Ï�Ð,ÌnÜ!Ë*Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞîÞ!ËJßvÌuÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ

τ
á�Í è Ë�è

zm =

min{zi : zi ≥ τ}
è�û{ËgÚ{Ò]Í_ÌnË·ËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌB×!È!Þ!ËJÒ¯ÌnÜ!Ë2Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]Þ�Þ!ËJßvÌBÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌBÉ�È!Þ

Þ!Í_å�ËJÒ]ËJÈ�ÌnÍØÉdÌnË3Ú{Í_ÌnÜPÒ]ËJÊ]Ö#ËJÕgÌ�ÌnÏBËgå�Ï�Ò�ÌëÌnÏBÏ�ßvÌ�É�ÍlÈPÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó#Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì3É�Ê

MR ����� (x) = zi

n∑

i=1

p′i + (z2 − z1)

n∑

i=2

p′i + . . . + (zm−1 − zm−2)

n∑

i=m−1

p′i + (τ − zm−1)

n∑

i=m

p′i.

ÿ,à�Þ!ËgÔÈ!Í_ÌnÍlÏ�È�Ï�Ð,ÉRÖ!Ò]Ï�Ö#ËJÒ3Þ!ÍlÊ�ÌnÒ]Ílß!×vÌnÍlÏ�ÈPÐ¬×!È!ÕgÌnÍlÏ�È�á#ÌnÜ!Ë�Ê]×!Ý Ï�Ð�ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó+Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊëË#bj×É�ÓlÊ
ùJËJÒ]Ï!á ∑n

i=1
p′i = 0

è�üëÜj×!ÊJáÌnÜ!Ë)ÔÒ]Ê�Ì�Ê]×!Ý�ÝRÉdÌnÍlÏ�ÈRì�É�È!ÍlÊ]Ü!ËJÊJè F ÓlÓ�Ï�ÌnÜ!ËJÒ{Ê]×!Ý�ÝRÉdÌnÍlÏ�È!Ê�Þ!Í_å�ËJÒ�Ð¬Ò]Ï�Ý
ÌnÜ!Ë�ÔÒ]Ê�Ì·Ï�È!ËçÍlÈúÌnÜÉdÌ·ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�ÓëÖ!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊ*Ð¬Ï�Ò�ÓlÏDÚ Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËîÊ�Ì�ÉdÌnËJÊ2É�Ò]Ë�È!Ï�Ì·ÖÉ�Ò�Ì·Ï�Ð)ÌnÜ!Ë
Ê]×!Ý�ÝRÉdÌnÍlÏ�È�è�ÿ,àæÌnÜ!Ë�Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËBÞ!ÍlÊ�ÌnÒ]Ílß!×vÌnÍlÏ�È�G Ê�~lM�û7¢ Ö!Ò]Ï�Ö#ËJÒ�Ìfà�á�Í_Ì�ÍlÊ�ÌnÜ!Ë�ÓlÏDÚÛËJÊ�Ì)ÖÉMà�Ï�åðÊ�Ì�ÉdÌnËJÊ
ÌnÜÉdÌuÉ�Ò]Ë*É�Ê]Ê]ÍlÎ�È!ËJÞãÈ!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�Ë*ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó�Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊJá#Ê]Ï2ÌnÜÉdÌuÉ�ÓlÓ9Ò]ËJÝRÉ�ÍlÈ!ÍlÈ!ÎRÊ]×!Ý�ÝRÉdÌnÍlÏ�È!Ê3É�Ò]Ë
Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_àRÖ#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë�è�Ç´Ì�Ð¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{Ê,ÌnÜÉdÌ{ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�ÓHÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì{×!È!Þ!ËJÒ{É�È�à·Ê�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞPÞ!ËJßvÌ{ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ{ÍlÊ
É�Ó_Ú�ÉMà%Ê{Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_à·Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë�è
ï¬ßHôXcÛÏ�È!Ê]ÍlÞ!ËJÒ�É�È�àPÊ�Ì�É�È!ÞÉ�Ò]ÞæÞ!ËJßvÌ�ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ

~t
Ê]×!Õ�Ü�ÌnÜÉdÌ

tn−1 < zn−1

èÛÇ´Ì{Ð¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{Ê�Ð¬ËMÉ�Ê]Ílß!ÍlÓlÍ_ÌfàRÏ�Ð
Ê]ÝRÉ�ÓlÓyÕ�ÜÉ�È!Î�ËJÊ)Ï�Ð"ÌnÜ!Ë*ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ)Ê�ÌnÒ]×!ÕgÌn×!Ò]Ë*Ê]×!Õ�ÜîÌnÜÉdÌ

dtn−1 = −pn(x̃)/pn−1(x̃) dtn > 0
è
üëÜ!Ë

Ò]ËJÊ]×!Ó_ÌnÍlÈ!Î
ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌÛÊ�ÌnÒ]×!ÕgÌn×!Ò]Ë�ÍlÊ�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ�Ê]ÍlÈ!ÕJË{×!È!Þ!ËJÒ�ÌnÜ!Ë�U�J/cúÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌnÊÛÍlÈ*ÌnÜ!Ë{ÌfÚÛÏ
Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÊ�Ì3Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë*Ê�Ì�ÉdÌnËJÊ3É�Ò]ËuÌnÜ!Ë�ÊnÉ�Ý�ËuÚ{Ü!ÍlÓlË
×!È!Þ!ËJÒ�ÌnÜ!Ë�Ý�Ï%Þ!Í_ÔËJÞæÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ3Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì)ÍlÈæÌnÜ!Ë
Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÊ�Ì�Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë¯Ê�Ì�ÉdÌnË
ÍlÊ{Ê]ÝRÉ�ÓlÓlËJÒÛÌnÜÉ�ÈPÌnÜÉdÌ�ÍlÈ2ÌnÜ!ËuÊ]ËJÕJÏ�È!Þ%êfÜ!ÍlÎ�Ü!ËJÊ�ÌMè�H9Ñ!É�Ý�ÍlÈ!ÍlÈ!Î¯ÌnÜ!ËuËgå�ËJÕgÌ�Ï�Ð

ñ�ñ



ÌnÜ!Ë
ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ�Ý�Ï%Þ!Í_ÔÕMÉdÌnÍlÏ�È·Ï�ÈPÏ�ÖvÌnÍlÝRÉ�Ó�Ëgå�Ï�Ò�Ìëà%ÍlËJÓlÞ!ÊJá!ß�à�ï4ñLôVá

dx̃

dtn−1

∣∣∣∣
dtn−1/dtn=−pn/pn−1

=
pn−1(x̃)U ø c ·

[
p′n−1

(x̃)

pn−1(x̃)
−

p′n(x̃)

pn(x̃)

]
> 0,

Ú{Ü!ËJÒ]Ë2ÌnÜ!ËRÔÒ]Ê�Ì*Ð>É�ÕgÌnÏ�Ò¯ÍlÊ¯È!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�Ë·ß�à�Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_àãÖ#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë·Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌfàîÍlÈ�Ê�Ì�ÉdÌnË
n
É�È!Þ�Ê]ËJÕJÏ�È!Þ

Ï�Ò]Þ!ËJÒ{ÕJÏ�È!Þ!Í_ÌnÍlÏ�ÈlU ø c
≡

∑n
i=1

p′′i (x̃) zi − c′′(x̃) −
∑n

i=1
p′′i (x̃) ti g óváHÉ�È!ÞæÌnÜ!Ë
Ê]ËJÕJÏ�È!ÞæÐ>É�ÕgÌnÏ�Ò{ÍlÊÈ!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�Ë�ß�àV~lM�û7¢yè�üëÜ!ËJÒ]ËgÐ¬Ï�Ò]Ë�á�ÌnÜ!Ë�Ý�Ï%Þ!Í_ÔËJÞ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�Ê�ÌnÒ]×!ÕgÌn×!Ò]ËëÍlÈ!Þ!×!ÕJËJÊ9ÌnÜ!Ë�ËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò

ÌnÏBËVÑvËJÒ�Ì�Ý�Ï�Ò]Ë)Ëgå�Ï�Ò�ÌëÌnÜÉ�ÈPËVÑvËJÒ�ÌnÍlÈ!Î�×!È!Þ!ËJÒëÌnÜ!Ë
ÕJÏ�È!Ê]ÍlÞ!ËJÒ]ËJÞZU�J/c�è
üëÜ!Ë*ÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]Ë*Ï�Ð,Ëgå�Ï�Ò�Ì)ÍlÝ�Ö!ÓlÍlËJÊ�Î�Ò]ËMÉdÌnËJÒ�ÌnÏ�Ì�É�ÓyÊ]×!Ò]Ö!Ól×!Ê)Þ!×!Ë¯ÌnÏ·ÌnÜ!Ë�Ð>É�ÕgÌ3ÌnÜÉdÌ3ÌnÏ�Ì�É�Ó9Ê]×!Ò]Ö!Ól×!Ê

ÍlÊ{Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_à2ÍlÈ!ÕJÒ]ËMÉ�Ê]ÍlÈ!Î�ÍlÈæËgå�Ï�Ò�Ì�Ï�È
[0, x∗]

É�È!Þ�Ëgå�Ï�Ò�Ì�×!È!Þ!ËJÒ3É�È�àlU�J/c�ÊnÉdÌnÍlÊ�ÔËJÊ
x̃ < x∗

èXU%ÍlÈ!ÕJË
ÝRÉ�Ò]Î�ÍlÈÉ�Ó%Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì,×!È!Þ!ËJÒ,É�È�àÖU�J/cúÍlÊ�Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌnÓ_à¯Ö#Ï�Ê]Í_ÌnÍ_ì�Ë
ï¬Ê]ËJË�ÖÉ�Ò�Ì�ï>É�ôyÏ�Ð#ÌnÜ!ÍlÊ"Ö!Ò]Ï%Ï�Ð�ôVá�ÌnÜ!ËëËVÑjê
Ö#ËJÕgÌnËJÞ*Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌMá�Þ!ËJÈ!Ï�ÌnËJÞ¯ß�à

R(x̃(~t ))
á�ÍlÊyÎ�Ò]ËMÉdÌnËJÒ�ÌnÜÉ�È�ÌnÜÉdÌ9×!È!Þ!ËJÒyÌnÜ!ËÛÝ�Ï%Þ!Í_ÔËJÞ�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì

ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌ9g

dR(x̃(~t ))

dtn−1

∣∣∣∣
dtn−1/dtn=−pn/pn−1

=

[
n∑

i=1

p′i(x̃) ti

]
·

dx̃

dtn−1

∣∣∣∣
dtn−1/dtn=−pn/pn−1

> 0.

H�ì%ÍlÞ!ËJÈ�ÌnÓ_à�á�ËVÑvÖ#ËJÕgÌnËJÞBÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì"ÕMÉ�È¯ß#ËÛÒ]ËJÞ!×!ÕJËJÞ*ÌnÏ�ÌnÜ!ËÛÓlËgì�ËJÓvÖ!Ò]Ëgì�É�ÍlÓlÍlÈ!Î{×!È!Þ!ËJÒ9ÌnÜ!Ë�ÕJÏ�È!Ê]ÍlÞ!ËJÒ]ËJÞ
U�J/c ß�à�Þ!ËJÕJÒ]ËMÉ�Ê]ÍlÈ!Î·Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì)ÍlÈçËgì�ËJÒ�àçÊ�Ì�ÉdÌnË�ß�àæÌnÜ!Ë�ÊnÉ�Ý�Ë¯É�Ý�Ï�×!È�Ì3Ê]ÏRÌnÜÉdÌ3Ï�ÖvÌnÍlÝRÉ�Ó+Ëgå�Ï�Ò�Ì
É�È!ÞRÌnÏ�Ì�É�Ó#Ê]×!Ò]Ö!Ól×!Ê�Þ!Ï¯È!Ï�Ì�Õ�ÜÉ�È!Î�Ë�è"üëÜ!ËJÒ]ËgÐ¬Ï�Ò]Ë�ávÌnÜ!ËJÒ]Ë3ËVÑvÍlÊ�Ì�È!Ï�È%êfÝ�Ï�È!Ï�ÌnÏ�È!ÍlÕ{ÕJÏ�È�ÌnÒnÉ�ÕgÌnÊ�ÌnÜÉdÌ�É�Ò]Ë
Ê]×!Ö#ËJÒ]ÍlÏ�Ò�ÌnÏ*ÌnÜ!Ë
ÕJÏ�È!Ê]ÍlÞ!ËJÒ]ËJÞZU�J/cöÍlÈ2ÌnËJÒ]Ý�ÊëÏ�Ð9ÌnÏ�Ì�É�Ó�Ê]×!Ò]Ö!Ól×!Ê�É�È!ÞPËJÈ�ÌnÒ]ËJÖ!Ò]ËJÈ!ËJ×!Ò]ÍØÉ�Ó�Ö!Ò]Ï�Ô!ÌMè

�

h ¾#¿fo�À+Á�ÄPÅ,À�ÆgÂ�¿fojiQkãÁ�yu¿fo%s#y)À�ÆgÂ�¿ vLÁ9Â�p lut�Á�p yu¿nm

o ¢9É�Ò�Ì�Ç6g prq
��«s�¼¤utv�w�dx%¦E�ytS«st�©�¨ ¥1«�§�z"¥Y¤}¦�tW¤=©�¨�{?¨ ¦�tS«1©�§
|,Ï�×öÉ�Ò]Ë�È!ÏDÚ ÖÉ�Ò�ÌnÍlÕJÍlÖÉdÌnÍlÈ!ÎãÍlÈ É�È©ËJÕJÏ�È!Ï�Ý�ÍlÕ�ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì·ÌnÜÉdÌ·ÍlÊRÔÈÉ�È!ÕJËJÞöß�àÊ~lH"üXH ø û
è
Ç´Ð�à�Ï�×�ÕMÉ�Ò]ËgÐ¬×!ÓlÓ_à�Ò]ËMÉ�ÞðÌnÜ!Ë·Ð¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{ÍlÈ!Î�ËVÑvÖ!ÓØÉ�ÈÉdÌnÍlÏ�È!ÊJá"à�Ï�×�ÕMÉ�È�ËMÉ�Ò]ÈúÉçÊ]×!ß!Ê�Ì�É�È�ÌnÍØÉ�ÓëÉ�Ý�Ï�×!È�Ì*Ï�Ð
Ý�Ï�È!Ëgà�áÕJÏ�È�ÌnÍlÈ!Î�ËJÈ�Ì{Ï�ÈPà�Ï�×!Ò{Þ!ËJÕJÍlÊ]ÍlÏ�È!ÊJè�üëÜ!ËJÒ]ËgÐ¬Ï�Ò]Ë�áÍ_Ì{ÍlÊ�ì�ËJÒ�àPÍlÝ�Ö#Ï�Ò�Ì�É�È�Ì�ÌnÜÉdÌëà�Ï�×æÒ]ËMÉ�ÞPÌnÜ!ËJÊ]Ë
ËVÑvÖ!ÓØÉ�ÈÉdÌnÍlÏ�È!ÊëÕMÉ�Ò]ËgÐ¬×!ÓlÓ_à�è
üëÜ!ËîÍlÈ!Ê�ÌnÒ]×!ÕgÌnÍlÏ�È!Ê2ÜÉ�È!Þ!ËJÞöÏ�×vÌ2ÌnÏ�à�Ï�×�É�Ò]ËçÐ¬Ï�ÒRà�Ï�×!ÒPÖ!Ò]Í_ì�ÉdÌnËçÍlÈvÐ¬Ï�Ò]ÝRÉdÌnÍlÏ�È�Ï�È!Ó_à�è J�×!Ò]ÍlÈ!ÎðÌnÜ!Ë
ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì"ÌnÜ!ËJÒ]Ë{ÍlÊ�É)Ê�ÌnÒ]ÍlÕgÌ�Ö!Ò]Ï�Ü!Ílß!Í_ÌnÍlÏ�È�Ï�Ð�É�È�à*ýjÍlÈ!ÞBÏ�Ð�ÕJÏ�Ý�Ý¯×!È!ÍlÕMÉdÌnÍlÏ�È�è�Ç´Ð#à�Ï�×�Þ!Ï
È!Ï�Ì,É�ß!ÍlÞ!Ë
ß�àçÌnÜ!ÍlÊ3Ò]×!ÓlË�á�à�Ï�×îÚ{ÍlÓlÓyß#Ë*ËVÑvÕJÓl×!Þ!ËJÞîÐ¬Ò]Ï�Ý ÌnÜ!Ë*ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�ÌuÉ�Ê3ÚÛËJÓlÓ�É�Ê
É�È�àÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌnÊJè¯Ç´Ð,à�Ï�×
ÜÉMì�Ë¯É�È�àdbj×!ËJÊ�ÌnÍlÏ�È�á#Ö!ÓlËMÉ�Ê]Ë�á#ÒnÉ�ÍlÊ]Ë
à�Ï�×!Ò�É�Ò]ÝæèÛ÷�ËuÚ{ÍlÓlÓ�ÌnÜ!ËJÈçÉ�È!Ê�ÚÛËJÒ�à�Ï�×!Ò-bj×!ËJÊ�ÌnÍlÏ�ÈZc ø ~æÇ4é�]
ü ø | ø h�û c�h�ÿÛÇ)c�M&Hëè
J�×!Ò]ÍlÈ!ÎRÌnÜ!Ë*ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì3ÚÛË¯Ú{ÍlÓlÓ�È!Ï�Ì)ÕJÏ�×!È�Ì)ÍlÈZH"×!Ò]Ï�Ê)ß!×vÌ)ÍlÈZH�c�h ï�H9ÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�Ó^cÛ×!Ò]Ò]ËJÈ!Õgà
h�È!Í_ÌnÊ�ôVèÛüëÜ!ËJÒ]ËgÐ¬Ï�Ò]Ë�áHà�Ï�×!Ò{ÌnÏ�Ì�É�Ó+ËMÉ�Ò]È!ÍlÈ!Î�ÊëÚ{ÍlÓlÓ�ÔÒ]Ê�Ì�ß#Ë
ÕMÉ�ÓlÕJ×!ÓØÉdÌnËJÞæÍlÈdH�c�huè#üëÜ!Ë
ÌnÏ�Ì�É�Ó�É�Ý�Ï�×!È�Ì
Ï�Ð+H�c�häà�Ï�×ðÉdÌ]Ì�É�ÍlÈîÞ!×!Ò]ÍlÈ!ÎPÌnÜ!Ë�ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�ÌuÚ{ÍlÓlÓ�ß#Ë�ÕJÏ�È�ì�ËJÒ�ÌnËJÞðÌnÏlH"×!Ò]Ï�Ê�ÉdÌuÌnÜ!Ë�ËJÈ!Þ�Ï�ÐÛÌnÜ!Ë
ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�É�È!ÞPÖÉ�ÍlÞPÍlÈPÕMÉ�Ê]Ü�è
o ¢9É�Ò�Ì�Ç]Ç6g ps}#«sz"¥Y¤2~�t�©�¨ ¥1«�¤u�Q��tW¤2��¨�«s�B©u�s�^�dx%¦A�¼¤�¨�~���«1©
üëÜ!Ë�ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�ÌnÏ%ÞÉMàPÍlÊ{Þ!Í_ì%ÍlÞ!ËJÞ�ÍlÈ�ÌnÏ�Ê]ËJÖÉ�ÒnÉdÌnË�Ò]Ï�×!È!Þ!ÊJèëÇfÈæÌnÏ�Ì�É�Ó á!ÌnÜ!ËJÒ]ËuÚ{ÍlÓlÓ�ß#Ë�ñ�OBÒ]Ï�×!È!Þ!ÊJè

ñ�C



üëÜ!Ë3Ð¬Ï�ÓlÓlÏDÚ{ÍlÈ!ÎuËJÓØÉ�ß#Ï�ÒnÉdÌnÍlÏ�È!Ê,ËVÑvÖ!ÓØÉ�ÍlÈ�ÌnÜ!Ë)ÕJÏ�×!Ò]Ê]Ë)Ï�ÐyÉ�ÕgÌnÍlÏ�È·Ï�Ð+ÌnÜ!Ë3ËVÑvÖ#ËJÒ]ÍlÝ�ËJÈ�Ì�Ð¬Ï�ÒÛËMÉ�Õ�ÜPÒ]Ï�×!È!Þ�è
H�É�Õ�Ü�Ò]Ï�×!È!Þ�á�à�Ï�×�×!È!Þ!ËJÒ�Ì�É�ý�ËPÉçÈ!ËgÚ Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌBÉ�È!Þ�Þ!ËJÕJÍlÞ!Ë·Ï�ÈðÜ!ÏDÚ Ý¯×!Õ�Ü�Ëgå�Ï�Ò�Ì�à�Ï�×�Ú�É�È�Ì¯ÌnÏ
ÍlÈ�ì�ËJÊ�Ì)ÍlÈ�ÌnÏRÌnÜ!Ë�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌMè)ÿ,à�Õ�Ü!Ï%Ï�Ê]ÍlÈ!ÎRà�Ï�×!Ò3Ëgå�Ï�Ò�Ì3ÓlËgì�ËJÓ áHà�Ï�×Þ!ËgÌnËJÒ]Ý�ÍlÈ!ËuÌnÜ!Ë¯Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊëÏ�Ð
ÌnÜ!ËRÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌuÌnÏçÉdÌ]Ì�É�ÍlÈ�ÉæÓlÏDÚ
áyÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË�á�Ï�ÒuÜ!ÍlÎ�ÜãÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë�è F ÌuÌnÜ!ËRÊnÉ�Ý�ËBÌnÍlÝ�Ë�áyÉæÜ!ÍlÎ�Ü!ËJÒ
Ëgå�Ï�Ò�Ì·Õ�Ü!Ï�ÍlÕJË�ÓlËMÉ�Þ!ÊBÌnÏ�Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÒRÕJÏ�Ê�ÌnÊJè\h�È!Þ!ËJÒ�Ì�É�ýjÍlÈ!Î�ÌnÜ!Ë�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ·Ò]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÊ·Ê�Ì�É�Ò�Ì�êf×!Ö�ÕJÏ�Ê�ÌnÊ·Ï�Ð
H�h�û T�ñ�C�óvè o Ô�ÐSÀw³KÀ<ÕE·I·�ÌI²�½=À�³S·�À�³K¹6À6½�ÌIÀ�º�ÀV²�³SÈ�Ë¶¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�Ã¶¸ª³Z·ªÐSÀ�¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½�Á9²�º�Æ���L�´�Ø'�Q1
»�³1Ã5±�J�L�´�Ø'�Q1�� F Ê*à�Ï�×úÞ!ÏîÈ!Ï�Ì�Þ!ÍlÊ]Ö#Ï�Ê]Ë2Ï�Ð�ÌnÜ!ËPÊ�Ì�É�Ò�Ì�êf×!Ö�ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó�È!ËJËJÞ!ËJÞúÐ¬Ï�Ò¯ÌnÜ!ËPÊ�Ì�É�Ò�Ì�êf×!Ö
ÍlÈ�ì�ËJÊ�ÌnÝ�ËJÈ�ÌMá�à�Ï�×�ÜÉMì�Ë·ÌnÏ�ÒnÉ�ÍlÊ]Ë�ÌnÜ!Ë·ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó�Ï�È�ÌnÜ!Ë·ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó�ÝRÉ�Ò]ý�ËgÌMè�|,Ï�×�É�Ò]Ë2É�ÕgÌnÍlÈ!Î�×!È!Þ!ËJÒ
ÓlÍlÝ�Í_ÌnËJÞPÓlÍØÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà1g,ÍlÈ�ÕMÉ�Ê]Ë¯à�Ï�×!Ò�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ)Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËBÞ!Ï%ËJÊ�È!Ï�Ì3ÕJÏDì�ËJÒ3ÌnÜ!Ë�ÔvÑvËJÞÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì3ÌnÏRÌnÜ!Ë
ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó�Ö!Ò]ÏDì%ÍlÞ!ËJÒJáÛÏ�È!Ó_àðà�Ï�×!Ò�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌRÒ]Ëgì�ËJÈj×!ËæÚ{ÍlÓlÓ�ß#ËP×!Ê]ËJÞúÐ¬Ï�ÒBÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�ÌMáÛÌnÜ!ËPÒ]ËJÝRÉ�ÍlÈ!Þ!ËJÒ
Ú{ÍlÓlÓ�ß#Ë)Ú�É�Í_ì�ËJÞ�è p o Ô�ÐSÀw³KÀ<ÕE·�·�ÌI²V½=À�³S·�À�³K¹6À6½�ÌIÀ�º�ÀV²�³SÈ�ËÖ¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³5·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½�Á9²�º)MwS�ÆY´
Ø'�Q1���h�È!Þ!ËJÒ�Ì�É�ýjÍlÈ!Î2ÌnÜ!Ë*Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ
Ò]Ë#bj×!ÍlÒ]ËJÊ
Ê�Ì�É�Ò�Ì�êf×!ÖÕJÏ�Ê�ÌnÊ
Ï�ÐIH�h�ûéT�ñ�C�óvè-|,Ï�×îÞ!ÍlÊ]Ö#Ï�Ê]Ë*Ï�Ð�ÌnÜ!Ë
È!ËJÕJËJÊ]ÊnÉ�Ò�àRÊ�Ì�É�Ò�Ì�êf×!Ö�ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�ÓÉ�È!ÞBà�Ï�×RÞ!Ï�È!Ï�Ì,ÜÉMì�Ë{ÌnÏuÒnÉ�ÍlÊ]ËëÌnÜ!Ë�ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó!Ï�ÈBÌnÜ!Ë�ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó!ÝRÉ�Ò]ý�ËgÌMè p
� ¥]�&¤�§��B¥�z-tv{�©�¨ ¥1« F Ì3ÌnÜ!Ë¯ß#ËJÎ�ÍlÈ!È!ÍlÈ!ÎRÏ�Ð�ËMÉ�Õ�ÜÒ]Ï�×!È!Þ�á�à�Ï�×îÉ�Ò]Ë*É�Ê]ý�ËJÞÌnÏ·Ê]ËgÌ)ÌnÜ!Ë�Ëgå�Ï�Ò�Ì)ÓlËgì�ËJÓ
X
Ð¬Ï�Ò�ÌnÜ!ÍlÊ)Ò]Ï�×!È!Þ�G Ê
Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌMè*üëÜ!ËBËgå�Ï�Ò�Ì
ÓlËgì�ËJÓ�ÕMÉ�È!È!Ï�Ìuß#Ë*È!ËJÎ�ÉdÌnÍ_ì�Ë*Ï�Ò)ËVÑvÕJËJËJÞ�ñDó�óvá�É�È!ÞîÝRÉMà

Ï�È!Ó_à·ËVÑvÜ!Ílß!Í_Ì{Ï�È!Ë
Þ!ËJÕJÍlÝRÉ�Ó�Ö!ÓØÉ�ÕJË�è
üëÜ!Ë)ÕJÏ�Ê�ÌnÊëÉ�Ò]ÍlÊ]ÍlÈ!ÎuÐ¬Ò]Ï�Ýäà�Ï�×!Ò�Ëgå�Ï�Ò�Ì{É�Ò]Ë

1

2
X2

è"üëÜ!Ë)Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌëÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë
ÍlÊ�ÒnÉ�È!Þ!Ï�Ý É�È!Þ2ÝRÉMà�Ì�É�ý�Ë
Ï�ÈçÉRÓlÏDÚ
áHÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË�áHÏ�Ò�Ü!ÍlÎ�Ü�ÓlËgì�ËJÓ è�ÿ,àæÕ�Ü!Ï%Ï�Ê]ÍlÈ!Î�à�Ï�×!Ò�Ëgå�Ï�Ò�Ì�ÓlËgì�ËJÓ

X
áHà�Ï�×çÕMÉ�ÈçÍlÈ�P×!ËJÈ!ÕJË

ÌnÜ!Ë·Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊ)Ð¬Ï�Ò¯É�ÓlÏDÚ Ï�Ò¯ÉçÜ!ÍlÎ�Ü�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌBÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë�èãüëÜ!Ë2Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÒuà�Ï�×!Ò¯Ëgå�Ï�Ò�Ì*ÓlËgì�ËJÓ á9ÌnÜ!Ë
ÓlÏDÚÛËJÒ�ÌnÜ!Ë*Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌfàPÏ�ÐÛÉ·ÓlÏDÚ Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËRÉ�È!ÞçÌnÜ!Ë*Ü!ÍlÎ�Ü!ËJÒ�ÌnÜ!Ë*Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌfàPÏ�ÐÛÉ·Ü!ÍlÎ�ÜçÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë�è
ÇfÈæÖÉ�Ò�ÌnÍlÕJ×!ÓØÉ�Ò#g

•
Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà�Ï�ÐyÌnÜ!Ë
ÓlÏDÚ Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�Ï�Ð O�ó�ó�H�c�hwg

60% − X
100

· 60%

•
Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà�Ï�ÐyÌnÜ!Ë
ÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�Ï�Ð òvè ó�ó�ó�H�c�hwg

40%

•
Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_Ìfà�Ï�ÐyÌnÜ!Ë
Ü!ÍlÎ�Ü Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�Ï�Ð ñDóvè ó�ó�ó�H�c�hwg X

100
· 60%

üyÏ¯ËMÉ�Ê]Ë3ÕMÉ�ÓlÕJ×!ÓØÉdÌnÍlÈ!ÎuÖ!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊ�É�È!Þ2Ëgå�Ï�Ò�Ì�ÕJÏ�Ê�ÌnÊJávÏ�ÈRÌnÜ!Ë3ÍlÈ!Ö!×vÌ�Ê]ÕJÒ]ËJËJÈãï¬Ê]ËJË3ÔÎ�×!Ò]Ë�ñ o ØIÈ�À�»�½=À
½=À6À/·ªÐSÀ^×�º�½�·�½=¹�º�À6À�³�½6ÐS²�·^¸ª³5·ªÐSÀ/³KÀ<ÕE·�½=À6¹�·�¸�²�³�pTô�à�Ï�×PÝRÉMà·ËJÈ�ÌnËJÒ{É�È�à·Èj×!Ý¯ß#ËJÒëÏ�Ð�ì�É�Ól×!ËJÊ�ÍlÈ�ÌnÏ¯ÌnÜ!Ë
Ëgå�Ï�Ò�Ì�ËJÈ�ÌnÒ�à�ÔËJÓlÞ*É�È!Þ*ÜÉMì�Ë�ÌnÜ!ËëÉ�ÕJÕJÏ�Ò]Þ!ÍlÈ!Î3Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊ�É�È!Þ*Ëgå�Ï�Ò�Ì�ÕJÏ�Ê�ÌnÊ"Þ!ÍlÊ]Ö!ÓØÉMà�ËJÞ¯ß�à¯ÕJÓlÍlÕ�ýjÍlÈ!Î
Ï�ÈîÌnÜ!ËBß!×vÌ]ÌnÏ�È��fÕMÉ�ÓlÕJ×!ÓØÉdÌnË¯Ö!Ò]Ï�ßÉ�ß!ÍlÓlÍ_ÌnÍlËJÊ<��è¯ÿ,àÕJÓlÍlÕ�ýjÍlÈ!Î2Ï�ÈîÌnÜ!ËBß!×vÌ]ÌnÏ�È��fÕJÏ�ÈvÔÒ]Ý Õ�Ü!Ï�ÍlÕJË���á+à�Ï�×
ÝRÉ�ý�Ë)à�Ï�×!Ò{Þ!ËJÕJÍlÊ]ÍlÏ�ÈPÍlÈ2ÌnÜ!ÍlÊëÒ]Ï�×!È!ÞPÍlÒ]Ò]Ëgì�Ï%ÕMÉ�ß!ÓlË�è
o Ô�ÐSÀ^Á9²�ÈªÈ�²�Ì^¸ª³�Ñ/¿W»�º<»=Ñ�º<»�¿SÐQÌ�»�½V²�³SÈ�Ë�¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³Z·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½^Á9²�º/Æ���L�´�Ø'�Q1��
�+¨�xT�4� ¤u�¼¦�td�s~���«1©B©=¥\©u�s�f{�tW¦4¨ª©Gtv�°¦�¤�¥4�&¨��s�¼¤ ø ×vÌBÏ�Ð�ÌnÜ!ËPÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ�Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�áÛÌnÜ!Ë2ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó
Ö!Ò]ÏDì%ÍlÞ!ËJÒ�Ò]ËJÕJËJÍ_ì�ËJÊ/H�c�hé[�TENETvè T�ó�É�Ê{ÔvÑvËJÞçÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì�Ð¬Ï�ÒëÔÈÉ�È!ÕJÍlÈ!Î�ÌnÜ!ËuÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌMè{ÇfÈ�ÕMÉ�Ê]ËuÌnÜ!Ë
Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ�Ò]Ëgì�ËJÈj×!ËuÞ!Ï%ËJÊ{È!Ï�Ì{ÕJÏDì�ËJÒëÌnÜ!Ë)ÔvÑvËJÞæÒ]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì{ÌnÏ*ÌnÜ!Ë
ÕMÉ�Ö!Í_Ì�É�Ó�Ö!Ò]ÏDì%ÍlÞ!ËJÒJávà�Ï�×PÚ{ÍlÓlÓ�Ï�È!Ó_à
Ò]ËJÖÉMà·ÌnÜ!Ë
Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ�Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�áHÌnÜ!Ë
Ò]ËJÝRÉ�ÍlÈ!Þ!ËJÒÛÚ{ÍlÓlÓ�ß#Ë)Ú�É�Í_ì�ËJÞ�è p
o Ô�ÐSÀ^Á9²�ÈªÈ�²�Ì^¸ª³�Ñ/¿W»�º<»=Ñ�º<»�¿SÐQÌ�»�½V²�³SÈ�Ë�¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³Z·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½^Á9²�º�±�J�L�´�Ø'�Q1��
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Ð¬Ï�Ò)ÔÈÉ�È!ÕJÍlÈ!Î2ÌnÜ!Ë
Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌMè p

ñ=T



o Ô�ÐSÀ^Á9²�ÈªÈ�²�Ì^¸ª³�Ñ/¿W»�º<»=Ñ�º<»�¿SÐQÌ�»�½V²�³SÈ�Ë�¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³Z·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½^Á9²�º/Æ���L�´�Ø'�Q1��
�w¥]�&¤�¦�¤�¥O���4{�©°¨�«�{E¥]~���|,Ï�×!Ò�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌÛÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë{Ë#bj×É�ÓlÊ�ÌnÜ!Ë�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌÛÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë3Ý�ÍlÈj×!Ê�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì
ÕJÏ�Ê�ÌnÊ�É�È!ÞæÝ�ÍlÈj×!ÊëËgå�Ï�Ò�Ì{ÕJÏ�Ê�ÌnÊJáHÍ è Ë�è g

•
ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*ÓlÏDÚ�Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g

500 − 500 − 1

2
X2 = −1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É�ÈPÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË)Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
9.000 − 7.383, 30 − 1

2
X2 = 1.616, 70 − 1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*Ü!ÍlÎ�ÜPÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
10.000 − 7.383, 30 − 1

2
X2 = 2.616, 70 − 1

2
X2

H�c�huè p
o Ô�ÐSÀ^Á9²�ÈªÈ�²�Ì^¸ª³�Ñ/¿W»�º<»=Ñ�º<»�¿SÐQÌ�»�½V²�³SÈ�Ë�¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³Z·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½^Á9²�º�±�J�L�´�Ø'�Q1��
�w¥]�&¤�¦�¤�¥O���4{�©°¨�«�{E¥]~���|,Ï�×!Ò�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌÛÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë{Ë#bj×É�ÓlÊ�ÌnÜ!Ë�Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌÛÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë3Ý�ÍlÈj×!Ê�Ò]ËJÖÉMà%Ý�ËJÈ�Ì
ÕJÏ�Ê�ÌnÊ�É�È!ÞæÝ�ÍlÈj×!ÊëËgå�Ï�Ò�Ì{ÕJÏ�Ê�ÌnÊJáHÍ è Ë�è g

•
ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*ÓlÏDÚ�Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g

500 − 500 − 1

2
X2 = −1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É�ÈPÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË)Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
9.000 − 9.000 − 1

2
X2 = −1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*Ü!ÍlÎ�ÜPÒ]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
10.000 − 500 − 1

2
X2 = 9.500 − 1

2
X2

H�c�huè p
o Ô�ÐSÀ^Á9²�ÈªÈ�²�Ì^¸ª³�Ñ/¿W»�º<»=Ñ�º<»�¿SÐQÌ�»�½V²�³SÈ�Ë�¸ª³K¹�È�¾WÃ¼À�ÃÖ¸ª³Z·ªÐSÀw¸ª³�½�·�º�¾S¹�·�¸�²�³�½^Á9²�º)MwS�ÆY´�Ø'�Q1��
�w¥]�&¤�¦�¤�¥O���4{�©/¨�«�{E¥]~��K|,Ï�×!Ò9Ö!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ"ÍlÈ!ÕJÏ�Ý�Ë,Ë#bj×É�ÓlÊ9ÌnÜ!ËÛÖ!Ò]ÏLÙ]ËJÕgÌ"Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë{Ý�ÍlÈj×!ÊyËgå�Ï�Ò�Ì�ÕJÏ�Ê�ÌnÊJá
Í è Ë�è g

•
ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*ÓlÏDÚ Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g

500 − 1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É�ÈPÍlÈ�ÌnËJÒ]Ý�ËJÞ!ÍØÉdÌnË Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
9.000 − 1

2
X2

H�c�huè
•

ÍlÈ2ÕMÉ�Ê]ËuÏ�Ð�É*Ü!ÍlÎ�Ü Ò]Ëgì�ËJÈj×!Ë�g
10.000 − 1

2
X2

H�c�huè p
�^��~��A�¼¤�¥�z4¦�¤�¥O���4{�©�§�tS«��A¤�¥]��«��A¨�«�{E¥]~��)ÇfÈ*ËMÉ�Õ�Ü*Ò]Ï�×!È!Þ�ádà�Ï�×¯Ú{ÍlÓlÓj×!È!Þ!ËJÒ�Ì�É�ý�Ë7O�ó�ÍlÞ!ËJÈ�ÌnÍlÕMÉ�Ó
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