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R e su m e n

Este art¶³culo discute una nueva metodolog¶³a para estimar el capital econ¶omico
por riesgo de cr¶edito para un portafolio de cr¶editos al menudeo -o de personas
f¶³sicas-, utilizando los conceptos generales de c¶opula y medidas de dependencia,
as¶³ como algunos de los resultados centrales de Teor¶³a de Valores Extremos
(TVE) . La superioridad del modelo propuesto sobre las t¶ecnicas tradicionales
de estimaci¶on se demuestra al aplicar c¶opulas El¶³pticas Generalizadas y c¶opulas
Agrupadas del tipo t de Student para modelar la estructura de dependencia de
los par¶ametros de riesgo P D , E A D y L G D . Adem¶as, se utiliza el m¶etodo POT
para analizar el comportamiento de las p¶erdidas extremas del portafolio.

A b str a c t

This paper discusses a new methodology to estimate the economic capital by
credit risk for a retail portfolio based on the general concepts of copula and
dependence measures as well as some core results of the Extreme Value Theory
(EVT) . The superiority of the proposed approach over the traditional estimation
techniques is demonstrated in the application of Elliptical Generalized copulas
and Grouped copulas of the t Student type to model the dependence structure
of the risk parameters P D , E A D and L G D . Furthermore, the POT method is
used to analyze the extreme losses behavior.
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1 . In tro d u c tio n

El capital econ¶omico (CE) es el capital en riesgo que los accionistas invierten
para limitar, con cierto nivel estad¶³stico de con¯anza, la probabilidad de in-
cumplimiento de una posici¶on en un horizonte de tiempo dado. A diferencia
del capital contable o del regulatorio, el CE provee una estimaci¶on del riesgo
basada en medidas ob jetivas, transparentes (o expresadas en unidades mone-
tarias espec¶³¯cas) y comprensivas (al incluir a diferentes clases de riesgos) que
permiten utilizar m¶as e¯cientemente el capital.
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En la literatura existe una amplia gama de trabajos que permiten modelar
el riesgo de cr¶edito de portafolios de pr¶estamos comerciales -empresas o personas
morales- de acuerdo con los lineamientos propuestos por CreditMetrics (CM) ,
KMV PortfolioManager (KMV) , CreditRisk+, o CreditPortfolioView (para una
revisi¶on de estos modelos ver Crouhy 2000 y Crosbie 2002) . Pero esta no parece
ser la misma situaci¶on para el caso de los pr¶estamos a personas f¶³sicas. La es-
casez de trabajos en este rubro ha obligado a los practicantes ha adaptar o
modi¯car los modelos de pr¶estamos comerciales para medir el riesgo de cr¶edito
en portafolios de pr¶estamos personales, seg¶un sean las necesidades o las disponi-
bilidades de informaci¶on de las instituciones ¯nancieras (ver De Andrade 2004
y Perli 2004) . De hecho, gran parte de las reglas que en materia de riesgo de
cr¶edito establece Basilea II en su enfoque m¶as avanzado de cali¯caciones inter-
nas (IRB) , tienen sus bases sobre ciertos resultados asint¶oticos para portafolios
grandes bajo versiones bastante simpli¯cadas de modelos del tipo KMV/CM.

El ob jetivo principal de este documento es proponer e implementar una
metodolog¶³a para el c¶alculo del CE de un portafolio de cr¶editos al menudeo -o
de personas f¶³sicas-, utilizando como herramientas los conceptos generales de
c¶opula y medidas de dependencia, as¶³ como algunos de los resultados centrales
de Teor¶³a de Valores Extremos (TVE) . La metodolog¶³a propuesta considera, al
igual que los modelos tradicionales y el enfoque regulatorio, que las p¶erdidas del
portafolio atribuidas al riesgo de cr¶edito son determinadas por los par¶ametros de
riesgo de probabilidad de incumplimiento (P D ) , exposici¶on al incumplimiento
(E A D ) y p¶erdida dado el incumplimiento (L G D ) . Sin embargo, a diferencia de
la pr¶actica habitual, el presente trabajo de investigaci¶on supone que la relaci¶on
de dependencia entre los par¶ametros de riesgo es establecida mediante c¶opulas
multivariadas. En concreto la metodolog¶³a busca: 1) evaluar el impacto que
tienen las reglas de capitalizaci¶on propuestas en el enfoque m¶as avanzado de
IRB sobre los requerimientos de capital del portafolio; 2) medir la efectividad de
un grupo alternativo de c¶opulas (las El¶³pticas sim¶etricas, las El¶³pticas General-
izadas, as¶³ como las de Mezcla de Normales Agrupadas) frente a otro grupo que
ha recibido mayor uso y atenci¶on en la literatura como modelos de estructuras
de dependencia (la c¶opula Gaussiana y la de Independencia) ; y 3) hacer com-
paraciones con otras metodolog¶³as de c¶alculo de CE consagradas en la pr¶actica.
Para analizar adecuadamente el comportamiento de las p¶erdidas extremas del
portafolio, es decir, el ¶area de la cola de la distribuci¶on de p¶erdidas simuladas,
se emplea uno de los m¶etodos de la TVE, denominado Peaks Over Threshold
(POT) , en la estimaci¶on del Valor en Riesgo (V a R q ) , el D¶e¯cit Esperado (E S q )
y, posteriormente, el CE del portafolio.

El resto del documento est¶a organizado como sigue. En secci¶on 2 se aborda
el concepto de c¶opula, medidas de dependencia, as¶³ como las familias de c¶opulas
espec¶³¯cas que se aplicar¶an para modelar la estructura de dependencia de los
par¶ametros de riesgo. La estimaci¶on de los mismos, as¶³ como la composici¶on del
portafolio de cr¶editos se presentan en la secci¶on 3. En la secci¶on 4 se presentan
los resultados obtenidos de los ajustes de las c¶opulas utilizadas: Gaussiana, t
de Student sim¶etrica, t de Student Generalizada y t de Student Agrupada, las
dos ¶ultimas, como posibles alternativas a las dos primeras, se implementa un
an¶alisis de bondad de ajuste para determinar estad¶³sticamente al mejor de los
modelos. En la secci¶on 5, se realiza un ejercicio para comparar la robustez
de los resultados de la metodolog¶³a aqu¶³ propuesta contra algunos modelos
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alternativos, tales como el de incumplimiento de un s¶olo factor tipo KMV/CM,
un modelo basado en matrices de transici¶on y el enfoque m¶as avanzado de IRB
propuesto por Basilea II. Finalmente, en la secci¶on 6 se exponen las conclusiones
relativas a los resultados obtenidos. Los algoritmos utilizados en la estimaci¶on
de los modelos de c¶opulas son descritos en un Ap¶endice al ¯nal del documento.

2 . C ¶o p u la s E l¶³p tic a s G e n e ra liz a d a s y c ¶o p u la s A g r u p a d a s

La funci¶on de distribuci¶on (f.d. ) conjunta de un vector aleatorio de factores de
riesgo contiene tanto la descripci¶on del comportamiento marginal de los com-
ponentes individuales como una descripci¶on de su estructura de dependencia.
El concepto de c¶opula3 permite describir dicha estructura de dependencia sin
especi¯car la forma de las f.d. marginales. El Teorema Sklar (1959) que indica
que cualquier distribuci¶on multivariada se puede descomponer en una c¶opula y
sus marginales; si las distribuciones marginales son continuas la c¶opula es ¶unica.
De acuerdo con este resultado, dada una f.d. F con marginales F 1 ;:::;F d con-
tinuas, existe una ¶unica c¶opula C tal que

F (x 1 ;:::;x d ) = C (F 1 (x 1 );:::;F d (x d ) ); (1)

para todo x 1 ;:::;x d 2 ¹< ´ [¡ 1 ;1 ] . La expresi¶on (1) muestra expl¶³citamente
c¶omo se pueden construir distribuciones conjuntas F combinando distribuciones
marginales con c¶opulas C . Dado un vector aleatorio X = (X 1 ;:::;X d )

0 que
tiene f.d. F X con distribuciones marginales continuas F 1 ;:::;F d , se dice que
la c¶opula C asociada a X (o a F X ) es la f.d. del vector aleatorio (F 1 (x 1 ) ;:::;
F d (x d ) )

04 .
Uno de los ejemplos de c¶opulas m¶as simples es la c¶opula de c¶opula de

Independencia, que est¶a dada por

¦(u 1 ;:::;u d ) =

dY
i= 1

u i: (2)

Entre las c¶opulas m¶as ampliamente utilizadas en riesgos, y en particular en
riesgo de cr¶edito, se encuentra la c¶opula Gaussiana, la cual se de¯ne como la
c¶opula asociada a alg¶un vector aleatorio gaussiano Y Á N d (¹ ;§) y est¶a dada
por

C G aP (u 1 ;:::;u d ) = ©P (©
¡ 1 (u 1 );:::;©

¡ 1 (u d ) ) (3)

donde P = ¢¡ 1§¢¡ 1 es la matriz de correlaciones, con ¢ = d ia g (
p
V a r (Y 1 ) ;

:::;
p
V a r (Y d ) ) . Otra c¶opula bastante popular en ¯nanzas es la t de Student

(sim¶etrica) , que se de¯ne como la c¶opula asociada al vector aleatorio X Á
td (® ;0;P ) con distribuci¶on t de Student multivariada. De acuerdo con esta
de¯nici¶on, la c¶opula t de Student tiene la forma

C t® ;P (u 1 ;:::;u d ) = t® ;P (t
¡ 1
® (u 1 ) ;:::;t

¡ 1
® (u d ) ) (4)

3 S e d e¯ n e a u n a c¶o p u la d -d im en sio n a l co m o u n a f.d . so b re [0 ;1 ]d co n d istrib u cio n es

m a rg in a les u n ifo rm es est¶a n d a r.
4 M ¶a s p recisa m en te, se p u ed e v erī ca r f¶a cilm en te q u e en este ca so la c¶o p u la a so cia d a a X

est¶a d a d a p o r C (u 1 ;:::;u d )= F (F
¡ 1
1 (u 1 );:::;F

¡ 1
d
(u d )).
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Las dos c¶opulas anteriores pertenecen a una familia de c¶opulas m¶as generales
llamadas c¶opulas El¶³pticas Generalizadas (incluidas las sim¶etricas) , cuya f¶acil
manipulaci¶on (y estimaci¶on) para dimensiones grandes la hacen una alterna-
tiva m¶as atractiva frente a otras familias multivariadas. Se dice que un vector
aleatorio Y tiene distribuci¶on El¶³ptica Generalizada si se le puede representar
como

Y d = ¹ + R A U k ; (5)

donde U k es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la esfera uni-
taria S k ¡ 1 = f x 2 < k jx 0x = 1g , R es una v.a. , ¹ 2 < d , y A 2 M d £ k (< ) .
Esencialmente, la estructura de dependencia entre R y U k determinan la f.d.
de Y . En el caso particular en que R ¸ 0es una v.a. independiente de U k , se
tiene que Y tiene distribuci¶on El¶³ptica (Sim¶etrica) 5 .

Frahm et al. 2003 propone modelar la asimetr¶³a mediante una distribuci¶on
condicional en escala para R , es decir, considera F R jU (d )= u (r ) = P f ° (u ) R ¤ ·
r g , donde la funci¶on de escala ° est¶a dada por

° (u ) = ° 0 +

dX
i= 1

® i

μ
±

μ
A u

jjA u jj;º
+
i

¶¶´ i
+

dX
i= 1

¯ i

μ
±

μ
A u

jjA u jj;º
¡
i

¶¶μ i

; (6)

con ° 0 > 0, ® 1 ;:::;® d ;¯ 1 ;:::;¯ d ¸ 0;´ 1 ;:::;´ d ;μ 1 ;:::;μ d ¸ 0. Adem¶as, R ¤ es
una v.a. positiva independiente de U d , ± (u ;º ) = 1

2 ¡
1
2 sig n o (hu ;º i)

F B ¡1
2 ;

d ¡ 1
2

¢(hu ;º i2 ) de¯nida para u ;º 2 S d ¡ 1 denotando por F B (® ;̄ ) a la f.d.
B eta (® ;¯ ) . Por otro lado, los vectores de referencia º +1 ;:::;º

+
d son los vectores

propios de § y º ¡1 ;:::;º
¡
d sus conjugados negativos, los cu¶ales existen ya que

se supone que § = A A 0 es positiva de¯nida.

Cuando se de¯ne F R jU (d )= u (r ) = F (d ;° (u ))
¡
r 2

d

¢
, donde F (m ;n ) es la f.d. F

de Fisher con grados de libertad (m ;n ) , a la distribuci¶on resultante para Y se
conoce como t de Student Generalizada y su densidad est¶a dada por

f (x ) =
¡((w (x ) + 2)= 2)

¡(w (x ) = 2) (¼ w (x ) ) d = 2 j§j1 = 2

μ
1 +

(x ¡ ¹ ) 0§¡ 1 (x ¡ ¹ )
w (x )

¶¡ (w (x )+ d )= 2
;

(7)
y x 6= ¹ , donde w (x ) = ° (x ¡ ¹ ) . A la c¶opula asociada al vector aleatorio Y se
llama c¶opula El¶³ptica Generalizada.

Existe un grupo de c¶opulas llamadas c¶opulas de Mezcla de Normal Agru-
padas. Uno de los ejemplos m¶as comunes es la c¶opula t de Student Agrupada,
de¯nida por Demarta et al. 2004, en donde se construye una c¶opula para un
vector aleatorio X de manera que ciertos subvectores de X tengan c¶opulas t de
Student pero con diferentes niveles de dependencia en la cola entre s¶³. Sean las
v.a. Z » N d (0 ;P ) y U » U (0;1) independientes entre s¶³. Consid¶erese una par-
tici¶on del conjunto f1;:::;d g en m subconjuntos de tamaos f s 1 ;:::;s m g y para

5 L a s p ro p ied a d es y resu lta d o s m ¶a s im p o rta n tes d e la s d istrib u cio n es E l¶³p tica s G en er-
a liza d a s se p u ed en rev isa r en F ra h m et a l. 2 0 0 3 , m ien tra s q u e p a ra el ca so sim ¶etrico se

reco m ien d a C a m b a n is et a l. 1 9 8 1 .
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k = 1;:::;m sea º k el par¶ametro de grados de libertad asociado al grupo k . De-
notando por G ® a la f.d. univariada Gamma Inversa G I (

®
2 ;

®
2 ) , sea W k = G

¡ 1
® k

(esto implica que W 1 ;:::;W m son comon¶oticos o perfectamente dependientes6

) . Entonces la c¶opula t de Student Agrupada est¶a dada por la f.d. del vector
aleatorio

(t® 1 (X 1 );:::;t® 1 (X s 1 );t® 2 (X s1 + 1 );:::;t® 2 (X s1 + s 2 );:::;t® m (X d ) )
0; (8)

donde

X =
³p

W 1 Z 1 ;:::;
p
W 1 Z s 1 ;

p
W 2 Z s 1 + 1 ;:::;

p
W 2 Z s 1 + s 2 ;:::;

p
W m Z d

0́

es un vector aleatorio con distribuci¶on t de Student Agrupada.
Asociadas intr¶³nsecamente al concepto de c¶opula, se encuentran las me-

didas de dependencia. La m¶as conocida y popular es correlaci¶on lineal de
Pearson que, aunque juega un papel central en la teor¶³a ¯nanciera, funciona
bien solamente en el contexto Normal multivariado o m¶as generalmente, para
distribuciones El¶³pticas sim¶etricas (ver Embrechts 2002) . En contraste con la
correlaci¶on lineal, las llamadas correlaciones de rango resultan ser funciones de
la c¶opula (suponiendo marginales continuas) , y por tanto, pueden ser utilizadas
en su parametrizaci¶on sin importar la familia de c¶opulas de que se trate. Entre
las m¶as utilizadas est¶an la correlaci¶on de tau de Kendall y la rho de Spearman.
Para dos v.a. X 1 y X 2 se de¯nen la tau de Kendall y la rho de Spearman,
respectivamente, como

½ ¿ (X 1 ;X 2 ) = E
h
sig n o ((X 1 ¡ ~X 1 ) (X 2 ¡ ~X 2 ) )

i
(9)

y
½ S (X 1 ;X 2 ) = ½ (F 1 (X 1 );F 2 (X 2 ) );

donde ( ~X 1 ; ~X 2 ) es una copia independiente de (X 1 ;X 2 ) cuyas marginales corre-
spondientes son F 1 y F 2 . Aqu¶³ ½ (X 1 ;X 2 ) denota la correlaci¶on lineal de Pearson
de X 1 y X 2 .

Otras medidas de dependencia para parejas de v.a. que tambi¶en dependen
solamente de la c¶opula de las v.a. X 1 y X 2 con marginales continuas, son los
coe¯cientes de dependencia de la cola. Estos coe¯cientes proporcionan medi-
das de dependencia extrema, es decir, permiten cuanti¯car la magnitud de la
dependencia en las colas de una distribuci¶on divariada. Se de¯ne el coe¯ciente
de dependencia de X 1 y X 2 de la cola superior como

¸ u ´ ¸ u (X 1 ;X 2 ) = lim
q ! 1 ¡

P
©
X 2 > F

¡ 1
2 (q )jX 1 > F ¡ 11 (q )

ª
; (10)

siempre y cuando el l¶³mite ¸ u 2 [0;1 ] exista. An¶alogamente, el coe¯ciente de
dependencia de la cola inferior est¶a dado por

¸ 1 ´ ¸ 1 (X 1 ;X 2 ) = lim
q ! 1 +

P
©
X 2 · F ¡ 12 (q )jX 1 · F ¡ 11 (q )

ª
:

6 E s d ecir, su c¶o p u la a so cia d a es la f.d . d el v ecto r a lea to rio (U ;:::;U ), q u e se d en o ta co m o

c¶o p u la d e co m o n o ticid a d y est¶a d a d a p o r M (u 1 ;:::;u d )= m in f u 1 ;:::;u d g .
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Existe una relaci¶on entre la tau de Kendall y la correlaci¶on lineal para vec-
tores el¶³pticamente distribuidos con marginales continuas (para una prueba se
recomienda ver Lindskog et al. 2003) , la cu¶al establece que

½ (X 1 ;X 2 ) = sen
³¼
2
½ ¿ (X 1 ;X 2 )

´
: (11)

Para el caso de v.a. continuas cuya c¶opula asociada es una t de Student
C t® ;P (u 1 ;u 2 ) , con P = ½ I2 , los coe¯cientes de dependencia est¶an dados por

¸ = 2t® + 1

³
¡
q
(® + 1) 1 ¡ ½1 + ½ .́ Sin embargo, existe una expresi¶on general para

los coe¯cientes de dependencia de la cola de vectores con f.d. El¶³ptica sim¶etrica
(en este caso ¸ l = ¸ u ) cuando la v.a. R de la representaci¶on (4) es de variaci¶on
regular con ¶³ndice ® . Dicha expresi¶on, obtenida por Hult and Lindskog 2001,
coincide, para x = ¼

4 ¡
1
2 a r csin ½ , con el valor de la funci¶on

¸ (® ;x ) =

R¼
2

x
co s ® td tR¼

2

0
co s ® td t

(12)

Entre los numerosos procedimientos estad¶³sticos de estimaci¶on para las distribu-
ciones El¶³pticas, son pocos los que est¶an diseados para trabajar sobre las c¶opulas
El¶³pticas independientemente de sus marginales. Kostadinov 2005 propone un
m¶etodo de estimaci¶on no param¶etrico, el cu¶al se describe resumidamente en
el Algoritmo 1 del Ap¶endice y que b¶asicamente se enfoca en estimar robusta-
mente las medidas de dependencia ½ ¿ y ¸ , as¶³ como el ¶³ndice de la cola ® . ¶este
mismo algoritmo se utiliza para estimar los par¶ametros de la c¶opula t de Stu-
dent Agrupada. Para el caso de las c¶opulas El¶³pticas Generalizadas se estiman
¹ y § utilizando estimadores propuestos por Frahm 2003.

3 . D e sc rip c i¶o n d e l P o rta fo lio y e stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tr o s
d e r ie sg o

3 .1 D e sc rip c i¶o n d e l P o r ta fo lio

El portafolio de cr¶editos a utilizar para la implementaci¶on de la metodolog¶³a
propuesta incluye a las tres subclases de activos al menudeo que las instituciones
bancarias en M¶exico identi¯can: las exposiciones aseguradas por la vivienda
del acreditado (como el portafolio hipotecario) , las que tienen caracter¶³sticas
revolventes (como el portafolio de tarjetas de cr¶edito) y todas las dem¶as exposi-
ciones (como el portafolio de cr¶editos al consumo) . Los datos utilizados para
la composici¶on del portafolio son reales pero, como es com¶un esperar en estas
situaciones, se ha decidido mantener en secreto el origen de la fuente de infor-
maci¶on por razones de con¯dencialidad. Esta limitaci¶on no afecta, sin embargo,
el alcance de los resultados ya que el m¶etodo propuesto puede implementarse
en casi cualquier instituci¶on ¯nanciera sin ninguna p¶erdida de generalidad.

Debido a que los productos que componen el portafolio est¶an formados
por un n¶umero grande de exposiciones, la modelaci¶on de los incumplimientos
individualmente por cuenta es poco efectiva, por lo que es conveniente segmen-
tar cada producto en grupos de cr¶editos homog¶eneos en su per¯l de riesgo. El
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portafolio ha sido segmentado mediante una t¶ecnica clasi¯catoria basada en
¶arboles de decisi¶on llamada Detecci¶on de Interacci¶on Autom¶atica Ji-Cuadrada
(CHAID) que permite identi¯car divisiones ¶optimas cuando las variables son
continuas, nominales e incluso categ¶oricas (ver Biggs 1991) . El procedimiento
incluye una serie de reglas que son establecidas por las trayectorias de variables
independientes a lo largo del ¶arbol con el ¯n de obtener una partici¶on de la
poblaci¶on en grupos signi¯cativamente diferentes en relaci¶on con alguna vari-
able clave. Tras utilizar como variable clave al par¶ametro P D y como variables
independientes el producto, n¶umero de pagos vencidos, tiempo en libros, uso
de l¶³nea de cr¶edito y morosidad observada; el m¶etodo CHAID arroj¶o una seg-
mentaci¶on de 62 grupos (cubetas) repartidas en 10 productos. Cada producto
tiene asociada una cubeta predeterminada de cr¶editos incumplidos, mientras
que el resto de ¶estas incluye alguna de las variables independientes.

T a b la 1
C o m po sici¶o n d el po rta fo lio d e cr¶ed ito s

Producto Subgrupos Volumen Exposici¶on

A 4 2,077 $ 52,369,300

B 6 455,902 $ 1,913,675,323

C 9 25,465 $ 1,343,202,349

D 8 265,835 $16,304,975,098

E 5 90,373 $1 ,015,491,658

F 7 92,361 $ 387,029,421

G 12 2,206,829 $ 33,518,889,702

H 4 9,451 $ 5,845,773,697

I 3 20,642 $ 10,976,303,005

J 4 7,897 $ 796,397,845

Total 62 3,176,832 $ 72,154,107,399

La tabla 1 resume los resultados de la segmentaci¶on, mostrando para cada pro-
ducto el n¶umero de subgrupos, el volumen en n¶umero de cuentas y la exposici¶on
en saldo (en el producto revolvente G ¶esta se expresa como el l¶³mite de l¶³nea de
cr¶edito) .

3 .2 E stim a c i¶o n d e lo s p a r¶a m e tro s d e r ie sg o

Una vez segmentado el portafolio, es necesario estimar los par¶ametros de riesgo.
Para tal efecto conviene introducir, primero, la notaci¶on a utilizar. Sean i =
1;:::;M los grupos o cubetas en los que se divide el portafolio (en nuestro caso
M = 62) ; t = 1;:::;n las fechas de observaci¶on; j = 1;:::;N it los cr¶editos y

e
(j)
it su exposici¶on; Y

(j)
it la indicadora del incumplimiento para cada cr¶edito j

dentro de una ventana anual a partir de la fecha de observaci¶on y, ¯nalmente,

ea d
(j)
it el saldo de dicho cr¶edito al momento de su incumplimiento.

a) P ro ba bilid a d d e in cu m p lim ien to . Para calcular la probabilidad de incumplim-
iento P D i del grupo i se utiliza como estimador a la tasa de incumplimiento
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observada, T Iit correspondiente a la ventana anual t (vista a partir de la fecha
de observaci¶on t) en el grupo i; esto es:

cT I it = n it

N it
; (13)

donde n it =
P N it

i= 1 Y
(j)
it es el n¶umero de incumplimientos observados en la

correspondiente ventana de observaci¶on y T I i1 ;:::;T I in las realizaciones del
par¶ametro de riesgo P D i para cada cubeta i = 1;:::;M .

b) E xpo sici¶o n a l m o m en to d el in cu m p lim ien to . Asociada al par¶ametro E A D i
de cada grupo i se emplea la variable C C F i o factor de conversi¶on del cr¶edito,
de¯nida como la proporci¶on p¶erdida de la exposici¶on inicial de los cr¶editos al
momento del incumplimiento. Para cada ventana de observaci¶on t = 1;:::;n
se calcula C C F i mediante el estimador insesgado

dC C F it = P N it

j= 1 ea d
(j)
it Y

(j)
itP N it

j= 1 e
(j)
it Y

(j)
it

(14)

c) P ¶erd id a d a d o el in cu m p lim ien to . En el c¶alculo de L G D es primordial conocer,
primero, el comportamiento de las recuperaciones de los cr¶editos que incumplen
exactamente en cada fecha de observaci¶on. Por eso es importante de¯nir para
cada producto p (formado a su vez por un conjunto de cubetas) el porcentaje
que se recupera del saldo ea d p t de todos los cr¶editos incumplidos en t durante los
primeros k meses posteriores (ventana de recuperaci¶on) ; esto es de inter¶es para
de¯nir la correspondiente tasa de recuperaci¶on ¿p t. En caso que se consideren
los costos ¯jos cp en el proceso de recuperaci¶on de cada producto p , el estimador
de ¿p t est¶a dado por

c¿p t = kX
¿ = 1

1 ¡ cp
(1 + r ) t

(15)

donde R
(¿ )
p t es la recuperaci¶on del mes ¿ posterior correspondiente a los cr¶editos

del producto p = 1;:::;K que incumplieron en t; c
(j)
ik es el factor de costos y r

es la tasa de inter¶es adecuada para descontar los °ujos. Con el c¶alculo de ¿p t
se puede obtener, para cada fecha de observaci¶on t = 1;:::;n , el estimador

dL G D p t = 1 ¡ b¿p t (16)

como una realizaci¶on de L G D p o de la p¶erdida dado el incumplimiento para el
producto p en una ventana de recuperaci¶on de k meses. Se decidi¶o considerar
k = 24 meses para el caso de los portafolios de Consumo y Tarjeta de Cr¶edito,
y k = 36 meses para el de portafolio Hipotecario. Los tamaos de las ventanas
de recuperaci¶on se eligieron de manera que las estimaciones b¿p t se estabilizaran
a partir de k o m¶as observaciones.

Los resultados de la consolidaci¶on de los par¶ametros de riesgo por producto
son mostrados en las Figura 1. En concreto, las ¯guras muestran las estima-
ciones hist¶oricas de P D (a la izquierda) y C C F (al centro) de todas las cubetas
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que componen al portafolio y adicionalmente se muestra el histograma de las
estimaciones hist¶oricas de L G D que se tienen por producto (a la derecha) . En
todos los casos se observan niveles diferenciados del par¶ametro P D para cada
cubeta en que se segmenta el producto, as¶³ como un comportamiento de L G D
diferente para cada producto. Se presentan solamente las gr¶a¯cas correspondi-
entes a los productos A y B .

F ig u ra 1
E stim a cio n es h ist¶o rica s d e P D (izqu ierd a ), C C F (a l cen tro )

y L G D (d erech a ) po r p rod u cto .

De la agregaci¶on de las estimaciones hist¶oricas de los par¶ametros de riesgo
considerando la posici¶on actual del portafolio, se obtienen las p¶erdidas hist¶oricas
(como porcentaje de saldo) , con las que se estiman emp¶³ricamente la p¶erdida
esperada (P E ) y el Valor en Riesgo (V a R q ) para ciertos niveles de con¯anza,
por ejemplo, q = :99;:995;:999;:999. Los resultados de la simulaci¶on hist¶orica
de las p¶erdidas se muestran en la Tabla 2 y Figura 2.
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T a b la 2
E stim a cio n es em p¶³rica s d e P E y V a R q d e la s p¶erd id a s

h ist¶o rica s po r p rod u cto y po rta fo lio to ta l.

VaRqEmp

Producto PE 99% 99 .5% 99.9% 99.95%

A 8.87% 10.35% 10.37% 10.37% 10.37%
B 5.31% 6.72% 6.73% 6.73% 6.73%
C 0.34% 0.89% 0.90% 0.90% 0.90%
D 1.34% 2.50% 2.51% 2.51% 2.51%
E 7.35% 11.15% 11.15% 11.15% 11.15%
F 8.95% 12.05% 12.10% 12.10% 12.10%
G 9.56% 12.92% 12.93% 12.93% 12.93%
H 5.9 9% 7.76% 7.76% 7.76% 7.76%
I 1.71% 2.23% 2.23% 2.23% 2.23%
J 2.88% 4.88% 4 .8 8% 4.88% 4.88%

TO TA L 3.79% 5.21% 5.22% 5.22% 5.22%

F ig u ra 2
H istogra m a s d e la s p¶erd id a s h ist¶o rica s po r p rod u cto

y po rta fo lio to ta l.

De acuerdo con la Tabla 2, para niveles de con¯anza q cercanos a 1, el estimador
emp¶³rico de V a R q (columna VaRqEmp) resulta poco apropiado debido al re-
ducido n¶umero de 60 observaciones. En contraste, las estimaciones emp¶³ricas
de la p¶erdida esperada (P E ) pueden considerarse como estimaciones aceptables
(columna P E ) . Los histogramas de la Figura 2 muestran comportamientos en
los que no se pueden observar realizaciones de p¶erdidas su¯cientemente ex-
tremas. Para tener un buen ajuste al comportamiento distribucional marginal
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se ajustan densidades kernel de suavizaci¶on de Epanechinikov7 .

4 . Im p le m e n ta c i¶o n d e l m o d e lo d e c ¶a lc u lo d e C E u sa n d o c ¶o p u la s

Para modelar la estructura de dependencia, es decir, la c¶opula asociada del
vector aleatorio (P D i;E A D i)

M
i= 1 , se supone que (T Ii1 ;C C F i1 )

M
i= 1 ;:::;(T Iin ;

C C F in )
M
i= 1 las estimaciones conjuntas asociadas a dichos los par¶ametros de

riesgo son observaciones independientes e id¶enticamente distribuidas (i. i.d. ) .
Se considerar¶a despreciable la posible correlaci¶on serial ocasionada por el uso
de ventanas de observaci¶on que se traslapan, no obstante el cambio mes a
mes que sufre la composici¶on del portafolio por los cr¶editos originados y los
liquidados. Por otro lado, se supone que L G D es una v.a independiente de los
par¶ametros de riesgo P D y E A D . Para la estimaci¶on de la c¶opula asociada al
vector aleatorio (L G D p )

K
p = 1 tambi¶en se supone que las estimaciones conjuntas

( dL G D p 1 )
K
p = 1 ;:::;(

dL G D p m )
K
p = 1 son observaciones i. i.d. de ¶este.

En la agrupaci¶on de las M cubetas en sus correspondientes productos, se
considera que las correspondientes v.a. P D y C C F son dependientes entre s¶³ y
entre cubetas, y que la estructura de dependencia est¶a dada por alguna c¶opula.
M¶as precisamente, se supone que el vector aleatorio 2k ¡ dimensional

P D E A D p = (C C F i1 ;T Ii1 ;:::;C C F ik ;T Iik )
0 (17)

tiene marginales absolutamente continuas y una c¶opula C p
P D E A D

asociada,
donde f i1 ;:::;ik g ½ f1;:::;M g es un conjunto de cubetas que forman alguno
de los p = 1;:::;K productos ajenos entre s¶³. Para todo el portafolio, se supone
tambi¶en que el vector aleatorio K ¡ dimensional

L G D = (L G D 1 ;:::;L G D K )
0 (18)

posee marginales absolutamente continuas y alguna c¶opula asociada C L G D .
Estructuras de dependencia multidimensionales com¶unmente utilizadas,

como la c¶opula de Independencia (2) y la c¶opula Gaussiana (3) , son ajustadas
a los datos de los par¶ametros de riesgo P D y C C F como ejercicios iniciales.
Por el momento, el par¶ametro L G D se considera constante e igual a su me-
dia hist¶orica. Para el ajuste Gaussiano, la matriz de correlaciones se estima
mediante el estimador usual

§̂ =

Ã
nX
k = 1

y k y
0
k

!
(19)

donde y k =
³
©¡ 1 ( F̂ 1 (x ik ) );:::;©

¡ 1 ( F̂ d (x d k ) )
0́
y F̂ i es la f.d. emp¶³rica del

vector de observaciones (x i1 ;:::;x in )
0 de la v.a. X i, para cada i = 1;:::;d .

7 P a ra u n a m u estra d e o b serva cio n es x 1 ;:::;x n el estim a d o r d e d en sid a d k ern el est¶a d a d o

p o r la fu n ci¶o n f̂ (x )=
§ n
j= 1

K h (x ¡ x j )

n

R
K h (t¡ u )d t

d o n d e K h (x )= ( 1h ) K (
x
h ) , K (u )= (

3
4 ) (1 ¡ u

2 ) 1 f ju j< 1g es la

lla m a d a fu n ci¶o n k ern el d e E p a n ech in ik ov y el p a r¶a m etro h se lla m a a n ch o d e b a n d a .
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Para efectos de comparaci¶on, en todos los ajustes marginales el ancho de banda
ser¶a el dado por la regla de Silverman8 .

Los resultados obtenidos en cada ejercicio se muestran en las Tablas 5 y 6
abajo, mismas en las que por producto y portafolio total se estiman la P E y
el V a R q ; ¶este ¶ultimo mediante los m¶etodos P O T , Emp¶³rico y el ajuste de una
distribuci¶on Beta.

T a b la 3
E stim a cio n es d e P E y V a R q a ju sta n d o la c¶o p u la d e In d epen d en cia

a P D y C C F d e tod o el po rta fo lio .

VaRqEmp

Producto PE 99% 99 .5% 99.9% 99.95%

A 8.91% 10.61% 10.79% 11.20% 11.32%
B 5.37% 6.58% 6.67% 6.96% 7.01%
C 0.38% 1.05% 1.15% 1.31% 1.35%
D 1.36% 1.83% 1.88% 2.00% 2.04%
E 7.36% 11.48% 11.87% 12.65% 12.80%
F 8.88% 10.76% 10.99% 11.37% 11.61%
G 9.73% 11.72% 11.93% 12.42% 12.65%
H 6.00% 7.65% 7.74% 7.89% 7.96%
I 1.73% 2.30% 2.35% 2.46% 2.51%
J 2.87% 4.39% 4.52% 4.84% 4.93%

TO TA L 3.83% 4.27% 4.33% 4.43% 4.47%

T a b la 4
E stim a cio n es P E y V a R q a ju sta n d o u n a c¶o p u la G a u ssia n a

a P D y C C F d e tod o el po rta fo lio .

VaRqEmp

Producto PE 99% 99.5% 99.9% 99.95%

A 8.92% 10.33% 10.52% 10.85% 10.93%
B 5.36% 6.82% 6.96% 7.17% 7.21%
C 0.37% 0.94% 1.02% 1.14% 1.21%
D 1.37% 2.41% 2.51% 2.68% 2.72%
E 7.41% 12.25% 12.6 6% 13.55% 1 4.01%
F 8.94% 12.07% 12.4 1% 13.11% 13.19%
G 9.74% 13.52% 13.83% 14.55% 14.73%
H 6.00% 7.43% 7.51% 7.72% 7.74%
I 1.72% 2.19% 2.24% 2.34% 2.36%
J 2.88% 4.60% 4.69% 4 .86% 4.93%

TO TA L 3.84% 5.04% 5.17% 5.39% 5.42%

8 P a ra la elecci¶o n d el p a r¶a m etro d e a n ch o d e b a n d a d e la d en sid a d k ern el se p u ed e u tiliza r
la reg la d e S ilv erm a n , q u e p erm ite d eterm in a r u n a n ch o d e b a n d a h ¶o p tim o (p a ra a ju sta r d en -

sid a d es n o rm a les) el cu ¶a l est¶a d a d o p o r (4 0
p
¼ = n )

1= 5
¾̂ , d o n d e n es el n ¶u m ero d e o b serva cio n es

y ¾̂ la v o la tilid a d estim a d a d e lo s d a to s.
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Las estimaciones de P E (columna P E ) , comparadas con sus estimadores
hist¶oricos, parecen ser poco sensibles a la manera en que se modela la estructura
de dependencia de los par¶ametros de riesgo. Sin embargo, las estimaciones
emp¶³ricas de V a R q (columnas VaRqEmp) , en ambos ajustes, son relativamente
inferiores respecto del comportamiento hist¶orico de las p¶erdidas.

Una estructura de dependencia que le asigna probabilidad positiva a los
eventos de observas conjuntas extremas es la c¶opula t de Student. El siguiente
ejercicio consiste en ajustar esta c¶opula bajo las mismas consideraciones de
L G D y densidades kernel. La matriz de correlaciones se estima tambi¶en con

la ecuaci¶on (19) tomando y k =
³
t¡ 1® ( F̂ 1 (x ik ) );:::;t

¡ 1
® ( F̂ d (x d k ) )

0́
, donde t®

denota la f.d. t de Student univariada cuyo par¶ametro de grados de libertad ®
es estimado aplicando el Algoritmo 1 del Ap¶endice.

T a b la 5
E stim a cio n es d e P E y V a R q a ju sta n d o u n a c¶o p u la t d e
S tu d en t S im ¶etrica P D y C C F d e tod o el po rta fo lio .

VaRqEmp

Producto PE 99% 99.5% 99.9% 99.95%

A 8.90% 10.94% 11.12% 11.49% 11.73%
B 5.36% 7.19% 7.32% 7.61% 7.67%
C 0.37% 0.98% 1.08% 1 .21% 1.25%
B 1.36% 2.56% 2.69% 2.84% 2.87%
C 7.37% 12.77% 13.35% 14.07% 14.42%
B 8.90% 12.62% 13.05% 13.66% 13.93%
C 9.70% 14.18% 14.49% 15.30% 15.47%
B 6.00% 7.80% 7.91% 8.13% 8.17%
C 1.72% 2.27% 2.34% 2.46% 2.48%
B 2.87% 4.79% 4.91% 5.08% 5.14%

TOTA L 3.82% 5.33% 5.46% 5.68% 5.78%

La Tabla 5 revela que el ajuste de la c¶opula t de Student Sim¶etrica al
portafolio total es m¶as adecuado que los ajustes de las c¶opulas de Independencia
y Gaussiana ya que las estimaciones de V a R q obtenidas son consistentes con
las estimaciones hist¶oricas.

4 .1 A ju ste d e c ¶o p u la s E l¶³p tic a s S im ¶e tr ic a s y G e n e r a liz a d a s
a l p o r ta fo lio d e c r¶e d ito s

En esta secci¶on se modela la estructura de dependencia al interior de cada pro-
ducto utilizando alguna c¶opula El¶³ptica Sim¶etrica y Generalizada. ¶esta ¶ultima
c¶opula se emplea para introducir y, por tanto, evaluar el efecto de asimetr¶³a en
la estructura de dependencia de los par¶ametros de riesgo.

Aplicando el Algoritmo 2 se ajusta para cada producto p una c¶opula

C pPDEAD para modelar la estructura de dependencia del vector aleatorio
pPDEAD dado por la ecuaci¶on (17) , al tiempo que al vector aleatorio L G D
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se le ajusta de manera independiente una c¶opula C CLGD. La distribuci¶on
marginal de los par¶ametros de riesgo contenidos en los vectores anteriores se
modela, como se ha venido haciendo en los ejercicios anteriores, ajustando den-
sidades kernel de suavizaci¶on a las observaciones hist¶oricas de P D , E A D y
L G D .

Para cada cubeta i la p¶erdida (como porcentaje de su saldo) se de¯ne como
la v.a.

L i = T Ii ¤ C C F i ¤ L G D i (20)

Entonces con las observaciones simuladas p dPDEAD1 ;:::p dPDEADN , p = 1;

:::;K y dLGD1 ;::: dLGDN de los par¶ametros de riesgo y aplicando (20) se con-
struyen, para cada cubeta i 2 f i1 ;:::;ik g del producto p en cuesti¶on, las
p¶erdidas simuladas L i1 ;:::;L iN . Para hacer la agregaci¶on de p¶erdidas para
cada producto (como porcentaje de su saldo) es necesario conocer la com-
posici¶on de un portafolio de cr¶editos actual, es decir, el saldo actual e i de cada
cubeta i. Entonces, simplemente se pondera por el saldo de cada producto p
para obtener las p¶erdidas simuladas por producto, es decir,

L p j =
X

i2 f i1 ;:::;ik g

e iP
j2 f i1 ;:::;ik g e j

L ij ; j = 1;:::;N (21)

son las p¶erdidas simuladas del producto p formado por las cubetas i 2 f i1 ;:::;
ik g .

La tabla 8 muestra los estimadores del ¶³ndice de la cola ® 9 que resultan
de ajustar las c¶opulas El¶³pticas a cada producto y al portafolio total. Como se
puede apreciar, los comportamientos a observaciones extremas conjuntas para
los par¶ametros P D y C C F son bastante diferentes entre productos.

T a b la 6
G ra d o s d e liberta d pa ra (P D ;C C F ) po r p rod u cto y po rta fo lio to ta l.

(P D , C C F )

P ro d u cto G ra d o s d e lib erta d

® p (D ep en d . C o la )

A 2 0 .5

B 3 8 .8

C 1 1 .8

D 1 4 .2

E 6 7 .9

F 9 .7

G 1 0 .8

H 2 .0

I 2 2 .1

J 3 .2

T O T A L 2 7 6 .8

9 L a v .a . esp ectra l R d e la rep resen ta ci¶o n (5 ) se su p o n e d e va ria ci¶o n reg u la r en in ¯ n ito
co n ¶³n d ice ® > 0. D ich o ¶³n d ice m id e la o cu rren cia d e o b serva cio n es co n ju n ta s ex trem a s, a
m en o r va lo r d e ® m ay o r d ep en d en cia en tre la s o b serva cio n es ex trem a s co n ju n ta s. E n el ca so
d e la c¶o p u la t d e S tu d en t co in cid e co n lo s g ra d o s d e lib erta d .
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Los resultados de las simulaciones de las c¶opulas ajustadas t Sim¶etrica y Ge-
nealizada est¶an contenidos en las tablas 7 y 8, respectivamente. Dichas tablas
incluyen las estimaciones del V a R q por los tres m¶etodos de estimaci¶on de al-
tos cuantiles propuestos: P O T 1 0 (Columna VaRqPOT) , Emp¶³rico (columna
VaRqEmp) y Ajuste de una distribuci¶on Beta (VaRqBeta) .

T a b la 7
E stim a cio n es d e P E y V a R q po r p rod u cto a ju sta n d o u n a c¶o p u la t
d e S tu d en t S im ¶etrica a lo s pa r¶a m etro s d e riesgo P D y C C F .

T a b la 8
E stim a cio n es d e P E y V a R q po r p rod u cto a ju sta n d o u n a c¶o p u la t
d e S tu d en t G en era liza d a a lo s pa r¶a m etro s d e riesgo P D y C C F .

Seg¶un los resultados obtenidos, aparentemente no hay ventaja signi¯cativa
de modelar la asimetr¶³a en la estructura de dependencia con el uso de las c¶opulas
el¶³pticas generalizadas, sin embargo, se debe utilizar un criterio estad¶³stico que
permita evaluar la adecuaci¶on de los diferentes ajustes de las c¶opulas a los datos
observados.

4 .2 A ju ste d e la c ¶o p u la t A g ru p a d a a l p o r ta fo lio d e c r¶e d ito s

La c¶opula t de Student Agrupada permite modelar la estructura de dependencia
entre grupos de v.a. que a su vez tienen estructura de dependencia dada por
alguna c¶opula t de Student pero cuyo comportamiento de dependencia a eventos
extremos es diferenciado entre grupos. ¶esta c¶opula se ajusta a los par¶ametros
de riesgo P D y C C F del portafolio total, utilizando los estimadores obtenidos
en el paso (i) del Algoritmo 2 para los par¶ametros de grados de libertad ® p de

1 0 P a ra rev isa r lo s resu lta d o s m ¶a s im p o rta n tes d e este m ¶eto d o d eriva d o d e la T eo r¶³a d e

V a lo res E x trem o s se reco m ien d a v er E m b rech ts 1 9 9 7 .
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cada producto p y la matriz de correlaciones P que resulta para el portafolio
total. A partir de la expresi¶on (8) y utilizando los estimadores de los par¶ametros
anteriores se simulan observaciones de (p P D E A D ) Kp = 1 , que al ser agregados
por producto y portafolio Total se muestran en la Figura 3.

Seg¶un la Tabla 9, las estimaciones por producto de P E y V a R q medi-
ante ¶este enfoque son consistentes con los ajustes de las c¶opulas t de Student
Sim¶etrica y Generalizada. La estimaci¶on de V a R q del portafolio total permite
cuanti¯car el efecto de diversi¯caci¶on cuando se le compara con la suma de los
V a R q 's de todos los productos ponderados por el saldo total (rengl¶on inferior
Total pond r h o = 1 de la tabla) , as¶³ como con la ra¶³z cuadrada de suma de sus
cuadrados (Total pond r h o = 0) .

T a b la 9
E stim a cio n es d e P E y V a R q po r p rod u cto y po rta fo lio to ta l a ju sta n -

d o u n a c¶o p u la t d e S tu d en t A gru pa d a a lo s pa r¶a m etro s d e riesgo P D y C C F .

F ig u ra 3
H istogra m a s d e la s p¶erd id a s sim u la d a s po r p rod u cto y po rta fo lio to -

ta l a ju sta n d o u n a c¶o p u la t d e S tu d en t A gru pa d a a lo s pa r¶a m etro s P D y C C F .

Para establecer estad¶³sticamente la bondad de ajuste de cada modelo de c¶opulas
ajustado, se emplea un estad¶³stico basado en formas bilineales propuesto por
Panchenko 2005. En la Tabla 9 se presentan los valores promedio de las distan-
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cias Q basadas en formas bilineales que se obtienen al implementar, por cada
producto y al portafolio total.

T a b la 1 0
D ista n cia s Q (esta d¶³stica d e p ru eba ) pa ra ca d a tipo d e c¶o p u la s a ju sta d o .

Los valores de la estad¶³stica de prueba Q muestran que la c¶opula t de
Student Agrupada es, de entre las c¶opulas utilizadas, la que presenta un mejor
ajuste a los datos (a la c¶opula emp¶³rica de los par¶ametros de riesgo) . No
obstante que el reducido n¶umero de observaciones hist¶oricas de los par¶ametros
de riesgo no permite establecer la signi¯cancia de la prueba, la Tabla 10 indica
que el ajuste de la c¶opula t de Student Agrupada es ligeramente superior a los
ajustes de las c¶opulas t de Student Sim¶etrica y Generalizada, en tanto que los
supuestos de independencia y gaussiano no son ob jetivos con lo observado en
los datos.

Con fundamento en el criterio anterior, se decide modelar la estructura
de dependencia de los par¶ametros de riesgo del portafolio P D y C C F con la
c¶opula t de Student Agrupada. Por otro lado, la estructura de dependencia
del par¶ametro L G D entre productos del portafolio se modela con una c¶opula
t de Student sim¶etrica. Con el ¯n de estresar las distribuciones marginales del
modelo, todas las densidades kernel se ajustan con el doble del ancho de banda
empleado en los ejercicios anteriores. Los resultados obtenidos se presentan
en las Tablas 11 y 12, donde esta ¶ultima contiene adem¶as el c¶alculo de la
medida de riesgo D¶e¯cit Esperado (E S q ) , tambi¶en estimada por los tres m¶etodos
implementados para V a R q .

T a b la 1 1
E stim a cio n es d e P E y V a R q a ju sta n d o u n a c¶o p u la t d e S tu d en t

A gru pa d a a lo s pa r¶a m etro s P D y C C F , y u n a c¶o p u la t d e S tu d en t a la L G D .
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T a b la 1 2
E stim a cio n es d e E S q a ju sta n d o u n a c¶o p u la t d e S tu d en t A gru pa d a
a lo s pa r¶a m etro s P D y C C F , y u n a c¶o p u la t d e S tu d en t a la L G D .

Los estimaciones obtenidas por el m¶etodo P O T son bastante consistentes con
los estimadores emp¶³ricos, al tiempo que permiten obtener estimaciones m¶as
con¯ables para niveles de q bastante cercanos a 1, esto debido a su base sobre
resultados asint¶oticos de la TVE (ver Embrechts et al. 1997 y D¶³az 2003) . En la
Figura 4 se muestra el desempeo de los estimadores de V a R q y E S q por los tres
m¶etodos P O T , Emp¶³rico y el ajuste de una Beta. Se presentan los resultados
para el caso del portafolio total

F ig u ra 4
E stim a cio n es d e V a R q y E S q (m ¶etod o s P O T , E m p¶³rico y B eta )

P o rta fo lio T o ta l.

La primera de las subgr¶a¯cas (de izquierda a derecha y de arriba a abajo)
contiene el histograma de las p¶erdidas simuladas y la parte de la cola a la que
se ajusta una D P G , mientras que en la segunda aparece su ajuste con la dis-
tribuci¶on emp¶³rica. En la tercera se presentan el ajuste entre la Distribuci¶on
de Excesos F u y la emp¶³rica de la cola de la distribuci¶on de p¶erdidas. Final-
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mente, en la cuarta se subgr¶a¯ca se presenta el comportamiento de los diferentes
estimadores de las medidas de riesgo V a R q y E S q , para q 2 (:99;1) .

Adem¶as de la c¶opula t de Student Agrupada, existen otras c¶opulas rela-
cionadas a la c¶opula t de Student como es el caso de la c¶opula t de Valores
Extremos y la c¶opula t de Cola Inferior, sin embargo, su manipulaci¶on y esti-
maci¶on para dimensiones grandes es bastante complicada (ver Demarta et al.
2004) .

5 . E stim a c io n e s d e C E b a jo m o d e lo s tra d ic io n a le s y e l e n fo q u e IR B

Con el ¯n de comparar el modelo propuesto con otros enfoques, se implementan
un modelo de incumplimiento de un s¶olo factor, un modelo basado en matrices
de transici¶on y el c¶alculo del requerimiento de capital regulatorio seg¶un las
reglas de Basilea II (ver BCBS 2004) en su enfoque avanzado de cali¯caciones
internas (IRB) .

El modelo de un factor tipo K M = C M ha sido ampliamente utilizado para
la estimaci¶on de capital econ¶omico en portafolios de cr¶editos revolventes y de
consumo (ver RMA 2003) . Sus par¶ametros importantes, la correlaci¶on de ac-
tivos (A V C ) y la correlaci¶on entre incumplimientos (L C ) se calibran con infor-
maci¶on hist¶orica de las tasas de incumplimiento. Concretamente, el C E i (como
porcentaje del saldo) de la cubeta i se estima como

K i = L G D i ¢ C C F i ¢©
μ
©¡ 1 (P D i) +

p
1 ¡ A V C i©¡ 1 (q )p

1 ¡ A V C i

¶
; (22)

donde q es el nivel de con¯anza y P D i se estima como el valor promedio de las
correspondientes tasas de incumplimiento observadas.

Con las mismas bases te¶oricas que el modelo de un factor del tipo K M V
= C M , el enfoque avanzado de cali¯caciones internas (IRB) de Basilea II, utiliza
resultados asint¶oticos sobre los cuantiles de la funci¶on de p¶erdidas del portafo-
lio cuando el n¶umero de exposiciones es su¯cientemente grande (ver Frey et al.
2003) . M¶as precisamente, este enfoque regulatorio propone estimar el requer-
imiento de capital R C i, para cada cubeta i de cr¶editos homog¶eneos en per¯l de
riesgo, como

R C i = L G D i ¢ C C F i ¢©
μ
©¡ 1 (P D i) +

p
½©¡ 1 (:999)

p
1 ¡ ½

¶
donde el nivel de con¯anza se ¯ja en q = :999 y la correlaci¶on de activos ½ est¶a
preestablecida seg¶un el tipo de portafolio al que pertenezca la cubeta (0.04 para

tarjeta de cr¶edito, 0.15 para hipotecario y :03
³
1 ¡ e ¡ 35P D i
1 ¡ e ¡ 35

´
+ :16

³
1 ¡ e ¡ 35P D i
1 ¡ e ¡ 35

´
para el portafolio de consumo) .

En ambos enfoques los par¶ametros C C F y L G D se consideran constates,
por lo que para ¯nes de la aplicaci¶on ser¶an iguales a su valor promedio hist¶orico.

En el siguiente cuadro resumen (Tabla 13) se muestran los resultados de
C E y capital regulatorio obtenidos bajo el modelo de un factor y las reglas
de IRB de Basilea II. Se agregan tambi¶en las estimaciones de V a R q por el
m¶etodo P O T que se obtuvieron en el ajuste de la c¶opula t de Student Agrupada,
as¶³ como las que resultan de ajustar densidades kernel que dan m¶as peso a
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observaciones recientes de los par¶ametros de riesgo mediante el uso de un factor
de decaimiento, por ejemplo, ¸ = :97. Pensando en niveles de con¯anza q
realistas, se consideran 99.5% y 99.9% (si por ejemplo, la instituci¶on aspira
la cali¯caci¶on m x A A A , que en escala internacional corresponde a B B B , que
indica una probabilidad de incumplimiento del 0.5%, el nivel de con¯anza a
considerar es q = 99:5%) .

T a b la 1 3
E stim a cio n es d e C E po r el m od elo d e u n fa cto r K M V = C M , el

ca p ita l regu la to rio ba jo el en foqu e I R B d e B a silea II y el C E d el m od elo
C ¶o p u la t S tu d en t gru pa d a .

En la mayor¶³a de los casos el modelo de un factor indica un CE menor que el
requerimiento de capital regulatorio bajo Basilea II, lo cual se debe en esencia
a que, no obstante que la construcci¶on en ambos enfoques es casi la misma,
la correlaci¶on de activos que el primero utiliza es calculada con informaci¶on
hist¶orica, mientras que en el enfoque I R B las correlaciones de activos est¶an
predeterminadas y el nivel de con¯anza que usa es del .999. Por su parte, el
modelo propuesto basado en la c¶opula t de Student Agrupada re°eja niveles de
C E superiores al capital regulatorio y al estimado con el modelo de un factor
tipo K M V = C M . Una ventaja del modelo propuesto es que permite modelar
la dependencia existente entre los factores de riesgo y entre todos los grupos
de cr¶editos y productos que forman al portafolio; en consecuencia este modelo
proporciona un efecto de diversi¯caci¶on del portafolio que no es posible apreciar
en el modelo de un factor tipo K M V = C M ni en las reglas del enfoque m¶as
avanzado de I R B propuestas en Basilea II.

Finalmente, en la Tabla 13 se presentan los resultados obtenidos de im-
plementar un modelo basado en matrices de transici¶on de pagos vencidos. El
supuesto de que el proceso de migraci¶on de pagos vencidos (incluido el estado
absorbente de incumplimiento) sigue una cadena de Markov, en la pr¶actica no
se satisface (ver Lando et al. 2002) , siendo ¶este una de las grandes de¯ciencias
de este enfoque. Sin embargo, igual que en los dos ¶ultimos modelos presentados
en esta secci¶on, ni la estructura de dependencia de los par¶ametros de riesgo ni
la dependencia entre incumplimientos son considerados bajo esta metodolog¶³a
que, no obstante, es ampliamente utilizada en la pr¶actica.
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T a b la 1 4
C o m pa ra ci¶o n d el m od elo p ro p u esto co n u n en foqu e d e

m a trices d e tra n sici¶o n .

Producto Matrices Transici¶on C¶opula t agrupada

PE VaRqEmp 99.5% PE VaRqEmp 99.95%

A 9.40% 32.74% 9.01% 14.79%
B 4.11% 17.34% 5.48% 10.20%
C 0.36% 5.58% 0.43% 2.29%
D 0.91% 7.90% 1.41% 3.52%
E 6.21% 30.00% 7.61% 19.00%
F 6.57% 21.96% 9.02% 16.66%
G 8.23% 68.77% 9.83% 16.09%

H, I, J 3.04% 12.94% 3.20% 4.36%

Como la informaci¶on disponible para su implementaci¶on contiene agregado
al portafolio hipotecario, el n¶umero de productos en que se divide al portafolio
total se reduce. Las estimaciones de PE di¯eren considerablemente en algunos
productos, esto se debe muy probablemente a que el supuesto de transiciones
no ocurre de manera Markoviana. Adem¶as, el CE estimado por el modelo de
matrices de transici¶on es muy superior al que se estima con la metodolog¶³a de
c¶opulas propuesta, lo cual se debe principalmente al hecho de que no es muy
realista suponer que cada suma de exposici¶on total por pagos vencidos es una
v.a. Bernoulli con probabilidad de ¶exito la probabilidad de incumplimiento
estimada.

6 . C o n c lu sio n e s

La metodolog¶³a de c¶alculo del C E por riesgo de cr¶edito propuesta en este trabajo
de investigaci¶on muestra las ventajas de modelar la estructura de dependencia
de los par¶ametros de riesgo mediante el uso de c¶opulas El¶³pticas Generalizadas
y de Mezclas de Normales Agrupadas, para el caso concreto de familias del tipo
t de Student. Este tipo de c¶opulas arro j¶o mejores resultados en la modelaci¶on
del comportamiento de las p¶erdidas extremas del portafolio con respecto a las
estructuras de dependencia com¶unmente utilizadas en ¯nanzas, como son la
c¶opula Gaussiana y la c¶opula de Independencia. El ejercicio de bondad de ajuste
revel¶o que el mejor ajuste lo proporciona la c¶opula t de Student Agrupada, al
tiempo que no se encontraron diferencias signi¯cativas entre los ajustes de la
c¶opula t de Student Sim¶etrica y la c¶opula t de Student Generalizada en cada
producto, no obstante que ¶esta ¶ultima s¶³ modela la asimetr¶³a en la estructura
de dependencia. Una de las principales razones por las que se utiliza la c¶opula
t de Student Agrupada obedece a que permite modelar la dependencia entre
productos con diferentes ¶³ndices de dependencia extrema, lo que hace posible la
agregaci¶on de las p¶erdidas del portafolio total, resaltando el bene¯cio del efecto
de diversi¯caci¶on.

Al comparar la metodolog¶³a propuesta con otros modelos, se observ¶o que el
modelo de incumplimiento de un s¶olo factor tiende a subestimar el C E , mientras
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que el enfoque de matrices de transici¶on de pagos vencidos tiende a sobreesti-
marlo. Para la mayor¶³a de los productos, el modelo de un s¶olo factor arro ja un
C E menor que el requerimiento de capital regulatorio bajo Basilea II, lo cual se
debe al hecho de que la correlaci¶on de activos que el primero utiliza es calculada
con informaci¶on hist¶orica, mientras que en el enfoque IRB las correlaciones de
activos est¶an predeterminadas, as¶³ como su nivel de con¯anza (99.9%) . Las es-
timaciones de C E en el modelo propuesto parecen ser, en general, superiores al
requerimiento regulatorio que establecen las reglas de capitalizaci¶on del enfoque
m¶as avanzado de I R B propuestas en Basilea II. Estos resultados obtenidos po-
nen en duda la aplicabilidad de tales reglas en el mercado mexicano, por lo
que el capital regulatorio bajo Basilea II puede ser insu¯ciente para cubrir el
capital en riesgo que enfrentan las instituciones ¯nancieras que otorgan cr¶editos
al menudeo. Una ventaja de la metodolog¶³a expuesta, es su gran °exibilidad
para modelar no s¶olo la dependencia existente entre los factores de riesgo sino,
tambi¶en, entre todos los grupos de cr¶editos y productos que forman al portafo-
lio; lo que hace posible que se muestren las bondades de la diversi¯caci¶on del
portafolio que no es posible apreciar en el modelo de un factor tipo K M V = C M
ni en las reglas del enfoque m¶as avanzado de IRB propuestas en Basilea II.

A p ¶e n d ic e

Den¶otense las realizaciones de n copias independientes del vector aleatorio X
(el conjunto de los datos) por

f (x 1 ;:::;x d t) 0g nt= 1 ´

0BBB@
x 1 1 x 1 2 ::: x 1 n

x 2 1
. . .

...
...

. . .
...

x d 1 ::: ::: x d n

1CCCA = [ x :1 x :2 ::: x :n ]

A lg o r itm o 1

(i) Determinar las correlaciones tau de Kendall de cada pareja (X i;X j ) medi-

ante el estimador ½̂
(n )
¿ (X i;X j ) =

μ
n

2

¶¡ 1 P
k > l sig n [(x ik ¡ x il) (x jk ¡ x jl) ] ;

(ii) Usar la ecuaci¶on (11) para calcular ½̂ ij y estimar as¶³ la matriz de correlaci¶on
½ ij ;

(iii) Estimar los coe¯cientes de dependencia de la cola inferior ¤̂ =
¡̧
n
ij

¢d
i;j= 1

como

¸ nij ´ ^̧
(n ;r )
l (X i;X j ) =

1

n

nX
k = l

p
2

r
1 f Q k < r g sen 2Á k ;

donde para k = 1;:::;n las cantidades (Q k ;Á k ) satisfacen las ecuaciones F̂ i(x ik )

= Q k sen Á k , F̂ j (x jk ) = Q k co sÁ k , donde cada F̂ i es la f. d. emp¶³rica de la
componente X i;
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(iv) Estimar el ¶³ndice de la cola ® de la v.a. espectral R como

®̂ n = a r g m in
¯̧̄̄̄̄̄
(® ;

¼

4
(1 ¡ ½̂ ij ) ) ij ¡ ¤̂(n )

¯̄̄̄̄̄
£
;

donde L (® ; ½̂ ¿ )
(n ) es la matriz ¸ (® ; ¼4 (1 ¡ ½̂ ij ) ) ij , la funci¶on ¸ (® ;x ) est¶a de¯nida

como en (12) y jjA jj£ =
P d

i;j= l A
2
ij de¯ne la norma en L

2 de¯nida sobre

M d £ d (< ) .

A lg o r itm o 2

(i) Estimar los par¶ametros ½ ij y ® de una distribuci¶on El¶³ptica Generalizada
sobre el vector X usando el Algoritmo 1;

(ii) Ajustar a cada componente de X alguna f.d. marginal F ¤j continua. Si por
ejemplo, el n¶umero de observaciones n no es muy grande, se puede utilizar un
kernel de suavizaci¶on;

(iii) Simular observaciones y 1 ;:::;y N de un vector Y cuya representaci¶on est¶a
dada por la ecuaci¶on (5) , utilizando las estimaciones de los par¶ametros anteri-
ores y estructura de dependencia de dicha representaci¶on (bajo la especi¯caci¶on
de la f.d. de la v.a. espectral R ) ;

(iv) Construir observaciones bu 1 ;:::;bu N de la c¶opula emp¶³rica con las observa-
ciones simuladas y 1 ;:::;y N , a saber,

bu i = (U i1 ;:::;U id ) 0³F̂ 1 (y i1 );:::; F̂ 1 (y id ) 0́
;

donde F̂ j es un estimador de la f.d. de Y j , por ejemplo, se puede usar una

variante de la f.d. emp¶³rica F̂ j (x ) =
1

n + 1

P n
i= l 1 f y ij < x g .

(v) Con las observaciones simuladas bu 1 ;:::;bu N , las cuales incorporan la estruc-
tura de dependencia de la c¶opula C , construir bx j = F ¤ ¡ 1j (bu j ) , j = 1;:::;N .

Los vectores bx 1 ;:::;bx N son observaciones simuladas del vector original X .
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