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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЭКОНОМИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ 

МОДЕЛИ РАВНОВЕСНОГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА 

В. М. П О Л Т Е Р О В И Ч 

( Москва ) 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Важной предпосылкой гармонического развития экономики является 
отыскание наряду с эффективным производственным планом таких цен, 
которые, во-первых, стимулировали бы производственную систему к вы
полнению этого плана и, во-вторых, обеспечивали бы равенство спроса и 
предложения потребительских благ. Решение этой задачи в рамках извест
ных оптимизационных моделей связано с принципиальными трудностями. 

Дело в том, что цены, пропорциональные оптимальным оценкам, могут 
сбалансировать спрос и предложение потребляемых товаров, если: а) мак
симизируемый динамический критерий особым образом связан с пред
почтениями потребителей; б) динамика доходов населения согласована с 
производственным планом. Построить подходящий критерий можно в тех, 
по-видимому, редких случаях, когда функция совокупного спроса порож
дается единой целевой функцией потребления. В общей же ситуации не 
ясно, как обеспечить выполнение первого условия. Удовлетворить второму 
условию легче, если вначале планировать доходы населения, а потом со
ставлять производственный план. Между тем, оптимизационные модели 
обычно предполагают обратную последовательность расчетов. 

Отмеченные трудности могут быть в принципе преодолены с помощью 
динамических моделей экономического равновесия. Известен целый ряд 
подобных моделей (см., например, [1—3]), однако исследованы они срав
нительно слабо. В частности, не изучено поведение равновесных траекто
рий при увеличении интервала планирования. 

Аналогичная проблема является центральной в теории оптимального 
экономического роста. Для некоторых весьма специальных оптимизацион
ных моделей ее решение получено в форме так называемых теорем о ма
гистрали. Эти модели можно разбить на две большие группы. Первая (см-, 
например, [2, 4]) характеризуется отсутствием явных ограничений на 
невоспроизводимые ресурсы и зависимостью целевой функции только от 
состояния экономики в конце планового периода. Вторая [4—7] предпола
гает наличие экзогенного фактора (скажем, трудовых ресурсов), расту
щего с заданным темпом, и зависимость целевой функции от потребления 
во все моменты времени. 

В обоих случаях теоремы о магистрали (справедливые, конечно, лишь 
При дополнительных предположениях) утверждают, что для достаточно 
большого интервала планирования оптимальная траектория характеризу-



ется определенными пропорциями производимых и потребляемых ресур
сов. Эти пропорции остаются приблизительно постоянными для «почти 
всех» моментов времени, и па них пе влияет начальное состояние эконо
мики. Кроме того, в моделях первой группы магистральные пропорции и 
темп роста не зависят также и от вида целевой функции, а определяются 
только свойствами технологии. В моделях второй — каждой целевой функ
ции соответствует своя магистраль, а темп роста экономики равен темпу 
роста экзогенного фактора. 

Магистральные пропорции характеризуют целый класс оптимальных 
траекторий; в то же время магистраль находится из некоторой статиче
ской задачи, решить которую гораздо легче, нежели исходную динамиче
скую. Благодаря этому появляется возможность путем сравнительно не
сложных вычислений получить важную информацию о целесообразных 
направлениях экономического развития. 

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы сформулировать и дока
зать теоремы о магистрали для равновесных траекторий. Рассмотрение ве
дется в рамках некоторой модели экономического равповесия, частным 
случаем которой является довольно общая оптимизационная модель вто
рой группы. 

2. ОСНОВНАЯ МОДЕЛЬ 

Модель равновесия задается функцией (отображением) спроса С(р), 
сопоставляющей тг-мерпому вектору цеп р подмножество га-мерных векто
ров потребительских благ, и технологией Z={(x, у)}, представляющей со
бой подмножество пар векторов затрат х и выпуска у. Кроме того, счита
ется известным начальный вектор продуктов у0. 

В дальнейшем через R" обозначается га-мерное векторное пространст
во, через R+n — его замкнутый неотрицательный ортант. Последователь
ность щ% t=0,..., Т, будем записывать так : последовательность 
пар векторов {хи у,), t=0,..., Т, обозначим через {х,, у,} о и т. п.; если 
р и х — векторы из то рх — их скалярное произведение, если а — ска
ляр, то ах означает произведение скаляра на вектор. 

Определение 1. Последовательность {х/, у/}0

т назовем допустимой на 
интервале времени Т, если (#/, yu\)&Z, t—0,......., Т— 1, Уо'=у<,-> 

Определение 2. Последовательность четверок векторов {pt, ch xh y,}0

T  

называется равновесной траекторией на интервале времени Г, если она 
удовлетворяет следующим условиям 

с б С Ы , * = 0 , . . . , 7 \ (1) 

У<}от допустима, (2) 

г т 

^Му,-хг)>^Му/-хгг) (3) 

о о 

для любой допустимой последовательности {х/, у'} 0

Г, 

Cl<yt-xh ШШ,..., Т, (4) 

тгтШг*4> * = о , . . . , г . (5) 
Согласно определениям 1 и 2, производственный блок выбирает в каж

дый момент времени I векторы затрат xt и предложения yi—xt. Затраты, 
произведенные в момент t, при соответствующем выборе технологического 
режима обусловливают выпуск yt+i в следующий момент времени и т. Д. 
Если цены на весь плановый период Т заданы, то производственная систе

ма стремится найти такую последовательность затрат и выпусков, чтобы 
максимизировать суммарную выручку от продажи потребительских благ. 

Произвольная технологически допустимая последовательность, вообще 
говоря, «нереализуема» в том смысле, что затраты в некоторые мо-
мепты'времепи могут оказаться больше выпусков. Однако для равновес
ной траектории выпуски всех продуктов превосходят затраты по крайней 
мере на величину спроса, причем производимые в избытке продукты обяза
ны иметь нулевую цепу (см. (4) и (5)) . 

Для того чтобы гарантировать существование равповесия, потребуем 
выполнения следующих предположений. 

1. При любом p£R+n множество С(р) является непустым выпуклым 
компактом в R+*. 

2. Отображение С (р) полунепрерывно сверху. 
3. Существует число р > 0 такое, что рс^$ для всех p&R+n и с^С(р). 
4. Z — замкнутое выпуклое множество в R+Zn; множество {у\ (х, y)^Z) 

ограничено; (0, 0) 6Z. 
5. Существует процесс (х, у) &Z такой, что у—х>0. 
6. уо>0. 
Теорема 1. При выполнении предположений 1—6 на любом конечном 

интервале времени Т существует равновесная траектория. 
Доказательство этой теоремы мы пе приводим. 
Описанная модель допускает многочисленные обобщения. Технология 

и функция спроса меняются во времени, критерий производственного бло
ка может содержать дисконтирующие коэффициенты. Естественная пере
формулировка условий 1—6 обеспечивает существование равповесных тра
екторий и в этих случаях. Однако качественное исследование траекторий 
при этом усложняется, а при дисконтировании — представляет собой за
дачу, не решенную даже для сравнительно простых оптимизационных 
моделей. Поэтому в настоящей работе рассматривается «стационарная» 
модель без дисконта. 

3. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

Условиям 1—3 удовлетворяет широкий класс отображений. Два его 
подкласса, описываемые ниже, являются особенно важными. 

Пусть В — выпуклый компакт в R+n, содержащий нулевой вектор; 
и (с) — непрерывная вогнутая функция на В; [3 — положительный скаляр. 
Рассмотрим экстремальные задачи 

и(с) — pc-*-m-ax, с^В, (6) 

и ( с ) - ^ ш а х , рс<$, йШ, (7) 

Совокупность решений задачи (6) при фиксированном векторе цен р 
обозначим через F(p), а (7) — через Ф ( р ) . К а ж д а я из них является естест
венной моделью спроса. В первом случае спрос предъявляется участни
ком, который максимизирует разность между «ценностью» вектора потре
бительских благ и затратами на его приобретение; во втором участник 
отыскивает наиболее предпочтительный вектор потребления среди всех 
допустимых векторов, стоимость которых пе превосходит его доходи. 

Легко проверить, что каждое из отображений F(p) и Ф(р) удовлетво
ряет требованиям 1-3. Непосредственно из определений следует что усло
вие 1 справедливо для F(p) и Ф ( ? ) , 2 - д л я F(p) и 3 - для Ф(р). Приме
няя к задаче (7) теорему К у и а - Т а к к е р а (поскольку 06Я и р > 0 , то усло
вие Слейтера выполняется при любом р)ч нетрудно убедиться в замкну
тости графика Ф(р), которая в данном случае влечет за собой полунепре-



рывность сверху. Справедливость допущения 3 для F (р) вытекает из огра
ниченности и (с) на В и соотношения 

u(c)-pc>u(0)VcZF{p). (8) 

Если условия 1—3 выполняются для каждого из нескольких отображе
нии, то они верны и для их алгебраической суммы. Поэтому в качестве 
С (р) можно взять , например, такое соответствие 

г - 1 т 

^ ( / 0 = £ ^ 0 0 + £ ф * Ы , (9) 

где 
Fh(p)={c\c*Bh, Uni^-pOUkic^-pc'Vc'ZBk), (Ю) 

ФАр)={с\с*Вк, p c ^ k , uh(c)>uk(c')Vc'eBk, pc'<$h}, ( И ) 

а множества Bh, функции uh и числа p\ удовлетворяют перечисленным 
выше требованиям. Таким образом, (р) — это совокупный спрос, предъ
являемый несколькими участниками, каждый из которых как бы решает 
задачу вида (6) или (7). 

Опираясь на теорему 1, можно доказать, что при C(p)=W(p) равно
весные траектории существуют и для неограниченных (замкнутых, вы
пуклых) множеств Вк. 

В модели равновесия с функцией спроса F(p) нетрудно узнать резуль
тат «разложения» следующей задачи математического программирования 

в ( с / ) - » - т а х , (12) 
о 

Ф*у/~$£ t=0,..., Т, (13) 

с/ев, i=o,...,т, (ж/ ,y l + l ) e z , t=o,...,т-i,Уо'=Уо,х/>о. (14) 

Более точно, если {/?,, с,, х,, у,}„г — равновесная траектория при С(р) = 
=F(p), то последовательность { с , х,, z/,}0

T является решением задачи 
(12) —(14), а р,, t=0,..., Т,— векторами множителей Лагранжа для огра
ничений (13). Обратно, если выполнепы условия 4—6, Вк замкнуты, вы
пуклы, 0&В,,, uh(c) непрерывны и вогнуты на Bh, то решение {с, xt, у,} J 
задачи (12) — (14) вместе с векторами р, множителей Лагранжа задает 
равновесную траекторию. Первая часть этого утверждения является не
посредственным следствием определепий равновесия (1) —(5) и отображе
ния F (р), а вторая вытекает из теоремы Куна — Таккера , примененной к 
задаче (12) —(14). Доказательство стандартно, и мы его опускаем. 

Если С(р) — сумма отображений вида (10), то модель равновесия так
же сводится к экстремальной задаче и, по существу, немногим труднее для 
исследования. Но если хотя бы один из участников описывается функцией 
спроса вида (11), то для получения содержательных утверждений о свой
ствах равновесных траекторий необходимы достаточно сильные дополни
тельные предположения. 

Среди условий теоремы 1 наимепее реалистичным является требование 
ограниченности множества выпусков при любых затратах (см. предполо
жение 4) ; оно позволяет усомниться в том, способна ли предложенная 
модель отразить процесс долговременного развития. Поэтому целесообраз
но рассмотреть примеры моделей, в которых возможен неограниченный 
рост и которые заменой переменных сводятся к описанной выше. 

Пусть технология задается конусом К={(1, v, w)}, где I — число, ука
зывающее величину затрат труда; v — /г-мерный вектор материальных 
затрат ; w—/г-мерный вектор выпусков. Предполагаются заданными вектор 
начальных ресурсов w0 и темп роста трудовых ресурсов Я > 0 (учитываю
щий также увеличение производительности труда ) . Величину трудовых 
ресурсов в нулевой момент времени принимаем за единицу, так что Ь=Х*. 
Назовем последовательпость {и/, w/}* допустимой, если (1', vt', wtli)*K, 
j = 0 , . . . , Т-1, Wo=wu и vT'>0. 

Предположим, что зависимость структуры спроса от цен неизменна во 
времени, а его объем растет пропорционально трудовым ресурсам. Тогда 
функция спроса Dt{p) имеет вид: Dt(p) =W(р), где С(р) - спрос в нуле
вой момент. Последовательность {ph dt, vt, wt}0

T назовем равновесной на 
интервале времени Т, если выполнены следующие условия 

dfiDt(pt), t=0,..., Г, 

{vt, wt}0

T допустима, 

для любой допустимой последовательности {v/, w/}0

T, 

d,<wt-vh t=0,..., T, (18) 

Ptdt=m{m-vt), t=o,...,T. (19) 

Соотношение (17) можно понимать как условие максимизации суммар
ной выручки в расчете на одного работника, или как максимизацию выруч
ки от продажи потребительских благ с дисконтом Х - 1 . Все же выбор кри
терия в производственной задаче кажется произвольным. И действитель
но, довольно трудно найти для пего априорпые основания, тем более что 
равновесие (это можно доказать) существует при любых дисконтирующих 
коэффициентах. Однако тот факт, что именно такой выбор обеспечивает 
сходимость равновесных траекторий к магистрали, имеет определенное 
нормативное значение и является, па наш взгляд, аргументом в пользу 
критерия (17), поскольку магистраль во многих случаях естественно счи
тать оптимальным состоянием системы. 

Введем обозначения: Ct=d,/lh x,=v,/l,, yt=wt/l,, Z={(x, у) | (1, x, %y)& 
После такой замены переменных условия (15) —(19) переходят соот

ветственно в (1) —(5). Требования, которые нужно наложить на функции 
спроса Dt(p) и конус К, чтобы для редуцироваппой модели выполнялись 
предположения 1—6, очевидны. 

Рассмотрим другую модель, допускающую неограниченное развитие. 
Пусть технология по-прежпему задается конусом К, а функция спроса 
D,(p) является совокупностью решений следующей экстремальной задачи 

u(d/lt)-pd/lt-+max, d^O, (20) 

где функция и отражает общественную полезность удельного потребления 
благ. Определение равновесия остается без изменения. Т а же самая замена 
переменных приводит эту модель к «стандартному виду» с функцией 
спроса типа F(p) (см. (6)) . К а к было показано выше, в этом случае мы 
фактически имеем дело с экстремальной задачей ( 1 2 ) - ( 1 4 ) . 1еоремы о 
магистрали для такой модели получены в [4J; несколько ранее в LoJ изу
чался ее линейный вариант. 



4. СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ 

Вернемся к изучепию основной модели. 
Определение 3. Четверку векторов (р\ с', х\ у') назовем стационарным 

состоянием, если с'^С(/?*), (х\ y")^Z и, кроме того, выполнены соотно
шения 

Р4у'~х')>р'(у-х) для всех у)Щ (21) 

сЖу'-х\ (22) 

Р'с'=р'{у'-х'). (23) 

Согласно определению 3, стационарный технологический режим (ж*, у') 
обеспечивает максимизацию выручки производственного блока, печнелён-
ной в стационарных ценах р\ при этом соблюдается баланс спроса и пред
ложения в натуральном и ценностном выражениях. 

Теорема 2. Условия 1—5 гарантируют существование стационарного со
стояния. 

Обоснование этого утверждения тесно связано с доказательством тео
ремы 1 и здесь не приводится. 

Стационарное состояние не зависит от начальных ресурсов, и его мож
но считать в определенном смысле оптимальным. Последнее особенно ясно 
для модели с функцией спроса F(p); в этом случае, как легко показать, 
тррйкв векторов (с', х', //'.) является решением экстремальной задачи 

и ( с ) - * ш а х , с^у-х, Щ (x,y)*Z. (24) 

Подобное утверждение справедливо и при С(р)=Ф(р) (см. (7)) . Сле
дует подчеркнуть, что динамическая модель равновесия в последнем слу
чае пе сводится к экстремальной задаче типа (12) — (14). Если спрос по
рождается несколькими участниками, так что С(р) представляет собой 
сумму отображений вида (11), то стационарное состояние оказывается 
оптимальным по ПарвТО [8]. 

Ниже будет показано, что при достаточно большом интервале плани
рования и выполнения ряда дополнительных предположений равновесные 
траектории большую часть времени близки к стационарному состоянию. 
Наиболее существенным является допущение мопотонности функции 
спроса. 

5. МОНОТОННОСТЬ ФУНКЦИИ СПРОСА 

Обозначим через G график функции С(р), G={(p, с) \с^С(р)}. Пусть 
(q, e e)6G. В дальнейшем к функции С{р) будет предъявляться одно из 
следующих требований 

(р-д) ( c p - c 7 ) < 0 для всех (р, с р ) 6 £ , (25) 

(p—Q)(cp—Cq)<Q для всех (р, cp)^G таких, что сРФсч, (26) 

(p—q) {cp-cq)<0 для всех (р, cP)&G таких, что (р, cP)¥=(q, cq). (27) 

Из (27) следует (26), а (26) влечет за собой (25). 
Определение 4. Отображение С(р) назовем монотонным в точке (q, cq), 

если справедливо (26). При выполнении условий (25) или (27) будем го
ворить соответственно о слабой или сильной монотонности отображения 
С(р) в точке (q, с , ) . Отображение (слабо, сильпо) монотонно, если оно 
(слабо, сильно) монотонно во всех точках графика G. Отображение (сла-

. сильно) монотонно на множестве P<=Rn, если его сужение па Р обла
дает соответствующим свойством *. 

Если С(р) однозначно, то можпо говорить о его монотонности в точке 
qtR", пе указывая значения функции. Легко заметить, что монотонное ото
бражение однозначно, а сильно монотонное — взаимно однозначно. 

Опишем некоторые классы монотонных отображений. 
Рассмотрим F(p). По определению 

F(p) = {с | с^В, и (с) -рс>и{с') -рс'Ус'Щ. (28) 

Теорема 3. Отображение F(p) слабо монотонно; оно монотонно во всех 
-точках (q, cq) таких, что F(q) содержит единственный вектор cq; если, 
кроме того, функция и (с) обладает градиентом при c=cq и cq принадле
жит внутренности В, то F (р) сильно монотонно в точке (q, cq). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть cq$F(q) и cP£F(p). Тогда 

u(cq)-qcq>ii(ct,)-qcp, (29) 

u(cp)—pcp>u(cq)—pcq. (30) 

Складывая оба неравенства, получим (25). Если F(q) содержит един
ственный вектор, то неравенство (29) выполняется как строгое, а следова
тельно, после сложения получим (26). Еслп с, лежит внутри В и градиент 
u'(cq) существует, то при cP=cq, очевидно, p=q=u'(cq). Поэтому условие 
(р, cP)=^{q, cq) эквивалентно условию срФсч, что и требовалось доказать. 

Если каждое из нескольких отображений удовлетворяет предположе
нию (25), (26) или (27), то и для их суммы выполняется то же самое 
предположение. Используя это замечание, легко распространить теорему 3 
на сумму отображений вида (28). 

Нижеследующая теорема устанавливает связь между монотонностью 
и обобщенной валовой заменимостью [4, стр. 392], озпачающей, что 

Cli+Cit = — + — >0, 1,7=1,..., п, гФ]. (31) 
др} др{ 

Теорема 4. Пусть отображение С (р) однозначно и непрерывно диффе
ренцируемо на выпуклом подмножестве Р положительных векторов.Пред
положим также, что для всех р^Р выполнено условие (31) и, кроме того: 
а ) С{(р)>0, ; = 1 , . . . , п, Ь) (д[рС(р)])/др,^0, i=\ и, с) 1д&(Вр))/ 
/ д е | в = , ^ 0 , i=l,..., п. Тогда С(р) слабо монотонно на Р. Если при неко
тором p=q для каждого i=\,..., п хотя бы одно из неравенств а ) , Ь ) , с) 
выполняется как строгое, то С{р) сильно монотонно на Р в точке q. 

Неравенства Ь) выполняются, если доход совокупного потребителя 
рС(р) не зависит от цеп; условие с) означает, что при пропорциопальном 
.увеличении цен спрос на все продукты не увеличивается. 

Доказательство теоремы 4 опирается на теорию Р-матриц [4] . Здесь 
мы его пе приводим. 

Рассмотрим теперь отображение Ф(р) (см. (7)) при B=R+n 

Ф(р)={с\с>0, рс^, Me)>u(C)Vc'>0, pc'^ft. (32) 

В отличие от F(p) оно далеко не всегда даже слабо монотонно. Общие 
и в то же время удобные для проверки условия, обеспечивающие моно
тонность в этом случае, автору неизвестны. Однако, используя теорему 4, 
нетрудно указать класс функций и (с), для которых Ф (р) монотонно. 

* Чаще монотонным называют отображение, удовлетворяющее неравенству: 
(P-4)(cP-cq)>0 (см., например, [9]). Принятая здесь терминология удобнее для 
наших целей. 



Именно, пусть р">0, и (с) дважды непрерывпо дифферепцируема при 
с > 0 , причем и*>0 , u."<0, u , j=0, i = l , п , i¥=j, где и\ ui} — соответствен
но первые и вторые частные производные функции и ( с ) . Пусть, кроме 
того, ц*(с)-»-°° при с'-»-0, с = ( с 1 , с ' , . . . , с " ) . Тогда отображеппе Ф(р) 
определено для всех р>0, однозначно и удовлетворяет условию а) теоре
мы 4 как строгому неравенству; условие Ь) также выполняется, посколь
ку рф(р) = р \ Используя соотношения Слуцкого [10, стр. 262], легко по
казать справедливость неравенства с) для Ф {р). В данном случае опо оз
начает, что с ростом доходов растет спрос на все продукты. Те ж е 
соотношения Слуцкого приводят к следующему условию, которое при на
ших допущениях необходимо и достаточно для выполпения (31) 

1,-+L<2, i, /=1,. . . , п, &=j, (33) 
где 

^ - « " с ' / ц ' , i = l , . . . , п. (34) 

Неравенства (33) справедливы, например, для сепарабельпой функции 
полезности, являющейся положительной линейной комбинацией п функ
ций вида: \u(z?4-vt) и ( г Г + ^ ) % г д е zfiR+\ v,>0, 0<cd,<1, i = l , . . . , п. 
В этом случае, согласно теореме 4, функция и (с) порождает сильно моно
тонное отображеппе Ф (р). 

6. МОНОТОННОСТЬ И ВЫЯВЛЕННОЕ ПРЕДПОЧТЕНИЕ 

Ни одно из условий монотонности не имеет очевидного экономического 
обоснования. Можно, однако, предложить другпе формулировки, эквива
лентные прежним, по экономически более содержательные. Ограничимся 
рассмотрением условия сильной монотонности. 

Напомним, что слабой аксиомой выявленного предпочтения для функ
ции спроса С (р) называется следующая импликация 

рС(q) ^рС(р) *qC (р) >qC(q) Vp^q. (35) 

Эта аксиома формализует интуитивные представления о разумном по
ведении совокупного потребителя. Если потребитель при ценах р распо
лагал доходом рС(р) и мог выбрать набор продуктов С (q), но не сделал 
этого, то, по-видимому, С(р) лучше, чем С (q), поэтому вектор С{р) не мо
ж е т удовлетворять бюджетному ограничению при ценах q, иначе набор 
C(q) был бы отвергнут. 

Из сильной мопотоппости очевидным образом следует (35); обратное, 
вообще говоря, неверно. 

Рассмотрим «двухпериодную» функцию спроса С'(ри р2) — {С (pi) г 

С{р2)). Если ри рг — цены, действующие в два последовательных периода 
времени, то С (/?,, р2) — это 2п-мерный вектор потребительских благ, при
чем одни и те же продукты, отнесенные к разным периодам, считаются 
различными. 

Теорема 5. Однозначное отображение С (р) тогда и только тогда сильна 
монотонно, когда отображение С*(ри р2) удовлетворяет аксиоме выявлен
ного предпочтения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация (35) для С'(ри р2) имеет следую
щий вид 

p£(qi) +p2C(q2) <PlC (Pi) +p2C(p2) => 

=>qlC(pl)+q2C(p2)>qlC(qi)+q2C(q2) (36) 

для всех (PuPz)^(quq2). 

Пусть С (р) сильно монотонно и выполнено неравепство в левой ча-
с т и (36). Тогда: рЛС(д0-С(Р1))+р2(С(Я2)-С(р2))^0, Pi(C(Pi)-
~с(<7.))-<zi(с(Pi)-сы)*so, р2(сы —Сы)—q2{cы-сы)^о. 

Поскольку (ри Pz)=^{qi, q2), то хотя бы одно из двух последних нера
венств — строгое. В результате сложения получим правое неравенст
во (36). 

Пусть теперь выполнено «двухпериодное» условие выявленного пред
почтения (36), а сильная монотонность нарушена в точках р, q, причем 
Г * " (p-q)(C(p)-C(q))>0. (37) 

Положим: Pi=q%=P, pz=qi=q- Перепишем неравенство (37) двумя 
способами 

P^C{pi)+p2C(p2)>plC{qi)+p2C{q2), (38) 
qzC(q2)+qiC(ql)>q2C(p2)+qiC(pi). (39) 

Но (38) и (39) в совокупности противоречат (36), что и требовалось 
доказать. 

7. ТЕОРЕМЫ О МАГИСТРАЛИ 

Всюду в дальнейшем {pt, ct, xty yi) 0
Г — равновесная траектория на вре

менном интервале Т\ (р\ с*, х\ у*) — некоторое фиксированное стационар
ное состояние; предполагаются выполненными условия 1—6. 

Прежде чем сформулировать основные теоремы, сделаем одно простое 
замечание. 

Лемма 1. Существует константа а такая, что для любой равновесной 
траектории {р,, с , г/,} 0

г норма каждого из векторов с,, Xi, yt, t=0,..., Т, 
не превосходит а. 

Действительно, согласно (4), ct+xt<y,, по с,, х, неотрицательны, а у, 
равномерно ограничены в силу предположения 4. 

Пусть D={d\d<iRn, \\d\\<a) и Р={р\С(р)ГЮФф}. Ниже по мере необ
ходимости будут использоваться следующие предположения. 

7. С(р) слабо монотонно па Р в точке (р', с'). 
8. С(р) монотонно на Р в точке (/?*, с*). 
9. С (р) сильно монотонно на Р в точке (/>*, с * ) . 
10. рЧу'-хщ)>р'(у-х) для всех (х, y)*Z, (х, у)*(х\ у'). 
11. с * > 0 . 
Предположение 10 является усилением условия (21) в определении 

стационарного состояния. Опо означает, что пара векторов (х*, у') — 
единственное решение производственной задачи при стационарных це
пах р'. Неравенство И вытекает пз 9: если р>>р?, Pi=Pi\ i^j, то в силу 9 

Следующее утвержденпе непосредственно не используется в дальней
шем, по проясняет формулировки основных теорем. 

Лемма 2. Пусть (/?*, с', х", у") и (р, с, х, у) — два стационарных состоя
ния. Тогда 1) из предположений 7 и 10 вытекает, что х=х*, у—у*; 2) из 
предположения 8 — что с=с'; 3) из предположения 9, кроме того, следует 
равенство: р=р*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем первое утверждение. Поскольку 
Р'(у'~х*)=р'с', а у-х>с (см. (23), (22)), то при (х, у)=^{х\ у'), соглас
но предположению 10, выполняется неравенство р'с*>р'с; кроме того, 
РОрс' (см. (21)), поэтому (р-рщ) ( с - с * ) > 0 , что противоречит предполо
жению 7. Два других утверждения доказываются аналогичным образом. 

Сформулируем теперь основные результаты настоящей работы. 



Теорема 6. Пусть выполнены предположения 7, 10 и 11. Тогда для каж
дого е > 0 найдется Л*(е) такое, что любая равновесная траектория 
{р,, с,, х,, у/}от удовлетворяет условиям 

\\xt-x*\\<e, \\yt—y'\\<e (40) 

при всех t в промежутке N(e)^t^T—N(е). 
Теорема 7. Пусть справедливо предположение 9. Тогда для каж

дого е > 0 найдется N(e) такое, что любая равновесная траектория 
{/?,, с,, X,, у,} о1' удовлетворяет условиям 

\\pi-p*\\<B, 1 к - с * И е , N(E)<I^T-N(S). (41) 

Обе теоремы утверждают, что некоторые компоненты равновесных 
траекторий отличаются пе более чем на е от соответствующих компонент 
стационарного состояния, во все моменты времени, кроме, быть может 
фиксированного их числа в начале и конце планового периода. Теорема 6 
не гарантирует близости вектора потребления к стационарному, однако, 
как легко видеть, отклонение может возникнуть лишь по тем продуктам, 
которые производятся в избытке и имеют нулевую цену. Если же такие 
продукты отсутствуют, то Ci=-yi—xt, с*=у*—х* и, согласно (40), \\с,—с*||=^ 
=^2е. Когда технология Z удовлетворяет условию «свободного расходова
ния», всегда существуют равновесные траектории и стационарные состоя
ния, для которых спрос строго равен предложению; в этом случае нз тео
ремы 6 следует близость равповесиого потребления к стационарному. 

Для модели (12) —(14) теорема 6 в основном совпадает с теоремой о 
магистрали в сильной форме, доказанной Никайдо [4] (см. также [5]) . 

Следствие 1. Если выполнены предположения 9, 10, то для всяко
го е > 0 найдется N(e) такое, что при N(е)^t^T—N(е) выполнены нера
венства (40) н (41). 

Во всех формулировках число N(e) не зависит от Т. Кроме того, оно 
может быть выбрано одним и тем я*е для всех равновесных траектории, 
начинающихся в заданном компактном множестве строго положительных 
векторов. Как будет показано ниже, предположение 11 позволяет дока
зать равномерную по t и Т ограниченность равновесных цен. Любые дру
гие условия, обеспечивающие ограниченность цеп, могут быть использо-
вапы вместо пего. Отметим также, что из предположений 7 и 10 следует 
теорема о магистрали в слабой форме, утверждающая, что неравенства 
(40) могут нарушаться лишь для конечного числа моментов времени, при 
этом их расположение пе уточняется. 

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 

Доказательства теорем 6 и 7 опираются на ряд лемм. 
Лемма 3. Существуют константы Г/, £ = 0 , . . . , такие, что для любой 

равновесной траектории {/?,, с,, xt, yi)J выполняются неравенства 

[|щрЩ* * = 0 , . . . , 7 Л (42) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно предположению 5, существует про
цесс (х, у) &Z, у—х>0. Без ограничения общности можно считать, что 

У<Уо. (43) 

Действительно, в силу предположения 6 подобное неравенство заведо
мо выполняется для процесса (ех, еу) при достаточно малом положи
тельном е; этот процесс допустим, поскольку Z выпукло и содержит (0, 0) . 

Пусть вектор а таков, что xt^a для любой равновесной траектории 

(лемма 1). При некотором v, 0 < v < l , выполняется неравенство 

y-(l-v)a-vx^z, (44) 

Г д 6 z=i/2(y—х). Рассмотрим последовательность {vh w,}0

r 

v,= (l—<f>,)xt+<p,x, t=Q,..., Г—1, v,=0, 

ш , + 1 = ( 1 - ф « ) у ( - н + ф ( < / , * = 0 , T - i , w0=y0, 

Г д е ф | = ^ < + | , t=0,..., Т—1. В силу выпуклости Z последовательность 

{vh Wi}0
T допустима. Поэтому, согласно (3) , 

Т т 
^Ptiyt-xJ^^piiwt-v,). (45) 

и о 
Но wt— vi=(l-q>t-i)yt+q>i-iy— (1—<pt)xt—<p,s = ( l - v ' ) (yt-xj+v'iy-

—(1—\)xt—vx] при Г > £ > 0 . Поскольку x,^a и в силу (44), имеем: wt— 
—Vi>(i— v') (yi—xt)+vlz, T>t>0. Учитывая, что y>yo и vt=0, легко убе
диться в справедливости этого неравенства и при /=0, Т. Подставляя по
лученную оценку в (45), будем иметь 

Т т т 

^Ptiyi-Xt) > ^ (i-v^p.iy-x,) + ̂  v'p,z, 

о о о 
ИЛИ 

т т т 

£ v ^ * < Yi ^ ( У ' - ^ Н ^ Г , v ' /> , c^p7( l -Y) . (46) 

0 0 о 
Здесь мы использовали (5) и предположение 3. Поскольку р,^0 и z= 

= ( z , , . . . , z n ) > 0 , из (46) следует (42) при Г,=рЧ>~'(1—v) - , /min z„ что и 
требовалось доказать. г 

Введем обозначения 

b^p'iy'-x^-p'iy.^-x,), t=0,..., Т-1, (47) 

Д.=- ( /><- /> • ) ( с - С ) , t=0,...,T. (48) 
Лемма 4. Для любой равновесной траектории {р,, ch xt, yi}0

T и любого 
стационарного состояния (р', с\ х\ у') имеет место неравенство 

Y bt+YiA^P'~Pr)&-t)Mf--p.) (.x--xs), 
(49) 

где 0 < г < 5 - К Г . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательно учитывая, что р'с'=р'(у'—х'), 

Pict=Pi(yt—xt), c,^yt—xt и с'<у*—х\ получаем цепочку соотношений 

г г г г 
I 

< Р' (Ут-У') +Р' (x--xs) - Y Р' (yt~x'-y'+x') • 



Заметим теперь, что из условия равповесия (3) следует неравенство 

Pi+iyi+i—PtZt>Pt+iy-p,x (51) 

для всех (х, у) £Z, где 1=0,..., Т—\. Поэтому 

У , Pt (yi-xt-y'+x-) =рт (г/г—г/*) +р, (x'-xs) + 
Г 

»-| 
+ У\ (Pt+iyi+t-PtXi-pl+iy'+p,x') 7zpr (ут-у') +р, (х'-х,). (52) 

Г 
Из (50) и (52) вытекает (49), что и требовалось доказать. 
Лемма 5. Существует константа f , такая, что равновесная траектория 

на любом интервале времени Т удовлетворяет неравенству 

Г— 1 X 
(53) 

7-1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (49) получим: + У^А» ^(р*—Ро) • 

л)*r)<( IU** l l+ l lp»l l ) ( l ly«IH- l l^ l l )+pv. ° ибо />Ггч-
+/? \г т 5=0 и, в соответствии с условием равновесия (3), ртхт=0. Согласно 
лемме 3, вектор р0 ограипчоп по порме константой, не зависящей от тра
ектории. Отсюда немедленно следует доказываемое утверждение. 

Лемма 6. Пусть выполнено предположение 10. Тогда для любого е>0 
найдется 6(e) такое, что из соотношения 

тах{\\х-х% \\у-у'\\}>е (54) 
следует неравенство 

Р'(у'-х')~Р'(у-х)>8(е), (55) 

как только (х, y)^Z и \\х\\^а. 
Действительно, если это не так, то в силу предположения 4 нашлась 

бы точка (х\ y')^Z, (хг, у/)=^(х*1 у'), удовлетворяющая неравенству 
р'(у'—х')—р'(у—х)^0, что противоречит предположению 10. 

Лемма 7 (теорема о магистрали в слабой форме) . Пусть выполнены 
предположения 7 и 10. Тогда для каждого е > 0 найдется К(г) такое, что 
любая равновесная траектория {р,, с,, xt, yi)oT удовлетворяет условиям 

ll*i-*ell<e, | | L / , + 1 - j r K e (56) 

всюду, за возможным исключением не более чем К(е) моментов времени. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предположения 7 и по определению ста

ционарного состояния имеем: Д,5=0, t=0,..., Т, 6<5*0, t=0,..., Т—1. 
Пусть К — число моментов времени, для которых не выполняется хотя бы 
одно из неравенств (56). Согласно лемме 6, для этих моментов 6 *5 *6(е ) , 
причем 6(e) не зависит от траектории. Поэтому из (53) получим: 
/v6(e )^ f , , так что можно взять К (г) = i i / 6 ( e ) , что и требовалось доказать. 

Лемма 8. Если выполнены предположения 7 и 11, то существует кон
станта f 2 такая, что для любой равновесной траектории Н р Л ^ г » £ = 0 , . . . 
...,Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку 8,5*0, А ( > 0 , то из (53) имеем: Д<— 
— (р*-рЛ) {ct-c*)<Xi- Поэтому р1с'<ч1+р,с,-р'(с,—сЛ)<ч1+$+2а№^ 

(см. предположение 3 и лемму 1). Теперь доказываемое утверждение сле-
- е т из предположенпя 11 (вместо 7 и 11 можно использовать 9 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Пусть 6 ( е ) > 0 таково, что 6/5= 
-s5(e) как только хотя бы одно из неравенств (56) не выполняется (лем
ма 6). Положим: e,=min{e; &(е)/8*(2}, где *(2 — константа из леммы 8. Со
гласно лемме 7, найдем K(EI) такое, что 

| | * , - * * | | < е „ UfA+i-yiKe, (57) 

для всех t, кроме, быть может, K(et) моментов времени. Пусть второе из 
неравенств (57) впервые выполняется при t=r— 1, a s — наибольший но
мер, для которого справедливо первое из неравенств (57). Тогда s—15*г, 
если только ТЖ(е{)+3. 

Покажем, что для всех номеров t, r<t<s— 1, имеет место (56). Дей
ствительно, пусть К — число моментов в этом промежутке, для которых 
(56) неверно. Тогда из (49) получим 

Кб (г) < (р'-рг) (у-у') + (p*-pa) (x'-xs) <Аод» (58) 

Здесь использованы лемма 8 и неравенства (57) при t=r—l и t=s. 
Учитывая зависимость Si от е, получим из (58): К^Ае^2/Ь(е)<1. Итак, 
(56) может не выполняться не более чем для K(et) моментов в начале 
и в конце планового периода; но тогда выполняются и неравенства (40) 
при N(e)<t<T-N(e), если N(е) =К(е{)+1. Теорема доказана. 

Лемма 9. Пусть справедливы предположения 8 и 11. Тогда для всяко
го е>0 найдется Д (е) > 0 такое, что из соотношения 

\\с-с'\\>е (59) 
следует неравенство 

-(р-р*)(с-с*)>А(е) (60) 

для любых р, с таких, что с^С(р), ||c|j<a, l l p l l ^ f j . Если, кроме того, вы
полнено предположение 9, то неравенство (60) следует также из соотно
шения 

\\р-р'\\>г. (61) 

Действительно, в противном случае найдется пара р', с' т акая , что с'6 
ЬС(р'), с'Фс* (или р'=*=р*), причем (р'—р') (с'—с*) 5=0, что противоречит 
предположению 8 (или 9). 

Лемма 10 (вторая теорема о магистрали в слабой форме) . Пусть вы
полнены предположения 8 и 11. Тогда для всякого е > 0 найдется К(Е) та
кое, что любая равновесная траектория {р,, си хи у)* удовлетворяет ус
ловию 

1 Ь - с * И е (62) 

всюду, за возможным исключением не более чем К(е) моментов времени. 
Если же сверх того выполняется предположение 9, то К(г) можно вы
брать так, чтобы вместе с (62) имели место неравенства 

\\pt-pl<e. (63) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К — число моментов, для которых пе вы
полняется (62) (или (63)) . Согласно лемме 9, для этих моментов Д,5= 
> Д ( е ) > 0 , где Д ( е ) не зависит от траектории. Из (53), как и раньше, 
получаем: К<^{/А ( е ) =К(е), что и требовалось доказать. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7 использует тот ж е порядок рас
суждений, что и доказательство теоремы 6. По лемме 9 найдем Д (е )>0 
такое, что Д , 5 * Д ( е ) , если хотя бы одно из неравенств (62), (63) не вы
полняется. Положим: ei=min{e; Д ( е ) / 8 а } , где а — константа из леммы 1. 



Воспользовавшись леммой 10t найдем K(et) такое, что 

\ \ P t - p * \ \ < B i 9 Wct-c'W^Bi (64) 
для всех 2, кроме, быть может, К(г{) моментов времени. 

Пусть г и s — соответственно первый и последний номера, для которых 
выполняется первое из неравенств (64), п К — число моментов времениz 
r*^t^s, для которых (62) или (63) неверно. Учитывая, что Hp*—рг||^е 
\\р*—р*\\<Ви получим из (49): # ^ 4 е , а / Д (е) <1. Следовательно, при 
N(E)=K(et) справедливы неравенства (41), что и требовалось доказать 
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