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ORIGINAL ARTICLE

The Generalised Index Numbers
I numeri indice generalizzati

Les nombres indices géneralises

Flavio Verrecchia

© ESeC 2008 - Accepted: July 15,2008 - Published online: July 24, 2008

Abstract. The aim of the paper is to
redefine, the notational aspect of the
traditional formulas of the, numbers
index theory. After having defined the
total value index, the “generalised
Index Numbers” (g-IN]) are introduced
and the “indicator function of the co-
present” and the Basket factor are
defined.

Abstract. L'obiettivo dell'articolo e
ridefinire, dal punto di vista della
notazione, le tradizionali formule della
teoria dei numeri indice. Dopo aver
definito l'indice di valore totale si
introducono i “generalised Index
Numbers” (g-IN]) e si definiscono la
“funzione indicatrice dei co-presenti”
ed il fattore “Basket”.

Abstract. Le principal objectif de
I'article est redéfinir, du point de vue
de la notation, les traditionnelles
formules de la théorie des nombres
indice. Aprées avoir défini l'indice de
valeur totale on introduit les
«generalised Index Numbersy (g-IN)
et, en relation aux g-IN, on définit: la
«fonction  indicatrice des  co-

présentsy et le facteur «Baskety.

Keywords: Generalised Index Numbers, Basket Factor, Indicator Function.

JELclassification: CO2, C43.

1. Introduction

L'évolution technologigue a impliqué limmeédiate
disponibilité des informations, en rééquilibrant
I'asymétrie historique et en garantissant la possibilité
d'une position neutre basée sur les valeurs (et non
plus centrée sur les prix]. L'indice «centraly, synthese
des variations remarquables, est par conséquant
l'indice de valeur totale.

On suppose la présence dun marché, de deux
périodes de relevé [O et t) des prix et des quantités
traitées des biens. La mesure de la variation de la
valeur totale (V] de tous les agregats consideres
dépend de trois facteurs. Les deux premiers sont
classiques: la mesure de la variation des prix (P) et de
la variation des quantités traitées (). Un troisieme
facteur, généralement non considére, inhérent aux
variations non mesurables des indices de prix et de
qguantité: la mesure de la variation du Basket (B).

Définition 1: /ndice de valeur totale

Soit P un indice généralisé des prix et 32" un indice
généralisé des quantités axiomatiquement corrects, soit Bu
le facteur Basket. oV, défini par la suivante expression
factorielle

Vo= P QN B [1]
est I'indice de valeur totale entre O et t.

Sans lidentité exprimée par la Déf. 1, il n'est pas
garanti que les formules traditionnellement utilisées
soient effectivement des mesures correctes des
variations des agregats considerés. La satisfaction
des propriétées axiomatiques non-renoncables
(Martini, 2001: 100], devient donc condition
nécessaire mais pas suffisante. Des précises
hypotheses sur les données sont nécessaires.

2. Methodological Approach and Applications

Soit (Q,F) un espace mesurable, QQ un ensemble
appelé espace échantillon, Fune o-algebra sur Q, @
une mesure de probabilite sur (Q, F). Soit Zle # des
biens relevés en deux situations O et t. Soit (P, P, &,
G lo~y) un vecteur aléatoire définit sur (.5 2) a
valeur on 97“x {0 1} (avec 9= [[97'))°), soient les
vecteurs de prix P et de quantité e 9“(au temps O
et t] et “fo~y la fonction indicatrice des co-présents
dans les deux situations (O et t). Soient p., g. et ‘ijo~g
les déterminations des variables aléatoires P, Q. et
c/[nmc].
Une application mesurable non négative définie sur F~

(P P, @, Gl o) F— [0,00]
qui transforme les v.a. de prix et de quantités en
nombre € % est dite indice généralisé sur (€2, F] si
elle satisfait les propriétés’ suivantes:

] f[po Ps Go, Gyipg) €CO

i) F{po, Ps Go, Gyipog) €HO

i) #{pe, Ps Ge, Oufip~g) €Mo

V) #(ps. P e G1ifang) €Ag (U Agl)
et si son co-facteur est une application mesurable
non négative définie sur £

Cof[ F(Po, P, G, Q1 o~q)] : F— [0,0)
qui transforme les v.a. de prix et de quantités en
nombre € ¥ et qui satisfait les propriétés® suivantes:

v]  Cof[f[po, pu Qo Qx'ip~g)]€HO

vi)  Cof[f(po, pu Qo Qx'ip~g)]€MoO

vii)  Cof[F(po, P Qo O:fip~g)]€Ag (ou Agl).
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Par rapport aux applications, les variations des prix et
des quantités traitées entre O et t sont mesurables
par un indice si et seulement si toutes les
informations relatives aux biens considérés sont
disponibles. Cette hypothése, d'un point de wvue
empirigue, est souvent fausse. Pour la généralisation
des formules traditionnelles il faut employer la
fonction indicatrice des co-présents qui permet de
mettre en évidence le seul sous-ensemble mesurable.
Définition 2: Fonction indicatrice des co-présents
Soient les vw. [avec z = 1,2,..,Z] les Z valeurs des biens du
panier en O. Une application non négative

1 pour ve.> 0

o= { Obourvog =127 (23)
est dite fonction indicatrice en O du z-ieme bien.
Soient les .. (avec z = 1,2,...Z) les Z valeurs des biens du
panier en t. Une application non négative
_f 1pourv.>0 _

k=1 g pour ve.= 0 (z=12..2) (2b)
est dite fonction indicatrice en t du z-ieme bien.
On définit le produit des fonctions indicatrices en O et en t
du z-ieme bien
(z=1.2..2) (2c)
fonction indicatrice des co-présents en O et t.

A partir de la Déf. 2 on peut construire des indices
qui peuvent étre valides indépendamment des
«missing values» et des variations du panier.

Définition 3: Nombre Indice généralise [g-IN]

Soit £ un indice des prix ou des quantités, soit £ le zieme
prix ou guantité, soit k- la zieme fonction indicatrice des
co-présents, soit » le ziéme poids. Un indice
caractéristique, défini par la suivante expression (par
exemple avec la forme de MR?)

“horste = foye e

o Fo £ i
MR = Zf ¥l / 20 oy (3]

est dit indice généralisé (par la suite g-indices).
Infin, on peut traiter I'indice de valeur des co-présents
(%V:) et le facteur Basket (B) de suite définis (Def. 4,5).
Définition 4: /ndice de valeur des co-présents
Soit p. le zieme prix, soit ¢ la zieme quantité, soit - la zieme
fonction indicatrice des co-présents. Le rapport de dépense

des co-présents de la période comparée (t) par rapport a la
période de base (O], défini par 'expression suivante

V= D P G o /25 Pos o Hores (4a)

est dit indice de valeur des co-présents, et la suivante
identité est valable

Vo= P Qe (4b)
Définition 5: Le facteur Basket
Soient R. et R. les indicateurs de représentativité* en O et
en t. L'application non négative

Bx=Ro- [R)" (9)
est dite facteur «Basket».

Le facteur Basket est la synthese de trois elements:
la variation effective du panier (e.g. nouveaux biens
dans le panier), la présence de «missing values» (e.g.
non mesurabilité des prix ou quantite), Ieffet
calendrier (par exemple, fermeture d'un marché pour
une féte locale).

3. Discussion and Conclusion

La notation introduite, valide aussi dans le domaine
axiomatique (Diewert, 1992; Balk, 1995 ; Martini,
2001) et synthétisee par la Déf. 3, n'est pas
seulement préliminaire aux applications, elle a aussi
une fonction d'encadrement théorique de base. Grace
a la généralisation des indices (i.e. sans la nécessité
d'hypothéses préalables sur les données) on peut
exprimer lindice de valeur totale comme le résultat
de la contribution des variations des prix, des quantité
traitées, et des variations liées au panier. L'indice de
valeur totale, grace a lidentité exprimée par son
calcul factoriel (Déf. 1), devient «centraly pour la
correcte définition des mesures (gIN] des prix, des
qguantités et du panier. On observe que I'habitude de
calculer l'indice des prix pendant celui des quantités
est calculé indirectement porterait a des indices
déformés méme lorsque l'on considere les seuls
biens comparables (eg. en O ou en t) La
comparabilité de lindice des prix, en effet, serait
relative a O ou bien a t, alors que lindice de quantité
calculé indirectement serait par définition le deuxieme
facteur de lindice de valeur. Donc, souvent B.. est en
partie présent dans lindice de prix et en partie dans
celui des quantités, en contribuant a fournir des
mesures non valables des variations des agrégats
consideres.
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0Ou Commensurabilité (Co), Homogénéité [Ho), Monotonicité
(Mo), Agrégativité (Ag), Agrégativité indirecte (Agl - les indices
construits comme Crossing de indices agrégatifs, dans le
domaine de I'approche systémique, sont eux-mémes des indices
indirectement agrégatifs. Voir Verrecchia, 2005).

® Bvidemment si f (P, P, @& G‘fo~y) est un gIN sur (Q,F) de
conséquence Cof [ f(Ps P, &, G, fo~)] aussi sera un g-IN sur (Q, F],
et vice versa, pour la dualité exprimée par 'expression 4b.

MR: Moyenne de Rapports. Par exemple, I'indice de g-Laspeyres
des prix [P#*) a base fixe, peut s’écrire comme de suite

E’J\/ILR = -[%i (p[lz oz C'{umt]‘z /me oz :I{O/\EIJ)

2=1

et naturellement oP: = 0P si et seulement si /-, =1 pour V z.

Comme une mesure n'a aucun signifié si elle n'est pas référable
a l'ensemble mesuré, un indice pourrait ne pas étre
représentatif du panier total. La connaissance de la partie
mesurée, du panier considéré, résulte par conséquant
nécessaire. Les indicateurs de représentativités sont ici définis
en O et en t. En particulier, soit “Voo la somme pour z des r<Z
valeurs en O (ou z =1,2...,r...Z) co-présents en O et t, soit Vw la
somme des Z valeurs en O. L'application non négative Ro = “Veo-
(Voo)" est dite indicateur de représentativité en O. Soit V. la
somme des r<Z valeurs en t co-présents en O et t, soit V. la
somme des Z valeurs en t. L'application non négative R = V.-
(V=)" est dite indicateur de représentativité en t.
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