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ABSTRACT

A topological spaces is said to be separably connected
if any two points are contained in a connected and separa-
ble subspace. In this work we study the properties of the
separably connected spaces in relation with the properties
of connected and path conneted spaces.

1. INTRODUCCION

En un reciente articulo [1] se ha introducido el concep-
to de espacio topoldgico separablemente conexo, para es-
tudiar la representacién de relaciones de preferencia defi-
nidas en espacios no separables.

Un resultado clasico de Eilenberg (1941) establece que
si X es un espacio topoldgico conexo y separable, cual-
quier preorden completo y continuo, < (relacién reflexiva,
transitiva completa y continua), en X es representable por
una funcién de utilidad continua; es decir, existe # : X —
IR continua tal que x <y ¢ u(x) < uly).

Ahora bien, los espacios no separables cada vez son
maés frecuentes en las aplicaciones y para estos espacios
existen relaciones de preferencia que no son representa-
bles. ’

El concepto de espacio separablemente conexo forma-
liza la idea de que para cada par de puntos del espacio X
se pueda asegurar la existencia de un conjunto conexo y
separable que los contenga. En este marco, si la relacién
posee un mejor y un peor elemento (existen g, b € X tales
que a £x < b para todo x € X) puede aplicarse el resultado
de Eilenberga en un conjunto conexo y separable C,, que
contiene a los puntos a y b, para obtener una funcién con-

tinua #: C, < X — IR que representa a < en C,. Un
argumento de conexidén permite demostrar que para cada x
€ X existe i, € C,, tal que x ~ i, y entonces la funcién
definida mediante u(x) = u#(i,) es una extensién continua
de i a todo X que representa la relacién de partida.

Ademis de ser los espacios separablemente conexos un
marco natural para el estudio de la representacién de pre-
ferencias, éstos tienen interés en si mismos pues estdn si-
tuados estrictamente entre los espacios conexos por cami-
nos y los espacios conexos.

En este trabajo se hace un estudio de las propiedades
de los espacios separablemente conexos en relacién con las
que poseen los espacios conexos o los espacios por cami-
nos. Se plantean diversos ejemplos que ponen de manifies-
to el cardcter estricto de las inclusiones habidas entre estas
tres clases de espacios. Se definen las componentes sepa-
rablemente conexas de un espacio topoldgico y se introdu-
ce el concepto de espacio localmente separablemente co-
nexo obteniéndose una serie de interesantes propiedades.
Por dltimo, en la seccién de notas finales se comenta el
interés de la introduccién del concepto de espacic compac-
tamente conexo y se plantea una conjetura en el marco de
los espacios métricos.

2. DEFINICION Y PROPIEDADES

Definicion 2.1. [1] Un espacio topologico X se dice
que es separablemente conexo si para cada dos puntos, s,
y € X existe un conjunto C\, ., conexo y separable tal que
{x: y} c C(x,y} C X

Es obvio que todo espacio separablemente conexo es
conexo. Ademds, teniendo en cuenta que cada camino, por
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ser la imagen continua de un intervalo, es un conjunto
conexo y separable, todo espacio conexo por caminos es
separablemente conexto. Estas relaciones son inclusiones
en sentido estricto, como se deduce de los ejemplos que se
dan a continuacién.

Ejemplo 2.2. Sea [0, Q] el espacio ordinal, donde Q
es el menor ordinal no numerable. Introduciendo entre
cada ordinal oy su sucesor o, + I una copia del intervalo
(0,1), se obtiene la recta larga L. Este conjunto es total-
mente ordenado y en él se considera la topologia del or-
den.

Se afiade a L un punto p no perteneciente a él, por
ejemplo p = Q, y se considera como abiertos de L v {p}
los abiertos de L junto con los generados por los entornos

de p, Uﬁ(p) = {p} v (/kUQ(a, o+ 1))(d0nde a b e [0,

Q)). Se considera como orden en L U {p} el dado por el
de Ly ademds | < p, para cada l € L. El espacio L U {p}
es conexo no separable y por ello no es separablemente
conexo, ya que cualquier conjunto conexo que contenga a
los puntos O y p debe contener a todo L v {p}.

Ejemplo 2.3. [1] El espacio X = {0} x [-1,1] U

1
x, sen ;) 1x e (0, 1]} dotado con la topologia induci-

da por la euclidea de IR? es separablemente conexo pero
no es conexo por caminos.

Haciendo uso de la propiedad de que en espacios orde-
nados el ser separablemente conexo equivale a ser conexo
por caminos ([1]), pueden darse otros ejemplos de espacios
topolégicos conexos que no son separablemente conexos,
como puede ser el espacio X = [0, 1] x [0, 1] dotado con
la topologia del orden inducida por el orden lexicografico
de IR? ([1]) o también L*, la compactificacién de la recta
larga, L, dotada de la topologia del orden, que es conexa,
por ser la adherencia de L, pero que no es conexa por
caminos ([5]) y por tanto no es separablemente conexa.

Si X es un espacio topoldgico conexo y separable,
entonces X es separablemente conexo. El reciproco no es
cierto: Basta considerar un espacio de Banach (que siem-
pre es separablemente conexo) que no sea separable, como
por ejemplo I con la topologfa de la norma del supremo.
Ademads, teniendo en cuenta que todo espacio métrico com-
pacto es separable, se tiene que si X es un espacio métrico
compacto (0 G-compacto), entonces X es separablemente
conexo si y s6lo si es conexo.

A continuacién se analizan algunas propiedades de los
espacios separablemente conexos. Se esquematizard la
demostracién de las mismas en los casos més significati-
vos, para poner de manifiesto las técnicas utilizadas. (Para
mas detalles, ver [6]).

Proposicion 2.4, Sea (X, T) un espacio topoldgico y
(S, : ae A} una familia de subconjuntos separablemente

conexos tales que S, ™ Sp# 0, para todo @, B € A. Enton-
ces S = Uy S, es separablemente conexo. Si la familia
es numerable, basta pedir que S, " S,,; # 0, para todo n
€ IN.

Proposicién 2.5. Sean X e Y dos espacios topoldgi-
cosy f: X — Y continua. Si X es separablemente conexo,
entonces f(X) es separablemente conexo.

Como consecuencia, se obtiene que un espacio separa-
blemente conexo sigue siéndolo si se debilita su topologia,
y que para que un espacio producto sea separablemente
conexo es necesario que sean separablemente conexos to-
dos los espacios factores. Sin embargo parece que, en
general, el que cada espacio factor sea separablemente
conexo no garantiza que el espacio producto 1o sea, ya que
en el marco de los espacios Hausdorff, un espacio produc-
to es separable si y sélo si cada espacio factor es separable
y todos, salvo a lo sumo 2%° de ellos, son espacios que se
reducen a un Unico punto. Esta propiedad de los espacios
separables permite obtener la siguiente condicién suficien-
te para garantizar que el espacio producto sea separable-
mente COnNexo.

Proposicion 2.6. Si {X,: ae A} es una familia de
espacios separablemente conexos y todos, salvo a los sumo
2% de ellos, son espacios que se reducen a un inico pun-
to, el espacio X = 1,4 X,, dotado de la topologia produc-
to es separablemente conexo.

Demostracion: Sean a = (ay)pen € XY b = (by)pey €
X. Para cada . € A, existe un conexo y separable, C{, ;.
tal que {a, b,} Llamando
Clany = HaeAC{‘Z"b} se tiene que {a, b} < C,, C X,
ademds Cy, ) es conexo, por ser producto de conexos, y

separable, por ser cada C; , separable y reducirse todos a
un dnico punto, salvo a lo sumo 2%0 de ellos.

c Cly C Xo

El hecho de que un espacio producto sea conexo por
caminos si y sé6lo si cada espacio factor lo es, hace que la
condicién suficiente que se da en la proposicién anterior
no sea condicién necesaria para que el espacio producto
sea separablemente conexo. Si la familia de espacios que
constituyen el producto es numerable, como consecuencia
de lo anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Si {X,: ae A} es una familia nume-
rable de espacios topoldgicos, entonces X = [l c4 X, do-
tado de la topologia producto es separablemente conexo si
y solo si cada X, es separablemente conexo.

Utilizando este resultado puede darse un ejemplo de

espacio métrico separablemente conexo que no es separa-
ble ni conexo por caminos.

Ejemplo 2.8. El espacio X=1I'xY con Y =

{(x, )e IR : x>0, t= sen %} v {0 1) : te [~ 1]}es
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un espacio métrico separablemente conexo, por serlo tanto
[t como Y, no es separable puesto [+ no es separable, y
no es conexo por caminos.

Si bien en cualquier espacio topolégico la adherencia
de un subconjunto conexo también lo es, esta propiedad no
puede trasladarse al caso de los subconjuntos separable-
mente conexos, como se pone de manifiesto, por ejemplo,
si se considera la recta larga, L, que es un subconjunto
separablemente conexo de L* dotada de la topologia del
orden. Su adherencia, que es L* no es separablemente
conexo.

Una condicién adicional que garantiza la propiedad
anterior se pone de manifiesto a continuacidn.

Proposicion 2.9. Sea X un espacio topolégico que
verifica el primer axioma de numerabilidad y S un subcon-
Jjunto separablemente conexo de X. Entonces la adherencia
de S es separablemente conexo.

Demostracién: Sean x, y € S. Por verificar X el primer
axioma de numerabilidad, existen {x.}ove S {ntwc S
tales que x = lim x,, y = lim y,. Por ser S separablemen-

n L
te conexo, fijado s € S, para cada n € IN, existen C, y C,
conexos y separables tales que

{s,x,} ©C, cSy{s,y,} €C, =S El conjunto
C = Uy (C,, U C;,) < S es conexo y separable, y x,, ¥,
€ C para todo n € IN. Su adherencia ¢ es conexo y
separable y ademds {x, y} < C < §, lo que prueba que §
es separablemente conexo.

Como se acaba de demostrar, la verificacién del primer
axioma de numerabilidad es:condicién suficiente para ase-
gurar que la adherencia de un conjunto separablemente
conexo también lo es. Sin embargo ésta no es condicién
necesaria, como se pone de manifiesto si se considera, por
ejemplo, un conjunto no numerable X con la topologia del
complemento finito; ese espacio no verifica el primer axio-
ma de numerabilidad ([5]), es conexo (no existen abiertos
disjuntos) y es separable (cualquier subconjunto infinito
numerable es denso); por tanto, es separablemente conexo.
Sin embargo, la adherencia de cualquier subconjunto sepa-
rablemente conexo de €l también lo es, ya que si S es
separablemente conexo debe contener una cantidad infinita
de puntos (pues los subconjuntos finitos no son conexos)
y la adherencia de un conjunto con infinitos puntos es el
espacio total, que es separablemente conexo.

3. COMPONENTES SEPARABLEMENTE
CONEXAS

En esta seccién se definen las componentes separable-
mente conexas de un espacio topolégico. Se estudian di-
versas propiedades de las mismas que permiten obtener, en
un margo general, condiciones para que un espacio conexo
sea separablemente conexo. En el caso de que las compo-
nentes separablemente conexas sean cerradas (lo cual se

verifica, por ejemplo, si el espacio verifica el primer axio-
ma de numerabilidad) se prueba que si un espacio conexo
no es separablemente conexo ha de tener una cantidad
infinita de componentes separablemente conexas. También
se pone de manifiesto que si bien la propiedad del punto
fijo garantiza la conexién del espacio, no garantiza que el
espacio sea separablemente conexo.

Proposicion 3.1. Sea X un espacio topolégico. La
relacién binaria definida en X de la forma: x ~ y si existe
Cy, y) conexo y separable tal que {x, y} < Cp.yy C X, €8

una relacién de equivalencia.

Definicién 3.2. Se llaman componentes separable-
mente conexas de X a cada una de las clases de equivalen-
cia a que da lugar la relacidn anterior sobre el conjunto
X. Se denotard por C, = {y € X :x ~ y}.

En general, en un espacio topolégico X, las componen-
tes separablemente conexas estdn contenidas en las com-
ponentes conexas pero no tienen por qué coincidir con
ellas, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. E!l espacio X = [0, 1] X [0, 1] con la
topologia del orden lexicogrdfico es conexo y por tanto,
cualquiera que sea el punto (a, b) € X, la componente
conexa de ese punto es el propio X, mientras que la com-
ponente separablemente conexa del punto (a, b) € X es C,
={(a yeX:05y<1}.

Se dan a continuacién algunas propiedades de las com-
ponentes separablemerite conexas de un espacio topolégi-
co.

Proposicion 3.4. Sea X un espacio topologico. Se
verifica:

1. xe€ C, para cada x € X.

2. SiY c X es separablemente conexo 'y x € Y, en-
tonces Y < C,.

3. Cada C, es separablemente conexo.
4 C,nC #0=C =C,

Proposicién 3.5. Si X e Y son dos espacios topoldgi-
cosyf: X —> Y es un homeomorfismo, entonces f transfor-
ma las componentes separablemente conexas de X en com-
ponentes separablemente conexas de Y. Por tanto, el
cardinal del conjunto de componentes separablemente
conexas de un espacio topoldgico es un invariante topolo-
gico.

Teorema 3.6. En un espacio topoldgico X son equi-
valentes:

1. Todas las componentes separablemente conexas
son abiertas.
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2. Todas las componentes separablemente conexas
son cerradas y constituyen una familia localmente finita
(cada punto de X posee un entorno que interseca sélo a un
niimero finito de elementos de esa familia).

3. Cada punto tiene un entorno separablemente co-
nexo.

Corolario 3.7. Sea X un espacio topoldgico. X es
separablemente conexo y sélo si X es conexo y cada punto
tiene un entorno separablemente conexo.

El siguiente teorema proporciona condiciones para que
la componente separablemente conexa de un elemento de
un espacio producto coincida con el producto de las res-
pectivas componentes separablemente conexas.

Teorema 3.8. Sea {X,: 0o € A} una familia de espa-
cios topoldgicos y sea X = [ e 4 X, dotado de la topologia
producto. Si a = (a,) € X es tal que las componentes
separablemente conesas de cada a,, C, , se reducen a un
punto, salvo a lo sumo 20 de ellas, entonces la componen-
te separablemente conexa de a en X es C, = [l ., Coy

Como consecuencia de este resultado, si la familia es
numerable, la componente separablemente conexa de cada
punto x = (x,) € X = I .y X, coincide con el producto de
las componentes separablemente conexas de cada x, € X,

Haciendo uso de las componentes separablemente co-
nexas de un espacio topoldgico, se puede poner de mani-
fiesto que si bien todo espacio que verifique la propiedad
del punto fijo (cada aplicacién del espacio en si mismo que
sea continua tiene un punto fijo) es conezo ([3]), dicha
propiedad no garantiza que el espacio sea separablemente
conexo, como se puede comprobar con el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 3.9. E! espacio X = [0, 1] x [0, 1] dotado
de la topologia del orden lexicogrdfico tiene la propiedad
del punto fijo y sin embargo no es separablemente conexo.

En efecto, sea f: X — X continua. Si denotamos (x,
¥,) = fla, b), por ser f continua, f (C,) < C, para cada a
e I =10, 1]. A partir de f se define g: | — I mediante g(a)
= p,(fla, 0)), siendo p; (x, y) = x; 1a funcién g es continua,
pues para cada € > 0 el conjunto N (f (a, 0)) = (x, — & x,
+ €) x [0, 1] es un entorno abierto de fla, 0) en X, y por
la continuidad de f, f(N(f{a, 0))) es un abierto de X. Como
ademds fiC)) « C, ¢ N(f{a, 0)), C, H N(fa, O)) y
por tanto debe existir un & > 0 tal que {(x, Y) e X :a -6
<x<a+ 8} < fY(N(fa, 0))), con lo cual g(x) € (x,— &
x,+ €,sixe (@a-6 a+ 6.

Pero entonces g tiene un punto fijo, es decir existe a*
e [ tal que g(a®) = a* y en consecuencia f(C".) < C..
Teniendo en cuenta, por iltimo, que C. = {a*} x I, que
la topologfa relativa en C,. permite la identificacién to-
polégica de C. con I, y que la restriccién de fa C,,

fc.: € = C., es continua, se garantiza la existencia de
un b* € [ tal que fla* b*) = (a* b*); lo que prueba que
f tiene un punto fijo.

Si bien en cualquier espacio topoldgico las componen-
tes conexas son conjuntos cerrados, no ocurre asf, en ge-
neral, con las componentes separablemente conexas, como
se pone de manifiesto si se considera L*; la componente
separablemente conexa de cada punto de L es el propio L,
que no es un conjunto cerrado de L*.

En el final de esta seccién se obtiene mdas informacién
relativa a las componentes separablemente conexas en es-
pacios que verifican el primer axioma de numerabilidad.
En realidad, la propiedad esencialmente utilizada es que la
adherencia de los conjuntos separablemente conexos sigue
siendo separablemente conexa, que es estrictamente més
débil.

Proposicion 3.10. Si X es un espacio topolégico que
verifica el primer axioma de numerabilidad, entonces C,
es cerrado, para cada x € X.

La verificacién del primer axioma de numerabilidad
garantiza el caricter cerrado de las componentes separa-
blemente conexas, sin embargo existen espacios que no
verifican el primer axioma de numerabilidad en los que
cada componente separablemente conexa es cerrada, como
pone de manifiesto el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.11. Sea, para cadare IR, S,= {0, 1} con
la topologia discreta. El espacio X = [1,.x S, con la topo-
logia producto no verifica el primer axioma de numerabi-
lidad, ya que la topologia producto verifica el primer axio-
ma de numerabilidad si y sélo si cada espacio lo verifica
y todos salvo a lo sumo una cantidad numerable de ellos
son espacios indiscretos ([4]). Sin embargo, la componen-
te separablemente conexa de cualquier punto es cerrada,
ya que se reduce al propio punto.

Proposicion 3.12. Si X es un espacio topoldgico co-
nexo que verifica el primer axioma de numerabilidad,
entonces se verifica una 'y sélo una de las siguientes afir-
maciones:

* X es separablemente conexo.

* X contiene una cantidad infinita de componentes
separablemente conexas.

Observacién 3.13. Espacios que verifican el primer
axioma de numerabilidad son por ejemplo los espacios de
Banach, que ademds son separablemente conexos, por ser
convexos.

Por otro lado, el espacio X = [0, 1] x [0, 1] con la
topologia del orden lexicogrdfico verifica el primer axio-
ma de numerabilidad y es conexo pero no es separable-
mente conexo. Nétese que X tiene una cantidad infinita de
componentes separablemente conexas ya que éstas son,
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como se ha dicho, Ca = {(a, y) € X:0<y<1},ae [0,
1].

4. PROPIEDADES LOCALES

Definicion 4.1. Un espacio topolégico X es local-
mente separablemente conexo en un punto x € X si cada
entorno de x contiene un entorno del mismo que es sepa-
rablemente conexo.

Definicion 4.2. Un espacio topoldgico X se dice que
es localmente separablemente conexo si X es localmente
separablemente conexo en cada punto x € X.

Los conceptos separablemente conexo y localmente
separablemente conexo son independientes, en el sentido
de que, en general, de ninguno de ellos se deduce el otro,
como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3. El espacio

X = (x, sen(l) 0 <x <1 v {(O, 0)} con la topo-
X

logia inducida por la euclidea de IR® es separablemente
conexo. Sin embargo X no es localmente separablemente
conexo en el (0, 0) ya que cualquier entorno de la forma
X N B((0, 0), r) con r < 1 no contiene a ningiin entorno
de (0, 0) separablemente conexo.

Ejemplo 4.4. Sea P una particion de R en subcon-
juntos y 7T la topologia que tiene como base los elementos
de Py el conjunto 0. (IR, T) tiene la propiedad de que cada
conjunto abierto es también cerrado, por lo que (IR, ©) no
es conexo ni, por Supuesto, separablemente conexo. Sin
embargo (R, 1) es localmente separablemente conexo ya
que dado cualquier r € IRy cualquier entorno N (r) del
punto r en (IR, T), existe un entorno separablemente co-
nexo de r (el elmento de P al que pertenece r), contenido
en el entorno de partida.

Se estudian a continuacién propiedades de las compo-
nentes separablemente conexas de los espacios localmente
separablemente conexos.

Proposicion 4.5. Si X es un espacio topoldgico lo-
calmente separablemente conexo en un punto x € X, en-
tonces x es un punto interior de la componente separable-
mente conexa a la que pertenece. Por tanto, si X es un
espacio topoldgico localmente separablemente conexo, las
componentes separablemente conexas son conjuntos abier-
tos de X. Ademds, cada subespacio abierto de un espacio
localmente separablemente conexo es localmente separa-
blemento conexo.

Se ha visto que, en general, las componentes separa-
blemente conexas no coinciden con las componentes co-
nexas. Sin embargo, si el espacio es localmente separable-
mente conexo, si coinciden. En consecuencia, si X es un

espacio topolégico localmente separablemente conexo, X
es conexo si y sélo si.es separablemente conexo.

Teorema 4.6. Sea X un espacio topoldgico. Son equi-
valentes:

1. X es localmente separablemente conexo.

2. Las componentes separablemente conexas de cada
subespacio abierto de X son conjuntos abiertos de X.

3. Los conjuntos abiertos separablemente conexos de
X forman una base de la topologia de X.

Demostracién: Si X es localmente separablemente co-
nexo y G es un subespacio abierto de X, G es localmente
separablemente conexo, por tanto sus componentes separa-
blemente conexas son conjuntos abiertos de G y, por ser G
abierto, son también abiertos de X.

Si G es un subespacio abierto de X, como, por hipéte-
sis, las componentes separablemente conexas de G son
conjuntos abiertos de X que son separablemente conexos y
ademds recubren a G, se tiene que G es la unién de una
coleccién de abiertos de X que son separablemente co-
nexos; lo que prueba que el conjunto de abiertos separable-
mente conexos de X forman una base de su topologfa.

Por tltimo, si N(x) es un entorno abierto de un punto
arbitrario x € X como, por hipétesis, N(x) es la unién de
abiertos separablemente conexos, existe un abierto separa-
blemente conexo V tal que x € V c N(x); lo que prueba
que X es localmente separablemente conexo en el punto x,
y por tanto X es localmente separablemente conexo.

Reforzando las hip6tesis sobre el espacio, puede obte-
nerse informacién acerca del mimero de componentes se-
parablemente conexas del mismo. As{, si el espacio es
localmente separablemente conexo y compacto, entonces
tiene s6lo un ndmero finito de componentes separablemen-
te conexas, Si el espacio es localmente separablemente
conexo y o-compacto (o separable), entonces tiene una
cantidad numerable de componentes separablemente co-
nexas.

5. NOTAS FINALES

1. Los ejemplos planteados en este trabajo, de espa-
cios conexos no separablemente conexos, no son espacios
métricos. Nuestra conjetura es si en €l marco de los espa-
cios métricos los espacios conexos coinciden con los sepa-
rablemente conexos. Nétese que si existiese un espacio
métrico conexo que no fuese separablemente conexo no
podria ser localmente separablemente conexo y deberia
poseer una cantidad infinita de componentes separablemen-
te conexas.

2. Utilizando una idea similar a la que motivé la in-
troduccién del concepto de espacio separablemente conexo,
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podriamos pensar en los espacios compactamente conexos;
es decir, en espacios en los que cada dos puntos del mismo
estuviesen contenidos en un conjunto compacto y conexo
contenido en €l. Ya que en el caso de espacios métricos
estos espacios son separablemente conexos, nos parecié
interesante estudiar las propiedades de este nuevo tipo de
espacios. Encontramos que, en general, las propiedades
eran andlogas, salvo para el producto donde se obtiene que
el producto arbitrario de espacios compactamente conexos
es compactamente conexo y, en espacios ordenados, no se
obtiene la equivalencia entre los conexos por caminos y
los compactamente conexos. Lo mds importante, sin em-
bargo, quizds sea sefialar que, en el marco de los espacios
métricos, si existen espacios conexos que no son compac-
tamente conexos, como puede ser, por ejemplo,

1
X = {(O, O)} U {(x, sen ;) tx e (0, 1]} que es un espa-
cio métrico conexo y separable que no es compactamente

2
conexo. En efecto, dados, por ejemplo, (0, 0), (;, 1) €eX

cualquier conexo que los contenga debe contener a todos

1 2
los puntos de la forma (x, sen ;), con0<x< > pero el

1
conjunto {(0, 0)} v {(x, sen ;) 0 <x< y} no-es com-

pacto [5], cualquier que sea y € (0, 1].
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