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Abstract 

Being able to model yield curves from observed bond yields is essential in capital markets. 
Yield curves are required to accurately price financial products as well as to correctly assess 
the macroeconomic situation of economies. Current models based on the work of Nel-
son/Siegel et al. apply a yield-based approach. This paper examines if a discount factor based 
bucketing approach provides more suitable results. Both methods are put to the test using 
German government bond data ranging from 1999 – 2010. The results reveal that the bucket-
ing model is able to yield slightly more accurate results in general. Furthermore the findings 
are superior in market situations with a very twisted yield curve compared to the Nel-
son/Siegel model. The bucketing approach, however, has problems in conditions with very 
steep hikes at the short end of the yield curve and with markets in which only very few bonds 
can be observed. 
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1 Einleitung 

Die Zinsstrukturkurve als kontinuierlicher Zusammenhang zwischen Laufzeit und Zinssatz ist 
eines der elementaren Elemente des Kapitalmarktes. Sie ist sowohl für die Bewertung von 
Finanzprodukten, als auch für makroökonomische Fragestellungen von zentraler Bedeutung. 
Trotz dieser Wichtigkeit kann die Zinsstruktur nicht direkt am Markt abgelesen werden, son-
dern muss aus beobachteten Marktdaten modelliert werden. Die Ansätze zur Modellierung 
sind daher für die Praxis unverzichtbar. Zudem ist es wichtig zu wissen, welche Ansätze unter 
welchen Bedingungen und für welche Aufgabenstellungen die besten Resultate erzielen. Eine 
ungenaue Modellierung der Zinsstruktur kann nicht nur ein Verlust bei einer Anlageentschei-
dung bedeuten, es kann auch dazu führen, dass makroökonomische Faktoren falsch einge-
schätzt werden. Daher sollen im Rahmen dieser Arbeit zwei Ansätze zur Modellierung der 
Zinsstruktur hergeleitet, vorgestellt und miteinander verglichen werden. Die Fragestellung, 
welches Verfahren für eine bestimmte Aufgabe am besten geeignet ist, soll ebenso beantwor-
tet werden wie die Frage, welche strukturellen Beschränkungen und Schwachstellen die bei- 
den Verfahren mit sich bringen, um diese in der Praxis zu erkennen und zu vermeiden. Ver-
glichen werden zum einen das Bucketing Verfahren, welches auf der Diskontierungsstruktur 
basiert und aus der geschätzten Diskontierungsstruktur dann die Zinsstruktur entwickelt. Da-
hingegen modelliert das Verfahren nach Nelson/Siegel mit seinen diversen Erweiterungen 
direkt die Zinsstruktur. Bei dem Vergleich geht es nicht nur um die möglichst genaue Schät-
zung der Zinssätze, sondern auch um die möglichst genaue Bewertung der Wertpapiere, aus 
denen die Zinsstruktur geschätzt wurde. 

Zuerst werden einige mathematische Grundlagen zur Zinsrechnung und Interpolation von 
Zinssätzen und Diskontierungsfaktoren vorgestellt, sowie die Notation eingeführt, die im wei-
teren Verlauf der Arbeit verwendet wird. Im Anschluss daran wird dann das Bucketing Ver-
fahren entwickelt und die Anwendung vorgestellt. Weiterhin wird das auf der Zinsstruktur 
basierende Verfahren nach Nelson/Siegel hergeleitet. Hinzu kommen die Erweiterungen die-
ses Modells von Svensson und Diebold/Li, die es weiter verbessert bzw. interpretiert haben. 
In einem empirischen Vergleich wird dann auf Basis von Daten aus dem Markt für deutsche 
Bundeswertpapiere über einen Zeitraum von 1999 bis 2010 untersucht, welches der Verfahren 
die besseren Ergebnisse liefert. Hierbei wird ein besonderer Fokus auf die Schwachstellen und 
die Einschränkungen der Modelle gelegt, um diese in der praktischen Anwendung erkennen 
bzw. vermeiden zu können. Beispiele der praktischen Anwendung der beiden Modelle werden 
im Anschluss daran aufgezeigt. Hier wird insbesondere auf die Aufgaben von Zentralbanken 
bei der Modellierung der Zinsstruktur, sowie Fragestellungen der Bewertung von Finanzpro-
dukten und der Prognose von zukünftigen Zinsstrukturen eingegangen. Zum Schluss werden 
die zentralen Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und bewertet. 

2 Zinsen – mathematische Grundlagen 

In diesem Abschnitt werden mathematische Grundlagen der Berechnung von Zinsen und Dis-
kontierungsfaktoren erläutert. Des Weiteren wird die allgemeine Notation, die im weiteren 
Verlauf der Arbeit genutzt wird, eingeführt. Neben der Berechnung von Zinsen und Diskon-
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tierungsfaktoren werden auch Interpolationsverfahren vorgestellt und der Begriff der Zins-
struktur näher betrachtet. 

2.1 Spot Zinssätze und Diskontierungsfaktoren 

Ein am Finanzmarkt zum Zeitpunkt t quotierter Zinssatz r hat eine bestimmte Laufzeit m. Der 
Zinssatz kann somit beschrieben werden als r = r(t,t + m). Fällt der Start t0 der Zinsperiode 
(t0,tn) mit dem Zeitpunkt der Quotierung zusammen, so wird der Zinssatz auch als Spot Rate 
bezeichnet und kann als rn = r(t0,tn) geschrieben werden; m = tn − t0 ist dann die Laufzeit. 

Bei der Bewertung von Finanzprodukten werden jedoch nicht Zinssätze, sondern Diskontie-
rungsfaktoren benötigt. Der Diskontierungsfaktor DFn = DF(t0,tn) bezeichnet den Marktpreis 
in t0 für die Rückzahlung einer Geldeinheit in tn (Cremers 1999, S. 111 ff.). 

2.2 Forward Zinssätze und Diskontierungsfaktoren 

Ist ein Zinssatz aus der heutigen Sicht t0 für einen zukünftigen Zeitraum (tl,tn) gültig, wird er 
Terminzinssatz bzw. Forward Rate genannt und als fl,n = f(t0,tl,tn) beschrieben. 

Analog kann auch ein Diskontierungsfaktor für eine aus heutiger Sicht zukünftige Periode 
gelten. Der Termin-Diskontierungsfaktor bzw. Forward-Diskontierungsfaktor DFl,n bezeich-
net den heutigen Preis für eine Zahlung von 1 GE im Zeitpunkt tn, der zum Zeitpunkt tl zahl-
bar ist. 

Sind die Spot-Diskontierungsfaktoren DFl = DF(t0,tl) und DFn = DF(t0,tn) bekannt, so können 
die Termin-Diskontierungsfaktoren durch Duplikation berechnet werden: 
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Nach dem Gesetz des einheitlichen Preises müssen Positionen mit gleichen Zahlungen auch 
den gleichen Preis haben. Daher gilt 

d.h. der Termin-Diskontierungsfaktor entspricht dem Quotient der entsprechenden Spot-
Diskontierungsfaktoren (Cremers 1999, S. 115). 

2.3 Zinskalküle 

Als Zinskalküle werden unterschiedliche Konventionen der Zinsberechnung bezeichnet. Sie 
unterscheiden sich in folgenden Parametern: 

1) Der nominale Zinssatz r bezeichnet den Preis für die Anlage bzw. Aufnahme von einer 
Geldeinheit für den Zeitraum von einem Jahr. 
 

2) Mit dem Tageoperator T(tn,tm) wird der Zeitraum (tn,tm) als Bruchteil eines Jahres be-
schrieben. 

Für die Anzahl der Tage im Zeitraum (tn,tm) gibt es verschiedene Zählmethoden. Im 
 Bond-Markt, der in dieser Arbeit betrachtet wird, ist die Methode 30E üblich, die Mo-
nate zu 30 Tagen zählt. 

Ebenso gibt es für die Jahreswerte unterschiedliche Konventionen. Die im Bond- 
markt übliche Konvention ist 360, bei der das Jahr zu 360 Tagen gezählt wird. 
 

3) Für die Zinsberechnung gibt es verschiedene Möglichkeiten. Die Zinsen Z zum Zeit-
punkt t1 einer Geldanlage von A im Zeitpunkt t0 können wie folgt berechnet werden: 

4) An einem Zinsverrechnungstermin werden die aufgelaufenen Zinsen berechnet und 
dem Konto belastet bzw. gutgeschrieben. 
 

5) An einem Zinszahlungstermin kommen die berechneten Zinsen zur Auszahlung. 

Von den verschiedenen Zinskalkülen werden nur die in dieser Arbeit verwendeten Kalküle 
kurz betrachtet; zum einen die Multi-Coupon-Verzinsung und zum anderen die kontinuierliche 

Verzinsung (Cremers 1999, S. 38-41). 

(2.1) 

(2.2) 
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2.3.1 Multi-Coupon-Verzinsung 

Bei der Multi-Coupon-Verzinsung gibt es mehrere Zinsverrechnungstermine t1,t2, . . . ,tN , die 
meist auch gleichzeitig Zinszahlungstermine sind. Während in den Vereinigten Staaten von 
Amerika und in Großbritannien halbjährliche Zinszahlungstermine üblich sind, werden sonst 
in der Regel jährliche Zinszahlungstermine verwendet. Die Zinsberechnung erfolgt für jede 
Zinsperiode (tn − 1,tn) linear. Ein nominaler Zinssatz im Multi-Coupon-Kalkül wird auch als 
Yieldsatz bezeichnet und ist die am Bond-Markt vorherrschende Konvention. 

2.3.2 Kontinuierliche Verzinsung 

Im Kalkül der kontinuierlichen Verzinsung wird mit unendlich kleinen Intervallen zwischen 
den Zinsverrechnungsterminen gerechnet. Die Zinszahlung findet am Ende der Laufzeit statt 
und der Zins wird mit der e-exponentiellen Verzinsung berechnet. Die kontinuierliche Verzin-
sung ist der Standard-Fall in der Finanzmathematik. 

2.4 Interpolation von Zinssätzen und Diskontierungsfaktoren 

Liegt am Markt für eine bestimmte Laufzeit m = t − t0 kein Zinssatz rt = r(t0,t) vor, so kann 
dieser mittels Interpolation aus den benachbarten Zinssätzen rn−1 im Zeitpunkt tn−1 und rn im 
Zeitpunkt tn berechnet werden. 

Der relative Abstand von t zum linken Rand tn−1 wird als λ bezeichnet. Der relative Abstand 
von t zum rechten Rand tn ergibt sich demnach als 1 − λ. 

Zur Interpolation von Zinssätzen bietet sich die lineare Interpolation an, bei der ein linearer 
Zusammenhang zwischen den betrachteten Größen angenommen wird. Der interpolierte Zins-
satz kann wie folgt berechnet werden. 

Auch Diskontierungsfaktoren können interpoliert werden, wenn für den gewünschten Zeit-
punkt t kein passender Diskontierungsfaktor vorliegt. Der gesuchte Diskontierungsfaktor DFt 
kann dann aus den benachbarten Diskontierungsfaktoren DFn−1 im Zeitpunkt tn−1 und DFn im 
Zeitpunkt tn errechnet werden. Bei der Interpolation von Diskontierungsfaktoren gibt es neben 
dem linearen Verfahren auch noch das exponentielle Verfahren. Für kleine Periodenlängen 
stimmt die exponentielle Interpolation approximativ mit der linearen Interpolation überein. 

(2.3) 

(2.4) 
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Lineare Interpolation:  

Exponentielle Interpolation: 

Somit kann auch für Zeitpunkte, für die am Markt direkt keine Zinssätze bzw. Diskontie-
rungsfaktoren vorliegen, aus den benachbarten Werten ein Zinssatz bzw. Diskontierungsfak-
tor berechnet werden (Cremers 1999, S. 115). 

2.5 Zinsstruktur 

Eine Zinsstruktur bildet sich aus der Menge aller am Markt quotierten Zinssätze rn und den 
dazugehörigen Laufzeiten mn = tn − t0 zu einem bestimmten Zeitpunkt. Hierbei ist es wichtig, 
nur vergleichbare Zinssätze zu betrachten. Werden zum Beispiel Bond Yields verwendet, so 
sollten sich die verwendeten Bonds in Währung, Rating und besonderen Ausstattungsmerk-
malen (Kündigungsrecht, Inflationsschutz etc.) gleichen, da sich die Yields für gleiche Rest-
laufzeiten sonst stark unterscheiden können. 

Werden die Zinssätze mit den dazugehörigen Laufzeiten in einem Diagramm abgetragen, so 
entsteht allein schon aus der Punktewolke ein grober Überblick über den Verlauf möglicher 
Zinsstrukturkurven. Als passende Modelle zur Schätzung der Zinsstrukturkurve noch nicht 
zur Verfügung standen, wurden nach subjektivem Empfinden „richtige“ Zinsstrukturkurven 
eingezeichnet (Durand 1942). 

Die Zinsstrukturkurve gibt Auskunft über den Marktzinssatz zu jedem beliebigen Zeitpunkt tn 
< tN und kann viele unterschiedliche Verläufe haben. Hat sie einen gleichmäßig ansteigenden 
Verlauf, sind also die kurzfristigen Zinsen niedriger als die langfristigen, so wird der Verlauf 
der Zinsstruktur als normal bezeichnet. Verläuft die Zinsstrukturkurve fallend, sind also die 
langfristigen Zinsen niedriger als die kurzfristigen, wird der Verlauf invers genannt. Den Fall 
gleich hoher Zinsen für kurze und lange Laufzeiten wird als flacher Verlauf beschrieben. In 
besonderen Marktphasen kann die Zinsstruktur auch eine S-Form annehmen. Dabei sind bei-
spielsweise die kurzfristigen Zinsen niedrig, steigen dann an, um von einem Maximum im 
mittelfristigen Laufzeitbereich wieder abzunehmen. 

(2.5) 

(2.6) 
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Eine Zinsstrukturkurve stellt jeweils nur eine Momentaufnahme der gegenwärtigen Marktlage 
dar und verändert sich im Zeitablauf in den Parametern Niveau, Steigung und Krümmung. 
Die Veränderungen unterliegen vielen verschiedenen Ursachen, wie zum Beispiel geldpoliti-
schen Maßnahmen der Zentralbank oder Zukunftserwartungen der Marktteilnehmer. Diese 
Einflussfaktoren sollen im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter betrachtet werden. 

3 Modellierung 

Im folgenden Kapitel werden verschiedene Verfahren zur Verstetigung der am Markt beo-
bachteten diskreten Zinsstruktur r1, . . . ,rN mit rn = r(t0,tn) vorgestellt und die Herleitung er-
läutert. Mit Hilfe der stetigen Zinsstruktur t → rt = r(t0,t) ist es dann möglich, für jeden Zeit-
punkt t ≤ tN den dazugehörigen Zinssatz rt zu bestimmen. Bevor zwei mögliche Verfahren 
näher betrachtet werden, fassen wir kurz die Voraussetzungen und die Anforderungen, die an 
ein solches Verfahren gestellt werden, zusammen. Im Anschluss daran werden dann zum ei-
nen das Bucketing-Verfahren und zum anderen das Modell von Nelson/Siegel mit seinen di-
versen Erweiterungen vorgestellt. 

3.1 Voraussetzungen und Anforderungen 

Eine grundlegende Anforderung an die Modellierung der Zinsstruktur ist natürlich, dass sie 
alle möglichen Verläufe darstellen kann. Wie schon im Abschnitt 2.5 erläutert, kann die Zins-
struktur eine Vielzahl von Formen annehmen. Gleichzeitig muss auch die ökonomische Sinn-
haftigkeit der Zinsstruktur erhalten bleiben. Es wäre beispielsweise nicht überzeugend, wenn 
der Zinssatz für fünf Jahre extrem von dem Zinssatz für fünf Jahre und einen Tag abweicht. 

Abbildung 2.1: Verschiedene Verläufe von Zinsstrukturkurven 



Modellierung von Zinsstrukturkurven 

 
 

 
 

10 
Frankfurt School of Finance & Management 
Working Paper No. 165 

 

Gleichzeitig sollte das Modell in der Lage sein, eventuell auftretende lokale Minima oder 
Maxima in der Zinsstruktur darzustellen. Welches der beiden Ziele, eine genaue Schätzung 
auf der einen Seite und ein glatter Verlauf auf der anderen Seite, bei der Modellwahl ent-
scheidend ist, hängt maßgeblich vom Einsatzzweck der modellierten Zinsstrukturkurve ab. 

Für die Bewertung von Finanzprodukten ist eine hohe Schätzgüte wichtiger als ein glatter 
Verlauf, da hier sonst Produkte zu hoch bzw. zu niedrig bewertet werden könnten. Bei An-
wendungen mit einem makroökonomischen Fokus kommt es dafür mehr auf einen glatten 
Verlauf und eine gute Interpretierbarkeit der Zinsstrukturkurve an (Svensson 1994). 

3.2 Bucketing 

Die Modellierung einer kontinuierlichen Zinsstruktur mit Hilfe des Bucketing Verfahrens 
erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt wird eine diskrete Zeitstruktur T = (t0,t1, . . . ,tN ) 
festgelegt und die dazugehörige Diskontierungsstruktur DF = (DF1, . . . ,DFN ) unter Mini-
mierung des Preisfehlers der Marktprodukte berechnet. Im Anschluss daran wird diese diskre-
te Diskontierungsstruktur zu einer kontinuierlichen Diskontierungskurve interpoliert und ggf. 
in eine Zinsstrukturkurve überführt. 

3.2.1 Bestimmung der Diskontierungsstruktur 

Die Grundlage für das Bucketing Modell ist die Tatsache, dass der Barwert PV einer Position 
G gleich der Summe der diskontierten Zahlungen von G ist (Cremers 1999, S. 129). Da der 
Barwert gleichzeitig auch der faire Preis S∗ im Zeitpunkt t0 ist, gilt:  

Da dieser Zusammenhang für alle Produkte eines Marktes gilt und sowohl die einzelnen Zah-
lungen, und im betrachteten Fall des Bond-Marktes ihr Zeitpunkt, als auch der Preis der Pro-
dukte bekannt ist, können aus diesen Informationen die Diskontierungsfaktoren DFn bestimmt 
werden. Dazu muss es jedoch mindestens genau so viele Produkte geben wie Diskontierungs-
faktoren zu bestimmen sind. Leider fallen die Zahlungstermine der einzelnen Handelsproduk-
te meist auf unterschiedliche Tage, so dass zu viele unbekannte Diskontierungsfaktoren zu 
bestimmen wären. Dieses Problem lässt sich mit Hilfe des Bucketings lösen. 

Zuerst wird eine diskrete Zeitstruktur T = (t0,t1, . . . ,tN ) festgelegt, die sowohl von der Anzahl 
der beobachteten Handelsprodukte als auch von der jeweiligen Laufzeit tn abhängt. Werden zu 
kleine Zeitschritte gewählt, sind zu viele Unbekannte zu bestimmen und das Gleichungssys-
tem ist nicht lösbar. Bei zu großen Zeitschritten ergibt sich jedoch das Problem einer unge-
naueren Darstellung. 

In der Regel fallen die Cashflows CFt der am Markt beobachteten Handelsprodukte nicht auf 
die Zeitpunkte der gewählten diskreten Zeitstruktur T. 

(3.1) 
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Beim Bucketing Verfahren wird der Cashflow CFt, der im Zeitpunkt t eine Geldeinheit zahlt, 
so aufgeteilt, dass er durch zwei Zahlungen in den Zeitpunkten tn−1 und tn, die jeweils Element 
der diskreten Zeitstruktur T sind, ersetzt werden kann. Die Aufteilung des Cashflows wird mit 
Hilfe der Bucketingfunktionen B1 = B1(t,DFn−1,DFn) und B2 = B2(t,DFn−1,DFn) bestimmt 
(Cremers und Schwarz 1999, S. 3). Der Barwert des Cashflows CFt berechnet sich dann als 

Aus der Menge aller möglichen Bucketingfunktionen wird im Rahmen dieser Arbeit nur das 
lineare und das exponentielle Bucketing näher betrachtet. Der Parameter λ bezeichnet dabei 
den Abstand von t zum linken Rand tn−1 und wird wie folgt berechnet. 

Dem linearen Bucketing liegt die lineare Interpolation zu Grunde. Demnach erfolgt die Auf-
teilung von CFt auf die beiden Buckets linear. 

Beim exponentiellen Bucketing wird die Aufteilung auf Basis der exponentiellen Interpolati-
on durchgeführt. Der Abstand λ geht daher exponentiell ein (Cremers und Schwarz 1999, S. 
5-10). 

Nachdem die Cashflows aller Handelsprodukte Gj auf die entsprechenden Buckets aufgeteilt 
sind, ergibt sich gemäß Gleichung 3.1 folgendes Konsistenzgleichungssystem. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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wobei cjn = CFjn, also der Inhalt von Bucket j im Zeitpunkt tn ist. Dies lässt sich in Matrix-
Schreibweise als C · DF = S ausdrücken, mit 

Die Komponenten Sj des Preisvektors S bestehen dabei aus dem Inhalt des Buckets j zum 
Zeitpunkt t0 abzüglich des Dirty Price des Handelsproduktes j. Der Dirty Price beinhaltet zu-
sätzlich zu dem am Markt quotierten Clean Price auch noch die bis zum Settlement aufgelau-
fenen Stückzinsen, die vom Käufer des Handelsproduktes zu zahlen sind. 

Die triviale Lösung DF = C−1 
S erfordert, dass C invertierbar ist. Dies ist in der Regel nicht 

der Fall, da der Markt der beobachteten Finanzprodukte meist nicht arbitragefrei ist (Cremers 
1999, S. 178). Wenn also keine algebraische Lösung möglich ist, müssen die Gleichungen 3.4 
und 3.5 um einen Fehlerterm εj bzw. Fehlervektor ε erweitert werden. Damit ergibt sich das 
Konsistenzgleichungssystem zu 

In Matrix-Schreibweise ergibt sich somit C · DF = S + ε, mit 

Nun wird mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die Diskontierungsstruktur DF so 
bestimmt, dass die Summe der quadrierten Preisabweichungen εj minimal ist. Dafür wird der 
Ordinary Least Squares Estimator (OLSE) verwendet, wonach sich die Diskontierungsstruk-
tur wie folgt berechnen lässt (Cremers 1998, S. 44). 

3.2.2 Verstetigung der diskreten Diskontierungsstruktur 

Da in Gleichung 3.8 nur eine diskrete Diskontierungsstruktur DF für die Zeitstruktur T ermit-
telt wird, muss diese im nächsten Schritt verstetigt werden. Dies kann mittels linearer oder 
exponentieller Interpolation, wie im Abschnitt 2.4 beschrieben, erreicht werden. Somit kann 
für jeden Zeitpunkt tn ≤ tN der dazugehörige Diskontierungsfaktor DFn bestimmt werden. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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Aus den einzelnen Diskontierungsfaktoren lässt sich dann leicht der dazugehörige Zinssatz im 
Kalkül der kontinuierlichen Verzinsung errechnen (Cremers 1999, S. 113). 

3.3 Nelson/Siegel mit Erweiterungen 

Das von Charles R. Nelson und Andrew F. Siegel Ende der 80er Jahre entwickelte Modell zur 
Schätzung der Zinsstrukturkurve zeichnet sich zum einen durch seine Einfachheit und zum 
anderen dadurch aus, dass es im Gegensatz zu den bisherigen Modellen alle möglichen Ver-
läufe der Zinsstrukturkurve darstellen kann. Die bis dahin üblichen Modelle, die auf kubi-
schen Splines basieren, haben die unangenehme Eigenschaft, am langen Laufzeitende stark 
abzufallen. Somit sind sie für die out-of-sample Prognose von Zinssätzen für Laufzeiten au-
ßerhalb des beobachteten Laufzeitbandes nicht bzw. nur bedingt zu gebrauchen (Nelson und 
Siegel 1987, S. 474). 

3.3.1 Nelson/Siegel 

Der Ansatz von Nelson/Siegel schätzt die Spot Rates rn für alle Zeitpunkte tn ≤ tN über die 
dazugehörigen kurzfristigen Forward Rates. Ein grundsätzliches Problem ist die Tatsache, 
dass im Bond-Markt weder die Spot Rate noch die Forward Rate direkt ersichtlich ist. Bei der 
Berechnung der Spot und Forward Rates aus den beobachteten Bonds muss man zwischen 
Zero-Coupon-Bonds und Multi-Coupon-Bonds unterscheiden. Während Multi-Coupon-Bonds 
regelmäßige Zinszahlungen und die Rückzahlung des Kapitals am Laufzeitende aufweisen, 
zahlen Zero-Coupon-Bonds keine Zinsen während der Laufzeit. Die Zinszahlung erfolgt ku-
muliert mit dem Kapital am Laufzeitende. Bei Zero-Coupon-Bonds entspricht der Yield to 
Maturity (YTM) der Spot Rate für diese Laufzeit. Der YTM ist derjenige Zinssatz, für den der 
Preis des Bonds gleich der Summe seiner mit diesem Zinssatz diskontierten Zahlungen ist. 
Somit kann der YTM yn = y(t0,tn) für Zero-Coupon-Bonds mit der Laufzeit (t0,tn) wie folgt 
berechnet werden. 

Der YTM yn lässt sich aus Gleichung 3.10 also leicht bestimmen, da der aktuelle Preis S(t0) 
bekannt ist. Auch für Multi-Coupon-Bonds lässt sich ein YTM berechnen. Hier müssen je-
doch mehrere Zahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten berücksichtigt werden. 

Der sich aus Gleichung 3.11 ergebende YTM yN für einen Multi-Coupon-Bond entspricht 
jedoch nicht der Spot Rate rn. Vielmehr ist er ein Durchschnitt der Spot Rates bis zum Lauf-
zeitende (Svensson 1994, S. 2-4). Zur Berechnung der Spot-Rates aus den beobachteten Daten 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 
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von Multi-Coupon-Bonds wird ein so genannter Bootstrapping Algorithmus benutzt. Dieser 
basiert auf dem Present Value. Im Gegensatz zum YTM wird beim Present Value jede Zah-
lung mit der für die jeweilige Laufzeit gültigen Spot Rate diskontiert. Der Present Value 
entspricht gleichzeitig dem am Markt beobachteten Preis. 

Für Laufzeiten unter einem Jahr stehen die Spot Rates bereits zur Verfügung, da diese dem 
YTM der Bonds mit Restlaufzeiten von weniger als einem Jahr entsprechen. Die restlichen 
Bonds werden nach aufsteigender Restlaufzeit durchgegangen. Für Bonds mit einer Restlauf-
zeit zwischen ein und zwei Jahren kann die Gleichung 3.12 nun gelöst werden, denn sowohl 
der Preis ist bekannt als auch der Zinssatz rn für die Zahlung im ersten Jahr. Dieser kann mit-
tels Interpolation, wie im Abschnitt 2.4 beschrieben, aus den beiden nächstgelegenen, bereits 
vorhandenen Spot Rates ermittelt werden. Dieses Verfahren wird so lange wiederholt, bis für 
alle Bonds eine Spot Rate für die jeweilige Restlaufzeit ermittelt wurde. 

Die jeweiligen impliziten Forward Rates lassen sich nun einfach aus den Spot Rates berech-
nen. Der heutige Zinssatz für eine Anlage vom Zeitpunkt tl bis zum Zeitpunkt tn im Kalkül der 
kontinuierlichen Verzinsung ergibt sich als 

Die kurzfristige Forward Rate ist die Forward Rate für einen infinitesimal kleinen Anlagezeit-
raum. Die Länge ∆m der Zinsperiode geht also gegen Null. In der Praxis ist dies dann die An-
lage zum Overnight-Satz für einen Tag. 

Die Forward Rate fl,n ergibt sich demnach als Durchschnitt der kurzfristigen Forward Rates 
mit Startzeitpunkten zwischen tl und tn. 

Auch die Spot Rate rn kann als Durchschnitt der kurzfristigen Forward Rates geschrieben 
werden. Die Startzeitpunkte der kurzfristigen Forward Rates liegen dann zwischen t0 und tn 
(Svensson 1994, S. 4-5). 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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Nelson und Siegel formulieren nun für die kurzfristige Forward Rate den folgenden Regressi-
onsansatz: 

Wobei m die Zeit und bT = (β0,β1,β2,τ) der Parametervektor (β0 und τ müssen positiv sein) ist. 
Damit besteht die Forward Rate in Gleichung 3.17 aus drei Bestandteilen. Der erste Parame-
ter, β0, ist eine Konstante. Der zweite Bestandteil ist ein exponentieller Term, β1e

−m/τ, der mit 
zunehmender Laufzeit monoton gegen Null fällt (oder steigt falls β1 negativ ist). Die dritte 
Komponente, β2 m/τ e−m/τ, sorgt für einen Buckel (oder eine U-Form, falls β2 negativ ist). 
Wenn die Laufzeit m gegen Unendlich strebt, nähert sich der Funktionswert fm dem Wert β0. 
Strebt die Laufzeit m gegen Null, so nähert sich der Funktionswert dem Wert β0 + β1. Aus 
dieser Gleichung für die Forward Rates lässt sich nun wie in Gleichung 3.16 gezeigt die 
Funktion für die Spot Rates ableiten. Zuerst muss die Gleichung 3.17 von 0 bis n integriert 
werden. Dazu wird in einem ersten Schritt die Stammfunktion der einzelnen Summanden ge-
bildet. 

Im nächsten Schritt werden die Differenzen der Stammfunktionen nach Einsetzung der Gren-
zen n und 0 gebildet. 

Im Anschluss daran wird im letzten Schritt noch jeder der drei Summanden durch n dividiert. 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 
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Setzt man nun die einzelnen Summanden wieder zusammen, so ergibt sich folgende Funktion 
zur Berechnung der Spot Rates (Nelson und Siegel 1987, S. 475).  

Hier ist es interessant, die Faktorladungen, also die Faktoren zu den Parametern β0, β1 und β2, 
im Zeitverlauf näher zu betrachten. Es ist in Abbildung 3.1 leicht zu erkennen, dass β1 für den 
kurzfristigen Verlauf der Spot Kurve verantwortlich ist, da die Faktorladung bei 1 beginnt und 
dann schnell abfällt. Im Gegensatz dazu beeinflusst β2 den mittelfristigen Verlauf; die Faktor-
ladung startet bei 0 und steigt dann an, um im mittleren Laufzeitbereich wieder abzufallen. 
Dadurch ist die Abbildung eines Buckels bzw. einer U-Form in der Zinsstruktur möglich. Der 
Parameter β0 bestimmt das Niveau der Zinsstruktur am langen Ende, da die Faktorladung 
konstant bei 1 liegt und er damit bei langen Laufzeiten der einzige signifikante Einfluss ist. 

Mit Hilfe dieser Gleichung und den beobachteten Spot Rates für die verschiedenen Laufzeiten 
lassen sich nun die Parameter bT = (β0,β1,β2,τ) schätzen. Da die Funktion aufgrund des Para-
meters τ nicht linear in den Parametern ist, ist eine Schätzung mit Hilfe der Methode der 
kleinsten Quadrate nicht möglich. Daher variieren Nelson/Siegel den Parameter τ und schät-
zen die Parameter β0, β1 und β2 mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate (Nelson und 
Siegel 1987, S. 478). 

Abbildung 3.1: Faktorladungen im Nelson/Siegel Modell mit τ =6 

(3.27) 
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Die Schätzung kann auf zwei verschiedene Arten durchgeführt werden, und zwar einerseits 
unter Minimierung der Yieldfehler und andererseits unter Minimierung der Preisfehler. 

Sollen die Yieldfehler minimiert werden, so werden die Parameter so gewählt, dass die Sum-
me der quadrierten Abweichungen zwischen den geschätzten und den beobachteten Spot Ra-
tes minimal ist. 

Im Unterschied dazu werden bei der Minimierung der Preisfehler die Parameter so gewählt, 
dass die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen den beobachteten und den geschätz-
ten Preisen minimal ist. Dabei werden die geschätzten Preise bestimmt, indem die Cashflows 
der einzelnen Bonds mit den geschätzten Spot Rates diskontiert werden und damit dann der 
Present Value gemäß Gleichung 3.12 berechnet wird (Svensson 1994, S. 22-24). Auf die Un-
terschiede der beiden Optimierungsansätze und die Details der Berechnung wird im Abschnitt 
4.2 noch näher eingegangen. 

3.3.2 Svensson Erweiterung 

Im Jahr 1994 hat Lars E. O. Svensson die Modellierung der Zinsstruktur nach Nelson/Siegel 
aufgegriffen und auf die schwedische Zinsstruktur angewendet. Ein Ergebnis seiner Untersu-
chungen war die Auffälligkeit, dass die Modellierung nach Nelson/Siegel Schwierigkeiten mit 
der Abbildung der Zinsstruktur hat, wenn mehr als ein Buckel bzw. eine U-Form im Laufzeit-
verlauf auftritt. Um die Schätzgüte in diesen Fällen zu verbessern, hat Svensson das Ur-
sprungsmodell leicht modifiziert und einen weiteren Term hinzugefügt. Damit wird die Dar-
stellung eines zusätzlichen Buckels bzw. einer U-Form möglich. Somit ergibt sich die For-
ward Rate Funktion als 

mit den zusätzlichen Parametern β3 und τ2. Analog dazu ändert sich auch die Funktion zur 
Berechnung der Spot Rate. 

Durch diese geringfügige Modifikation ist es möglich, die Schätzgüte bei sehr komplexen 
Verläufen der Zinsstrukturkurve erheblich zu verbessern, ohne die Komplexität des Modells 
übermäßig zu erhöhen (Svensson 1994, S. 6). Man muss jedoch berücksichtigen, dass nun 
zwei Parameter mehr geschätzt werden müssen und der vereinfachte Ansatz von Diebold/Li 
mit einem konstanten Wert für τ (siehe Abschnitt 3.3.3) nicht mehr genutzt werden kann. Da-
her verwendet Svensson zur Schätzung der Parameter auch die Maximum-Likelihood-
Methode (Svensson 1994, S. 23). 

(3.28) 

(3.29) 
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3.3.3 Diebold/Li Erweiterung 

Auch Francis X. Diebold und Danlin Li haben im Jahr 2006 das Nelson/Siegel Modell unter-
sucht und weiterentwickelt. Zudem wird auch eine leicht abgewandelte Schreibweise der Spot 
Rate Funktion verwendet. 

Der Parameter λt in der Schreibweise von Diebold/Li entspricht 1/τ aus der originalen Formel 
von Nelson/Siegel. Ein Ergebnis der Arbeit ist die Interpretation der Parameter. Während die-
se zuvor nur als kurz-, mittel- und langfristiger Faktor beschrieben wurden, werden sie von 
Diebold/Li als Niveau, Steigung und Krümmung interpretiert. Der Parameter β0 ist demnach 
für das Niveau der Zinsstrukturkurve verantwortlich, da r(∞) = β0 und die Zinssätze in allen 
Laufzeitbereichen durch die konstante Faktorladung von Eins gleichermaßen beeinflusst wer-
den. Als Steigung wird der Parameter β1 interpretiert, der als Differenz aus der 10-Jahres und 
der 3-Monats Spot Rate definiert wird. Veränderungen von β1 wirken sich stärker auf kurze 
Laufzeiten aus und verändern dadurch die Steigung der gesamten Kurve. Die Krümmung der 
Zinsstruktur wird als Differenz aus der zweifachen 2-Jahres Spot Rate und der Summe aus der 
10-Jahres und der 3-Monats Spot Rate definiert. Sie wird dem Parameter β2 zugeschrieben, 
der kaum Auswirkungen auf kurze und lange Laufzeiten hat, dafür aber die Zinssätze im mitt-
leren Laufzeitbereich beeinflusst und dadurch die Krümmung verändert. Diese Aussagen las-
sen sich auch anhand der Abbildung 3.1 nachvollziehen. Eine Besonderheit bei den Berech-
nungen nach Diebold/Li ist die Tatsache, dass der Parameter λt konstant auf den Wert 0,0609 
festgelegt wird. Der Parameter λt bestimmt die Laufzeit, bei der die Faktorladung des Parame-
ters β2, der für den mittleren Laufzeitbereich bzw. die Krümmung verantwortlich ist, am größ-
ten ist. Laut Diebold/Li wird in der Regel von einer Laufzeit von zwei oder drei Jahren ausge-
gangen. In ihrer Arbeit haben Diebold/Li sich dazu entschieden, den Mittelwert daraus, näm-
lich 30 Monate, zu verwenden. Für ein λt von 0,0609 wird die Faktorladung für β2 genau bei 
einer Laufzeit von 30 Monaten maximal. Durch die Festlegung des Parameters λt vereinfacht 
sich zum einen die Berechnung, zum anderen wird aber auch die Verlässlichkeit des Modells 
erhöht, da die verbleibenden Parameter β0, β1 und β2 mit Hilfe der gewöhnlichen Methode 
kleinster Quadrate geschätzt werden können. Das wichtigste Ergebnis der Arbeit von Die-
bold/Li sind jedoch die Ergebnisse zur Prognose der zukünftigen Zinsstruktur. Hierzu wurden 
die einzelnen Parameter β0, β1 und β2 als univariater AR(1) Prozess modelliert und prognosti-
ziert. Mit Hilfe der prognostizierten Parameter wurde dann der Verlauf der zukünftigen Zins-
struktur ermittelt. Im Vergleich mit älteren Methoden zur Prognose der Zinsstruktur liefert das 
Verfahren von Diebold/Li gute Ergebnisse. Während es bei einem Prognosezeitraum von drei 
Monaten nicht viel schlechtere Ergebnisse als die besten alternativen Verfahren liefert, zeigt 
es bei den längerfristigen Prognosen von sechs bzw. zwölf Monaten signifikant bessere Er-
gebnisse (Diebold und Li 2006, S. 341-362). Die Prognose nach Diebold/Li wird in Abschnitt 
5.3 genauer beschrieben. 

(3.30) 
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4 Empirischer Vergleich 

Im folgenden Abschnitt sollen die beiden vorgestellten Methoden zur Modellierung der Zins-
strukturkurve anhand einer empirischen Untersuchung verglichen werden. Die empirische 
Untersuchung für die Modellierung nach Nelson/Siegel wird stellvertretend mit der leicht 
modifizierten Formel von Diebold/Li durchgeführt. In einem ersten Schritt wird die verwen-
dete Datenbasis vorgestellt und die zwei verschiedenen Ansätze zur Fehleroptimierung im 
Diebold/Li Modell erläutert sowie die Unterschiede herausgestellt. Weiterhin werden die 
verwendeten Gütemaße für Bewertung der Qualität der Schätzung eingeführt. Zum Abschluss 
werden die mit beiden Modellierungsansätzen ermittelten Ergebnisse präsentiert, bewertet 
und miteinander verglichen. 

4.1 Datenbasis 

Die empirische Untersuchung im Rahmen dieser Arbeit findet ausschließlich auf Basis von 
deutschen Bundeswertpapieren statt. Betrachtet werden dabei Bundesanleihen, Bundesobliga-
tionen, Bundesschatzanweisungen und Bundesschatzbriefe mit einer Restlaufzeit von maxi-
mal 10 Jahren. Die Wertpapiere werden quartalsweise (jeweils am 31.03., 30.06., 30.09. und 
31.12.) im Zeitraum von Dezember 1999 bis August 2010 an der Frankfurter Wertpapierbörse 
beobachtet. Zu den jeweiligen Anleihen werden die Informationen zu Preis, Coupon und Fäl-
ligkeitsdatum an den entsprechenden Stichtagen am Markt festgestellt. Die beobachteten Prei-
se sind Mid-Preise, also das arithmetische Mittel aus An- und Verkaufskurs. Die beobachteten 
Daten stammen aus der Datenbank des Informationsdienstleisters Bloomberg. 

Für jeden Stichtag liegen zwischen 45 und 61 Wertpapiere vor. Im Mittel werden 52 Bonds 
betrachtet. Die durchschnittliche Restlaufzeit beträgt etwas mehr als 34 Monate. Hier ist 
schon zu erkennen, dass es einen überproportional großen Anteil von Wertpapieren mit einer 
Restlaufzeit von weniger als fünf Jahren gibt. Das Angebot von Wertpapieren mit einer Rest-
laufzeit von mehr als fünf Jahren ist deutlich knapper. Dies macht die Schätzung der Zins-
struktur am langen Ende in manchen Fällen schwieriger. 

Aus den am Markt feststellbaren Informationen müssen noch weitere Kennzahlen zu den ein-
zelnen Wertpapieren berechnet werden. Dazu zählen der Yield to Maturity, der Dirty Price 
und die Spot Rate. Der Yield to Maturity ist derjenige Zinssatz, für den die Summe der mit 
diesem Zinssatz diskontierten Zahlungen eines Bonds gleich dem Preis des Bonds sind. 

Der Dirty Price unterscheidet sich von dem Clean Price dahingehend, dass auch die vom Käu-
fer des Bonds an den Verkäufer zu zahlenden Stückzinsen berücksichtigt werden. Somit er-
gibt sich der Dirty Price als 

(4.1) 

(4.2) 
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wobei K der Kupon des Bonds und d die Anzahl der Tage seit dem letzten Zinszahlungster-
min ist. Die Berechnung der Spot Rate wird mit Hilfe des Bootstrapping Algorithmus durch- 
geführt. Für Laufzeiten von weniger als einem Jahr stehen die Spot Rates bereits zur Verfü-
gung. In diesem Fall entsprechen sie dem YTM der Bonds mit einer Restlaufzeit von weniger 
als einem Jahr. Die Spot Rates für Laufzeiten von mehr als einem Jahr lassen sich mit Hilfe 
der bereits bekannten Spot Rates ermitteln. Der Preis eines Finanzproduktes entspricht der 
Summe seiner diskontierten Cashflows. 

Für ein Finanzprodukt mit einer Restlaufzeit von mehr als einem, aber weniger als zwei Jah-
ren, lässt sich die Spot Rate r1 für die Diskontierung der Zahlung im ersten Jahr aus den be-
reits bekannten Spot Rates linear interpolieren. Da der Preis S des Finanzproduktes bekannt 
ist, kann die Spot Rate r2 für den Zeitpunkt der Zahlung im zweiten Jahr aus obiger Gleichung 
berechnet werden. Dieses Verfahren wird für alle Finanzprodukte nach aufsteigender Rest-
laufzeit durchgeführt. So können die Spot Rates für alle Fälligkeitstermine bestimmt werden. 

4.2 Fehleroptimierung 

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 erwähnt, sind bei der Berechnungsmethode nach Nelson/Siegel 
und seinen Erweiterungen zwei verschiedene Methoden der Fehleroptimierung möglich. 
Während bei der Bucketing Methode immer auf minimale Preisfehler optimiert wird, kann bei 
der Methode nach Diebold/Li zusätzlich auch auf minimale Renditefehler optimiert werden. 
In dem folgenden Abschnitt werden die Unterschiede in der Berechnung der beiden Optimie-
rungen vorgestellt und erläutert. Welches der beiden Verfahren die besseren Ergebnisse lie-
fert, wird in Abschnitt 4.5 näher erläutert. 

4.2.1 Preisfehler-Optimierung 

Analog zur Bucketing-Methode werden bei der Optimierung nach Preisfehlern die Parameter 
im Diebold/Li Modell so geschätzt, dass die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen 
den geschätzten Preisen Ŝi und den am Markt beobachteten Preisen Si minimal ist. 

Die geschätzten Preise berechnen sich dabei nach dem Present Value, der die Summe aller 
diskontierten Cashflows darstellt. 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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Der jeweilige Diskontierungs-Zinssatz rn wird dabei mit Hilfe der Diebold/Li Funktion für 
Spot Rates (siehe Gleichung 3.30) mit den geschätzten Parametern ermittelt. Die Parameter 
werden dann so gewählt, dass die Summe der quadrierten Preisabweichungen minimal ist. 

4.2.2 Renditefehler-Optimierung 

Bei der Optimierung der Renditefehler werden die Parameter des Diebold/Li Modells so ge-
schätzt, dass die Summe der quadrierten Renditeabweichungen minimal ist. 

Da die Rendite direkt aus der Diebold/Li Funktion berechnet wird, sind hier im Gegensatz zur 
Preisfehler-Optimierung keine weiteren Berechnungen notwendig. 

4.3 Gütekriterien 

Um die Qualität der geschätzten Zinsstrukturkurve beurteilen und später auch vergleichen zu 
können, ist der Einsatz von Gütemaßen erforderlich. Diese Größen sollen die Genauigkeit der 
Schätzung quantifizieren und die verschiedenen Methoden vergleichbar machen. Im Folgen-
den werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Gütemaße vorgestellt und ihre Berech-
nung erläutert. 

4.3.1 Root Mean Squared Yield Error (RMSYE) 

Der Root Mean Squared Yield Error (RMSYE) bezeichnet die mittlere Abweichung des ge-
schätzten von dem am Markt beobachteten Zinssatz. Er berechnet sich aus der Wurzel der 
mittleren quadratischen Abweichung zwischen den geschätzten und den beobachteten Rendi-
ten. Er besitzt die gleiche Dimension wie die betrachteten Größen und ist daher einfach zu 
interpretieren. Die Qualität der Schätzung ist umso größer, je kleiner der RMSYE ist. 

4.3.2 Root Mean Squared Price Error (RMSPE) 

Der Root Mean Squared Price Error (RMSPE) berechnet sich analog zum RMSYE, nur wer-
den anstelle der Zinssätze die Preise betrachtet. Auch der RMSPE hat die gleiche Dimension 
wie die betrachteten Größen und kann daher als mittlere Abweichung zwischen den geschätz-
ten und den beobachteten Preisen der Wertpapiere interpretiert werden. Je kleiner also der 
RMSPE ist, desto genauer ist die Schätzung. 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 
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4.4 Ergebnisse Bucketing 

Wie bereits in Abschnitt 4.1 beschrieben, sind auf dem Markt für deutsche Bundeswertpapiere 
nur wenige Papiere mit einer Restlaufzeit von mehr als fünf Jahren zu beobachten. Dies führt 
bei der Bucketing Methode zu Schwierigkeiten in der Berechnung wenn äquidistante Zeit-
schritte verwendet werden. Bei zu kleinen Zeitschritten kann es vorkommen, dass auf einige 
Zeitschritte keinerlei anteilige Zahlungen entfallen. Dies führt dann in der anschließenden 
Schätzung dazu, dass sich keine eindeutige Diskontierungsstruktur bestimmen lässt. Dieses 
Problem lässt sich durch die Wahl einer Zeitstruktur mit weniger Zeitschritten lösen. Dies 
wiederum verschlechtert die Ergebnisse, insbesondere im kurzen Laufzeitbereich. 

Im Rahmen dieser Arbeit wird daher die Berechnung nach der Bucketing Methode mit einer 
gestaffelten Zeitstruktur durchgeführt. Für Laufzeiten bis zu drei Monaten werden monatli-
che, für Laufzeiten bis zu zwei Jahren dreimonatliche, für Laufzeiten bis zu 5 Jahren halbjähr-
liche und darüber hinaus jährliche Buckets verwendet. Der Aufbau der Zeitstruktur wird in 
Abbildung 4.1 verdeutlicht. 

Die Wahl dieser Zeitstruktur entspricht der relativ höheren Dichte an Wertpapieren mit kur-
zen und mittleren Restlaufzeiten, ohne dass es im langen Laufzeitbereich zu Problemen bei 
der Berechnung kommt. Für individuelle Zeitpunkte kann die Zeitstruktur noch genauer an 
die beobachteten Wertpapiere angepasst werden. Da im Rahmen dieser Arbeit 44 historische 
Zeitpunkte betrachtet werden, wurde diese Zeitstruktur als Kompromiss zwischen Genauig-
keit und universeller Anwendbarkeit gewählt. 

Abbildung 4.1: verwendete Zeitstruktur 

Tabelle 4.1: Ergebnisse des Bucketing Verfahrens 
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Die mit Hilfe des Bucketing Verfahrens ermittelten Zinsstrukturkurven geben den Verlauf der 
tatsächlichen Zinsstruktur sehr gut wieder. Die mittlere Rendite-Abweichung ist mit 0,0575% 
relativ gering, ebenso die Abweichung zwischen dem am Markt beobachteten Preis der An-
leihen mit dem durch die geschätzte Zinsstruktur ermittelten Preis, die im Mittel nur 0,2423€ 
beträgt. An dem Beispiel der Zinsstruktur vom 31.03.2008 in Abbildung 4.2 kann man sehr 
gut erkennen, dass auch kleinere Unebenheiten, ebenso wie mehrere lokale Minima und Ma-
xima, innerhalb der Zinsstruktur sehr gut abgebildet werden können. Auch die dazugehörige 
Diskontierungsstruktur, aus der nach der Schätzung erst die Zinsstruktur berechnet wird, hat 
einen monoton fallenden Verlauf und ist somit zulässig. Eine genauere Bewertung der Ergeb-
nisse sowie der Vergleich mit den Ergebnissen der Methode nach Diebold/Li wird im Ab-
schnitt 4.6 vorgenommen. 

Abbildung 4.2: Schätzung mit dem Bucketing Verfahren am 31.03.2008 

Abbildung 4.3: Schätzung mit dem Bucketing Verfahren am 31.03.2005 
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Bei der Beobachtung vom 31.03.2005 ist mit 0,1067% der höchste Wert für den RMSYE auf-
getreten. Die Ursache für den erhöhten Fehlerwert ist bei einem Blick auf die Zinsstruktur 
leicht zu erkennen. Wie in Abbildung 4.3 zu sehen, weist die beobachtete Zinsstruktur am 
31.03.2005 im sehr kurzen Laufzeitbereich Verwerfungen auf. 

Es handelt sich also nicht um eine generelle Schwäche des Bucketing Verfahrens. Im Sinne 
einer möglichst genauen Abbildung der Zinsstruktur liefert das Bucketing Verfahren auch in 
dieser Situation gute Ergebnisse, auch wenn es naturgemäß zu Einbußen in der Glätte der 
Zinsstruktur kommt. 

4.5 Ergebnisse Diebold/Li 

Die empirische Untersuchung für die Modellierung nach Nelson/Siegel wurde stellvertretend 
mit der leicht modifizierten Formel von Diebold/Li durchgeführt. Wie in den ursprünglichen 
Untersuchung von Diebold/Li, wurde auch im Rahmen dieser Arbeit der Wert für λ auf 
0,0609 festgelegt und nur die Parameter β0, β1 und β2 mit Hilfe der Methode der kleinsten 
Quadrate geschätzt. Eine zusätzliche Schätzung des Parameters λ oder die Verwendung der 
Svensson Methode, wo zwei weitere Parameter zu schätzen sind, würde wahrscheinlich die 
Qualität der Modellierung verbessern. Dem gegenüber entsteht aber ein ungleich höherer 
Aufwand zur Schätzung der Parameter, da dann nicht mehr mit Hilfe der Methode der kleins-
ten Quadrate geschätzt werden kann, um die optimale Lösung zu finden. Die marginale Ver-
besserung der Ergebnisse rechtfertigt diesen Mehraufwand im Rahmen dieser Arbeit nicht. 

Für alle 40 Beobachtungszeitpunkte wurde jeweils eine Schätzung unter Optimierung der 
Renditefehler und eine Schätzung unter Optimierung der Preisfehler durchgeführt. Die Unter-
schiede der beiden Optimierungsmethoden spiegeln sich hauptsächlich im kurzen Laufzeitbe-
reich wieder. Hier gibt es offensichtlich Verzerrungen zwischen der Beziehung von Rendite 
zu Preis. 

Erwartungsgemäß ist bei der Optimierung auf Renditefehler der RMSYE im Mittel, aber auch 
in den Extremwerten signifikant geringer als bei der Optimierung auf Preisfehler. Mit einem 
mittleren Renditefehler von 0,0923% und einem mittleren Preisfehler von 0,2578€ liefert das 
Verfahren gute Ergebnisse. Bei der Minimierung der Preisfehler wiederum ist der RMSPE im 

Tabelle 4.2: Ergebnisse des Diebold/Li Verfahrens 
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Abbildung 4.5: Schätzung mit dem Diebold/Li Verfahren am 31.03.2008 

Mittel und in den Extremwerten signifikant nie driger. Hier beträgt der mittlere Preisfehler 
nur 0,1107€ bei einem mittleren Renditefehler von 0,1564%. Ein abschließender Vergleich 
dieser Ergebnisse mit den Ergebnissen der Bucketing Methode und die Bewertung erfolgt im 
Abschnitt 4.6. 

In den Ergebnissen des Diebold/Li Verfahrens gibt es keine extremen Ausreißer in den Güte-
maßen. Bei genauerer Betrachtung der Beobachtungszeitpunkte mit tendenziell schlechteren 
Ergebnissen sind jedoch Einschränkungen des Diebold/Li Modells zu erkennen. 

Abbildung 4.4: Schätzung mit dem Diebold/Li Verfahren am 30.09.2005 
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Besonders deutlich wird dies am Beobachtungsstichtag 31.03.2008. Wie in Abbildung 4.4 zu 
sehen, hat die Zinsstruktur zu diesem Zeitpunkt einen sehr unregelmäßigen Verlauf mit meh-
reren lokalen Minima und Maxima. Da das Verfahren von Diebold/Li höchstens einen Buckel 
darstellen kann, führt dies zwangsläufig zu einem erhöhten Fehlerwert. Selbst die Svensson 
Erweiterung, die einen weiteren Buckel darstellen kann, wäre in diesem Fall nicht in der La-
ge, die Zinsstruktur mit allen Feinheiten korrekt abzubilden. 

4.6 Bewertung & Kritik 

Wie in den beiden vorangegangen Abschnitten gezeigt, liefern sowohl die Modellierung der 
Zinsstruktur mit der Bucketing Methode, als auch die Berechnung nach Diebold/Li gute Er-
gebnisse in der empirischen Untersuchung. Beide Verfahren sind in der Lage die Zinsstruk-
turkurve in ihren diversen Formen darzustellen. Um die Qualität der beiden Methoden objek-
tiv voneinander abgrenzen zu können, werden nun die in Abschnitt 4.3 vorgestellten Gütekri-
terien miteinander verglichen. 

Bei Betrachtung der Ergebnisse sieht man, dass zur Erzielung eines möglichst kleinen 
RMSYE das Bucketing Verfahren unter Verwendung einer geeigneten abgestuften Zeitstruk-
tur benutzt werden sollte. Es liefert sowohl im Mittel als auch in den Extremwerten die besten 
Ergebnisse bei der kleinsten Standardabweichung. 

Ist bei der Modellierung ein möglichst kleiner RMSPE gewünscht, so erzielt das Diebold/Li 
Verfahren unter Optimierung der Preisfehler das beste Ergebnis. Sowohl die Mittelwerte als 
auch die Extremwerte für den RMSPE sind am niedrigsten. Lediglich die Standardabwei-
chung der Preisfehler ist beim Bucketing Verfahren geringer. 

Das vergleichsweise bessere Ergebnis der Bucketing Methode ist sicherlich zu einem großen 
Teil der Fähigkeit sich an kleinste Unebenheiten innerhalb der Zinsstruktur anpassen zu kön-
nen geschuldet. Dadurch kann die Bucketing Methode auch Zinsstrukturen mit mehreren lo-
kalen Minima und Maxima zuverlässig und exakt darstellen. Insbesondere für Marktphasen, 
in denen solche Bedingungen vorliegen, ist die Bucketing Methode demnach bevorzugt zu 
verwenden, wenn das Ziel eine möglichst exakte Abbildung der Zinsstruktur ist. 

Tabelle 4.3: Ergebnisse des Bucketing und Diebold/Li Verfahrens 
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Beim Einsatz des Verfahrens nach Diebold/Li muss immer entschieden werden, ob man die 
Rendite- oder die Preisfehler minimieren will. Diese Entscheidung hängt maßgeblich von der 
Anwendung der modellierten Diskontierungs- bzw. Zinsstruktur ab. Für Fragestellungen der 
Bewertung ist die Optimierung auf Preisfehler vorzuziehen, um die Fehler bei der Bewertung 
möglichst gering zu halten. Stehen makroökonomische Fragestellungen bei der Ermittlung der 
Zinsstruktur im Vordergrund, ist dahingegen die Optimierung auf Renditefehler zu bevorzu-
gen. Hierdurch werden Einflüsse, die durch die Verzerrung des Zusammenhanges zwischen 
Rendite und Preis im sehr kurzen Laufzeitbereich entstehen können, vermieden. 

Beim Einsatz der beiden Verfahren muss man die jeweiligen Beschränkungen und Schwach-
stellen kennen, um optimale Ergebnisse erzielen zu können. Die Qualität der Ergebnisse beim 
Bucketing-Verfahren wird maßgeblich durch die Wahl der Zeitstruktur beeinflusst. Diese soll-
te möglichst genau auf die Verteilung der beobachteten Renditen abgestimmt sein und so fein 
wie möglich sein. Durch die Wahl von unterschiedlichen Zeitschritten in den einzelnen Lauf-
zeitbereichen lässt sich das Ergebnis weiter verbessern. 

Die vorherrschende Einschränkung der Modellierung nach Diebold/Li ist die mangelnde Dar-
stellungsfähigkeit von mehreren lokalen Minima und Maxima. In Marktphasen, wo eine sol-
che Zinsstruktur vorliegt, müssen diese Effekte erkannt werden und gegebenenfalls auf die 
Bucketing Methode zurückgegriffen werden. 

Abbildung 4.6: Schätzung mit beiden Verfahren am 30.06.2003 
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Abschließend lässt sich feststellen, dass beide Verfahren ihre Stärken und Schwächen haben, 
in der Regel aber brauchbare Ergebnisse liefern und somit auch beide in der Praxis zur An-
wendung kommen können. Welches Verfahren für eine bestimmte Aufgabe verwendet wird, 
sollte auf die Anforderungen sowie die jeweilige Marktlage abgestimmt werden. 

5 Praxisrelevanz 

In dem folgenden Abschnitt sollen die praktischen Anwendungen der im Rahmen dieser Ar-
beit vorgestellten Methoden zur Modellierung der Zinsstrukturkurve vorgestellt werden. Aus 
den vielfältigen Anwendungsmöglichkeiten werden nur einige Beispiele näher vorgestellt. 
Zuerst wird die Vorgehensweise der Zentralbanken bei der Ermittlung und Veröffentlichung 
der Zinsstrukturkurve vorgestellt. Im Anschluss daran wird aufgezeigt, wie wichtig eine kon-
tinuierliche Diskontierungs- bzw. Zinsstrukturkurve bei der Bewertung von Finanzprodukten 
ist. Zum Abschluss wird noch auf die Bedeutung der Prognose der zukünftigen Zinsstruktur 
eingegangen. 

5.1 Einsatz bei Zentralbanken 

Sowohl die Zentralbanken der einzelnen Länder als auch die Bank for International Settle-
ments (BIS) veröffentlichen regelmäßig Daten zur Zinsstruktur. Die Veröffentlichungen der 
meisten Zentralbanken erfolgen dabei täglich. Die Ergebnisse werden dabei auch an die BIS 
Data Bank weitergeleitet und stehen dort zum Abruf bereit. Die Länder, bei denen das Ver-
fahren nach Nelson/Siegel oder Svensson zum Einsatz kommt, melden zudem nicht nur ge-
schätzte Spot Rates für ausgewählte Laufzeiten, sondern auch die Parameter die zur Ermitt-
lung benutzt wurden. So ist es möglich, Spot Rates für jeden beliebigen Zeitpunkt zu berech-
nen. 

Wie in Tabelle 5.1 zu sehen, lassen sich die verwendeten Verfahren in zwei Klassen einteilen: 
zum einen die Verfahren die auf Nelson/Siegel basieren und zum anderen die Spline Verfah-
ren. Ein Spline ist eine Funktion die aus mehreren Polynomen zusammengesetzt ist. Durch 
die stückweise Definition sind sie flexibler als Polynome, dabei aber dennoch relativ einfach 
und glatt. Ebenso treten bei Splines nicht die die typischen Probleme von Polynomen höheren 
Grades auf, die an den Intervallgrenzen meist starke Oszillationen aufweisen. Die Verfahren 
nach Nelson/Siegel bzw. Svensson sind bei den Zentralbanken am weitesten verbreitet. Bei 
einigen Zentralbanken werden auch Verfahren mit Splines eingesetzt. Bei der Methoden der 
Fehleroptimierung ist die Optimierung auf Preisfehler weiter verbreitet als die Optimierung 
auf Renditefehler. Auf Grund der Tatsache, dass die Randbereiche der Zinsstrukturkurve, also 
der sehr kurze und sehr lange Laufzeitbereich, besonders anspruchsvoll zu modellieren sind, 
haben einige Zentralbanken den Laufzeitbereich, den ihre Schätzungen abdecken, einge-
grenzt. So werden oftmals keine Spot Rates für Laufzeiten über 10 Jahren und unter einem 
Jahr geschätzt. Dies hängt auch von dem betrachteten Markt ab. Ist der beobachtete Markt 
auch im sehr kurzen und sehr langen Laufzeitbereich liquide und bietet eine ausreichende 
Auswahl an Wertpapieren, so ist auch dort eine zuverlässige Modellierung möglich (BIS Mo-
netary and Economic Department 2005, S. xi-xii). 
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5.2 Einsatz bei der Bewertung von Finanzprodukten 

Finanzprodukte werden zur Bewertung in verschiedene Klassen unterteilt. Sie unterscheiden 
sich in der Informationslage zu den Zahlungen der einzelnen Produkte. Die Zahlungen von 
Finanzprodukten der sicheren Klasse sind informationssicher. Das heißt sowohl der Zeitpunkt 
als auch die Höhe der einzelnen Zahlungen sind im Voraus bekannt. Die Finanzprodukte der 
unsicheren Klasse lassen sich weiterhin darin unterscheiden, ob zur Bewertung eine stochasti-
sche Modellbildung erforderlich ist. Die Zahlungen von Finanzprodukten der unsicheren 
Klasse sind informationsunsicher. Der Zeitpunkt und die Höhe der Zahlungen sind demnach 
im Voraus nicht bekannt. Im Rahmen dieser kurzen Betrachtung der Bewertung von Finanz-
produkten werden nur Finanzprodukte der sicheren und der unsicheren Klasse ohne stochasti-
sche Modellbildung betrachtet. 

Die Bewertung von Finanzprodukten der sicheren Klasse erfolgt in drei Schritten. In einem 
ersten Schritt werden bekannte Cashflows des Produktes in der Cashflow-Darstellung aufge-
stellt. 

Tabelle 5.1: Ermittlung der Zinsstrukturkurve bei ausgesuchten Zentralbanken (Quelle: Bank 

for International Settlements) 
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Im nächsten Schritt wird die Diskontierungsstruktur DF
T = (DF1,...,DFN) mit Hilfe des Bu-

cketing Verfahrens oder nach der Methode von Nelson/Siegel bestimmt. Im letzten Schritt 
lässt sich dann der Barwert mit Hilfe des Diskontierungsverfahrens berechnen. 

Für Produkte der unsicheren Klasse ohne stochastische Modellbildung, also Produkte, deren 
Zahlungen informationsunsicher sind und diese Unsicherheit nur von dem zukünftigen Zins-
satz abhängt, kann für bestimmte Produktklassen (Swaps, Forward Rate Agreements und Flo-
ating Rate Notes) die Bewertung mit Hilfe der Forward Technik erfolgen. Der unsichere 
Cashflow CFG,n, der vom im Zeitpunkt t0 unbekannten, Zinssatz rk,n abhängig ist, kann durch 
die Substitution von rk,n (der am Anfang der Zinsperiode (tk,tn) festgestellt und am Ende ge-
zahlt wird) durch fk,n informationssicher gemacht werden. Das heißt, die im Zeitpunkt t0 un-
bekannte, zukünftige Spot Rate wird durch die bekannte, implizite Forward Rate ersetzt. Die 
anschließende Bewertung erfolgt wie zuvor mit Hilfe des Diskontierungsverfahrens. 

Eine kontinuierliche Diskontierungsstruktur ist somit für die Bewertung von einer großen 
Anzahl von Finanzprodukten unerlässlich. Die möglichst zuverlässige Bestimmung der Dis-
kontierungsstruktur hat daher in der Finanzpraxis eine große Bedeutung. 

5.3 Prognose der Zinsstruktur 

Bisher lag der Fokus dieser Arbeit auf dem möglichst genauen Abbilden der momentanen 
Zinsstruktur. Eine weitere Anforderung in der Praxis ist jedoch die Prognose der zukünftigen 
Zinsstruktur. Dies ist nicht nur für Investitionsentscheidungen, sondern auch im Risikomana-
gement oder bei makroökonomischen Fragestellungen von großer Bedeutung. Trotz dieser 
Bedeutung gab es bis zur Arbeit von Diebold/Li nur wenig überzeugende Prognose-Ansätze. 
Diese Ansätze liefern bei der out-of-sample Prognose nur ungenügende Resultate. Die nach-
folgende Vorstellung der Prognose nach Diebold/Li soll nur einen kurzen Einblick in die 
Thematik geben und das Thema nicht abschließend behandeln. 

Der neuartige Ansatz von Diebold/Li besteht darin, dass nicht die Zinsstruktur an sich, son-
dern die Parameter des Nelson/Siegel Modells jeweils für sich als Zeitreihe betrachtet werden. 
Diese drei Zeitreihen werden dann jeweils als univariater autoregressiver Prozess erster Ord-
nung (AR(1) Prozess) modelliert. Somit werden nicht mehr direkt zukünftige Renditen, son-
dern Parameter für das Nelson/Siegel Modell prognostiziert, aus denen dann die entsprechen-
de prognostizierte Rendite berechnet werden kann. Der Grundgedanke bei autoregressiven 
Prozessen ist, dass sich eine Zeitreihe vollständig aus sich selbst erklärt und dass die zu erklä-
rende abhängige Variable zeitverzögert als erklärende unabhängige Variable verwendet wird.  

(5.2) 

(5.1) 
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Der AR(1) Prozess für die Parameter wird geschrieben als 

wobei die Parameter ĉi und γi durch Regression aus den Zeitreihen der drei Nelson/Siegel 
Parameter β0, β1 und β2 bestimmt werden. Mit diesem neuartigen Ansatz ist es Diebold/Li 
gelungen, die Prognosefehler, insbesondere bei größeren Prognosehorizonten, gegenüber frü-
heren Methoden signifikant zu verringern. 

6 Zusammenfassung der Ergebnisse 

Aus den verschiedenen Verfahren zur Modellierung einer kontinuierlichen Zinsstrukturkurve 
wurden im Rahmen dieser Arbeit zwei Verfahren betrachtet. Die auf der Diskontierungsstruk-
tur basierende Bucketing Methode und das auf der Zinsstruktur basierende Verfahren nach 
Nelson/Siegel mit seinen Erweiterungen wurden hergeleitet und vorgestellt. In dem empiri-
schen Vergleich der beiden Methoden anhand von Daten aus dem Markt für deutsche Bun-
deswertpapiere von 1999 bis 2010 wurde deutlich, dass beide Verfahren brauchbare Ergebnis-
se liefern. Jedoch haben sie ihre eigenen Stärken und Schwächen. 

Das Bucketing Verfahren kann mehrere lokale Maxima und Minima innerhalb der Zinsstruk-
tur darstellen, hat aber bei einer knappen Datenlage und bei extrem steilen Anstiegen der 
Zinsstruktur im sehr kurzen Laufzeitbereich Probleme mit der Modellierung. Das Verfahren 
nach Diebold/Li funktioniert hingegen auch bei einem Markt mit wenigen Wertpapieren gut, 
kann aber dafür nur ein Maximum bzw. Minimum innerhalb der Zinsstruktur darstellen. 

Somit haben durchaus beide Methoden ihre Daseinsberechtigung und es ist in Abhängigkeit 
von der jeweiligen Marktlage und der zugrundeliegenden Fragestellung zu entscheiden, wel-
ches der beiden Verfahren zum Einsatz kommt. In Marktlagen, wo die Zinsstruktur einen sehr 
unregelmäßigen Verlauf aufweist, ist die Bucketing Methode vorzuziehen, wohingegen in 
Situationen mit einem starken Anstieg der Zinsstruktur im kurzen Laufzeitbereich die Model-
lierung nach Diebold/Li zu bevorzugen ist. 

Darüber hinaus spielt bei der Modellierung nach Diebold/Li die Frage, ob nach Preis- oder 
Renditefehlern minimiert wird, eine entscheidende Rolle. Auch hier ist die Wahl von der 
Verwendung der Ergebnisse abhängig. Für Fragestellungen der Bewertung ist die Minimie-
rung der Preisfehler zu wählen, für makroökonomische Aufgaben ist hingegen die Minimie-
rung der Renditefehler vorteilhafter. 

In der Finanzpraxis hat die Modellierung einer kontinuierlichen Zinsstruktur eine elementare 
Bedeutung. Die meisten Zentralbanken veröffentlichen täglich ihre Schätzungen zum Verlauf 
der Zinsstruktur und nutzen dazu in vielen Fällen die vorgestellte Modellierung nach Nel-
son/Siegel bzw. Svensson. Die Bucketing Methode kommt in diesem Bereich zur Zeit nicht 
zum Einsatz. 

(5.3) 
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Mit Hilfe einer kontinuierlichen Zins- bzw. Diskontierungsstruktur lassen sich eine große 
Anzahl von Finanzprodukten bewerten. Eine möglichst genaue Modellierung ist hier unver-
zichtbar. Dadurch ist nicht nur die Bewertung von Produkten mit informationssicheren Zah-
lungen möglich, sondern mit der Forward Technik sogar die Bewertung von Produkten, deren 
Zahlungen auf Grund von zukünftigen Zinssätzen informationsunsicher sind. 

Einen immer größeren Stellenwert nimmt nicht nur die Modellierung der aktuellen Zinsstruk-
tur, sondern auch die Prognose von zukünftigen Zinsstrukturen ein. Hier haben Diebold/Li 
mit ihrer Arbeit einen entscheidenden Beitrag zur Verbesserung der Prognosen geleistet. 
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