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Delne urejenosti in hierarhi¢no grucenje

program skupnega diplomskega dela

Delitev podatkov v skupine ali gruc¢enje predstavlja enega osnovnih pristopov k orga-
niziranju velikih koli¢in podatkov, pri katerih je znana le podobnost med posameznimi
podatki. Na podlagi podobnosti se z algoritmi za grucenje podatki razdelijo v gruce,

od katerih vsaka vsebuje le med sabo podobne podatke.

Matematicno gledano je taka razdelitev particija mnozice podatkov oz. ekvivalenéna
relacija, v kateri sta dva podatka ekvivalentna, ce sta si podobna. Ker pa je podob-
nost vedno nekoliko subjektiven pojem, je mogoce dano mnozico podatkov v gruce
razdeliti na ve¢ nacinov, dobimo torej ve¢ razlicnih ekvivalenénih relacij. Mnozico
takih ekvivalenc¢nih relacij nad dano mnozico podatkov imenujemo podatkovna hier-
arhija. Podatkovna hierarhija je naravno delno urejena z relacijo ‘biti finejsi od’. V

diplomskem delu bomo proucevali odnos med to relacijo in algoritmi za grucenje.

V matematicnem delu diplomskega dela predstavite pojem relacije in lastnosti relacij,
pojem ekvivalenéne relacije in pojem delne urejenosti. Predstavite pojem grafa delne
urejenosti ter grafa pokritij delne urejenosti. V nadaljevanju definirajte podatkovno
hierarhijo in pokazite, da je podatkovna hierarhija delno urejena z relacijo "biti finejsi
od’. Zastavi se vprasanje, katere delne urejenosti se lahko pojavijo kot podatkovne hi-
erarhije. Zato za nekaj druzin grafov, ki nastopajo kot grafi pokritij delnih urejenosti,

pokazite, da jih je mogoce predstaviti kot podatkovne hierarhije.

V racunalniskem delu diplomskega dela predstavite hierarhi¢ni pristop k grucenju,
ki ga lahko izvajamo z zdruzevanjem ali z delitvijo gru¢. Obrazlozite predstavitev
hierarhij gru¢ z dendogramom in ugnezdenim gruc¢nim diagramom. Podrobneje pred-
stavite zdruzevalne hierarhi¢ne metode grucenja. Implementirajte algoritem, ki bo
izvedel hierarhi¢no gruc¢enje po maksimalni, minimalni in povprec¢ni metodi. Prikazite
rezultate na izbranih testnih primerih in metode primerjajte. OpiSite prostorsko in

¢asovno zahtevnost algoritma.

V zadnjem poglavju pa predstavite povezavo med matemati¢nim in rac¢unalniskim
delom diplomske naloge. Pri tem obrazlozite podatkovne hierarhije, ki izhajajo iz
predstavljenih algoritmov za grucenje in pokazite, da so podatkovne hierarhije, ki

ustrezajo dendrogramom, linearno urejene.
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FERK, E.: Delne urejenosti in hierarhi¢no grucenje.
Diplomsko delo, Univerza v Mariboru, Fakulteta za naravoslovje in mate-

matiko, Oddelek za matematiko in racunalnistvo, 2009.

IZVLECEK

Grucenje podatkov velja za eno najpomembnejsih metod podatkovnega rudarjenja, ki se
kot nova informacijska tehnologija dnevno razvija. Razvrs¢anja objektov v gruce so se
tekom let raziskovalci lotevali na ve¢ nacinov, kar s seboj prinese obilico razliénih metod
in postopkov. V diplomski nalogi se podrobneje seznanimo z merili za podobnost objektov
znotraj posamezne gruce. Predstavljenih je ve¢ metod, od tega so tri hierarhicne metode

implementirane, predstavljene pa so tudi razlike med njimi.

Vsaka razvrstitev objektov v gruce je matematicno gledano ekvivalen¢na relacija. Dva

podatka sta ekvivalentna, Ce sta v isti gruci.

V prvem delu je razvito matematicno orodje, s katerim kasneje raziskujemo lastnosti po-

datkovne hierarhije, ki nastane med izvajanjem algoritmov grucenja.

Koncna ugotovitev kaze na to, da je reducirani graf podatkovne hierarhije, ki ga dobimo
tekom razvrs¢anja hierarhi¢nih algoritmov grucenja, enak poti, za nehiearhi¢no metodo

K-voditeljev pa je to graf brez povezav.

Kljuéne besede: podatkovna hierarhija, gru¢enje podatkov, delne urejenosti, dendrogram,
ugnezdeni grucni diagram, ekvivalen¢na relacija, minimalna metoda, ma-

ksimalna metoda, povprecna metoda.



FERK, E.: Partial orders and hierarchical clustering.
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ABSTRACT

Data clustering is the task of organizing a set of object into groups (clusters) according to
some similarity measure of the objects. As such, data clustering represents one of the most
important methods of data mining. Over the years, the researchers have classified objects
into clusters in several ways, which brings up plenty of different methods and procedures.
In this graduation thesis, we implemented three hierarchical clustering methods and studied

differences between them.

Each classification of objects is from mathematical point of view an equivalence relation.

Two data objects are equivalent if they are in the same cluster.

In the first part, a mathematical framework of data hierarchies is developed. It enables us to
study characteristics of data hierarchy, which we obtain during the execution of clustering
algorithms. We show that reduced graph of data hierarchy, which results from execution of
a hierarchical clustering algorithm, is a path. During nonhierarchical algorithm of K-means

we obtain a graph without edges.

Keywords: Data hierarchy, clustering, partial order, dendrogram, nested cluster diagram,
equivalence relation, single link, complete link, group-average agglomerative

clustering.

Math. Subj. Class. (2000): 06A06 Partial order, general,
06A07 Combinatorics of partially ordered sets,
68R10 Discrete mathematics in relation to computer science,

graph theory.
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Uvod

Razvrscanje v skupine je pojem, s katerim se srecujemo v vsakdanjem zivljenju, ¢eprav se
ga vcasih niti ne zavedamo. Nasi mozgani so usmerjeni k razvrscanju objektov po velikosti,
barvi, itd. Prav tako zavedno ali ne razvrstimo ljudi okoli sebe na razne nacine. Ze sama
delitev na moske in Zzenske, na sorodnike in sodelavce, na starejSe in mlajSe, je razvrsc¢anje,
¢eprav je za nas to povsem obicajen proces. Vsako stvar lahko glede na njene lastnosti
uvrstimo v skupine. Vendar pa se v svetu obilice podatkov pojavljajo problemi, ki jih glede
na veliko koli¢ino in kopico lastnosti sami preprosto ne moremo ustrezno razvrstiti. Eden
izmed taksnih problemov je razvrstitev celotne vsebine svetovnega spleta po tematikah.
Tekom svojega zivljenja posameznik ne resi tega problema, taksnih problemov pa je vedno
veC. Zato vse veC Casa posvecamo razvijanju novih informacijskih tehnologij in s tem tudi
razvoju metod in postopkov, ki ¢im bolj u¢inkovito in hitro razvrstijo podatke s podobnimi
lastnostmi v iste skupine. Pri vsakodnevni obilici monotonega razvrséanja bi si tako ze zelo

zeleli, da bi obstajal stroj, ki bi zamudno delo opravil namesto nas.

V strokovni literaturi pa je razvrscanje v skupine ali grucenje podatkov v gruce (angl.
data clustering) proces, ki razvrsti objekte v gruce na podlagi podobnih lastnosti. Objekti
znotraj posamezne gruce so si ¢im bolj podobni, prav tako pa se tem bolj razlikujejo od

objektov drugih gruc.

Razvrscéanje v skupine je uporabno na zelo Sirokem podroc¢ju. Vedno pogoststeje ga srecujemo
v biologiji in medicini, npr. pri diagnozi bolezni in analizi genskega materiala, v marketingu,
kjer se iS¢e potrosnike s podobnim vedenjskim vzorcem, uporablja pa se tudi v svetovnem

spletu pri reSevanju zgornjega problema.

Ce na razvricanje objektov pogledamo iz matematicénega vidika, opazimo, da razvrstitev v
gruce predstavlja ekvivalen¢no relacijo. Dva objekta sta ekvivalentna natanko takrat, kadar
sta v isti grucéi. Kot v vsakdanjem zivljenju tudi v matematiki vpeljemo pojem “finosti”.

Kot so finejse zmleti orehi boljsi, saj so razdrobljeni na manjse koscke, tako je tudi finejsa



relacija razdeljena na ve¢ ekvivalen¢nih razredov. Z mnozico ekvivalenénih relacij nad po-
datki vpeljemo tudi pojem podatkovne hierarhije. S tem pa se pojavi vpraSanje, kaksne

podatkovne hierarhije pridobimo po izvedbi algoritmov grucenja.

Delo je organizirano v tri dele. V prvem razvijamo matemati¢no orodje za primeravo rezul-
tatov grucenja - podatkovno hierarhijo. Najprej predstavimo matemati¢ne osnove, nato pa
definiramo podatkovno hierarhijo in predstavimo nekaj primerov. V drugem delu se sez-
nanimo z grucenjem in njegovimi metodami, nato se podrobneje seznanimo z zdruzevalno
hierarhi¢cno metodo grucenja. Implementiramo tri hierarhi¢cne metode in jih med seboj
primerjamo. V tretjem, zadnjem delu okaraktiziramo grafe podatkovnih hierarhij, ki nas-

tanejo med najpogosteje uporabljenimi algoritmi grucenja.
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Delne urejenosti



Poglavje 1

Delne urejenosti in njihovi grafi

pokritij

1.1 Delne urejenosti

Pravi predmet moderne matematike ne predstavljajo reci, temvec¢ lastnosti teh reci in
odnosi, ki veljajo med njimi (Prijatelj, [I7]). V Slovarju tujk Cankarjeve zalozbe je beseda
relacija, ki izhaja iz latins¢ine, definirana kot odnos, razmerje ali vracanje, ponavljanje.
Sama beseda ima ve¢ pomenov, eden izmed njih je povezava med dvema mnozicama Stevil
v matematiki. Tako kot v vsakdanjem zivljenju (o¢e in sin, moz in Zena,...) lahko razli¢ne

odnose opazimo tudi med matemati¢nimi pojmi:

Stevilo a je VECJE od stevila b.
Premica p je PRAVOKOTNA na premico q.

V matematiki relacija pomeni odnos, zvezo ali razmerje med dvema objektoma.

Definicija 1.1 MnozZica R je (dvomestna) relacija, ce je vsak njen element urejen par

oziroma velja

R je relacija < Yxr € R, 3 u,v : x = (u,v)

Zgled. Poglejmo si primera relacije:
A =1{1,2,3,4}, pri ¢emer je R = {(1,2),(2,3),(3,1)}.
B =N, pri éemer je R = {(u,v)|u,v € NAu <v}.

4
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Ker pogosto srecujemo dolocene relacije, imajo le-te upravic¢eno posebna imena. Zaradi

kasnejse uporabe definirajmo naslednje:

Definicija 1.2 Relacija R je refleksivna ali povratna, ce je vsak element v relaciji sam s

seboj. Torej velja
Yo eV :(v,v) €R. (1.1)

Definicija 1.3 Relacija R je simetricna ali vzajemna, ce lahko elementa relacije zamen-
jJjamo: ce je element u v relaciji R z elementom v, je element v v relaciji R z w. Torej

velja
Yu,v € Vi (u,v) € R= (v,u) € R. (1.2)

Definicija 1.4 Relacija R je antisimetricna, c¢e za poljubna dva elementa iz mnozice V.

velja, da iz (u,v) € R in (v,u) € R sledi, da uw = v. Torej velja
Yu,v €V : (u,v) € RA(v,u) € R=u=nv. (1.3)

Definicija 1.5 Relacija R je tranzitivna ali prehodna, ¢e za poljubne tri elemente iz mnozice

V wvelja, da iz (u,v) € R in (v,w) € R sledi, da (u,w) € R. Torej velja

Yu,v,w €V : (u,v) € RA (v,w) € R = (u,w) € R. (1.4)

Za dolocene relacije lahko velja ve¢ navednih lastnosti. V takem primeru ve¢ lastnosti

skupaj predstavlja nov tip relacije.

Definicija 1.6 Naj bo V. mnoZica tock. Relacijo R CV xV imenujemo delna urejenost,
ce je relacija R
(i) refleksivna: Yv € V, (v,v) € R,
(ii) antisimetricna: Yu,v € V velja: ¢ée (u,v) € R in (v,u) € R, potem u = v,
(iii) tranzitivna: Yu,v,w € V velja: ¢e (u,v) € R in (v,w) € R, potem (u,w) € R.
Namesto oznake (u,v) € R lahko pisemo tudi uRv. V primeru delne urejenosti pa namesto

znaka za relacijo pogosto R uporabljamo znak <. Na primer z < y (beremo z je pod y), ¢e

jexRyinz <y, cex<yinx #y.
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Zgled. Med primere delnih urejenosti spada relacija “manjse ali enako” na poljubni pod-

mnozici realnih Stevil.

Delno urejena mnozica je linearno urejena, ¢e veljajo vse lastnosti delne urejenosti (definicija
[LA), ter za vsak u,v € V velja tudi u < v ali v < u. Zadnjo lastnost imenujemo sovisnost.

Linearna urejenost je torej sovisna delna urejenost.
Zgled. Relacija “manjSe ali enako” linearno ureja poljubno podmnozico R.

Definicija 1.7 Naj bo P = (V,<) delno urejena mnozica. Delno urejena mnoZica P je

konéna, ce je mnoZica V' koncéna.

V primeru konc¢ne in tudi neskonéne delno urejene mnozice v delnih urejenostih nastopajo

posebni elementi.

Definicija 1.8 Naj bo V delno urejena z relacijo <. Pravimo, da je

(i) m minimalen v V', ¢e za vsak element v iz V velja: v < m = v =m.
(i) M maksimalen v V', ¢e za vsak element v iz V velja: M < v = v = M.
(iii) a prvi v V, ¢e za vsak element v iz V velja: a < v.

(i) z zadnji v V', ¢e za vsak element v iz V wvelja: v < z.

1.2 Grafi delnih urejenosti

Definicija 1.9 Par G = (V, E) je graf na mnoZici vozlis¢ V(G) in z mnoZico povezav
E(G), pri ¢cemer je V konéna neprazna mnozica, E pa poljubna druZina dvoelementarnih

podmnoZic mnozice V.

Vsak graf je torej dolocen takoj, ko poznamo njegova vozlis¢a in vemo, kateri pari vozlisc
zanko.

Vcasih je pomembno, kako je posamezna povezava v grafu usmerjena. V tem primeru
povezavo predstavljamo kot puscico, graf z usmejenimi povezavami pa imenujemo usmerjeni

graf ali digraf.



1.2 Grafi delnih urejenosti 7

U1

(% U3

Slika 1.1: Primer usmerjenega grafa.

Definicija 1.10 Usmerjeni graf D (slika [I1]) je sestavljen iz mnozice vozlis¢ V(D) in iz
seznama urejenih parov vozlisé oziroma iz usmerjenih povezav (lokov) A(D). Ce sta vozli3ci
v1 i ve v usmerjenem grafu D, potem je povezava vivy usmerjena od vi do ve oziroma gre

12 V1 U Va.

Na sliki [[.T] sta vozli§éi v1 in vy, povezava pa je usmerjena od vy do vy oziroma gre iz v v

ve. V primeru, da nas usmerjenost v grafu ne bi zanimala, bi dobili neusmerjeni graf.

Vozlisci, ki sta povezani s povezavo, imenujemo sosednji. S pomocjo povezav, ki povezujejo
vozliséa v grafu, lahko dobimo graf povezav, ki predstavlja vse povezave v posameznem

grafu.

Definicija 1.11 Graf povezav L(G) (slika [L3) ima za mnoZico vozlis¢ mnoZico povezav

grafa G. Dwve vozlis¢ med seboj poveZemo, ¢e imata povezavi v G skupno krajisce.

1 2 (1,2)  (2,3)(24)

(1,5) (4,5)

Slika 1.2: Graf G (levo) in njegov graf povezav L(G) (desno)

Vsako vozlisée v grafu povezav L(G) predstavlja posamezno povezavo njemu ustreznega
grafa GG. Dva znana grafa in njuna grafa povezav sta Heawoodov grafin njegov Stirivalenten

graf povezav, ter Petersenov graf in njegov graf povezav.

Vpeljali bomo tri pomembne vrste grafov, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju. V teoriji

grafov se obic¢ajno srecujemo s tremi pomembnimi oblikami, kot so pot, cikel in drevo.
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(2a) (2b)

Slika  1.3: Heawoodov — graf (la) in njegov graf povezav  (1b)
ter  Petersenov  graf  (2a) in  njegov = graf  povezav  (2b)  (vir
http://www.pef.upr.si/MARA /2/RaMa/predavanja.html)

(% .
U1 3 4

V2

Slika 1.4: Pot Ps.

Definicija 1.12 Pot (slika[I-]) na n vozliséih, ki jo oznacimo s P,, je graf, ki ima vozlisc¢a

V1, V2, ..., Up 1T POVEZAVE V1V, VU3, ..., Un_1Un. Je preprost graf, ki tma n vozlis¢ in n — 1

1mata stopnjo 1.
V(P,) = {v1,v2, ..., 05} (1.5)
E(Pn) = {Ui’l}i_;,_l‘l << n} (1.6)

Definicija 1.13 Cikel (slika 1) na n vozliscih, ki ga oznacimo s Cy, dobimo iz poti Py,

n > 3, tako da dodamo povezavo viv,. Cikel ima n povezav.
V(Cy) = {v1,v2, ..., 05} (1.7)

E(Cy) = {vivi1]l <i<n}U{v;,vn} (1.8)

Definicija 1.14 Graf je povezan, c¢e obstaja pot med poljubnim parom vozlisé.

Definicija 1.15 Drevo je povezan graf brez ciklov.
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Slika 1.5: Cikel Cs.

Poglejmo si nekaj grafov, ki jih lahko definiramo na delno urejeni mnozici.

Definicija 1.16 Naj bo P = (V, <) konéna delno urejena mnozica. Potem je Gp = (V, Ep)
zxy € Ep, éex <y aliy < z, graf primerljivosti delno urejene mnozice P. G = (V, E) je

graf primerljivosti, ¢e obstaja delno urejena mnozica P, tako da je G ~ Gp.
Obstaja tudi povezava med usmerjenim in neusmerjenim grafom:

Definicija 1.17 Naj bo G = (V, E) neusmerjeni graf, pri cemer je V- mnoZica vozlisé grafa
G in E mnoZica neusmerjenih povezav. Potem je usmerjeni graf G' = (V, E') orientacija
grafa G, ¢e za vse povezave xy € E velja ena od usmerjenosti ali (z,y) € E' ali (y,z) € E'
ter za vse pare (x,y) € E' velja xy € E.

Usmerjeni graf G' je tranzitivna orientacija neusmerjenega grafa G, ée je E' tranzitivna
dvoclena relacija nad mnoZico tock V.

Usmerjeni graf G' je aciklicna orientacija neusmerjenega grafa G, ée v usmerjenem grafu

G’ ni usmerjenih ciklov.

Ce je G' = (V, E') usmerjeni graf, potem je G = (V, E) z xy € E ¢e in samo ¢e (z,y) € E’

ali (y,z) € E’ osnoven neusmerjeni graf G.

Opomba 1.18 Po definiciji je neusmerjeni graf G graf primerljivosti, ¢e in samo ce ima

graf G acikliéno tranzitivno orientacijo.
Vsaka relacija delne urejenosti nad Venoli¢no doloca relacijo pokritja.
Definicija 1.19 Naj bo P = (V,<). Element x € V je pokrit zy € V, ¢e je x < y in

ne obstaja tak z € V', da velja © < z < y. Graf pokritij delno urejene mnozice (P, <) je
neusmerjeni graf G = (V, E), tako da xy € E, ¢e x pokriva y ali y pokriva x.



1.2 Grafi delnih urejenosti 10

® Uy

® v

Slika 1.6: Primer grafa pokritij.

Zgled. Za vozlisce vy (slika[LL6]) je prvi pogoj izpolnjen za vsa tri vozlisca (ve < v3, va < v4
in vy < ws), ki lezijo v ravnini nad vozlis¢em vo. Vendar le za vozlisée vs velja tudi, da
ne obstaja taksno vozlisée, ki lezi med vy in vz oziroma ne obstaja z € V: vy < 2z < wvs.

Vozlis¢ée v3 torej pokriva vozlisce vo.

Trditev 1.20 (Brightwell, Brandstddt in Le ter Spinrad, [2]) Problem, alije graf G

graf pokritij za kaksno delno urejeno mmnoZzico, je NP-poln problem.

Posamezen problem, kjer znotraj mnozice vseh moznih podatkov iS¢emo tiste z neko dolo¢eno
lastnostjo, imenujemo odlocitveni problem. Odlo¢itveni problem je v razredu P, ¢e za nje-
govo reSevanje obstaja polinomski algoritem. V razredu NP pa so odlocitveni problemi, ki
jih je mogoce resiti v polinomskem c¢asu z nedeterministicnim algoritmom. Obstaja torej
nek polinomski algoritem, ki v primeru pozitivnega odgovora preveri pravilnost odgovora.
Ocitno je torej, da je P C NP, vendar velja domneva P # NP (Zerovnik, [31]).

NP

Slika 1.7: Razredi odloc¢itvenih problemov
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V razredu NP pomembno podmnozico predstavljajo NP-polni problemsi, ki jih oznac¢ujemo z
NPC zaradi angl. NP complete. Za NP probleme velja naslednje: ¢e bi obstajal polinomski
algoritem, s katerim bi lahko problem resili, potem bi lahko v polinomskem casu resili vse
probleme iz NP, torej bi bilo P = NP. Velja pa tudi obratno: ¢e bi dokazali, da za enega
od NP-polnih problemov ni mogoce zapisati polinomskega algoritma, potem bi to veljalo
za vse probleme iz NPC. V razredu NP-polnih problemov so mnogi tezki problemi, zato je
zelo verjetno, da velja P # NP (Zerovnik, [31]).

Delno urejenost lahko predstavimo s Hassejevim diagramom: elemente mnozice predstavimo
s tockami v ravnini tako, da za poljubna elementa a in b velja
(i) ¢e a <b, potem b lezi nad a,

(ii) a in b povezemo, ¢e b pokriva a.

Definicija 1.21 Hassejev diagram D delno urejene mnozice P = (V,<) je predstavitev

grafa pokritiyj P v ravnini tako, da c¢e je x <y, potem x v ravnini leZi nizje od vy.

Pri zgledu na sliki tako opazimo, da vozlisée vo lezi v ravnini nizje kot vozlisée vs.

Podobno velja za ostale primerljive pare. Slika torej predstavlja Hassejev diagram.

FEna izmed lastnosti delno urejene mnozice je tudi N-prostost:

Definicija 1.22 Delno urejena mnozica P je N-prosta, ¢e diagram delno urejene mnoZice
P ne vsebuje stirih vozlis¢ a,b,c,d tako da je mnoZica povezav v diagramu med a,b,c,d
natanko (a,b), (c,b), (¢, d).

Zgled. N je delno urejena mnozica (slika [[8), ki vsebuje vozliséa a, b, ¢, d, tako da a < c,

b < ¢, b < d, bneprimerljiv z a, a neprimerljiv z d in d neprimerljiv s c.

C d

a b

Slika 1.8: Primer delno urejene mnozice, ki vsebuje N (levo) in primer N-proste delno
urejene mnozice P (desno).
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S postopkom, imenovanim subdivizija, lahko vedno ustvarimo N-prosto delno urejeno mno-

zico. Subdivizijo dobimo, ¢e na povezan graf G dodamo tocke stopnje 2.

Delna urejenost je torej pomemben odnos med re¢mi v moderni matematiki. Pomembna
in uporabna lastnost relacij pa je tudi ekvivalentnost, ki si jo bomo pogledali v naslednjem

poglavju.



Poglavje 2

Podatkovna hierarhija in njen graf

pokritij

V tem poglavju si bomo najprej pogledali definicijo ekvivalentnosti ter primere ekvivalen¢ne
relacije. Nato bomo definirali relacijo finejsi, seznanili se bomo s pojmom podatkovna
hierarhija in definirali njen graf pokritij. Ob koncu poglavja se bomo posvetili Se grafom,

ki lahko predstavljajo grafe podatkovnih hierarhij.

Definicija 2.1 Relacija R CV x V je ekvivalencna relacija, ce je

(i) refleksivna: Yv € V wvelja: (v,v) € R,
(i) simetricna: Yu,v € V velja: ¢e (u,v) € R, potem (v,u) € R,
(iii) tranzitivna: Yu,v,w € V wvelja: ¢e (u,v) € R in (v,w) € R, potem (u,w) € R.

Je dvoclena relacija in v matematiki obi¢ajno oznacena s simbolom ~. Z uporabo tega

znaka lahko zgornje lastnosti zapisemo kot:

(i) za vsak a velja a ~ a,
(ii) iz a ~ b sledi b ~ a,
(iii) iza~Dbin b~ csledia~ c.
Zgled. Preprost primer ekvivalenc¢ne relacije je vzporednost premic. Dober primer pred-

stavlja tudi relacija kongruence po modulu k& v mnozici celih §tevil, kjer je k£ poljubno celo

Stevilo, razlicno od 0.

13
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a=b(mod k) < a—bdeljiv z k.

Najpomembnejsa lastnost ekvivalencne relacije je, da mnozico V razdeli na neprazne in
paroma tuje podmnoZice, katerth unija je osnovna mnoZica V. Tem podmnozicam recemo

ekvivalencéni razredi:

Definicija 2.2 Naj bo R ekvivalencna relacija na V. Za x € V z R[z] ozna¢imo mnoZico
elementov, ki so z x v relaciji R, torej Rlx] = {y € V | xRy}. To podmnoZico imenujemo

ekvivalencni razred elementa x glede na ekvivalencno relacijo R.

Ekvivalen¢ni razred torej dobimo , da iz mnozice V' izberemo poljubni element x in mu
priredimo tisto podmnozico mnozice V', v kateri so natanko kotisti elementi, ki so v relaciji

R 7z x. Velja pa tudi naslednje:

Trditev 2.3 Ce sta = in y € V, potem velja natanko ena od moznosti: R[x] = R[y] ali
R[z] N R[y] = 0.

Dokaz. Naj bosta x,y € V. Velja natanko ena od moznosti: y € [z] ali y ¢ [z].

v

Slika 2.1: Ekvivalenc¢ni razredi

(i) Cey € [z] potem [z] = [y].
Po definiciji velja: y € [x] = zRy. Naj bo z poljuben element iz [z]. Potem sledi
xRz in zaradi simetri¢nosti ekvivalencéne relacije sledi zRz. Ce velja zRz in zRy
potem zaradi tranzitivnosti ekvivalenéne relacije velja tudi zRy. Ce pa je z v relaciji
R 7 y, potem je zaradi simetri¢nosti tudi yRz, iz ¢esar sledi z € [y|. Tako torej velja

[z] C [y]. Podobno dokazemo tudi [y] C [z]. Ce velja [z] C [y] in [y] C [z], potem je



15

(ii) Ce y ¢ [z] potem [z] N [y] = 0.
Predpostavimo nasprotno. Naj obstaja tak z € [#] N [y]. Ce je z element preseka
ekvivalené¢nih razredov, potem lezi v vsakem ekvivalenénem razredu in je torej z € [z]
in z € [y]. Potem je po definiciji xRz in yRz. Zaradi simetri¢nosti iz yRz sledi
zRy. Po tranzitivnosti pa zaradi Rz in zRy sledi 2Ry oziroma sledi y € [z].

y € [z] je v protislovju z domnevo y ¢ [z].

Iz (i) in (ii) sledi trditev. O

Posledica 2.4 MnoZica vseh ekvivalencénih razredov predstavlja razbitje mnoZice V.

Zgled. Nadaljujmo s prejsnjim zgledom.

Ekvivalen¢ni razredi so v primeru relacije kongruentnosti razredi ostankov po modulu k. V
vsakem ekvivalenénem razredu so torej vsa tista cela Stevila, ki dajo pri deljenju s k isti
ostanek. O¢itno je, da je taksih razredov natanko k.

Poglejmo si primer kongruentnosti po modulu 2. Poljubni §tevili m in n sta v relaciji, ¢e
pri deljenju s Stevilom 2 dobimo isti ostanek. Tako mnozica naravnih Stevil razpade na
mnozico sodih {2,4,6, ...} in mnozico lihih Stevil {1,3,5,...}.

Vpeljimo Se pojem finosti dveh relacij:
Definicija 2.5 Ekvivalencéna relacija Ry je finejSa od ekvivalencéne relacije Ry (oziroma
s simbolom Ry = Ry), ¢e za vsak ekvivalencni razred Ri|x| velja, da je vsebovan v ekvi-

valencénem razredu Ry(x], Ri[z] C Ralx].

Zgled. Imamo naslove:

1. Koroska cesta 158, 2000 Maribor, Slovenija

2. Koroska cesta 160, 2000 Maribor, Slovenija

w

. Ljubljanska cesta 13, 2000 Maribor, Slovenija

4. Koroska cesta 17, 2360 Radlje ob Dravi, Slovenija

Na podlagi zgleda definiramo ekvivalenéno relacijo: ~y pomeni, da sta naslova v isti ulici,

~ ., da sta naslova v istem mestu in ~p v isti drzavi.

Potem za nas zgled velja:
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Radlje ob Dravi

@ Maribor

Slika 2.2: Mnozica naslovov.

lrp2 143 1oyd
L2 13 1odpd
l~p2 1~p3 1l~pd

Opazimo, da Ce sta naslova v relaciji ulice, sta tudi v relaciji mesta in drzave oziroma ¢e sta
v relaciji mesta, sta tudi v relaciji drzave. Vendar pa ni nujno, da ¢e sta naslova v relaciji
drzave, da sta tudi v relaciji ulice oziroma mesta. Na primer naslov 1 in naslov 4 imata
sicer isto ime ulice, vendar to ni ista ulica, saj je v razlicnih mestih. Tako sta le v relaciji

drzave in ne tudi v relaciji mesta oziroma ulice.
~D
~M
~U

Slika 2.3: Primer ekvivalentnosti naslovov.

Po definiciji 28 potem velja ~y =<~y < ~p.

Trditev 2.6 Naj bo D mnoZica podatkov in V. mnoZica ekvivalencni relacij nad D. Relacija

= delno ureja mnozico ekvivalencnih relaciy V.

Dokaz. Naj bo D mnozica podatkov (slika [24]).

Da bo =< delna urejenost, je potrebno dokazati lastnosti iz definicije
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Slika 2.4: Relacija = nad mnozico podatkov D.

(i) Refleksivnost: R;[z] C Ri[x].

Vsak ekvivalencni razred je vsebovan sam v sebi, torej po definiciji 23] velja R < Rj.

(ii) Antisimetri¢nost: Ry < Ry in Ry = Ry = R1 = Ry
< Ry = Ry sledi Vx : Ry[x] C Ra[x].
Ce je ekvivalenéni razred Rj[z] vsebovan v ekvivalenénem razredu Ry[z], potem je
vsak element ekvivalen¢nega razreda Rj[z] v ekvivalenénem razredu Ra[z]|. In e je
vsak element Ry[z] v Ri[x], potem sta ekvivalen¢na razreda lahko le enaka, oziroma
je Ri[z] = Ra[z]. Ker so ekvivalen¢ni razredi za vsak element enaki, sta po definiciji
tudi relaciji enaki.

(iii) Tranzitivnost: Ri[z] C Rex] in Ro[z] C Rs[z] = Ri[z] C Rs[z].
Ce je vsak element ekvivalenénega razreda Ri[z] v ekvivalencnem razredu Ry[z] in je
vsak element ekvivalenénega razreda Rs|x] v ekvivalenénem razredu Rs[z], potem je
vsak element iz Ry[z] v Rs[z]. Po definiciji sledi Ry < Rs.

Iz (i), (ii) in (iii) sledi zgornja trditev. O

Definicija 2.7 Naj bo D mnoZica podatkov in V mmnoZica ekvivalenénih relacij nad D. Par

(D, V) imenujemo podatkovna hierarhija.

Iz trditve sklepamo, da je vsaka podatkovna hierarhija delno urejena z relacijo <. Zato

lahko definiramo:
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Definicija 2.8 Graf pokritij delne urejenosti (V, <) imenujemo reducirani graf podatkovne

hierarhije.

Zgled. Naj bo D mnozica naslovov in V mnozica ekvivalen¢nih relacij ~;, ~;s in ~p nad

naslovi. Par H = (D, V') predstavlja podatkovno hierarhijo nad mnozico naslovov.

Zgled. Naj par Hgy = (N, Vi) predstavlja podatkovno hierarhijo vseh deliteljev stevila 60.
Podatkovno hierarhijo nam generirajo kongruentnosti po modulih 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12,
15, 20, 30, 60 (slika 2.

Slika 2.5: Podatkovna hierarhija Hgy = (N, Vi).

Vprasanje 2.9 Vprasamo se, kateri grafi lahko nastopajo kot grafi podatkovnih hierarhij.

Zaradi kasnejse uporabe vpeljimo nove oznake:

D, ={1,2,....,n}. (2.1)
Ey (i, ] = {[i, )] "N} U {{k} [k & [i, ]} (2.2)
VP = (B, [LE] |k =1,2,..n}. (2.3)

Trditev 2.10 Za n > 1 je graf podatkovne hierarhije H, = (D,,V{) pot na n vozlis¢ih
P,.
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E,[1,n]

E,[1,n —1]

® F.[1,3]

0 £,.[1,2]

® £.1.1]

Slika 2.6: Za poljuben n.

Dokaz. Pot P, ima naslednjo obliko (slika [2.0]):

Pri tem je po vpeljavi oznak 211 22] in 23
En[L1] = {{1},{2},{3},..{An — 1} . {n}},
En[1,2] = {{1,2},{3},. { — 1}, {n}},
Bal1,8] = {{1,2,3}, {4},... In — 1}, {n}},
E,[1,n—1]={{1,2,3,...,n—1},{n}} in
E,1,n] ={{1,2,3,...,n—1,n}}.

Dokazati je torej potrebno, da E,[1,l + 1] pokriva E,[1,!] oziroma je
E,[1,1] X E,[1,1+4 1]

za poljuben [ € {1,2,3,...,n}.

Vidimo, da obstajata dve moznosti:

1. ¢e jel € {[i,j]NN} in [ < j, potem iz tega sledi, da je [ znotraj mnozice {1,...,5}
in velja tudi, da je I € {1,...,4,7 + 1}, torej velja I € {[i,j + 1] NN}. Ce je torej I
znotraj ene mnozice z ve¢ elementi, bo tudi na viSjem nivoju hierarhije znotraj te iste

mnozice z enim elementom vec;

2. v primeru, da je [ na j-tem nivoju podatkovne hierarhije edini element v svoji mnozici,
torej velja {{1,2},{3},....,{l},....,{n —1},{n}}. V tem primeru za naslednji nivo

obstajata ponovno dve moznosti:
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2.1. ¢e je l = j + 1 oziroma velja {{1,2,...,5},{l},...,{n — 1} ,{n}}, potem bo na
naslednjem koraku [ v mnozici z ve¢imi elementi in ne bo ve¢ le edini pred-
stavnik svoje mnozice. Torej bo iz | € {{k}|k ¢ [i,j]} in [ = j + 1 sledilo
le{[i,j+ 1] NN};

2.2. v drugem primeru pa bo [ > j+1, torej je Ze na j-tem nivoju [ edini predstavnik
svoje mnozice in velja {{1,2,....75},{j+1},....{l},...,{n —1},{n}} Tudi na
(j + 1)-koraku bo [ se vedno edini predstavnik svoje mnozice in bo veljalo
1,2, 4,5+ 1}, ... {l},....{n — 1} ,{n}}. V tem primeru je torej
le {{k}|k & [i,j]}inl>j+1. Iz tegasledil € {{k} |k ¢ [i,7 +1]};

Po tranzitivnosti je E,[1, k|[l] C E,[1,j][l] za Vj > k, VI, torej E,[1, k] = Ey[1, j].

Za pot P, torej velja zgornja trditev.

Trditev 2.11 Za n > 4 je graf podatkovne hierarhije H, = (D, V) cikel na n vozlis¢ih
Ch.

Dokaz. Predpostavimo, da je n sodo stevilo.

Pri ciklu C,, bomo na Trditev ZI1] dokazali na podoben nacin kot pri poti P,. Dokazati
moramo, da Ey[1,j] X Ep[l,j 4+ 1] za j € {1,2,...,%} za desno stran cikla in E,[l, 5] <

Enll-1,5]zal € {2, 3, ..., %} za levo stran cikla. Nato bomo le Se dokazali, da je E,[5, §] =

E,[1,1] in zgornja trditev bo dokazana.

Vemo, da velja E,[1,j] < E,[1,j + 1], saj smo to ze dokazali pri poti. Torej na enak nacin

B, g] - {{1,2,3,..., g} , {g + 1},...,{n}}
a2, 5] = {1}, {2.3,.. 7 }.{5 +1}
By -3 0= {1}, {5 -3 -22-10 (D41}, ()
Eals =2, 2= {1} {5 - 2.5 - 1.2} {5 +1} s fn}}
st ={th {5151 {5 1) (0]

a5, 2] = {1,421, {g} , {g +1}, 0 {0}

za

E,|

vemo, da je

Enl3, 3] = Enl

55 — 1L 3] 2 Eu[5 —2,5] 2 Eyf

n
2
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E,[1, 5]
E,[22,7] o/.\o E,1,2 —1]
En[3 —3.3] E,[1,4]
En[% -2, %] E [1 3]
Eal3 =13 E,[1,2]
E,[1,1]

Slika 2.7: Cikel na n vozliscih, kjer je n sodo stevilo.

Ker je E, [ 1], saj je vsak element predstavnik svoje mnozice, potem velja tudi

%%] En[L,
[% %]_<E[ _ ]jEn[%f?’ag] '<E[ ]jEn[la%]

Torej za n je sodo Stevilo velja zgornja trditev. Pa si poglejmo Se, ali velja tudi za liho

Stevilo n.

B2, 211 & @ E,[1, 2 4 1]

2 L] L]
E,["5 — 2,5 +1] E,[1,4]
B, [" - 1,5 + 1] E,[1,3]
B, [+, 2 4+ 1] E,[1,2]
E,[1,1]

Slika 2.8: Cikel na n vozlis¢ih, kjer je n liho stevilo.

Opazimo, da zgornja trditev prav tako drzi za n je liho Stevilo, vendar zgornja elementa v
ciklu, E,[1, "T‘H +1]in E,[2, ”7“ + 1], nista primerljiva, kot v ciklu s sodim §tevilom vozlisé

n.

Opomba 2.12 Za tricikel oziroma cikel na 3 vozliscih trditev 211 ne drZi, saj bi dobili

tranzitivne povezave, ki pa jih v grafu pokritij ni.
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E3[1, 3]

E5[1,2]

E3[1,1]

Slika 2.9: Tricikel

Tranzitivne povezave so povezave, ki jih graf pokritij ne vsebuje.
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Poglavje 3

Odkrivanje znanja v podatkih in

razvrscanje v skupine

V ¢asu mnozi¢ne uporabe racunalnikov so se razsirile tudi ra¢unalniske baze podatkov.
S tem se je pojavila potreba po orodjih, ki bi iz mnozice podatkov pridobila uporabno
znanje. Razvila se je nova informacijska tehnologija - odkrivanje znanja in podatkovno
rudarjenje - ki nam omogoca hranjenje, obdelavo in analizo podatkov. V teh podatkih tako
odkrivamo nove zakonitosti in jih poskusamo uporabiti na ve¢ podroc¢jih, med drugim tudi

za napovedovanje prihodnjih dogodkov.

V tem poglavju si bomo pogledali, kaj sploh je odkrivanje znanja v podatkih ter iz katerih
faz je postopek oziroma proces odkrivanja sestavljen. Bolj podrobno si bomo pogledali eno

izmed faz odkrivanja znanja v podatkih, t.j. podatkovno rudarjenje.

Odkrivanje znanja v podatkih (angl. Knowledge Discovery in Databases, KDD) je netrivialen
proces odkrivanja implicitnega, do sedaj neznanega in potencialno uporabnega znanja iz
podatkov (Han in Kamber, [§]). To pa je podrocje, ki temelji na metodah in algoritmih
umetne inteligence ter njenega ozjega podrocja strojnega ucenja (Kononenko, [I3]). Strojno
ucenje je ena izmed bolj uc¢inkovitih moznosti za obdelavo velike kolicine podatkov. Je
skupek metod in postopkov, s katerimi lahko iz velike koli¢ine podatkov pridobimo oziroma

izlus¢imo znanje in informacije (Stajdohar in Standeker, [23]).

Proces odkrivanja uporabnih vzorcev v podatkih ima ve¢ izrazov - podatkovno rudarjenje
(angl. data mining), izkopavanje znanja (angl. knowledge extraction), zetev informacij
(angl. information harvesting), odkrivanje informacij (angl. information discovery), izkopa-
vanje znanja (angl. knowledge mining), obdelava podatkovnih vzorcev (angl. data pattern

processing) itd. Kot najprimernejsi izraz je bil leta 1989 na prvi delavnici o odkrivanju

24
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Slika 3.1: Rudarjenje podatkov, vir: Han in Kamber, [§]

znanja v Detroitu, ZDA predlagan izraz odkrivanje znanja v zbirkah podatkov oziroma od-
krivanje znanja v podatkih (Kozuh, [15]).

Odkrivanje znanja v podatkih je proces, ki vsebuje 7 faz (Han in Kamber, []):

—_

. Cis¢enje podatkov

2. Integracija podatkov (oblikovanje podatkovnega skladisca)
3. Selekcija podatkov

4. Transformacija podatkov

5. Podatkovno rudarjenje

6. Vrednotenje podatkov

7. Predstavitev podatkov

Prve stiri faze (1., 2., 3. in 4. faza) bi lahko poimenovali priprava podatkov oziroma pred-

obdelava pridobljenih podatkov, kateri sledijo metode rudarjenja in iskanja zakonitosti v
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Slika 3.2: Podatkovno rudajenje kot korak v procesu odkrivanja znanja, vir: Han in
Kamber, [§]

podatkih (5. faza). Po uporabi tehnik podatkovnega rudarjenja sledi Se poobdelava podat-
kov (6. in 7. faza). Rezultat odkrivanja znanja v podatkih je neko novo znanje oziroma
informacija, ki smo jo pridobili iz pridobljenih podatkov (Podpecan, [16]). S pomocjo
podatkovnega rudarjenja smo tako izbrali najboljse in jih primerno predstavili. Sedaj je

potrebno pridobljeno znanje le Se uporabiti.

Namen procesa KDD je izkoris¢anje podatkov kot vir znanja za boljSe odloc¢anje in delovanje
(Bohanec, [I]). S KDD zelimo v podatkih odkriti zakonitosti, pravila oziroma vzorce, s ka-
terimi bi analitiku omogo¢ili napovedati pridhodnje primere. Omogoca nam, da na podlagi

preteklih podatkov napovemo, kaj bo v prihodnje (npr. analiza nakupovalne kosarice).

Podatkovno rudarjenje (angl. Data Mining, DM) je iskanje zakonitosti, vzorcev ali gibanj v
veliki koli¢ini podatkov, zbirki ali skladiséu podatkov, z uporabo namenskih orodij (Slovar
infromatike, [21]). NanaSa se na izkopavanje oziroma rudarjenje znanja iz velike koli¢ine
podatkov (Han in Kamber, [§]). Je kljucen, najpomembnejsi korak v procesu odkrivanja

zakonitosti v podatkih. V tej fazi KDD dejansko pride do odkrivanja znanja.
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ZNANJE: modeli, pravila, odvisnosti, vzorei, ...
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2. DM (“rudarjenje”)

Slika 3.3: Faze KDD, vir: Bohanec, [I]

Je tehnika pregledovanja podatkov z namenom odkrivanja pomembnih vzorcev v podatkih.

Tehnika je zelo uporabljana v podjetjih, ki segmentirajo stranke in predvidevajo njihovo

vedenje.

Podatkovno rudarjenje predstavlja izvajanje metod za odkrivanje zakonitosti v podatkih,

medtem ko je KDD celoten proces analize podatkov, vseh sedem faz. DM torej predstavlja

le del vecjega procesa, imenovanega KDD.

Za podatkovno rudarjenje je znacilno, da uporablja Stevilne razlicne metode (Bohanec, [1).

Najpomembnejse metode so (Han in Kamber, [§]):

1.

2.

3.

4.

5.

statisticne metode (osnovne, korelacijske, diskriminantne, regresijske analize)
metode vizualizacije podatkov

metode strojnega ucenja (odlo¢itvena drevesa)

metode gradnje asociacijskih (povezovalnih) pravil

razvrscanje v skupine

Kot se razliéni strokovnjaki ne strinjajo z definicijo podatkovnega rudarjenja, se razhajanja

najdejo tudi med tehnikami. Vendar menim, da bi se vecina strinjala, da so vsi seznami
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nepopolni, saj se nove tehnike odkrivajo in nastajajo dnevno, prav tako pa imajo razlicne

tehnike mnogo razlicic.

V primerjavi s statistiko so rezultati podatkovnega rudarjenja natancnejsi, saj zajamejo
oziroma se prilegajo (vsem) podatkom, medtem ko statisti¢cne metode ne obravnavajo po-

datkov izven pricakovanega vzorca.

3.1 Usmerjeno in neusmerjeno podatkovno

rudarjenje

Podatkovno rudarjenje bi lahko razdelili na usmerjeno in neusmerjeno podatkovno rudar-
jenje. Usmerjen pristop poteka od vrha navzdol in to¢no vemo, kaj is¢emo. Ciljna spre-
menljivka je vnaprej dolo¢ena. Pri neusmerjenem podatkovnem rudarjenju pa cilj ni v
naprej dolocen. V primeru odkritja zakonitosti, vzorcev v podatkih, mi odlo¢imo o nji-
hovi pomembnosti oziroma nepomembnosti. Med usmerjeno podatkovno rudarjenje spada
klasifikacija, ocenjevanje in napredovanje. Aktivnosti neusmerjenega pa so opisovanje in

vizualizacija, asociacije ter razvrscanje.

Klasifikacija je postopek, s katerim enote, ki jih opazujemo, analiziramo ter razporedimo
v vnaprej oblikovane razrede. Postopek, s katerim na podlagi vhodnih podatkov ocenimo
vrednost doloc¢ene spremenljivke, ki predstavlja posamezno lastnost opazovane enote, se
imenuje ocenjevanje. Napredovanje je aktivnost, pri kateri se opazovane enote klasificirajno

na podlagi vrednosti spremenljivk v prihodnosti.

Opisovanje in vizualizacija sta postopka, pri katerih gre za pojasnjevanje zakonitosti, ki so
znacilne za podatke v podatkovnih bazah. Vizualizacija predstavlja le graficno predstavitev
opisov. Pojem asociacije nam pove, da gre za ugotavljanje zakonitosti, na podlagi katerih
dolocene stvari spadajo skupaj. Med aktivnosti neusmerjenega podatkovnega rudajenja pa
spada Se razurséanje, kar razumemo kot razvrséanje opazovanih metod v skupine glede na

podobnost.

3.2 Grucenje podatkov v gruce

Ena najpomembnejsih metod podatkovnega rudarjenja je razvrsanje v skupine.

Razvrséanje v skupine ali grucenje podatkov (angl. clustering) je metoda razvrséanja po-
datkovnih objektov v gruce na podlagi podobnih, obi¢ajno lastnosti. Metoda objekte

razvrsti po podobnosti, tako da so objekti znotraj posamezne gruce ¢im bolj pododobni
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tistim znotraj te gruce in so ¢im bolj razli¢ni od objektov znotraj drugih gruc¢. Vsak objekt

je lahko le v eni gruci.

Podrobneje si poglejmo, kaj pomeni razvrscanje objektov v gruce. Na zaCetku imamo
mnozico objektov P = {x1,x9,...,2,}, kjer je n stevilo vseh objektov. V primeru, da
zelimo na koncu dobiti K gruc¢, v katerih se bodo objekti nahajali, pri ¢emer je K celo

Stevilo, is¢emo preslikavo
f:P—{12,...,K}, (3.1)

kjer vsak objekt z; lahko razvstimo v natanko eno gruco Cj, kjer velja 1 < j < K. Rezultat

razvriCanja v gruce je mnozica vseh gru¢ C' = {C1,Co, ...,Ck}.

Razvrscanje v gruce poteka po dolo¢enem kriteriju, ki ga imenujemo mera podobnosti (angl.
similarity measure). Obratna koli¢ina od podobnosti je razlicnost ali celo razdalja, ki se v

literaturi pogosteje uporablja.

Razvrécanje poteka po naslednjih korakih (Kosmelj in Breskvar Zaucer, [14]):

1. Izbiranje enot ter njihovih lastnosti: na zacetku izberemo objekte, ki jih bomo opa-

zovali oziroma merili. Te objekte lahko imenujemo tudi vzorci.

2. Standardizacija spremenljivk: iz vseh znacilnosti izberemo tiste, ki so pomembne. Te
znacilnosti opisemo s spremenljivkami (atributi). Stevilo spremenljivk, ki jih bomo

opazovali, pa nam doloCi razseznost prostora, v katerem se objekti nahajajo.

3. Izbira ustrezne razdalje med enotami: izberemo ustrezno mero podobnosti glede na

objekte (Stevilski ali nominalni tip) in pricakovano strukturo podatkov.

4. Izvajanje metod razvrscanja: izberemo ustrezen algoritem. Ni algoritma, ki bi bil
najbolj ustrezen oziroma najboljsi v vseh primerih, zato izberemo taksnega, ki bo
prilagojen naSsemu problemu. Prav tako lahko uporabimo ve¢ postopkov in nato

izberemo najboljsega.

5. Analiza rezultatov: ocenimo dobljene resitve, saj poznamo zunanje in notranje kri-

terije za oceno kvalitete razvrscanja.

Metode razvrscana v skupine razdelimo na hierarhi¢ne (angl. hierarchical) in nehierarhiéne
metode (Bohanec, [1]) ali delitvene (angl. partional). K razdelitvi, ki jo je podal Bohanec,
pa bi lahko dodali Se geometrijske metode ter vse ostale, ki jih ne moremo razvrstiti v eno

izmed teh treh skupin, razporedimo v skupino preostalih metod (Ferligoj, [5]).
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3.2.1 Nehierarhi¢éne metode

Nehierarhi¢ne metode lahko imenujemo tudi optimizacijske metode (Kosmelj in Breskvar
Zaucer, [14]), saj njihov rezultat predstavlja lokalno optimalne razvrstitve (Gasar in Bo-
hanec, [6]). Njihova posebnost je, da mora uporabnik v naprej podati stevilo skupin iskane
razvrstitve. Pri optimizacijski metodi se na vsakem koraku izracuna dolocena kriterijska
funkcija. 7 drugacno razvrstitvijo elementov se poskuSa doseci, da bi bila vrednost kri-
terijske funkcije ¢im nizja (Kosmelj in Breskvar Zaucer, [14]). Torej nehierarhié¢ne metode
razvrs¢ajo elemente oziroma enote tako, da z izbrano optimizacijsko kriterijsko funkcijo
izboljSujejo vnaprej podano zacetno razvrstitev. Podanih je ve¢ kriterijskih funkcij, med
najbolj znane pa spada kriteryy minimizacije vsote kvadratov razdalj posamezne enote do

teziséa v posamezni skupini (Ferligoj, [5]).

Imenujemo pa jih lahko tudi delitvene metode, saj ne gradijo drevesa mnozic kot hierarhicne,
marve¢ eno samo mnozico gru¢. Mnozico iterativno razdelijo na K gru¢, pri cemer je K
zeleno Stevilo gru¢ oziroma vhodni podatek v algoritem. Cilj je optimizacija funkcije, ki

odraza kvaliteto razvrscanja.

Rezultat teh metod so lokalno optimalne resitve. Zaradi le-teh je priporocljivo, da razvscanje
ponovimo z vec razlicnimi zac¢etnimi razvstitvami, ki so lahko dobljene z razlicnimi meto-

dami. Zacetno razvrstitev oziroma zacetne voditelje lahko dolo¢imo:

(i) nakljuéno,
(ii) ¢im bolj enakomerno razprsimo,

(iii) na osnovi analize podatkov (uporabimo rezultate katere druge metode razvrscanja).
Matrika razli¢nosti med enotami (Ferligoj, [5]):

(i) je lahko podana,

(ii) lahko ra¢unamo sproti.

Glede na to tudi metode razvrséanja delimo v dve skupini. Najbolj znanja optimizaci-
jska metoda razvscanja, ki temelji na ze izraCunanih razli¢nostih med enotami, je metoda
prestavljang (angl. Relocation method). Metoda razvrscanja, ki temelji na sprotnem ra¢unanju
matrike razliénosti med enotami, pa je metoda voditeljev (znana tudi pod imenom K-means,

metoda dinami¢nih oblakov,...).
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Metoda voditeljev

Metoda voditeljev (K-means) je najpogostejSa nehierarhi¢na oziroma delitvena metoda.

Spada med particijsko razvrié¢anje. Racunalnik izbere K tock, ki predstavljajo zacCetne

voditelje. Vsak element, enoto doda najblizjemu voditelju, s ¢emer nastanejo nove skupine.
Naslednji korak predstavlja izrac¢un teziS¢a novo nastale skupine, ki postane nov voditelj.
Postopek se ponavlja, vse dokler se voditelji ne premikajo ve¢. Postopek premesca objekte

med gruc¢ami, vse dokler ne dosezemo lokalnega optimuma oziroma minimiziramo kriterijsko

funkcijo.
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Slika 3.4: a) Korak 1: Tocke so predstavljenje z modro, centroidi oziroma tezisca so
nakljucno dolocena z rdeco. b) Korak 2: Tocke razdelimo v gruce.
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Vhodna podatka metode K-voditeljev sta stevilo voditeljev K in Stevilo objektov n, ki
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jih bomo razvrstili v K grué¢. Na nekem koraku je potrebno izra¢unati nove voditelje po

naslednji enacbi:

pri cemer je N¢, Stevilo objektov v gruci Cy, xy; pa i-ti objekt v gruci Cj.

Algoritem v grobem zapiSemo po naslednjih korakih:

Korak 1: Dolo¢imo zacetne voditelje (tezisca) my, kjer je k =1, ..., K.

Korak 2: Izracunamo razdalje med objekti in voditelji. Razvrstitev dolo¢imo tako, da
vsako enoto priredimo njej najblizjemu voditelju.

Korak 3: Za vsako gruco C} izracunamo njeno tezis¢e my po zgornji enacbi.

Korak 4: Preverimo, ali so teziS¢a spremenila svoj polozaj glede na prej$njo ponovitev.
V primeru spremembe se vrnemo na korak 2, sicer postopek kon¢amo. Postopek koncamo

tudi v primeru prekoracitve stevila ponovitev.
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Slika 3.6: a) Korak 5: Ponovno poistemo tezis¢a gruc. b) Korak 6: Tocke

V vsakem primeru se zgornji postopek enkrat konca, saj imamo kon¢no mnozico enot in s
tem tudi konéno Stevilo korakov. Postopek si podrobneje poglejmo na slikah [3.4] B3] in
B

3.2.2 Geometrijske metode

Razvrscéanje v skupine je lahko enodimenzionalno razvrscanje, kjer objekte razvrséamo v

gruce na osnovi ene same spremenljivke, lahko pa je tudi vecdimenzionalno, kjer na objektih
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Slika 3.7: a) Korak 7: Ponovimo pois¢emo tezisca. b) Korak 8: Razvrstimo objekte
v gruce. Razvrstitev v grucah je stabilna, zato je postopek koncan.

merimo dve, tri ali ve¢ spremenljivk. V primeru dveh ali treh jih lahko predstavimo v dvo- ali
trirazseznem prostoru. Obicajno pa na obravnavanih objektih merimo ve¢ spremenljivk, kar
tezko predstavimo v prostoru. V tem primeru nastopijo geometrijske metode (véasih tudi or-
dinalne metode), ki nam omogocajo preslikavo podatkov iz originalnega vecrazseznega pros-
tora v manj razsezni, obicajno dvorasezni prostor. Najznamenitejsi geometrijski metodi sta
metoda glavnih komponent in metoda vecrazseznostno lestvicenje (Sheppard 1962; Kruskal
1964; Ferligoj, [5]).

3.2.3 Hierarhi¢cne metode

Hierarhi¢ne metode grucenja je prvi definiral S.C. Johnson v Shemah hierahi¢nega grucenja
(angl. Hierarhichal Clustering Schemes) v Psychometrika 1967. So najveckrat uporabljane
metode in temeljijo na zaporednem zdruzevanju dveh ali ve¢ gru¢ v novo gruco ali na
razdruzevanju gruc. Zgradijo celotno strukturo mnozic gru¢; na najvisjem nivoju so vsi
objekti v eni veliki gruci, na najnizjem nivoju pa je vsak objekt svoja gruca. Na vsakem
nivoju vsak objekt po definiciji pripada natanko eni gruc¢i. Rezultat nazorno prikazemo z

drevesom zdruzevanja, imenovanim dendrogram.

Postopek hierarhiénih metod poteka po naslednjih korakih (KoSmelj in Breskvar Zaucer,
[14)):

Korak 1: Vsak objekt predstavlja svojo gruco. Dobimo razvrstitev, v kateri je vsak objekt
svoja gruca.

Korak 2: Izracunamo matriko razdalj.

Korak 3: Na vsakem koraku pois¢emo med seboj najblizji gruci in ju zdruzimo v novo.
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Slika 3.8: Dendrogram

Korak 4: Staro matriko razdalj nadomesti nova matrika razdalj.
Tretji in Getrti korak ponavljamo, dokler niso vsi objekti zdruzeni v eno gruco. Stevilne

metode hierarhi¢nega grucenja se razlikujejo v koraku (iii).

Algoritmi delujejo ali od spodaj navzgor (angl. bottom-up) ali od zgoraj navzdol (angl. top-
down). Tako lahko tudi hierarhiéne metode razvrstimo na aglomerativne oziroma metode
zdruZevangja (angl. agglomerative) ter na metode cepitve (angl. divise). Pri zdruzevalnih
metodah, ki jih lahko imenujemo tudi HAC (angl. hierarchical agglomerative clustering),
postopoma zdruzujemo objekte v vedno vecje gruce od spodaj navzgor - na vsakem nivoju
zdruzimo dolocene gruce skupaj, tako da na koncu dobimo le eno veliko gruco, v kateri so
vsi objekti (slikaB.8]). Pri cepitveni metodi pa je ravno nasprotno, saj le-ti zaénejo na vrhu
z gruco vseh objektov, in na vsakem nivoju doloc¢eno gruco razdelijo v dve, tako da dobimo

vedno manjSe gruce. Postopek je konc¢an, kadar je vsak objekt v svoji grudi.

So zelo priljubljene, saj nam ni potrebno vnaprej dolo¢iti Stevila grué oziroma skupin, kot je
to potrebno pri nehierarhi¢ni metodi, rezultat pa lahko lepo nazorno graficno predstavimo z
dendrogramom oziroma z drevesom zdruZevangja. Hierarhi¢no zdruzevanje pa lahko grafiécno

predstavimo tudi z gnezdnim gruénim diagramom (angl. nested cluster diagram) (slika [B9]).

Zdruzevalne hierarhi¢ne metode so veliko bolj pogoste kot cepitvene, zato se bomo v tem

diplomskem delu osredotocili na njih.

Algoritem bi lahko v grobem opisali kot (Ferligoj, [5]):
Korak 1: Vsaka enota predstavlja svojo gruco: C; = {X;}, X; € E,i=1,2,...,n.

Korak 2: Ponavljaj, dokler ne ostane le ena gruca:



3.2 Grucenje podatkov v gruce 35

G/

@®:

iy (e S R S 2 4

a) b)

Slika 3.9: Hierahi¢no zdruzevanje stirih objektov lahko predstavimo kot dendrogram
(a)) in z ugnezdnim gruénim diagramom (b)), vir: Hou, [L1]

Korak 2.1: doloci najblizji gruco C; in Cj,
Korak 2.2: zdruzi najblizji gruci C; in Cj, v novo skupino C; = C; U Cj:
Korak 2.2.1: zamenjaj gruci C; in Cj, s Cp;

Korak 2.2.2: dolo¢i mere razli¢nosti d med novo gruco Cj in preostalimi.



Poglavje 4

Zdruzevalne hierarhiécne metode

razvrScanja v gruce HAC

Rezultati zdruzevalnih hierarhic¢nih metod oziroma krajse HAC (hierarchical agglomerative
clustering) so tipi¢no predstavljeni s hierarhijo grué¢, ki jo obi¢ajno prikazemo v drevesu
imenovanem dendogram. Je grafiéni prikaz zdruzevanja s pomocjo drevesa. Omogoca nam
vpogled v hierarhi¢no stukturo in pomaga pri doloc¢anju smiselnega stevila gru¢. Smiselno
stevilo skupin dobimo tako, da dendrogram oziroma drevo prerezemo in s tem dobimo

oziroma od¢itamo dobljene skupine (Kosmelj in Breskvar Zaucer, [T4]).

Vsako zdruzevanje v grafu predstavimo z vodoravno ¢rto. Koordinata y vodoravne ¢rte
predstavlja podobnost med dvema gruc¢ama, ki sta bili zdruzeni in sta sedaj videni kot ena
gruca. S premikanjem od dna oziroma listov drevesa proti vrhnjemu vozlis¢u oziroma ko-
renu, nam dendrogram omogoca rekonstrukcijo zgodovine zdruzevanj posameznega primera
[O]. Na sliki vidimo, da sta bili nazadnje zdruzeni gruci {6,1,3} in {5,7,8,2,4}, pred
tem pa {5,7,8} ter {2,4}.

Aglomerativna metoda oziroma metoda zdruzevanja v gruce poteka po istem postopku, kot

razvrSCanje v gruce v prejSnjem poglavju.

Najpomembnejsi del je dolocanje mer razli¢nosti d med novo gruco in ostalimi. Dolo¢amo
jo lahko na ve¢ nac¢inov in ti na¢ini doloc¢ajo razlicne metode hierarhi¢nega zdruzevanja v
skupine. Poznamo veé¢ hierarhi¢nih metod zdruzevanja (minimalna, maksimalna metoda,
pouprecéna, metoda tezis¢, Wardova metoda,...), izhajajo¢ iz mer podobnosti, ki si jih bomo

podrobneje pogledali.

36
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4.1 Mere podobnosti oziroma razli¢nosti

Razvrscanje v gruce zdruzuje objekte, ki so si med seboj podobni. Vendar je podobnost
zaradi svoje ohlapnosti potrebno natancneje definirati. Obicajno je lazje iskati mero ra-

zlicnosti, kjer za vsak par (z,y), kjer je x,y € P, veljajo naslednje lastnosti:

(i) d(x,y) > 0 (nenegativnost),
(i) d(z,y) =0,

(iii) d(z,y) = d(y,x) (simetricnost).
Mero razli¢nosti lahko imenujemo tudi razdalja, ¢e zadosca Se naslednjima dvema pogojema:

(i) d(z,y) =0 = z =y (razlocljivost) in

(ii) zaVz € P:d(x,y) + d(y, z) > d(z, z) (trikotniska neenakost).

V primeru, da zgornje lastnosti ne veljajo, bi lahko drzale nemogoce trditve. V primeru, da
bi ne veljala simetri¢nost, bi veljalo, da je '"Miha podoben Nejcu, vendar Nejc ni Mihu’. Pri
razloc¢ljivosti bi to lahko pomenilo, da lahko obstajajo objekti, ki so razli¢ni, vendar jih ne
moremo lociti. Namesto pogoja trikotniske neenakosti bi drzalo, da je 'Blaz podoben Nejcu
in Blaz je podoben Mihu, vendar Nejc ni podoben Mihi’. Namesto lastnosti d(z,y) = 0 pa
bi lahko drzalo tudi, da je 'Miha bolj podoben Nejcu kot je Nejc podoben sebi’.

Mera razli¢nosti nam pomaga pri izracunu razdalje med dvema tockama oziroma dvema
objektoma. S tem podatkom pa lahko ocenimo mero podobnosti. Vidimo, da manjsa

razdalja pomeni ve¢jo podobnost in obratno.

Ce so enote dolocene s stevilskimi spremenljivkami, najpogosteje uporabljamo evklidsko raz-
daljo. Ce X = (z1,29,....,2,) in Y = (y1, %2, ..., yn) predstavljata enoti, potem je evklidska

razdalja definirana kot

AX,Y) = | (@i — ) (4.1)

=1

Le-ta predstavlja geometri¢no razdaljo med tockami v ve¢dimenzionalnem prostoru. Veckrat

uporabljana je tudi razdalja Manhattan (angl. city-block), ki jo izra¢unamo po enacbi

n

d(X,Y) = Z i — yil. (4.2)

=1
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Obe razdalji, evklidska in Manhattan, predstavljata posebna primera razdalje Minkowskega,

ki je definirana kot
- 1
d(X7 Y) = (Z ‘xl - yi|p>p7p > 0. (43)
i=1

Ce je p = 1, gre za razdaljo Manhattan, v primeru p = 2 pa za evklidsko razdaljo. Prav tako
obstajajo $e nekatere druge razdalje, kot sta Cebiseva ali trdnjavska razdalja in potencna

razdalja.

Ci yiPy, iy
-".'_‘—-,_M__ ,r”.[:z.(__kj

Slika 4.1: Izracun mer podobnosti med tremi skupinami, vir: Ferligoj, [5]

Potrebno je omeniti, da pri binarnih oziroma nominalnih objektih ujemanje med parom
vzorcev merimo s pomocjo frekvenc v kontingencni tabeli. Izbira posamezne mere podob-
nosti d je odvisna od nase izbire in seveda od podatkov. Pomembno je, da pred samim
razvrs¢anjem dobro izberemo ustrezno mero, saj bodo rezultati v veliki meri odvisni od nje.

V tej diplomski nalogi pa bomo uporabljali evklidsko razdaljo.

Na sliki 4] imamo tri objekte oziroma gruce C;, C; in Cj, ki jih bomo na naslednjem
koraku zdruzili z eno izmed metod zdruzevanja. Ker sta gruci C; in C; najblizji, oziroma je
njuna razdalja najmanjsa, ju zdruzimo v novo skupino C; UC;. Nato je potrebno v skladu z
zgornjim postopkom ponovno doloc¢iti mero razli¢nosti med novo nastalo skupino C; UC} in
skupino C}, (Ferligoj, [5]). To novo mero razlicnosti lahko dolo¢imo po eni izmed naslednjih

metod:
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Slika 4.2: Minimalna metoda

4.2 Minimalna metoda

Minimalna metoda (angl. Single Link ali Single Linkage Clustering) ali tudi enojna poveza-

nost temelji na izra¢unu najmanjse razdalje med dvema enotama v matriki razdalj oziroma

zdruzuje najbolj podobne gruce.

Matrika razdalj na sliki je simetri¢na, v njej pa so predstavljene razdalje med objekti

npr. a, b, ¢ in d. Ta metoda je dobra pri rokovanju z neelipti¢cnimi oblikami, vendar je

a b c d

a 0 f g h

Slika 4.3: Matrika razdalj

obc¢utljiva na Sum in zunanje vplive [24].

Razdalja med zZe nastalo skupino ter novim elementom se izracuna po pravilu najbliZjega

soseda (angl. Nearest Neighbor), ki predstavlja minimalno razdaljo.
Askupina,objekt = Minimalna razdalja clanov skupine do objekta

S to metodo izracunamo razdaljo med najblizjima sosedoma izmed dveh razli¢nih gru¢, kot

kaze slika .17l Po sliki 4] bi torej nas izra¢un nove mere razli¢nosti izgledal kot

d(C; U Cy, Cy) = min(d(Ci, C),d(C;, C)). (4.4)
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Zdruzevalni kriterij minimalne metode je lokalen, saj zdruzujemo le gruce, ki so blizu druga
druge. Osredotoc¢imo se izkljuéno na obmocje, kjer sta dve gruc¢i blizu in preostale gruce
ne pridejo v postev. Prav nasprotno pa je pri maksimalni metodi, ki si jo bomo pogledali
kasneje [9].

d d
{ ] [ J
a b c a b c
[ J { ] [ J [ ] g
a) b)
d d
[ J @
a b c a b c
C o @ [ ° @
c) d)

Slika 4.4: Poglejmo si zdruzevanje z minimalno metodo na stirih objektih na sliki a).
Najprej pod b) zdruzimo najblizja elementa, torej {b} in {c}, nato pod ¢) h gruci
{b, ¢} pridruzimo se {a} in na koncu (d)) zdruzimo se {d} in {a,b, c}

Primer zdruzevanja z minimalno metodo vidimo na sliki 4l Matrika razdalj za isti primer

je predstavljena na sliki 4.5 njena graficna predstavitev pa na
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a b c d a be d

4
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d(a, {b, c}) = min(d(a,b), d(a, c)
=min(3,4) =3 /

Slika 4.5: Matrika razdalj pri minimalni metodi na primeru s slike .41
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3 |
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Slika 4.6: a) Dendrogram in b) gnezdni gruéni diagram za primer pri minimalni
metodi

4.3 Maksimalna metoda

Maksimalna metoda (angl. Complete Link ali Complete Linkage Clustering) ali tudi polna
povezanost izracuna razdalje med skupinami po pravilu najbolj oddaljenega soseda (angl.
Furthest Neighbor), kar predstavlja maksimalno razdaljo med objekti oziroma najmanjso
podobnost med dvema objektoma znotraj dveh razlicnih gru¢. Primerna je za naravno

razliéne skupke [10], neprimerna pa za podolgovate, verizne strukture. Slika .7 predstavlja
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Slika 4.7: Maksimalna metoda

uporabo maksimalne metode.
Askupina,objekt = Maksimalna razdalja clanov skupine do objekta
Po sliki ] bi torej nas izra¢un nove mere razli¢nosti izgledal kot
d(C; U 0y, Cy) = max(d(C;, Cy), d(Cj, C)). (4.5)

Zdruzevanje po maksimalni metodi je nelokalno, saj celotna struktura zdruzevanja vpliva

na odlocitve o tem, kaj bomo na naslednjem koraku zdruzili.
Matriko razdalj za maksimalno metodo vidimo na sliki

Tako minimalno kot maksimalno metodo lahko teoreti¢no razlozimo z grafi. Naj bo sg
podobnost dveh grué, ki sta zdruzeni na k-tem koraku in G(si) graf, ki povezuje vse tocke
s podobnostjo najmanj s;. Tako gruce po koraku k pri minimalni metodi predstavljajo
najvecjo mnozico tock, kjer velja, da za vsak par obstaja pot, ki ju povezuje. Pri maksi-
malni metodi pa po k-tem koraku dobimo mnozico tock, ki so popolnoma povezane druga
z drugo. Ta teoreticna razlaga nam razodene pomen imena minimalne metode oziroma
enojne povezanosti ter maksimalne metode oziroma popolne povezanosti. Gruce, povezane
z minimalno metodo, so na koraku k£ najvecje mnozice objektov, ki so povezane z najmanj
eno povezavo s podobnostjo s > si; gruce pri maksimalni metodi so na koraku k najvecje
mnozice objektov, popolnoma povezane ena z drugo s povezavami, katerih podobnost je
s> s [9].

4.4 Povprecna metoda

Pouvpreéna metoda (angl. Group-average agglomerative clustering) racuna razdaljo glede na

povprecje razdalj med vsemi elementi, tudi med elementi iste gruce. Defnirana je torej kot
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Slika 4.8: Primer zdruzevanja po maksimalni metodi

povprecje vseh parov tock v razlicnih gru¢ah. Gre za vmesen pristop med minimalno in
maksimalno metodo. Pri tej metodi je mera razlicnosti gru¢ C; in Cj, katerih velikosti sta

m; in m;, definirana kot

> wec; razlicnost(z,y)
yGCj

razlicnost(C;, Cj) = (4.6)

Prav tako poznamo netehtano skupinsko povpreéine kot tudi tehtano skupinsko povprecje.
Neobtezeno povprecje je primerno za jasno razmejene verizne strukture, medtem ko obtezeno

povprecje uporabljamo, kadar sumimo, da se gruce bistveno razlikujejo v velikosti.
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a b c d a be d

a 0 4 5 4 a 0 5 <o
b 4 0 (1> 5 b, 0 \\
o \
c 5 1 0 |41 d 0 }
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d | 4 | 5 | VAL 0 /
/
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d(a,{b,c}) = maz(d(a,b),d(a,c)y

= max(4,5) =5 /

Slika 4.9: Matrika razdalj pri maksimalni metodi.

Slika 4.10: Povprecna metoda

Askupina,objekt = Povprecna razdalja ¢lanov skupine do obejkta

4.5 Metoda tezisc

Metoda tezis¢é (angl. Centroid method) ali Gowerjeva metoda (angl. Gower method)
izracuna razdaljo med skupinami glede na polozaj njunih tezis¢. Poznamo tako tehtano
kot tudi netehtano tezisce, kjer so pri tehtanemu gruce obtezene Se z velikostjo posamezne

gruce oziroma s Stevilom objektov znotraj gruce.

Po sliki AT bi tako po Gowerjevi metodi izra¢unali mero razliénosti kot
d(C; U Cy, C) = d*(Tij, Tx), (4.7)

kjer je T;; tezisce C; U Oy, T, pa je tezisce gruce Cy.
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Slika 4.11: Postopek zdruzevanja gru¢ po metodi tezis¢ [9]. Opazimo tri ponovitve
racunanja, fi, flo in fi3.

Za razliko od preostalih HAC algoritmov (minimalne, povpreéne in maksimalne metod)
metoda teziS¢ ni monotona. Pojavijo se tako imenovane inverizije oziroma obrati, kjer se

podobnost povec¢a med gru¢enjem. Podobnost lahko definiramo kot negativno razdaljo [9].

4.6 Wardova metoda

Wardova metoda (angl. Ward’s method) je poseben primer hierarhi¢ne metode zdruzevanja,
ki uporablja analizo variance. Mero razlicnosti med novo nastalo gruco, ki je sestavljena iz

C; in C}, in drugo gruco Cj, izracunamo kot

(ni + nj)nk

d(C; UCy,Cy) = —(nz oy +np)

d2(ﬂ,ju Tk)a (48)

pri ¢emer je n; Stevilo enot v C;, T; pa tezisce skupine Cj.

4.7 Dendrogram

Beseda dendrogram izhaja iz grscine, kjer dendron pomeni drevo in gramma risanje. Den-

drogram je drevesni diagram, ki se pogosto uporablja za predstavitev razporeditve grué



4.7 Dendrogram 46

v algoritmih hierarhi¢nega grucenja. Prav tako se pogosto uporablja v biologiji za pred-

stavitev zdruzevanja genov (Wikipedia, [27]).

Dendrogram je graficna predstavitev rezultatov hierarhi¢nega grucenja, kjer je vsak korak
predstavljen kot zdruzitev dveh vej drevesa v eno samo vejo. Veje predstavljajo gruce,

pridobljene na vsakem koraku hierarhi¢nega grucenja.

- .

Slika 4.12: Dendrogram

Dendrogram grafi¢no predstavlja informacije, ki se navezujejo glede na opazovane podatke,
ki so povezani skupaj na razli¢nih nivojih podobnosti/razlicnosti. Na dnu dendrograma je
vsak opazovan objekt svoja gruca. Navpic¢ne ¢rte, ki izhajajo iz teh posameznih gru¢, so
povezane z drugimi navpi¢nimi ¢rtami iz drugih gru¢ s pomocjo vodoravne ¢érte. Vodoravna
¢rta se nahaja na razliénih vrednostih podobnosti/razli¢nosti. Povezovanje gruc se nadaljuje

vse dokler na vrhu dendrograma niso vse gruce zdruzene v eno.

Visina navpi¢nih ¢rt in lestvica na podobnosti/razli¢nosti osi nam daje vizualno predstavo o
jakosti gruc¢enja. Dolge navpi¢ne ¢rte kazejo na bolj izrazito lo¢ljivost med grucami. Dolge
navpi¢ne ¢rte na vrhu dendrogama nakazujejo, da so gruce, predstavljene s temi Crtami,

dobro locene ena od druge. Kratke ¢rte prikazujejo gruce, ki niso tako razlicne (Stata, [22]).

Dendrogrami nam takoj odgovorijo na vprasanje, ali sta dve gruci blizje kot tretja in ju bomo
dodali v novo, ve¢jo gruco. Kljub temu pa je nadziranje originalnih razdalj in prav tako

tudi koeficientov podobnosti pogosto pokazalo, da ¢eprav sta dva objekta blizu skupaj, po
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algoritmu grucenja pristaneta v dveh povsem razlicnih grucah. Zato je grucenje enostavnejse
po le eni dimengziji, ki zdruzi podobne in oddalji ze tako razlicne objekte. Grucenje podatkov
v eni dimenziji, v dendrogramu, zelo posplosi postopek razporeditve gruc in spremeni N P-
tezek problem v N-tezek problem (Bulbeck, [3]).

4.8 Lastnosti HAC

Temeljna predpostavka zdruzevalne metode grucenja je, da zdruzevanje poteka monotoni-
¢no. Monotoni¢no zdruzevanje pomeni, da ¢e so s, So, ..., S podobnosti uspesnih zdruzevanj

metode HAC, potem velja
S1 >89 > 83> ... > Sp_q. (4.9)

V nemonotoni¢nem hierarhi¢nem grucenju obstaja vsaj ena inverzija oziroma obrat, kot
je s; < s;+1, kar spodbija temeljno predpostavko, da vedno izberemo najboljSo mozno
zdruzitev, ki je na vsakem koraku na voljo [9]. Taksno nemonotoniéno hierarhiéno zdruze-

vanje je metoda tezis¢é, kar smo ze omenili.

Kot smo ze omenili, pri HAC ni potrebno vnaprej dolociti stevila gru¢. Vseeno pa obicajno
zelimo kot rezultat dobiti razdelitev na doloceno stevilo gru¢. V tem primeru je potrebno

dendrogram na doloceni tocki prerezati. Obstaja ve¢ moznih nacinov, kje razrezati drevo

([0):

(i) Razrez dendrograma v tocki, kjer je prostor med zdruzitvama najvecji oziroma je na-

jvecja razlika v podobnosti. V taksnih primerih kot rezultat dobimo naravno grucenje.

(ii) Ce zelimo dobiti K grué, drevo razrezemo tako, da dobimo kot rezultat K gruc.

4.9 Casovna in prostorska zahtevnost

Za osnovni zdruzevalni hierahi¢ni algoritem grucenja potrebujemo matriko velikosti n x n.
Predvidevamo, da je le-ta simetri¢na, torej nam zavzame %nQ prostora, pri ¢emer je n Stevilo
objektov, ki jih zdruzujemo. Prostor, ki ga potrebujemo, da sledimo zdruzevanju gruc, je
sorazmeren s Stevilom grué, kar je n — 1, ¢e izklju¢imo objekte, ki so sami v grué¢i. Torej je

skupna prostorska zahtevnost enaka O(n?).

Casovna zahtevnost, ki je potrebna za izraéun matrike razdalj, je O(n?). Po tem koraku

sledi n — 1 iteracij oziroma ponovitev koraka, v katerem ponovno izra¢unamo razdalje novo
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nastalih gru¢ do preostalih, saj je na zacetku n grué, na vsakem koraku pa se zdruzita le dve
gruc¢i. Nato sledi pregledovanje matrike, kjer iS¢emo njen najmanjsi element. 7 linearnim
iskanjem potrebujemo ¢asovno zahtevnost O((n—i+1)?) za i-to ponovitev. Za posodobitev
matrike potrebujemo le O(n — i + 1) ¢asa. Brez prilagoditev bi imeli ¢asovno zahtevnost

O(n3).

Ce razdalje do razliénih grué shranimo v seznam oziroma ustvarimo prioritetno vrsto, lahko
zahtevnost iskanja dveh najblizjih gru¢ zmanjsamo na O(n — i + 1). Kljub vsemu pa Se

vedno potrebujemo casovno zahtevnost O(n%log(n)) (Tan, Steinbach in Kumar, [24]).

Casovna in prostorska zahtevnost hierarhi¢nega grucenja sta zelo zahtevni in z njima zaradi

same zahtevnosti ne zdruzujemo velikih koli¢in podatkov.

4.10 HAC algoritmi

Podrobneje si poglejmo preprost primer algoritma HAC.

PREPROSTHAC(d1, da, ..., dN);
for n=1to N do

for:=1to N do
C[nl[i] = podobnost(d,,d;) (matriko razdalj napolnimo s podobnostmi);

I[n] = 1 (shanjujemo aktivne gruce);

end
end
A =[] (shranjujemo zgodovino grucenja);
for k=1to N —1do
(i,m) = argmax(; my.itmnifi=1a1jm]=13C[i][m] (poiséemo najbolj podobni
grudi);
A.DopAJ((i,m)) (shrani zlitje);
for j =1to N do

Cli][j] = podobnost(i,m,j);

C[j]li] = podobnost(i, m,j) (zaradi simetri¢nosti matrike);
end

I[m] = 0 (izbriSe gruco iz vrste aktivnih);
end

return A
Algorithm 1: Preprost HAC algoritem, vir: [9]

Opazimo, da v preprostem algoritmu najprej izra¢unamo matriko podobnosti C velikosti
n = n. Nato algoritem izvede n — 1 korak zdruzevanja trenutno najbolj podobnih gruc.

V vsaki ponovitvi sta zdruzeni gruci, ki sta si najbolj podobni, matrika C' pa se zatem
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posodobi. Vsa zdruzevanja se shranjujejo v vrsti zdruzevanj A. V vrsti I pa se shranjujejo
gruce, ki so $e na voljo za zdruzevanje. S funkcijo podobnost(i, m, j) izra¢unamo podobnost
gruce j s preostalimi. Pri minimalni metodi na primer izmed C|[j][i] in C[j][m] izberemo

tisto, ki je najvecja [9].

4.11 Prednosti in slabosti hierarhi¢cnih metod

Ena izmed glavnih prednosti je vsekakor graficna predstavitev rezultatov algoritmov, ki jih
lahko predstavimo z drevesom, imenovanim dendrogram. Mnoge Studije so tudi ugotovile,

da s temi algoritmi dobimo tudi gruce boljsih kvalitet.

Na drugi strani slabosti predstavljata velika ¢asovna in prostorska zahtevnost. 7Z drugimi
algoritmi, kot je K-voditeljev, je prostorska zahtevnost enaka O((m+K)n), kjer je m stevilo
objektov in n Stevilo atributov, spremenljivk. Tudi ¢asovna zahtevnost je pri K-voditeljev
boljsa: O(I * K * m x n), kjer je I Stevilo ponovitev. Hierarhi¢no zdruzevanje je torej
neprimerljivo za vecje Stevilo objektov, saj je zelo drago. Prav tako lahko tezave povzrocajo

podatki s Sumi, ve¢dimenzionalni podatki.

dy da dy ds

@@

—
01 234558 7

Slika 4.13: Slabost maksimalne metode HAC, vir: [9]

Slabost minimalne metode je veriZenje (angl. chaining), kar lahko opazimo na sliki
a), saj zaradi lokalnega zdruzevalnega kriterija nastajajo dolge verige. V nasprotju s tem
pa se maksimalna metoda tej tezavi izogne, s ¢imer je ta organizacija gru¢ bolj uporabna.
Kljub temu pa pri tej metodi naletimo na drug problem. Metoda veliko pozornosti nameni
objektom, ki se ne prilagajajo globalni strukturi gruce [9]. Taksen primer vidimo na sliki
Opazimo, da nam maksimalna metoda ustvari dve gruci {{di,ds2},{ds,ds,ds}}. Na-
jbolj primerno bi seveda bilo, ¢e bi kot rezultat dobili gruci {d;} in {ds,ds, d4,ds}, tako pa
nam d; razdeli {da,ds,dy,ds}.

4.12 Primerjava hierarhi¢nih algoritmov grucenja

V tem podpoglavju bomo med seboj primerjali razlicne metode hierarhi¢nega grucenja.



4.12 Primerjava hierarhi¢nih algoritmov grucenja 50

Ze po sami ideji zdruzevanja minimalna metoda poteka po istem algoritmu kot Kruskalov
algoritem za iskanje minimalnega vpetega drevesa. Vendar pa je zaporedje, v katerem so
gruce zdruzene, pri minimalni metodi pomembno. Prav tako maksimalna in povprecna
metoda predstavljata le razli¢ici minimalne metode, kjer uporabimo drugo enabo racunanja

razdalje med grucami.

Slika 4.14: Minimalna metoda (levo) in maksimalna metoda (desno), vir: [9]

Razlike v tvorjenju grué¢ lahko opazimo ze na sliki A.T4l Minimalna metoda (levo) zdruzi dy
in ds, saj je podobnost med njima najve¢ja. Pri maksimalni metodi (desno) pa je razdalja
oziroma podobnost med d; in d4y manjsa kot med d; in dg, zato sta tokrat zdruzena v
drugacne gruce kot pri minimalni metodi. Gruce in tudi pripadajoce grafi¢ne predstavitve

z dendrogramom so za razli¢ne metode razli¢ne.

Na slikah a) in b) ter na sliki a) lahko med seboj primerjamo razli¢ne metode
grucenja na istih podatkih. Na tri razli¢ne nacine smo tocke uspesno razvrstili v eno veliko
gruco, vendar opazimo, da so nac¢ini povezovanja povsem razlicni. Opazimo, da se pri
minimalni metodi (slika[£16 a)) pokaze njena slabost, saj kot rezultat dobimo dolgo verigo.
Temu se pri povpreéni in maksimalni metodi (sliki a) in b)) izognemo. Glede na
rezultate grucenja povprecna metoda, ki je med minimalno in maksimalno, deluje Se najbolj

optimalno.

Na slikah a), b), ¢) in d) lahko opazujemo slabost minimalne metode - verizenja na

vecji mnozici podatkov.

Vsako grucenje lahko, kot smo ze povedali, predstavimo z dendrogramom, ki se od primera
do primera razlikujejo. Slika 17 prikazuje tri mnozice podatkov in zdruzevanje le teh v
gruce z minimalno metodo. Vsako grucenje z leve strani se odraza tudi v dendrogramu
na pripadajo¢i desni strani slike, kjer lahko natan¢neje opazujemo, katere gruce se na
posameznem koraku oziroma na posamezni razdalji zdruzijo. Ce je ve¢ gru¢ na podobni

razdalji, so razlike v visini dendrograma (sredinska slika) minimalne ali celo nicelne.
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Hierarhi¢no grucenje podatkov - POVPRECNA METODA Hierarhicno grucenje podatkov - MAKSIMALNA METODA

(0,0) (0,400 (0,0) (0,400)
a) b)

Slika 4.15: Zdruzevanje 20 tock s povpre¢no (a)) in maksimalno (b)) metodo.

Slika prikazuje zdruzevanje po maksimalni (zgoraj) in povpreéni (spodaj) hierarhi¢ni
metodi grucenja ter pripadajoca dendrograma. Pri maksimalni metodi opazimo, da v gruce
povezuje med seboj res razlicne oziroma oddaljene podatke, medtem ko so si posamezni
podatki blizje in podobnejsi. Povpreéna metoda zaenkrat Se vedno deluje najbolj optimalno.
Zato si bomo pogledali vse tri metode hierarhi¢nega grucenja in njihove dendrograme na
mnozici istih podatkov in nato zakljucili podpoglavje z najprimernejSso metodo hierarhi¢nega

grucenja.

Slike .19, in E.27] prikazujejo hierarhiéno grucéenje z minimalno, povpreéno in maksi-
malno metodo na istih podatkih. Ze na prvi pogled opazimo, da je gruéenje pri povpreéni
metodi najboljsa izbira tako po 2D grucenju na levi strani slike, kot pri dendrogramu. Na-
stisnjen, saj so tudi razdalje, glede na katere gru¢imo podatke, najkrajse, pri maksimalni
metodi pa je ravno obratno in je dendrogram navpi¢no razpotegnjen. Medtem pa je den-
drogram povprecne metode nekje vmes. Opazimo, da sta si dendrogram za povprecno in
maksimalno metodo zelo podobna, ¢eprav do grucenj prihaja na razli¢nih nivojih oziroma
razdaljah, vendar je zaporedje grucenj pri obeh enako. Kljub temu pa sta njuni predstavitvi

v koordinatnih sistemih bistveno drugacni.

V tabeli 1] med seboj primerjamo $tiri metode in opazimo, kot smo ze prej ugotovili na

realnih podatkih, da najboljSo izbiro metode predstavlja povprecna metoda, Ceprav vse
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Hierarhicno grucenje podatkov - MINIMALNA METODA Hierarhiéno gruéenje podatkov - MINIMALNA METODA

(0,0) (0,400) (0,0 (0,400)

a) b)

Hierarhicno grucenje podatkov - MINIMALNA METODA Hierarhiéno gruéene podatkov - MINIMALNA METODA

> .

(0,0) (0,400) (0,0) (0,400)
c) d)

Slika 4.16: Zdruzevanje z minimalno metodo: a) 20 tock, b) 40 tock, ¢) 60 tock in d)
80 tock.

metode delujejo po enakem algoritmu, le na¢ini zdruzevanja so razlicni. Kljub temu pa

izbira metode odvisna tako od posameznika, ki z metodo dela, kot tudi od podatkov, ki jih
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Hierarhicno grucenje podatkov - MINIMALNA METODA

(0,0) (0,400)

Hierarhicno grucenje podatkov - MINIMALNA METODA

0.0 (0,400)

Hierarhi¢no grucenje podatkov - MINIMALNA METODA

,_k;

(0,0) (0,400)

Slika 4.17: Zdruzevanje po minimalni metodi in pripadajo¢i dendrogrami.
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Hierarhicno grucenje podatkov - MAKSIMALNA METODA

(0.0 (0,400)

Hierarhiéno gruéenje podatkov - POVPRECNA METODA

ng

(0,0 (0,400)

Slika 4.18: Zdruzevanje po maksimalni (zgoraj) ter povpreéni (spodaj) metodi in
pripadajoca dendrograma.

za posamezni primer imamo.

Tabela 4.1: Primerjava HAC metod, vir [9]

Metoda Podobnost Opombe
minimalna najvecja efekt verizenja
maksimalna najmanjsa obc¢utljivost na Sume
povpreéna  povprecje vseh najboljsa izbira

metoda tezisc¢ povprecna inverzije
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Slika 4.19: Minimalna metoda hierarhi¢nega grucenja na podatkih za primerjavo s
povprecno in maksimalno metodo.
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Slika 4.20: Povpre¢na metoda hierarhi¢nega grucenja na podatkih za primerjavo z
minimalno in maksimalno metodo.



4.12 Primerjava hierarhi¢nih algoritmov grucenja 57

7
S

<
a
= —

[

w
=
<
=
=
=
=
7]

x
<
=
=
B
-

]
=4

2
£ =)
@

72 3
= o
= e
e
£

2
=
-
®
-

2
b= =

S
e

Slika 4.21: Maksimalna metoda hierarhi¢nega grucenja na podatkih za primerjavo z
minimalno in povpretno metodo.
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Poglavje 5

Grafi podatkovnih hierarhij,

dobljeni tekom grucenja

V zadnjem poglavju si bomo pogledali povezavo med matemati¢nim in racunalniskim de-
lom diplomske naloge. Pokazali bomo, da so podatkovne hierarhije, ki jih dobimo tekom

izvajanja algoritmov hiearhi¢nega grucenja, linearno urejene.

Podatki se na podlagi razlicnih metod zdruzevanja, ki smo si jih pogledali v prejsnjih
dveh poglavjih, razdelijo v gruce. Matemati¢no gledano taksna razdelitev predstavlja ekvi-
valencno relacijo. Dva podatka sta ekvivalentna, ¢e sta v isti gruc¢i. Ker smo podatke prej
razporejali glede na podobnost /razlicnost, sta dva podatka torej v isti gru¢i natanko takrat,

ko sta si podobna.

V primeru n podatkov je torej v algoritmu za hierarhi¢no grucenje preteklo n — 1 korakov,
preden se je le ta izvedel do konca. Na vsakem koraku smo tako dobili novo razporeditev

podatkov v gruce.

Na 1. koraku vsak podatek predstavlja svoj ekvivalenc¢ni razred, torej dno dendrograma
predstavlja n ekvivalenénih razredov. Pri zdruzevanju gru¢ nastajajo novi ekvivalenéni
razredi in vrh dendrograma predstavlja en velik ekvivale¢ni razred oziroma gruco, kjer so

vsi podatki ekvivalentni.

Tekom izvajanja algoritmov grucenja nad mnozico podatkov D dobimo mnozico ekvi-

valencnih relacij V', za katero velja naslednji izrek:

Izrek 5.1 Naj bo D mnozica podatkov in V. mmnoZica ekvivalencénih relacij, ki jih dobimo
pri izvajanju algoritma zdruZevalno hierarhic¢nega grucenja nad D (algoritem[dl). Potem je

reducirani graf podatkovne hierarhije H = (D, V') pot.

59
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Dokaz. Dokaz z indukcijo.
LP.: Graf je pot z E; kot najbolj grobim vozliscem. Iz tega sledi, da je F; <X E; za vsak j
<iin E; A E; za vsak j < i.

i) k=1
Le ena sama particija, ki je razdeljena na k ekvivalen¢nih razredov.
o £
Slika 5.1: k=1

Graf je pot z le 1 vozliséem. Taksna pot je dolzine 0.

i) k— k+ L

Recimo, da je reducirani graf (X, P;) pot na k vozliscih.

FE;41 dobimo iz F; z zdruzevanjem dveh razredov E;. Vsako novo ekvivalenéno relacijo

namre¢ dobimo tako, da zdruzimo dve prejsnji.

Dokazujemo:

- Za vsak korak bomo dokazali, da je relacija na prejSnjem koraku finejsa od
relacije na trenutnem, prav tako pa relaciji nista enaki. Zelimo torej dokazati,
daje B X Eiy1in E; # Eiyq.

Drugi del dokazovane trditve je oc¢iten. Zaradi zgornje trditve, da vsako novo
ekvivalencno relacijo dobimo z zdruzevanjem dveh iz prejSnjega koraka, velja
Ei[x] € Eiy1[z]. Ce je Eix] eden od razredov, ki so bili zdruzeni na koraku
(1 + 1), potem je vsebovanost stroga, v nasprotnem primeru velja E; i[zx] =
Ker je E;[x] vsebovana v E;i;[z] na vsakem koraku, po definiciji o finosti dveh
relacij (definicija 2.0 sledi, da je F; < E;y;.

- Da bo reducirani graf pot, je potrebno poleg finosti pokazati Se, da F;,1 pokriva
E;.

Po definiciji pokritja (definicija [[T9]) velja, da je element = pokrit z y natanko
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takrat, ko je < y in ne obstaja tak element z iz iste mnozice, da veljaz < z < y.

Torej predpostavimo, da velja E; = R X E;;q1. Po LP. velja, da je E; <X E; za
vsak j <iinda Ej A E; za vsak j < i.
Torej velja, da je R = F; ali R = F;y1 in ;1 pokriva F; po definiciji.

Iz tega sledi, da je (X, E;+1) pot na (i+1) vozliscih, kjer je F;;1 najmanj fino krajisce
poti.

(0,0) (0,400) (0,0) (0,400)

Slika 5.2: E; levo in E5 desno.

Posledica 5.2 Za vsak k velja E1 <X Es =< E3 < ... = E}, kjer gre za zdruZevalno hier-
arhicno grucenje. Podobno bi lahko pokazali, da velja Ei > E; > E:; = .. E,;, kjer gre

za cepitveno hierarhicno grucenje.

Posledica 5.3 Vsaka razporeditev gruc¢ na visjem nivoju dendrograma je “bolj groba” od

razporeditve na prejsnjem nivoju.

Izrek 5.4 Naj bo D mnoZica podatkov in V. mmnoZica ekvivalencnih relacij, ki jih dobimo
tekom grucenja mnoZice P z algoritmom K-voditeljev. Potem je graf podatkovne hierarhije
H = (D, V) brez povezav.
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[y N W S

Slika 5.3: Vsaka razporeditev na visjem nivoju je “bolj groba” od tiste na nizjem.

Dokaz. Dokaz s protislovjem.

Dokazujemo, da za vsak j, k ekvivalencna relacija £; ni primerljiva z Fj,.

Predpostavimo nasprotno.

Brez skode za splosnost predpostavimo F; < Fs.

Vsaka relacija Fq, Ey ima k ekvivalen¢nih razredov.

Naj bodo ekvivalené¢ni razredi relacije Fy R1, Ro, ..., Ry.
Za vsak i velja: za vsak x € R; je Eq1[x] C R;, saj smo predpostavili, da velja £} < Es.

Ce obstaja tak ig 3: obstaja x € R;, >: E[z] # R;,, potem ima Ej vsaj k+1 ekvivalenénih
razredov, vsaj po enega za vsak R;, pri Cemer ¢ # iy in vsaj dva za R;,. Prisli smo do pro-

tislovja, saj vemo, da ima E; k ekvivalenc¢nih razredov za vsak j.

Torej Fi|x] = R; za vsak x € R;, za vsak i.
Torej E1 = Ep. Spet smo dobili protislovje, saj za vsak j,k: j # k velja E; # Ej po

lastnostih algoritma K-voditeljev.

Torej nasa zgornja predpostavka ne drzi in E; ni primerljiva z ekvivalen¢no ralacijo Ej,.
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Na vsakem koraku algoritma dobimo razdelitev objektov na mnozice, katerih druzina pred-
stavlja podatkovno hierarhijo. Za hierarhi¢ne algoritme gruc¢enja smo pokazali, da je le-ta
delno urejena z relacijo “biti finej$i” oziroma da je reducirani graf podatkovne hierarhije
enak poti na n — 1 vozlis¢ih. Za nehierarhi¢no metodo K-voditeljev pa kot rezultat dobimo

graf podatkovne hierarhije, ki je brez povezav.
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