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Abstract

Das Modell von Warburton zur analytischen Untersuchung des Peitscheneffekts fiir den Fall eines konstanten
Nachfrageverlaufs fihrt zu einer verzogerten Differentialgleichung, wobei die Einflussgroflen des
Peitscheneffekts die Wiederbeschaffungsverzogerungszeit und die Lagerperiode sind.

Die Wirkungen anderer Nachfrageprozesse auf die Losung der verzégerten Differentialgleichung und damit
des Peitscheneffektes sind zu untersuchen. Dementsprechend ist zu zeigen, dass der Nachfrageprozess des
Typs ,, Autoregressiver Prozess erster Ordnung “ (4R(7)) die Lésung der zugehdrigen Differentialgleichung
bestimmt und der Peitscheneffekt berechnet werden kann.

Keyword: Peitscheneffekt, Autoregressiver Prozess erster Ordnung, Bestellpolitik, verzdgerten

Differentialgleichung, Supply Chain Management.



1 Allgemeine Darstellungen

Die wissenschaftliche Untersuchung der SCM stiitzt sich, was die mathematische Seite
anbelangt, stark auf die Erkenntnisse der System-, Komplexitét- sowie der Chaostheorie. Im
Grunde wird bei den aktuellen Entwicklungen der SCM auf die Erfahrungen aus der System-
Dynamics-Forschung® aufgebaut. Richtungsweisend waren die Arbeiten von Jay. W.
Forrester (MIT) Anfang der 50er Jahre zur Untersuchung der zyklischen
Produktionsschwankungen.

Unsichtbare Unternehmen und E-Business sind Begriffe, die aus dem aktuellen
wirtschaftlichen Denken kaum weg zu denken sind. Die Schnittmenge zwischen diesen
Konzeptionen wird an sich als machtig gesehen. Es fehlt jedoch bisher an einer umfassenden
Untersuchung. Durch einen immer scharfer werdenden Wettbewerbsdruck der globalen
Markte sind Unternehmen gezwungen, ihre Prozesse konsequenter als bisher zu optimieren.
Jedoch haben die flhrenden Unternehmen erkannt, dass eine durchgéangige
Wertschopfungskette mit einer engen Kooperation von Unternehmen ein Erfolg
versprechender  Weg  zur  Bewadltigung  gegensatzlicher ~ Anforderungen  der
Wertschopfungsglieder  ist.  Die  mangelnde  Informationsqualitdt ~ Gber  die
Produktionskapazitaten, die Lagerreichweiten und die Wiederbeschaffungszeiten aller
Wertschopfungsteilnehmern  stehen hinter der Forderung nach Transparenz von
Wertschopfungsketten.

Der Peitscheneffekt ist ein wichtiger Indikator der Erfolgsmessung in die
Wertschopfungskette (WK), deshalb gibt es viele Versuche, den Peitscheneffekt zu messen.
Er bezeichnet dennoch das Phanomen, das auch bei konstanter Nachfrage der Endkunden die
Bestellmengen entlang der Logistikkette, angefangen bei den Einzelhandlern bis hin zu den
Zulieferern, zunehmend variiert.? Eine reine Theorie fiir eine rationale und systematische
Erklarung des Peitscheneffekts gibt es bislang aber noch nicht. Hansman et al. (2005, S. 12)
fiihren aus, dass virtuelle Unternehmen eine relativ neue Kooperationsform darstellen und ihr
Erfolg und vor allem ihre Determinanten noch wenig erforscht sind. Dennoch ist fur das
Verstandnis des Peitscheneffektes die Verdeutlichung der Ursachen fur die Schwankung der
Bestellmengen erforderlich. Schon die Variabilitat in den Bestellungen des Einzelhdndlers ist
viel groRer als jene in der Konsumentennachfrage (s. Abb. 1.1). Lee et al. (1997a, S. 548)

identifiziert als ausschlaggebende Ursachen:

e Ungenauigkeit bei der Vorhersage der Nachfrage

2 Das wurde auch besttigt in der Untersuchung von R. D. H. Warburton.



e Auftragsvergabe in groflen Losen
e Preisanderung
e Engpésse in der Beschaffung

e Verzogerung in den Informationsfliissen

Fur Fiala (2005, S. 420) ist die Informationsasymmetrie die wichtigste Ursache des
Peitscheneffektes. Dariiber hinaus sind diese Faktoren in ihrem Auftreten unabhangig
voneinander, verstarken sich aber gegenseitig, entwickeln eine eigene Dynamik und fihren
zur Erhoéhung der Nachfragemengen (Buxmann 2003, S. 2). Chen et al. gaben im Jahr 1998
an, dass, auch wenn alle Informationen der Wertschopfungsglieder geteilt werden, es immer
noch eine VergroRerung der Bestellrate geben wiirde, die sich allerdings mit weniger

Amplituden auswirken wiirde (Chatfield et al. 2004, S. 342).3
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Abb. 1.1: Der BWE: Vergroerung der Bestellrate vom Endkunden tber den Einzelhdndler bis zum
Hersteller. Die Kurven stellen die Exakten analytischen Losungen der Supply Chain Gleichungen dar

(Quelle: Warburton 2004, S. 154, mod.).
Erléuterung: Order Rate: Bestellrate; Consumer Order Rate: Konsumenten Nachfragerate; Retailer Order Rate: Einzelh&ndler

Bestellrate; Initial Manufacturer Order Rate: Initiale Bestellrate der Hersteller.

Der Peitscheneffekt ist demzufolge in jeder Wertschopfungskette offensichtlich (Witthaut,
S. 1). AuBerdem ist laut Chatfield et al. (2004, S. 340) in der oberen Abbildung eine gute
Erklarung der Erweiterung der Bestellrate vom Endkunden, tber den Einzelhéndler bis hin

zum Hersteller dargestellt. Die Bestellmengen der Endkunden sind relativ stabil und

® Lee, So und Tang (2000) und Dejonckheere et al. (2004) kamen auch zu den gleichen Ergebnissen. (Chatfield
etal. 2004, S. 342.)



gleichméRig, jedoch werden diese immer unregelméliger von dem Einzelhandler bis zu dem
Hersteller.

Vor Beginn dieser Untersuchung ist es erforderlich, sich eine Prognose der
Nachfragezeitreine zu verschaffen, weil sie die Grundlage fir Entscheidungen im
Bestandsmanagement die Nachfrageprognose ist (Thonemann 2005, S. 28). Der folgende
Unterabschnitt beschaftigt sich dementsprechend mit dem Nachfrageprozess vom Typ ,,

Autoregressiver Prozess erster Ordnung.”

1.1  Der Nachfrageprozess vom Typ ,,Autoregressiver Prozess erster
Ordnung*

Zur Ermittlung der Nachfrageprognose ist eine Reihe unterschiedlicher Verfahren entwickelt
worden (Schneeweiss 1999, S. 145). Die Endkunden werden héufiger durch einen
stochastischen, saisonabhdngigen Nachfrageprozess charakterisiert.

Die Nachfragerate ist dargestellt als ein AR(1) (Kahn 1987, S. 668):
D(t)=pD@-1)+d+ u(r). (G1.1.1)
AR(1): Kurzschreibweise eines autoregressiven Prozesses, der auch als Markovprozess*
erster Ordnung bezeichnet wird.

D(t): Die geschatzte Nachfragerate des Zeitpunktes ¢.

P Ist ein Autokorrelationsfaktor mit o |<1.

u(t): Zufalliger Schock, ist unabhangig und identisch verteilt (u () ~ N(0,5%)).
d: Neben dem zufélligen Schocks verandert auch eine strukturelle Komponente den
aktuellen Wert. Das ist ein eisener Bestand (4 > 0 und konstant).

L Kontinuierliche Planungsperiode; ¢ ist eine reelle positive Zahl.

Ein AR(1) l&sst sich als stochastische lineare Differenzengleichung erster Ordnung
beschreiben. In diese Prognosemodelle wird die Zufallsvariable « der Verteilungsfunktion als

zeitlich nicht konstant, mit dem Mittelwert Null und mit vorgegebener Varianz’> (o?)

* Die Markov-Prozesse haben die Eigenschaft, dass die Zukunft des Prozesses zwar von seiner Gegenwart,
jedoch nicht von seiner Vergangenheit abhéngt. Sie sind ein nach dem russischen Mathematiker Markov A. A.
(1856-1922) benanntes und auf Wahrscheinlichkeitsgesetzen basierendes Verfahren.

® Die Varianz, d. h. die quadratische Abweichung zwischen verschiedenen Periodennachfrageniveaus, ist
konstant Uber die Zeit.



angenommen. u(7) ist ein weiBer Rausch-Prozess (white noise)® und die Wahrscheinlichkeit

einer negativen Nachfragerate ist unplausible wenn o << d (Lee et al. 1997, S. 628).
Als kompakte Form l&sst sich (G1.1.1) schreiben als:

t

-1
+>_plu(t—j).fur p=0 (GI.1.2q)

Jj=o

D(t) =d +u(r) fir p=0. (G1.1.2b)

D(t) = p' D(0) + d =2
1-p

Auf Grund der Darstellung in (G/.1.2a) und (G1.1.2b) konnte der Erwartungswert berechnet

werden:
d .
E[D@®)]= 1, fir p#0 (G1.1.3a)
- P

und E[D(t)]=d fir p=0, (G1.1.3b)

der Erwartungswert der Nachfrage ist somit strikt positiv und konstant.

Aullerdem lassen sich die zeitlichen Abhéangigkeiten im Allgemein durch die
Autokorrelationsfolge einer Zeitreihe entdecken, da die Autokorrelation grundsatzlich
wichtige Informationen Uber die Zeitreihe liefert.

Die Autokorrelationsfunktion ¢ (k) ist definiert:

@ (k) = p* (G1.1.4)
k : Zeitabstand zwischen zwei Werten einer Beobachtungsreihe.” (Vk =1.2,....)
Diese Annahme der Nachfrageprozesse ist ein dynamisches Modell, das Beziehungen
zwischen der Nachfrage D(¢) und der vorbestimmten Variablen D(¢ —1) und u(¢) gibt.
Dartiber hinaus muss zunachst vor Beginn dieser Untersuchung der Begriff der Lambert W

Funktion erklart werden.

1.2 Beschreibung von Schwingungen und die Lambert W Funktion

Das Zahlensystem der gewohnlichen Algebra mit den so genannten ,,reellen Zahlen® reicht
nicht aus, um oszillatorische Bewegungen von Variablen zu beschreiben (Allen 1971, S. 110).
Insbesondere liefert es, von speziellen Fallen wie der verzégerten differentialen Gleichung
abgesehen- auch keine Losungen fir Differenzen oder Differentialgleichungen. Das

Zahlensystem muss daher erweitert werden, um auch die so genannten komplexen Zahlen mit

® u(¢) kann von jeder kontinuierlichen Verteilung, z.B. normal, log-normal, Gammas oder exponentiell

gezeichnet werden.

"D. h. Lag (auf English) und ist eine konstante Zeitdifferenz. Die Beziehungen eines dynamischen Modells
mussen grundsétzlich time Lags (Zeitverschiebung) enthalten. Die zeitliche Entwicklung der Variablen im
Modell hangt nicht nur von der Tatsache ab, dass diese Lags existieren, sondern auch noch von der spezifischer
Form dieser Lags (Allen 1971, S.28).



einbezienen zu koénnen. Darliber hinaus verwendet die 0Okonomische Theorie zur
Beschreibung von Schwingungen und oszillatorischen Bewegungen die Algebra komplexer
Zahlen. Oft geschieht dies, in Fallen, in denen das Interesse sich auf Ergebnisse reeller Zahlen
beschréankt. Denn bei Operationen mit reellen Zahlen wird der Operationsbereich dadurch
erweitert, dass die Dimension der komplexen Zahlen zusétzlich zur Verfugung steht (Allen
1971, S 132).

Die bekanntesten Arten von Schwingungen sind diejenigen, die sich mit Hilfe der
trigonometrischen Funktion darstellen lassen. Die hier vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit
der Untersuchung von Fluktuationen der Lagerbestande. Die Beschreibung von
Schwingungen des Lagerbestandes wird mit Hilfe der Lambert -W-Funktion ° dargestellt.

Allerdings handelt es sich in unserer einfachen linearen Darstellung des Supply Chain

Managements um eine vierstufige Kette mit zwei Schnittstelle™:

Konsument: Der Kunde, d. h. der Endabnehmer der Ware.
Einzelhandler: Ist der Handler zwischen dem Konsumenten und Produzenten

Hersteller: Produzent der Ware.

A W N e

Lieferant: Hersteller von Produkten, die der Hersteller fiir die Erzeugung der Ware
bendtigt.
Bei zwei Teilnehmern (Einzelhdndler und Hersteller) werden einzelwirtschaftliche

Entscheidungskalkdile, die Bestellungs- und Lagerhaltungspolitik betreffend diskutiert.

2 Analytische Untersuchungen zum Peitscheneffekt

Stochastisches Verhalten kann im Allgemeinen entweder durch die Stérung des Systems
verursacht werden oder es kann in dem System selbst enthalten sein (Mielke 2005, S. 3).
Stochastische Einfllisse ergeben sich im Lagerhaltungssystem insbesondere durch Stérungen
in innerbetrieblichen Produktions- bzw. Lagerprozessen, im Transportsablauf, Verzogerungen
in der Informationsweitergabe oder auch durch Nachfrageunsicherheit. Allerdings sind im
Allgemeinen stochastische GroRen in einem Modell unerwiinscht.

Vorerst wird ein Modell der Einzelh&ndler dargestellt. Daflir werden fir die Bestell- und
Lagerhaltungspolitik bestimmte Annahmen getroffen.

8 J. H. Lambert (1728-1777) deutsche Mathematiker, Physiker, Astronom und Philosoph.

® Siehe mathematischer Anhang A

% In der vorliegende Arbeit wird nur eine zwei Schnittstelle Supply Chain: Einzelhandler-Hersteller und
Hersteller-Lieferant, wobei die erste Schnittstelle detailliert untersucht wird.



2.1 Einzelhandler-Wertschépfungskette-Modell

Der Prozess aus setzt sich aus einem zeitabhéngigen deterministischen Prozess und einem
rein nicht deterministischen Prozess zusammen. Da die zeitliche Entwicklung dieser Grélien
nicht eindeutig ist, nennt man das System stochastisch. Der Einzelhéndler konzentriert sich
auf die Befriedigung der Konsumenten-Forderung. Dieser stochastische  Ansatz
berucksichtigt die taglichen Schwankungen des Nachfrageprozesses.

Die Aufgabe der Modellierung liegt im Auffinden von Abhangigkeiten innerhalb eines oder
zwischen mehreren Datensatzen. Z. B. wird mit Hilfe des Autoregressiven Prozess erster
Ordnung fur die Nachfrage versucht, eine optimale Bestellmenge der Einzelh&ndler zu

erzielen.

Basierend auf Forrester lautet die Bestellpolitik der Einzelhandler:*

I} —1°()

O (t) = Arg max(0, T—E) (G1.2.1)

I%(¢): Der Lagerbestand? der Einzelhandler in der Zeit .

I} (¢) : Der erwiinschte Lagerbestand der Einzelhandler in der Zeit ¢; d. h. der
Zielbestand, der angibt wie viel am Anfang der Periode erwiinscht wird. Wenn die
Nachfrage geschatzt ist, wird der erwinschte Lagerbestand festgelegt:

I} (t) =1, = Konstant.

T*(¢) : Der Bestellzyklus oder die Lagerperiode der Einzelhandler, d. h. die Zeit zwischen
zwei Bestellungen.”” Dazu wird die Lagerperiode in dem Zeitpunkt ¢ festgelegt:
TE(t)=T".

Die o. g. Bestellpolitik ist angemessener als die Bestellungspolitik anderer Lagerhaltungs-

modelle, wie z. B. die (s, O)-Politik.** Mit der Annahme, dass die Bestellrate auf Null gehen

sollte, wenn der erwiinschte Lagerbestand erreicht ist, ndhert sich diese Bestellpolitik

tatsdchlich mehr der Realitat an. AuRerdem durfen Bestellungen nicht negativ sein.

1 Mit dieser Ermittlung der optimalen Bestellmenge sind allerdings die vorbereitenden Arbeiten zur
Optimierung der Beschaffung nicht ganz beendet. Vorerst musste die optimale Lagerperiode ermittelt werden.

12 Der Lagerbestand ist der tatsachliche Lagerbestand ohne Beriicksichtigung der Bestande, die sich in Pepline
befinden (oder work in process (WIP)).

3 Im Bericht zu den Simulations- und Kontroll-Theorien von Disney, Naim und Towill (2000) abstrahiert die
Praxis, wenn die Periodenlédnge gleich eins (T' = I) eingesetzt wird, um das Defizit in einer Zeitperiode
abzudecken (Warburton 2004, S. 151). Allerdings ist zu vermuten, dass in der betrieblichen Praxis die
Verwendung einheitlicher Bestellzyklen fur mehrere Produkte die hdufig sinnvollere Aggregationsform darstellt
(Tempelmeier 2003, S.25).

¥ Mit den (s, Q) Politik ist gemeint, dass, wenn der Lagerbestand den Bestellpunkt s unterschritten hat, eine
Menge Q nachbestellt wird.



2.1.1 Losung der Supply Chain Gleichung

Der Lagerbilanzgleichung der Einzelh&ndler ist:

dl* (1)
dt

=R*(t) - E[D(1)]. (G1.2.3)

R"(¢): Die Lagerauffiillrate der Einzelhandler in der Zeit «.

Weil sowohl die Einzelhandels- als auch die Herstellungsquantitaten in den Gleichungen
vorkommen, werden die Superskripts, £ und H, eingeschlossen, um die Quantitaten der
Hersteller (H) und die der Einzelh&ndler (E) zu unterscheiden. Wegen der Herstellungs- und
der Transportzeit gibt es eine Verzogerung beim Wiederauffillen. Der Empfang der
Einzelhandler vom Hersteller ist die Anforderung des Einzelhdndlers, die gerade bis zur
Wiederbeschaffungszeit (") verzogert wird. Tatsdchlich tritt fir jede Bestellung eine
determinierte Verzogerung von der Bestellung bis zum Empfang der Guter durch den
Einzelh&ndler ein. Wenn die Nachfrage fiir eine besondere Marke, SchachtelgroRe oder
Mischungen ohne Vorwarnung ansteigt, sind viele Organisationen, auch wenn sie Waren im
Lager vorratig haben, unfahig zu reagieren (Lee 2004, S. 104).

Die Lagerauffiillrate in der Zeit ¢ entspricht der Bestellrate in der Zeit ¢ —z*:

I} -1°(@-1")

RE()=0"(t-7") = o

(G1.2.4)

%1 Wiederbeschaffungszeit der Einzelhandler, die entweder Liefer- und oder

Produktionsverzdgerungszeit ist.
Die Bestellungspolitik (G/.2.4) wird in (Gl.2.3) substituiert wird, dann ist die
Lagerbilanzgleichung:

ar*@) 1°(¢-r) I,
+ =—=—
dt Tt Tt

E[D(@)]. (G1.2.5)

(G1.2.5) kann wie folgt beschrieben werden:

dldt(t) = (170 1" (=" ), EID()])
I, 1"@=7")

f@)= TF . E[D()], (G1.2.6)

wobei 7" eine positive Konstante ist und f als in einer geeigneten offenen Funktion

vorausgesetzt wird. Dies ist eine lineare, inhomogene, stochastische und verzdgerte

Differentialgleichung erster Ordnung. Sie beschreibt den Lagerbestand, in dem der Zustand



des Systems nicht nur von gewissen GroRen zur augenblicklichen Zeit ¢ abhangt, sondern

auch noch von Einflussen, die zum Zeitpunkt ¢ — z* vorherrschen.

Wegen der Zeitverzdgerung in dem Lagerbestandsaufbau gibt es zwei Zeitintervalle:

a)-t<t":

Vor der Zeit z° ist kein Artikel vom Einzelhandler zu bekommen.
Daraus gilt aus (G/.2.4) :

R°(1)=0,
denn aus (GI.2.5) ergibt:

% __B[D@)] = dI* =—E[D(})]dt .

e Fir p =0 istdie Erwartung der Nachfrage aus(G/.1.3b) : E[D(¢)] = d ; daraus folgt

als Losung der Supply-Chain-Gleichung, die gleiche Lésung wie diejenige, die von

Warburton gel6st wurde, d. h. im Fall eines konstanten Nachfrageverlaufs.

e Fir p0= E[D@)]= 1L , konstant uber die Zeit.
-p

Daraus folgt, dass die Untersuchung dieser vorliegenden Arbeit auf den Fall p =0
beschrénkt wird.

dl* (¢) +1E(t—r) Iy d

Einsetzen (GI/.1.3) in (Gl.2.5) > = —_—
( ) in ( ) T F 1,

Somit gilt wegen der Linearitét des Erwartungswertes:

t
=1 -1 = d
ol-p

daraus folgt die Losung der Supply-chain-Gleichung fir ¢ < z*:

I°(ty=1¢ 4, (p[<D). (G1.2.7)
1-p

Die Entwicklung des Lagerbestandes der Einzelhandler ist fir ¢ < z” linear.
b)- ¢ > ¢* : Wir fangen mit der homogenen Ldsung an.

- Die homogene Gleichung ist:




ar*@) 1°(t-7")
+ =
dt Tt

0. (G1.2.8)

Die Komplexitat dieser Gleichung ist mit der Wiederauffillungsverzogerungszeit, r*
verbunden. Diese Gleichung wird Supply-Chain-Gleichung genannt (Warburton 2004, S. 158)
und ist Teil der VDG (Bellman 1963, S. 42f.)

Als Ldsung (Corless 1996, S. 456):
I°(t) =1"(t) = Bexp(st). (G1.2.9)
B und s sind komplexe Zahlen.

Daraus folgt:
I"(t—1")=Bexp(s(t—7")) = I1°(t—7")=Bexp(st—st"), (G1.2.10)

Einsetzen der Gleichungen (G/.2.9) und (G/.2.10) in (G1.2.8) ergibt:

E
Bsexp(st) + TiEexp(st —s7")=0= Bexp(st)(s + %) =0 (Gl.2.11)

< Bexp(st)=0 (Gl.2.11a)
und /oder
_ E
s+%:0 (G1.2.115)

Aus (Gl1.2.11a) qilt:
Bexp(st)=0 < B=0, weil exp(st)=0 VselC.
Aus (G1.2.11p) qilt:

o E E
S+MEST)=O = st’ exp(sz”) =—T—E. (G1.2.12)
T T
Die Gleichung (G1.2.12) kann geldst werden mit Hilfe der Lambert W Funktion, die die

Voraussetzungen W (z) exp[WW (z)] = z erfullt (Corless et al. 1996, S. 330).

E "

W () expDF ()] = 2 = s = TK (G1.2.13)

Es wird angenommen:

E
T

W(Z):W;ZZ—T—E.

Die Substitution von (G/.2.13) in (G1.2.9) ergibt die homogene Ldsung:

I:Bexp(KEt) B=b+ip
T

10



E

w=w\(, _TLE) L W=gis (G1.2.14)

Die allgemeine L6sung der VDG ist demnach in der Form:

I°(t) = Bexp(Wt rE) +K,; K, =Die Konstante  (G/.2.15)

Ableiten (G1.2.15) nach ¢ ergibt:

£ w
Y (%z =B exp(" ZE) ! (G1.2.16)
und es gilt auch
E
1"(—%) = Bexp(” (1 =7 %E) +K,. (GL.2.17)

Einsetzen (G1.2.16) und (G/.2.17) in (G1.2.15) ergibt:

W oot/ Y+ B W(t—rE/ Ky 1, __d_
BTE exp( TE)+TE exp( TE)+TE =T 5 (G1.2.18)
Daraus ergibt:

K E
_g — I_Z_L = K,=1} —TEL. (G1.2.19)
T T 1-p 1-p

Die allgemeine Lésung der VDG ist in der Form:

I () :Bexp(Wt )+ 4 (G1.2.20)
T 1—p
Gesucht wird B:

Die zeitliche Entwicklung des Lagerbestands muss ununterbrochen sein. Die Konstante B

wird bestimmt werden, indem die (G/.2.7) und (GI.2.16) im Zeitpunkt ¢ = z* ausgeglichen

werden.
In t=7" gilt:
E E
17 - d =1 -dT" +Bexp(WT/E) =B=I; -1 +d(T" - L ye ™,
1-p v 1-p
somit gilt:
TE
B=Le"; L=1§—15+d(TE—1 ). (G1.2.21)

Allerdings ist die Lagerbilanzgleichung der Einzelhandler aus (G/.2.5) in der Zeitz" :



AGET) e (eFy—E[D()]

dt
E ]E_[E
:dl (T):OE(Z_E_TE)_ d N BI;VeW: D Eo _ d
dt 1-p T T 1-p
Ip -1 d e
= B=(-2-2)" - =
(2o~
-w [E_[E
= B=%_"R; R=(2 %)t - d Tt (G1.2.22)
w T 1-p

Es gibt jetzt zwei Beziehungen zwischen » und g in der Form von ¢ und X. Das System
besteht aus den Gleichungen (G7.2.21) und (G/.2.22) mit zwei Unbekannten » und 8 deren
Ldsungen sind die Randbedingungen der Losung der VDG.

Die L osung der Supply Chain Gleichung ist: (1> z* || <1)

IE(t)=Bexp(WtTE)+Ig —TEli B=b+ip
—-p

w=wt" (0) W=¢+iz (G1.2.23)

mit den Randbedingungen:

b=(e? / 2)[L(Zcos(Z) + ¢sin(X)) — Rcos(X)]

L=1F—1t +li(TE —z%). (G1.2.24)

B =€ 4)IL(gcos(Z) - Esin(Z) - Reos(D)]

15 -1°
R=(2=-%)" - d r’ (G1.2.25)
T 1-p

(G1.2.23) zeigt, dass die Losung auch komplexwertig ist und das Lagerverhalten von den

Eigenschaften der Lambert W Funktion dominiert ist.

2.1.2 Sensitivitatanalyse

Der Zusammenhang zwischen der Nachfrage- und der Autokorrelationsfunktion ist in der
Abbildung 1.1 dargestellt. Die Struktur der Gleichung (G/.1.1) wird durch die Konstante p

dargestellt, und der Verlauf der Nachfrage hangt von Vorzeichen und ihre Grof3e von p ab
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(Allen 1971, S. 28). Ist der Trend steigend, wird etwas mehr bestellt, um der moglichen

Nachfrage beizukommen. Dann ist der Autokorrelationsfaktor positiv gewéhlt (z.B. p =0.8).

Dazu lauft die Autokorrelations-Funktion (¢ (k) =0.8*) exponentiell gegen Null und die

Nachfrage schwingt langsamer. Die Nachfragefunktion steigt erst schnell (s. Abb. 1.1) und
dementsprechend sinkt der Lagerbestand auch sehr schnell(s. Abb. 1.2). Danach sinkt die
Nachfrage sehr tief und der Lagerbestand steigt dementsprechend sehr schnell.

Wenn p negativ ist (z. B.p=-0.8), dann schwingt die Nachfrage schneller. Die

Autokorrelationsfunktion (¢ (k) = —0.8") alterniert — mal positiv, mal negativ — und verfallt

auch exponentiell gegen Null. Die Nachfragefunktion alterniert auch, -mal steigt, -mal sinkt
aber im Allgemein steigt langsam (s. Abb. 1.1). Dementsprechend sinkt der Lagerbestand
langsamer (s. Abb. 1.2).

N M" 1 M 4000
\/v 2000

{1 =082 +a 3i==08_ 144 LB El;
Ir 1 :
[ 20001
ylﬂm t
u 5 10-|_‘ “ l ; -
Py i
I 0 10 20 30 40  BD  ED
—p t
‘ E— rtho 1:=-0.8
T i tho 2:= 0.8
Abb. 1.2: Die Nachfrage- und ihre entsprechenden Abb. 1.3: Die Entwicklung des Lagerbestandes
Autokorrelationsfunktionen ( Quelle: Box und der Einzelhandler mit unterschiedlichen Werten
Jenkins 1976, S.57). von p (7° =10, |p| <1).

2.1.3 Lagerhaltungszyklus

Es wird noch einmal die Bedingung, die realitdtsnaher ist, demonstriert. (G/.2.1a) zeigt, dass
die Bestellung auf Null gehen sollte, wenn das Lager seinen Zielbestand Ubersteigt. Der
Zeitpunkt 7,7 ist die Zeit, bei der der Lagerbestand zu seinem erwiinschten Wert zurtickkehrt.
Tatsachlich ist die Bestellung an dieser Zeitpunkt (7,7) auf Null zu setzen, aber Waren

werden beim Einzelhandler weiterhin angeliefert, weil es immer noch Bestellungen in der
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“Pipeline” gibt. Mit dem Pipeline-Konzept ist die Bestellung, die in Lagern und auf
Transportwegen befindlichen Waren der Wertschopfungspartner sind. Der Lagerbestand

schief3t Uber seinen Zielstand hinaus, und es braucht mehr Zeit, der Wiederbeschaffungszeit
(z"), bis die “Pipeline* sich leert.
Nach dem Zeitpunkt ¢ =T, +z* bleiben nur die sich fortsetzenden Verbraucherforderungen,

und so gilt (G/.2.10) wieder

I°(t) = 15 =(D(0) —— )(exp(fl:zg;)) L 1d¢p_

Wenn der Lagerbestand wieder sein erwinschtes Niveau erreicht, wiederholt sich der
Lagerzyklus. AuBerdem hangen mehr theoretische Auswirkungsmodelle direkt von der WBZ
ab. Und alle Modelle oder Simulationen, die den WBZ richtig bestimmen wollen, sollten die
Stabilitatseigenschaft™ einbeziehen (Warburton, 2004, S. 151-152).

2.1.4 Steuerung des Lagerbestandes

Nach der analytischen Untersuchung des BWE mit stochastischem Nachfrageprozess, kann

die Zeit des Hohepunktes des Lagerbestands ¢* ermittelt werden, wenn (G[.2.20) nach ¢

abgeleitet und gleich null eingesetzt wird.

r* Pw +bX - ﬂZ]

dl* (t)/dt =0 = t,*=—arctan[- ] und tl*——arctan[
)y bw - fZ ) P —bZ

Es wird der Lagerbestandsh6hepunkt zum Zeitpunkt:

E
L* :T—arctan[ ’BZ] (G1.2.26)
> P —bE

angenommen:*®

Jedoch gibt es einen kritischen Wert der Regulierungszeit (7*), fiir die der Lagerbestand zu

seinem erwiinschten Wert riickt und zwar ohne Overshoot, d. h. 17 (t*) =1} :

!> Diese Untersuchung gilt unter der Annahme eines dynamischen Systems. Mit Stabilitét ist gemeint dass das

System zu einer Stérung des Eingabesignals auf eine gesteuerte Weise reagiert (Disney 2002, S. 4)

18 Er wird das Gleiche angenommen wie bei R. D. H. Warburton (2004, S. 153). Dariiber hinaus muss 1 <t,,

daraus folgt 7, ist die Zeit der Héhepunkt der Overschoot und ¢, die Zeit der Hohepunkt des Defizits.
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15 =1F —TEﬁ+Bexp(WZE).

= Bexp(WtZE) = T“%. (G1.2.27)

Da das Argument der Lambert W Funktion von (- z*/T*) abhéangt und die Konstante C von

T* abhéngt, kann T* numerisch berechnet werden.

Weil der Hersteller die Wiederbeschaffungszeit (z”) bestimmt, wird der Parameter T°*
eingefihrt, um beim Einzelh&ndler die Lagerbestandsentwicklung zu adjustieren. Und wenn
der Einzelhandler eine Anderung in der Nachfrage bemerkt und schatzt, kann er mit Hilfe der
Lagerperiode durch das Einsetzen 7 = T* ermitteln, wann und in welcher Hohe eine
Bestellung zur Wiederauffullung eines Lagers auszuldsen ist und zwar ohne Overshoot und
ohne Defizit.

Im Folgenden wird das dauerhafte VVorkommen des Lagerdefizits formal bestéatigt.

2.1.4 Dauerhaftes Lagerdefizit

Die theoretische Losung im stabilen Regime sagt dauerhaft Lagerbestandsdefizite vorher.

Wenn 7°/T* < /2 ist, ist der reelle Teil von W (z) negativ fiir groRe « AuRerdem tendiert,

fur kleine negative Werte von (z*/T*) der Wert von exp(W ¢/ ") gegen null.
Das Verhalten des Lagerbestandes (G7.2.20) im Unendlichen ergibt:

lim,_, I°(¢)=lim __ Cexp(W%E) it o4
T 1—p
E E d
= 15Tt (G1.2.28)
-p

Der Lagerbestand fallt permanent unter seinen erwiinschten Wert von (d 7" /1- p).

2.1.5 Einfluss der Einzelhandler auf den Peitscheneffekt

Schwankungen der Bestellungen werden entlang der Wertschopfungskette verstéarkt. Jedoch
lasst sich die Hohe des Peitscheneffekts mit mathematischen Modellen berechnen. Die
Bestellvariabilitat in Supply Chains nimmt vom Endkunden tber den Einzelh&ndler bis zu den
Herstellern und ihren Zulieferern immer zu. Dieses Verhalten, allgemein auch Peitscheneffekt
genannt, ist in jeder Supply Chain offensichtlich; das ist eine Zeitverzdgerung zwischen

Nachfragebefriedigung und Produktionsédnderung.
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Die Bestellung der Einzelhandler wird von der Gleichung O°(t)=(I;()-1"(2))/T*

gegeben. Die genaue Losung des Lagerbestandes 1°(¢) ist in (G[.2.7) hergeleitet. Darliber
hinaus ist die Bestellung gleich null zu setzen, wenn der Lagerbestand seinen erwiinschten
Wert (1}) ubersteigt, und bleibt auch bei null fur den Rest des Lagerzyklus.

Der BWE ist das Verhaltnis von der Bestellrate des Einzelhandlers zu der Nachfragerate. Die
Einzelhandler-Bestellrate steigt bis zu einem Hohepunkt, der bald den Zeitpunkt z*° erreicht,
und deshalb ist die Zeit z* eine geeignete Zeit, bei der die Raten zu vergleichen sind. Die

Nachfragerate wird dazu auch in der Zeit z* berechnen werden.

Der BWE ist:

E) ~
= DGR T 1-p). (G1.2.29)

Allerdings gilt aus der Lagebestand (G1.3.4) in der Zeit 1 =" :

I(z")=1; —:p tf =1} —:p - (G1.2.30)
= f=(1- p)w. (G1.3.31)

Einsetzen (G1.2.30) in (G/.2.29) ergibt den Peitscheneffekt:
BW* = T%E . (G1.2.32)

Der Einfluss der Einzelh&ndler auf den Peitscheneffekt mit stochastischem Nachfrageprozess
(G1.2.33) ist gleich dem Einfluss der Einzelhandler auf den Peitscheneffekt mit konstantem
Nachfrageprozess (s. Warburton 2004, S. 154).

Die zweite vorgeschlagene Quantifizierung der BWE bedeutet: Es wird die Zunahme an
Lagerbestandsschwankungen eher bericksichtigt als Bestellschwankungen. Der Undershoot

bzw. das Defizit wird als der Ruckgang, durch die Wiederauffullungszeit, definiert, wéhrend

der Lagerbestand auf die Menge 1 d " fallt.

_ Overshoot _ 1*-I}
Undershoot d E '
1-p
Diese Messung des Peitscheneffekts hat einen anderen Charakter als die in (G1.2.42) , weil

BW}

(G1.2.33)

das Verhalten des Overshootings anders ist als das Verhalten der Bestellung. Daher konnte
16



der Overshoot besser adjustiert werden, in dem die Lagerperiode gut eingesetzt wird. In der

Tat ist in dem kritischen Fall 7* (s. Abb. 2.5) das UberschieRen adjustiert, um gleich null zu

sein:

I*= 1k =  BWF=0. (G1.2.34)

Schlussfolgerung:

Wenn der BWE im Lagerbestand verstellt wird, um gleich null zu sein, kann er noch
in Bestellungen verbleiben.
Wenn es wichtiger ist, das Lager aufzufiillen, als Bestellschwankungen zu minimieren,

ist  (G1.2.33) eine Dbessere Mallinahme bezlglich der Wirkung von

Nachfrageschwankungen.

Wenn die Bestellschwankungen wichtiger sind als das Ausflllen des Lagerbestandes,

ist die Gleichung (G/.2.32) vorzuziehen.

20000
10000
LE 0
-10000
20000
0 10 20 30 40 &0
T1:=6.71
T 2:=6.25
T 3:=5
T 4:=4
ID:=3000

Abb. 1.4: Der zeitliche Verlauf des Lagerbestandes der

Einzelhandler mit unterschiedlichen Werten von T; T* = 6.7

entspricht der Lagerperiode, die den Lagerbestand zum

Zielbestand zuriickbringt (7° =10, |p| <1 p#0).

Das Paradoxon der Reduzierung der BWE und der dauerhaften Lagerdefizite ist bemerkbar.

Die Erh6hung des Wertes 7° um den BWE zu reduzieren, hat die Zunahme der dauerhaften
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Lagerdefizite zur Folge. Der Lagerbestand kann nicht zu seinem erwinschten Niveau
zuruckgefihrt werden ohne verbleibende Lagerdefizite; das ist die Eigenschaft der Supply-
Chain-Gleichung (Warburton et al. 2004, S. 8).

Im Folgenden wird Die Hersteller-Wertschépfungskette untersucht.

2.2 Hersteller-Wertschépfungskette-Modell

Um eine bestmdglich Erflllung der angestrebten Zielvorgaben bezuglich Lieferzeit, Termin-
und Mengentreue sowie der Produktionskosten zu erreichen, mussen unter anderem die
Bestande in allen Stufen der Supply Chain bewertet werden. Dazu werden die gleichen
Annahmen hier Uber die Bestellpolitik und die Lagerbilanzgleichung wie in Unterabschnitt
2.1 getroffen.

Basierend auf Forrester lautet die Bestellpolitik der Hersteller ist:

IJ -1"()

0" (t) = Arg max(0, ) (G1.2.35)

1" (¢) : Der tatséchliche Lagerbestand'’ der Hersteller in .
I} Der erwlinschte Lagerbestand der Hersteller.

T : Der Bestellzyklus oder die Lagerperiode der Einzelhandler.

2.2.1 Losung der Supply Chain Gleichung

Die Lagerbilanzgleichung der Hersteller lautet:

dr’ ()

P =R0)-5"(0). (G1.2.36)

R (¢) stellt die Lagerauffillrate dar, die entweder stromaufwirts von den Lieferanten oder

aus der eigenen Produktion der Hersteller stammen kann. Der Riickgang S” stellt die
Sendungsrate der Hersteller zum Einzelhandler dar.
Die Empféange vom Lieferanten sind von den Bestellungen der Hersteller und denen der

Wiederauffiillungsverzégerungszeit abhangig.

AuBerdem wird angenommen, dass der Lageranfangsbestand (7;') der Hersteller sein

Zielanfangsbestand (77 ) ist.™®

7 Der Lagerbestand ist der tatséchliche Lagerbestand ohne Beriicksichtigung der Besténde, die sich in Pepline
befinden.
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Das Lagerbestand verfallt, wenn Waren zum Einzelhandler verschickt werden. Dies verhalt
sich proportional zu den Bestellungen der Einzelh&ndler. Die Lagerauffullrate der Hersteller
hdangt von den  Bestellungen der  Einzelhdndler —und der  assoziierten
Wiederauffiillungsverzégerungszeit (7 ) ab.™
Es spiegeln sich zu Beginn die Sendungen der Hersteller in den erhaltenen Auftrédgen in der
Zeit t — " wieder:

ST =0"(@t-1"). (G1.2.37)

Es wird angenommen, dass den Schwierigkeiten der Hersteller in der Bestellpolitik die
gleichen wie diejenigen der Einzelhandler sind,® namlich die adaquate Wahl der
Bestellungspolitik.
Einschliellich der Zeitverzogerung der Lieferenten ist die Empfangrate der Hersteller fiir die
Zeitt <7

R"(t)=0.
Daraus gilt fir den Lagerbestandsgleichung (G1.2.36) :

di’ () I, -1°(@-7")

G1.2.38
dt Tt ( )

Allerdings fir ¢ < z* giltauch r— 7" <z*.

Somit ist der Lagerbestand der Einzelhandler fir die Zeit 1 — " aus (G1.3.7)
I(t-c")=1f —L(z —z). (G1.2.39)
1-p
Einsetzen (G1.2.39) in (G/.2.38) ergibt die Lagerbilanzgleichung der Hersteller:

15—1§+L(t—r”)
1-p

ar” (t) d Y
T =" 1—=77) G1.2.40
dt TE (1_p)TE( 4 ) ( )
Integrieren (G/.2.40) nach ¢ ergibt:
Iq t d J ,
dI"(x)=|-——(-tMNdx=1"(x)- I =——— | (x—7")dx
'([ '([ L-p)T* ’ 1-p)T* -([

® Diese Annahme vereinfacht die mathematische Rechnung; jedoch ist dieser ein Grund des

Suboptimalverhaltens im Beispiel-Modell von Sternman (Sternman 1989, 330 f.).

YDer gleiche Prozess bewahrt sich, wenn Waren intern produziert werden, wo der Hersteller interne Auftrage
ausgibt (Warburton 2004, S. 155).

2 Der Hersteller muss fiir die gleiche produzierte Ware unterschiedliche Sub-Komponenten bestellen.
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2 H?
j]H(t):]f_LE(t__m.H_i_T_)
Q-p)T" 2 2
d
=& S (—— LA L
(=1~ g =7

Der Lagerbestand der Hersteller ist: (¢ <7”,|p|<1)

1"(t)=1" —1L(z — "2 121", (G1.2.41)
-p

Die Losung in (G1.2.41) ist die initiale Antwort der Hersteller (s. Abb. 1.1) und die Lésung

ist gultig bis die Sendungen vom Lieferenten ankommen.

2.2.2 Der Einfluss der Hersteller auf den Peitscheneffekt

Der Peitscheneffekt resultiert aus den komplexen und dynamischen Abhédngigkeiten in der
Supply Chain. Je weiter stromaufwérts man sich bewegt, desto groRBer wird der Anteil der
Wertschopfungsteilnehmer. Dies ist wahrscheinlich die berihmteste Demonstration der
Systemdynamik in WK (Fiala 2005, S. 420).

Das Einsetzen (G/.2.41) in (G1.2.35) ergibt die Bestellrate der Hersteller in der Zeit ¢:

d
I =1+ (t—7")?
0" (1) = 2T T(I}‘P) - 5(1 )(z_TH)Z. (G.2.42)
—p

Dartiber hinaus ist die Bestellrate der Einzelhandler (G/.2.1) in der Zeit z°:

IE-1°(z%)  d
r* T*(1-p)

O (r") = (t—7"). (G1.2.43)

Der Hohepunkt der Bestellung der Hersteller ist tatsachlich erreicht, wenn die Waren vom
Lieferenten und zwar in den Zeitpunkten r=c¢"+¢" eintreffen (z“: Der WBZ der
Lieferenten).

Der Einfluss der Hersteller auf den Peitscheneffekt ist formal gegeben als das Verhaltnis der
Bestellrate der Lieferanten zu der Bestellrate der Einzelhandler. Der Hohepunkt der
Bestellung der Hersteller ist tatséchlich erreicht, wenn die Waren vom Lieferant und zwar im
Zeitpunkt ¢ = 7" + ¢ eintreffen.

Der BWE ist:
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0" (1)
BW" = ——2-. Gl.2.44
O* (%) ( )
Einsetzen der Gleichungen (GI.2.42) und (G1.2.43) in (Gl.2.44) ergibt den Einfluss der

Hersteller auf den Peitscheneffekt:

I () IO (20 SN Gl et 0 S (G1.2.45)
Of (") 20-p)T"c"  20-p)T"c"  20-p)T"c"" o

BW"

(G1.2.45) misst die VergroBerung an Bestellungen, die einzig und allein auf den Hersteller
zurlickzufuhren sind. Aber die Vorstellung der Hersteller von den Bestellraten ist ebenso
unrealistisch wie diejenige der Einzelhandler.

Die Bestellungen der Hersteller resultieren aus der Bestellausgabe der Einzelhandler. Diese
spiegeln eine verstarkte Version der Verbraucheranforderung wieder. Also ist der totale

Peitscheneffekt vom Konsumenten zum Lieferanten die folgende Kombination:

2

Le_E
BWSt=BWEBW = — T (G1.2.46)
20— p)c"T°T

(G1.2.46) zeigt die multiplikativen Auswirkungen des Peitscheneffektes (Warburton 2004, S.
155).
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Zusammenfassung

Die Unternehmen sehen sich zunehmend einem Wandel ihres Umfeldes ausgesetzt. Dadurch
ist Supply Chain Management in den letzten Jahren zu einem viel beachteten Konzept der
Unternehmensteuerung geworden. Die Anspriche an die Wertschopfungskette (WK) sind
dementsprechend hoch. Um schnell auf verdnderte Winsche der Kunden reagieren zu kdnnen,
muss die WK besonders flexibel und transparent sein. Nur wer es schafft eine gemeinsame
effiziente Reaktion auf den Kundennachfrage herzustellen, wird im stdndig zunehmenden
Wettbewerb vorne bleiben. Im Allgemeinen sind aber Ereignisse, wie pl6tzlicher
Nachfrageanstieg fur die Unternehmen, kaum prognostizierbar. Bei solchem
Nachfrageanstieg konnen sie lagerunfahig bleiben. Dennoch kénnen mit dem Einsetzen von
Supply Chain Software hohe Verbesserungspotentiale erzielt werden, von denen die
Unternehmensglieder ebenso wie die Endkunden profitieren.

Der Peitscheneffekt ist ein wichtiger Indikator der Erfolgsmessung in der WK. Es gibt
viele Wege diesen Effekt formal zu messen. Eine Theorie flr eine allgemeine systematische
Erklarung des Peitscheneffekts gibt es bislang aber noch nicht. Jedoch basieren viele
Untersuchungen zum Peitscheneffekt auf der Minimierung der Lagerkosten.

Das Ziel dieser Untersuchungen ist, die Einflussgrofien des Lagerbestandes einzustellen,
um einen erwinschten Lagerbestand zu erreichen. Der Simulationsprozess erlaubt es,
Kausalbeziehungen zwischen den Kkonstituierenden Elementen des Lagerbestandes zu
beschreiben. Die Wiederbeschaffungszeit und die Lagerperiode sind verantwortlich fur das
komplizierte Verhalten des Lagerbestandes. Allerdings sind die Untersuchungen zum
Peitscheneffekt, mit den unrealistischen Annahmen einer konstanten Nachfrage, nutzlicher.
Der Simulationsprozess erlaubt mit dieser Annahme die Uberpriifung der Storung des
Lagerbestandes und zwar ohne Einfluss der nachfragestrategischen Parameter.

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die Losung von R. D. H. Warburton nicht nur fir die
konstante Nachfrage, sondern auch fir andere Nachfrageprozesse gelten kann. Die Dauer der
Schwankungen wird vom komplexen exponentiellen Teil der homogenen Lésung bestimmt,
da der Nachfrageprozess nur auf die inhomogene Losung einwirken kann. Fir den
Nachfrageprozess vom Typ “Autoregressiver Prozess erster Ordnung“ ist es gelungen, neue
Losungen herzuleiten. Dazu sind die Wiederholung des Lagerzyklus, das dauerhafte
Lagerdefizit und die Steuerung des Lagerbestandes formal/mathematisch bestétigt worden.

Dariiber hinaus wurde sich in dieser Arbeit auch hauptséachlich mit der Schnittstelle

zwischen einem Endkunde und einem Einzelh&ndler beschéftigt. Diese isolierte Betrachtung
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kann sich nicht als Suboptimal erwiesen werden. Hierbei lassen sich aber die Ansatze, die
vorgestellt wurden, auf andere Schnittstellen Ubertragen, wie die Schnittstellen vom
Lieferenten zum Hersteller. Der Fokus auf einer oder zweier Schnittstellen ist eine einfache
Darstellung der wahren Welt. Dort gibt es viele Hersteller und viele Lieferanten. Dartiber
hinaus ist jedes Wertschopfungsglied ein autonomer Entscheidungstrager, deshalb bleibt die
Optimierung der gesamten Wertschopfungskette eine grosse Herausforderung. Diese gesamte
Arbeit wurde theoretisch ausgewertet. Ob es sich in eine alltagstaugliche Realitét tberfiihren

lasst, ist fraglich.
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Mathematischer Anhang : Die Lambert W Funktion
Die Lambert # Funktion ist die inverse Funktion #~ der Funktion:

f-/C - /C (/Cistder Raum der komplexen Zahlen)

x— xexp (x)

W(x) ist die komplexe Zahl, die die VVoraussetzungen W (x)exp[W (x)] = x erfullt. Sie hat die

folgenden Eigenschaften:

W(xe)=x (Gl1.41)
und
) W) (G1.A42)
dx X+ xW(x)
Sie ist Uber folgende Summe berechenbar (Corless 1996, S. 349):
W (x) = In(x) — In(In(x)) + ZZCW (In(In(x)))™ In(x) ™. (G1.43)

Die Gleichung yexp(y) = x hat genau eine reelle Losung fur alle reellen Zahlen x>0; Sie
wird durch y =Lambert W(x) oder genau durch W (k;x) dargestellt. In der Tat hat die
Lambert W Funktion unendliche Zweige. Diese Zweige sind notiert W (k;x) .

Wegen der Linearitat der Gleichung (G/.2.14) kann jeder Kombination von W (k;x)

verwendet werden und kdnnen wir die Losung in der Form ber(cksichtigen:

1) =Y ck)Exp[W (k,~ IT),t/7]. (Gl.A4)

k

(GI.44) ist eine unendliche Formel. Die Ldsungen die leicht zu implementieren sind, sind

von Interesse. AuRerdem sind fur £ =0 und k=1 die einzigen Zweige vom Lambert W

Funktion mit reellen Funktionswerten. In Dieser Arbeit ist der Fall £ =0 angenommen.
Der Hauptzweig ist: W =W (0, z) = W (0, %T). (G1.45)

Betrachten wir: W = w +iQ,
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i ist komplexe Zahl

w, Q sind reelle Zahlen.

L'.'|;||

Abb. Al: Die Zwei reelle Zweigen von W (x),...... Wy(x);.... W ,(x)

(http://mathworld.wolfram.com/LambertW-Function.html).
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