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Determining European Options Values
through Crank-Nicolson Method
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Options are nowadays transacted within a lot of stock exchanges worldwide. The
problem of options gets a special importance due to the fact that many of the managerial de-
cisions can be assimilated to options. The paper  deals with numerical methods of financial
options evaluation. The mathematical model of determining the values of an option of Euro-
pean type is partial differential equation with an initial condition and two boundaries conditions,
and for its solving, finite differences methods can be used. Out of these methods, the Crank-Nicolson
method is proposed to be used. As Crank-Nicolson method is an implicit one, applying it leads to
a linear system of equations, for whose solving the LU algorithm, Gauss method, Jacobi method,
Gauss — Seidel method, method of successive over-relaxations are used.

Keyworks: European options, values of an option, Crank — Nicolson Method, LU algorithm,
Gauss method, Jacobi method, Gauss — Seidel method, method of successive over-relaxations.

1 Introducere

1.1. Optiuni financiare

O optiune conferd detinatorului dreptul, dar
inlaturd obligatia, de a tranzactiona o cantita-
te oarecare dintr-un activ financiar, la o data
fixatd inainte si la un pret prestabilit.
Cumpdratorul unei optiuni are dreptul, insa
nu si obligatia, de a cumpdra sau vinde o
anumita cantitate de active suport (materiale,
financiare, valutare etc.), la o datd convenita
si la un pret fixat inainte.

Vanzatorul unei optiuni is1 asuma irevocabil
obligatia de a vinde sau cumpdra o cantitate
de active, la termenul de scadenta, la un pret
convenit, chiar daca la momentul exercitarii
optiunii piata 1i este nefavorabila.

Dupa data expirarii intdlnim optiuni de tip eu-
ropean — care se exercitd doar la exercitiu si
optiuni de tip american — care se pot exercita
in orice moment de timp anterior scadentei.
Din punct de vedere al naturii existd optiuni
de tip call (de cumparare) si optiuni de tip
put (de vanzare).

1.2. Problema evaluarii optiunilor financi-
are

Pentru evaluarea unei optiuni europene este
necesar sa se rezolve o ecuatie cu derivate
partiale cu o conditie initiald si doud conditii
la limita.

Vom folosi urmatoarele notatii: # - momentul
curent de timp, 7 - termenul de exercitiu, £ -
pretul de exercitiu (pretul la care se face
tranzactia), S(¢) (sau S) - pretul activului su-
port, C(S,7) (sau C) - pretul unei optiuni call,
P(S,f) (sau P) - pretul unei optiuni put, V(S, f)
-C (S fH)sau P (S, f), o - volatilitatea (abate-
rea standard a valorii activului financiar), » -
rata dobanzii.

Considerand » si o constante in timp, pro-
blemele de determinare a valorilor unei opti-
uni europene de tip call si put (Pl), respectiv

(P2) sunt
C L L2 @€ g0C oy
a2 s> oS
(1) C(S,T) = max(S ~ E.0)
C(0,£)=0

C(S,t)~ S, cand S — oo

x,l 2S28(2j+ s =0
a2 as aS
(1) C(S,T) = max(S ~ E.0)
(0.r)=0
C(S,2) cand § -
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8P lazSzaf Sa—P—rP 0
ot 2 oS
(P2} P(S,T)=max(E - 5,0)
P(0,t)=E

—rTl

P(S,t)— 0,cand S — o

Ecuatia diferentiala din (P1) si (P2) se nu-
meste ecuatia Black-Scholes. Pentru rezol-
varea acestor programe trebuie sa se efectue-
ze transformari care sd conduca la programe
mai simple, adicd la ecuatia de difuzie cu o
conditie initiald si doua conditii la limita.
Astfel, efectuand transformarile

S=Ee; S20=>xeR 1)
t:T—lT ; 1T =120 (2)
2
V(S,t)= Ee ey u(x,7)  (3)
r
k=
N 4)
—0c
2

programele (P1) si (P2) devin echivalente cu
(P11), respectiv (P21)

ou_0u

or  ox>’
1

 (5.0) = g (x) = max| 2" —ez(k'_l)x,O:l

lim u(x, r) =0

—wo<x<oo, 7>0

(P11)

(k +1)r+4(k 1)

lim u(x,z') e?

X—>0

ou_ou
or ox?’

L k- x L 1+ )x
u (x,0) = u,(x) = max eg(]‘I v —ez(k ) ,0}
0

lim u(x,7)=

X—>+0

—wo<x<o, 7>0

(P21}

1 1 2
—(ky=1)x+—(ky 1) ¢
lim u(x,7)~ e> 4

X—>—0

Prin urmare, determinarea valorilor unei op-
tiuni europene de orice tip se reduce la rezol-
varea urmatorului program generic:

6_7":@, —w<x<w, >0 ()
or ox’

(P) u(x,O) =u, (x) (6)
Iilzawu(x, )= f(x,7) (7)
lim u(x, r) = g(x, z') )

unde formele analitice ale functiilor £, g si u,
depind de tipul concret de optiune financiard
ce urmeaza a fi evaluatd. Solutia ecuatiei de
difuzie (5) cu conditia initiald (6) si conditiile
la limita (7) si (8) este o functie definitd pe
domeniul D = {(x,r) I xeR, 72 0}.

2. Determinarea valorilor optiunilor euro-
pene prin metode numerice

Gasirea solutiilor analitice este incomoda, mo-
tiv pentru care prezintd interes determinarea
unor solutii numerice.

Pentru acest lucru, in locul domeniului D lu-
am reteaua

th:{(xn,z' ) I x,=nh, t, =mk, neZ, meN},

unde %, k sunt foarte mici §i reprezinta pasii
de discretizare pe axa Ox, respectiv
Or.
Deoarece — < x < o0, ne restringem atentia
asupra unui interval finit pe axa Ox, facand
limitarea
—~N h<x<N'h,cu N h si

N"h mari.

Conform  relatiei avem

2),

r=—0*(T-t), de unde rezulti ci

€|:0,%O'2T } Cum acest interval de lun-

: 1 . .
gime Eo-zT se imparte in intervale de lun-

gime k, pentru nodurile retelei consideratd
mai devreme avem 0<m <M, unde M este

dat de relatia Mk = %O'ZT .
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Fig.1. Reteaua de discretizare
Asadar, consideram urmatoarea retea de discretizare:

R,’lkz{(xn,rm)/xnznh, 7, =mk, —-N <n<N',neZ, 0<m<M, me N}

Rezolvarea problemei (P) prin metode nume-
rice presupune ca in fiecare nod (x,,z, ) al
acestel retele sa se gaseasca o solutie numeri-
ca v(x,,7, ), notatd v", care si aproximeze
valoarea exactd a solutiei u(x,,z, ). Odata

realizat acest lucru, pentru determinarea va-
lorilor optiunii este necesard utilizarea unor
transformari, care sunt inversele transforma-

rilor (1), (2) si (3), pentru a se ajunge de la
solutia ecuatiei de difuzie la solutia ecuatiei
Black-Scholes.

3. Metoda Cranck - Nicolson
La metoda Cranck — Nicolson se utilizeaza
formula

m+l o m+l1 o m+l1 m a m a m
(1 + a)vn T Evn—q - Evn:l = (1 - a)vn + Evn—l + Evnﬂ (9)
il O g O g Din conditiile la limitd si din conditia initiala
sau (I+a)y; TV Ty Ve T E (10), dispunem de la inceput de valorile solutiei in

dupa efectuarea notatiei

2" =(1-ap” +%v’” +%v2”71 (11), unde

n+l

k
a:?.

-

(1 + a)v:’nﬂ - %anl 2

<v2 =u,(nh), ~N <n<N*

a

m+1
n+l1

m+1

=Zz

nodurile de pe frontiera situate pe laturile din
dreapta, din stanga si de jos (v. Fig. 1.). Ast-
fel, din (6), (7) st (8), la care se adauga (10)
obtinem urmatorul program:

" —N <n<N",0<m<M

n 2

v = e NThmk), 0<m<M
C/]’\'; zg(N+h,mk), O<m<M

fiind necesar sa determinam valorile v, pentru 1<m<M , - N <n<N".
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Relatia (10) se scrie sub forma ecuatiei ma-
triceale Cv™!' = z™ (12), unde V""" este vec-

m+l

torul coloand cu componentele Vv .,
v Lvr v 2™ este vectorul
NT-2 0 —N"+
l+a -al2 0
-al2 l1+a -al2
0 -al2 l+a
C =
0 0 0
0 0 0

Valorile solutiei in nodurile unei linii a rete-
lei se calculeaza in functie de valorile solutiei
in nodurile din linia anterioara. Astfel, cu re-
latia (11) se calculeaza z" componenta cu
componentd in functie de componentele lui

v" obtinut anterior. Apoi, cu Z" astfel de-

m+l1

terminat, se rezolva sistemul Cv"" =z".
Fiind o metoda implicitda, metoda Crank-
Nicolson presupune rezolvarea unor sisteme
de ecuatii liniare, iar in acest scop se utilizea-
za metode directe si metode iterative. Din
prima clasa vom folosi algoritmul LU si
metoda Gauss, iar dintre metodele iterative
(care constau in construirea unui sir de vec-
tori ce converge la solutie) vom folosi meto-
da Jacobi, metoda Gauss-Seidel si metoda
suprarelaxarilor succesive.

coloand cu componentele z]”vﬁ_l, z]’g+_2,...,
Zy s e s zi”N,H;
(13)
I+ -a/2
-a/2 l+a
3.1. Algoritmul LU
Teoremi. O matrice A€M, (R) care inde-
. - a,  ap
plineste  conditiille a,, #0, #0,
ay Ay

..,det(4)# 0, poate fi scrisd sub forma unui

produs LU, unde L este matrice inferior tri-
unghiulara, iar U matrice superior triunghiu-
lara. In plus, descompunerea de mai sus este
unicd daca elementele lui L sau U de pe dia-
gonala principala sunt specificate.

In cazul in care matricea A este tridiagonala,
descompunerea A= LU poate fi determinata
imediat. Astfel, din ecuatia matriceala

a ¢ 0 ... 0 0 1 0 u z 0 0 0
b a ¢, ... 0 0 [, 0O u, z, ... 0 0
b, ag . .. 0 0] (0 P 0 0 w ... O 0
0 0 O Ay, Cygy 0 00 1 0J]0 O Uy, Zy,
0 0 O by, ay 0 0O ly, TAO 0 O ... 0 u
obtinem
ul:al,u,:ai—c"’1 EL 2 <i <N (14)
U,
z,=c¢;, 1<i < N-1 (15)
b.
[ =—,1<i < N-1 (16)
ui
Revenind la ecuatia matriceald (12), se poate teoremd. Mai mult, C fiind matrice

arata cd matricea C satisface conditiile din

tridiagonald, are loc o descompunere LU ca
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mai sus, pentru care dispunem de relatiile
(14)—(16) cu

a,=l+a, 1<i<N (17)
I<i<N-1 (18)

Efectuand descompunerea C = LU , sistemul

bi:ci:—g,
2

(12) devine LUv™"' =z" iar pentru obtinerea
solutiei lui, se rezolva mai intai prin substitutie

directd sistemul Ly™ =z" si se gaseste solu-

. -m . . . . . . - .
tia y , iar apoi prin substitutie inversa sis-

temul Uv" = ;m determinand solutia cautata

-m

V.

Asadar, pentru determinarea solutiei, la iteratia
m (1< m < M) sa se parcurgd pasii urmatori:
Pasul 1. Se determind u, pe baza relatiilor
(14), (17)si (18),cu N=N"+N " —1.

Pasul 2. Se calculeazd componentele vecto-

rului z" cu ajutorul relatiei (11).

Pasul 3. Se determina ;Zn astfel:

Yi =2y
-—m -m
-, by o m ayi,
Yi TZnin ™ =Zy.in t > 2<i<N
U, i1 -
L. Tm
Pasul 4. Se determina v; astfel:
( -—m
-m YN
VN 41 =——
X o
—m —m P + —m
—m o — Zy_i Vil - avi- ~ .
oot = YN TN Vit LYy N +2<i<N* -1
Uy i 2uy

\
Asa cum rezulta din ultimele patru relatii, sunt ~ 3.2. Metoda Gauss

necesare doar marimile u;, nu z; si /;.

Omitem indicele care marcheaza momentul
de timp si scriem sistemul (12) sub forma

alvN*—l + CIVN*—z = ZN*—l
by, tayw,. +CVv,. =z,
j-1 N*—_/+l+ j th—l—civzvt/fl ZN*—/

bN*IV—Nwz + ANY_N-11 T Z N

unde N=N"+N -1 si a,=1+a, plecand de la penultima ecuatie. Se observa
ca 1n acest proces de eliminare coeficientul

. . (04 . & . )
i=LLN; b =¢ == i=1,N-1.Cu ¢, seconserva. In etapa j—1 a procesului

prima ecuatie se elimina Vi din a doua

ecuatie obtinand o ecuatie in v . sl v . ..

Cu aceasta ecuatie se elimind v,  din ecua-
tia a treia etc. Folosind penultima ecuatie se
elimind v_ din ultima ecuatie i se ajunge
la 0 ecuatie in v_ . Dupd determinarea lui

v_,-,, dinultima ecuatie, se gasesc si celelal-

te necunoscute cu ajutorul unui proces invers,

de eliminare, ecuatia j—1 care a fost supusd

procesului de eliminare §i ecuatia j care ur-
meaza sa fie supusa acestui proces aratd ast-

fel:
ﬂj—lthju + CJ‘—IVth =X

J‘—IVthJrl + ajVth + cAiVthfl - ZN"fj

Dupa eliminarea lui v, .

se obtine
Jj+l >
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c._b. x, b, .
[a. _MJV . tecwv.. =z, - sau in mod formalizat
J ﬁ N™—j J O NT-j-1 NT—j ﬁ
Jj-1 Jj-1
Vvl TCV e =X (19), de unde rezulta relatiile de recurenta
_ by j=23, ..N; B =a, (20)
p=a,- L2
B
e, Xl J=23,..N;  x =z, (21)
N >
T B

Odata eliminat v_ din ultima ecuatie, ob-

tinem B,v__  =x, (22), relatie din care se

N™+1
determina v_ .
Relatia (19) este una generica, care permite
determinarea variabilei v, . = in functie de

variabila anterioara v N

Din ecuatiile (22) si (19) se gaseste solutia
sistemului initial

1
Vo) = Ven—jm = ﬂ_( J _CJVN+—_/—1)’

J
j=N-1,N-2,..,2,1dupa ce f5 si x; au fost
obtinute in mod recursiv cu relatiile (20) si
(21).

3.3. Metoda Jacobi
Pentru un sistem liniar de » ecuatii cu n ne-
cunoscute scris in forma matriciala Ax = b,
la metoda Jacobi solutia se itereaza pe baza
relatiei de recurentd

1 n
X =—|p - ¥ aijxy) ’

a, j=L, )i
i=1,2,.,n [=1,2,..

Revenim la sistemul (12), a carui matrice C
este data de (13) si ai carui termeni liberi sunt
dati prin relatiile (11). Prin aplicarea proce-
deului iterativ Jacobi se construieste un sir
v @ v care aproximeaza pe v,
Cu ajutorul relatiilor (11) se calculeaza com-

ponentele vectorului z” folosind componen-

tele vectorului v". Daca omitem indicele care
marcheazd momentul de timp, obtinem urma-

toarea schema de iteratie a metodei Jacobi

1 o
(1+1) (1)

v ==z _ +—=V
-N"+1 (1+1 -N"+1 2 -N"+2

1 a a
Vi = —— 2 v v,
a+1 2 2

1 a
(141) _ (1)
v =z 4=yl
N -1 a+1 N -1 2 N =2

n=-N +2-N +3,..0,..,N" =2,
pentrul/=1,2, ...

3.4. Metoda Gauss - Seidel
In cazul sistemului Ax = b, la metoda Gauss-
Seidel avem formula de recurenta

1 i1 n
x'=—b -Yax"M - ax |,

! g y
a; =1 Y J=i+l /

J
i=12,...n1=12,...
Revenind la sistemul (12), dupa efectuarea
calculelor se obtin urmatoarele relatii:

1 a

(1+1) (l)

v ==z _ +—V7
-N"+1 OC+1 -N"+1 2 -N"+2

1 a a
(1+1) )
Py Zn—I—Evn—l +5Vn+1 )

L(Z +gv(l+1)
a+1\ V2

n=-N +2-N +3,...0,...N" =2,
pentru /=1, 2, ..., care permit determinarea

(+1) _
v, =

(+1) _
N* -1

. o . . 1
aproximarilor lui v"" .

3.5. Metoda suprarelaxarilor succesive

Pentru sistemul Ax = b, vectorul care aproxi-
meaza solutia in etapa / +1 este dat de relatia
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(1+1)
x = x? 4 a)(x —x® ): (1-0)x" + wx

unde x' " este aproximarea de ordin / + 1
obtinutd prin metoda Gauss-Seidel, iar @ o
constanta, care se numeste factor de relaxare.
Pentru sistemul (12), aproximatiile lui v"*'

obtinute prin acest procedeu sunt date de

schema
) _ @ o _ m
Vova™ a +1(ZN+1 + 2 Vo2 +(1 w)va*n
w a o

vf”) =—o|z, +—vgf11) +—v£’il +(1—w)v,:[)
a+1 2 2

(1+1) w O a+1) )

vVl =——lz . =V [+ (1=-op,

Nt a+1(N"l ) N—zj Nt

n=-N"+2-N" +3,.,0,.., N* -2, pentru
=1,2,...

4. Concluzii

Rezolvarea numerica directd a ecuatiei
Black-Scholes creeaza anumite dificultati le-
gate de modul de alegere a pasilor de discre-
tizare, dar si de aspecte privind convergenta
si stabilitatea. De aceea, se efectueaza acele
transformari care conduc la ecuatia de difu-
ziune, ce se rezolvd numeric mult mai co-
mod, iar dificultitile mentionate mai devre-
me dispar.

Dintre metodele de rezolvare a ecuatiei de di-
fuzie am optat pentru metoda Crank-
Nicolson, intrucat este o metoda stabila, cu o
precizie destul de bund (rata de convergenta

fiind O(h2 +k2)), iar prin aplicarea ei se ob-
tine un sistem de ecuatii a carui matrice este

—(I+1)

tridiagonald. Totodata, implementarea relatii-
lor la care se ajunge prin metodele propuse
pentru rezolvarea sistemului nu este dificila.
Intrucat pasul de discretizare de pe axa Ox
trebuie sa fie mic si intervalul de discretizare
mare, determinarea valorilor unei optiuni im-
plica utilizarea unor matrice de dimensiuni
mari, ceea ce creeaza dificultati datoritd vo-
lumului mare de memorie utilizata.
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