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Dos expresiones para la esperanza de una variable
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Resumen

La definicién de esperanza de una variable aleatoria en los textos clasicos es dife-
rente a la definicién que se da en un curso de probabilidad basado en la teoria
de la medida. En este manuscrito se muestra por qué, efectivamente, estas dos
definiciones coinciden.
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Abstract

In the basic texts, the definition of the expected value of a random variable is
different from the definition given in a probability course based on the theory of
measure. In this manuscript it is shown why both definitions are in fact equivalent.

Key words: expected value, random variable.

1. Introduccion

La esperanza de una variable aleatoria, uno de los conceptos més importantes y
poderosos de la teoria estadistica, pareceria tener dos definiciones distintas, de-
pendiendo del nivel académico en que sea vista. Por una parte, estd la definicién
desde el punto de vista de la teorfa de la medida. Por ejemplo, Shao (2003, p. 11)
afirma que la esperanza o valor esperado de una variable aleatoria X estd dado
por la siguiente expresién:

BX) = | xdp (1.1)
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donde P es la medida de probabilidad del espacio de referencia'. Sin embargo, la
anterior definicién difiere con la de un libro de texto clasico de probabilidad como
Mood et al. (1963, p. 69), en donde la esperanza de una variable aleatoria continua
esta dada por la siguiente expresion:

B(X) = /Rxfx(x) dx (1.2)

Es claro que las dos definiciones no concuerdan a simple vista. En este manuscrito
se aclara por qué, en efecto, las dos definiciones coinciden.

1.1. Resultados utiles

Para llevar a cabo la demostracién de la coincidencia de las dos definiciones de
esperanza, es util hacer un breve repaso por los resultados de la teoria de la media
y mas especificamente una medida de probabilidad.

Definicién 1.1. Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria
X es una funcion medible de (Q,§) en (R,B). Donde B es la o-dlgebra de Borel.

Definicién 1.2. Una variable aleatoria X induce una medida de probabilidad px
sobre R tal que

px =PoX '=P(X1A)=PweQ: X(w) € A) (1.3)

Nétese que el espacio de llegada de una variable aleatoria puede ser medible para
diferentes medidas. Sin embargo, existe sélo una medida de probabilidad que
cumple la anterior definiciéon y que estd ligada de forma estructural a la varia-
ble aleatoria. Como ilustracién, el siguiente diagrama muestra cémo la variable
aleatoria X induce a la medida de probabilidad px.

X (Q’g’P) - (R7%aMX ::POX_l)

Definicién 1.3. Sea A C Q un conjunto medible. La funcion indicadora para A
se define como

1, siw e A;
Iy(w) = ’ ’ 1.4
AW) {0, en otro caso. (14)

Definicién 1.4. Una funcion simple ¢ es una combinacion lineal de las funciones
indicadoras de conjuntos medibles, definida como

k
o) = > il () (15)

INétese que esta definicién es general para cualquier variable aleatoria, sea continua o discreta.
El cardcter de la integral (o sumatoria) lo determina la medida del espacio de referencia.
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Resultado 1.1. Sea f una funcidn de Borel no negativa sobre (Q,F). Entonces

existe una sucesion de funciones simples {p,} las cuales satisfacen que 0 < o1 <
P2 Spn=gy
lim ¢, =g (1.6)

n—oo

Definicién 1.5. Para cualquier funcion de Borel f, se define la parte positiva
como

f1(w) = max{f(w),0} (L.7)
y la parte negativa como

f-(w) = méx{—f(w), 0} (1.8)
Nétese que f(w) = fy(w)+ f-(w).

Definicién 1.6. Sea A C Q un conjunto medible y f una funcion de Borel no
negativa. La integral de f sobre A se define como

/A fdu= /Q Laf dy (1.9)

Resultado 1.2. (Linealidad de las integrales) Sea (2, §, 1) un espacio de medida
y f y g funciones de Borel integrable.

» [(af)dp=a [ fdu, conacR.
s [(ftg)du=[fdu+ [gdp.

Resultado 1.3. (Convergencia mondtona) Sea f1, fa,... una sucesion de fun-
ciones de Borel sobre (Q,F, ). Si0 < f1 < fo < -+ y ademds lim, . fr, = f,
entonces
/h’m fndp = lim /fndu (1.10)
n—oo n—oo

Definicién 1.7. La integral de una funcion simple no negativa ¢ con respecto a
la medida p estd dada por

k
/SDdMZ Z%M(Ai) (1.11)

como caso particular, cuando la funcion simple consta de un sélo término tal que
a1 = 1, entonces la integral de esta funcion con respecto a la medida p estd dada
por

/ I(A) dy = u(A) (1.12)

Resultado 1.4. (Teorema de Radon-Nikodym) Sea m la medida de Lebesgue. Si
ux es absolutamente continua con respecto a m, entonces existe una funcion de
Borel no negativa fx : R — R tal que

ix(A) = /A fx dm (1.13)
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La funcion f es una funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria
X. Nétese que la integral de Lebesque de fx sobre un intervalo (a,b) coincide con
la integral de Riemann definida como

b
/ fx(x)dz (1.14)

2. Coincidencia

Cook (2008) afirma que el siguiente teorema es llamado “la ley del estadistico
inconsciente” puesto que este es aplicado tan frecuentemente que se hace de
manera inconsciente e indiferente.

Resultado 2.1. Sig : R — R es una funcion pux-medible, entonces g(X) es
P-medible y ademds

/MXMP=/MMk®Mw (2.1)
Q R

Si X tiene una funcién de densidad de probabilidad fx(-), entonces

E@a»=/m@ﬁqu (2.2)

R

Como caso particular, cuando la funcién g(x) = =z, entonces la esperanza de la
variable aleatoria X toma la forma cldsica dada por (1.1).

Demostracion. La demostracion de este teorema se realiza en cuatro pasos, para
cuatro funciones (figura 1). En primer lugar se verifica el teorema para una funcién
indicadora, luego se prueba que el teorema aplica para cualquier funcién simple
y por consiguiente también para cualquier funcién no negativa. En ultimo lugar,
se demuestra que, como consecuencia de lo anterior, el teorema se verifica para
cualquier funcién g(-) .

7
e oo e T
./ W/

Figura 1: Pasos para la demostracién del teorema.
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1. Funcidon indicadora: sea A un conjunto de Borel, tal que A C R. Luego

Au@h@m=AMMM

= px(A)
= P(X71(4))

En donde se utiliza la definicién de integral dada por (1.9), el resultado de
Radon-Nikodyn y la definicién de medida inducida por una variable.

Por otro lado, definiendo S = {w € @ : X(w) € A}, se tiene que

/QIA(X(w))dP:/SIA(X(w))dP—i—/SC IA(X(w))dP

:/1dP+/ 0dP
S c
:/Is(uJ)dP

S

=Pwe: X(w) e A)=PX HA)

En donde se utiliza el hecho de que la integral de una funcién indicadora es
la medida del conjunto medible. Notese que la cadena de igualdades coincide
con la anterior y por consiguiente se tiene el cumplimiento del teorema puesto
que

/ Ia(2) fx(z)de = / IA(X(w))dP (2.3)
R Q

2. Funcién simple: como el teorema es valido para funciones indicadoras y
utilizando la linealidad de las integrales, se tiene que

k
Aﬂn&@mzégmmmhmm

k

a; / Iy, (2) fx(x)dz
R

=1

I
.Mk

ai/ I4(X(w))dP
Q

=1

k
= /Q Z a;ils(X(w))dP

=AﬂMWMP

3. Funcién no negativa: dado que fx es la derivada de Radon-Nikodyn,
entonces es no negativa. Ahora, utilizando (2.4), se tiene que existe una
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sucesién de funciones { f;,} las cuales satisfacen que 0 < frop1 < fxpa <
< fxeon < fxgy

lim foon = fag (2.4)
n—oo
De esta forma, aplicando el resultado de convergencia mondtona, se tiene

que
[ ox@yar= [ lin e,(x(@)dp
Q Q
= lim /Qcpn(X(w))dP

n—oo

= lim [ ¢(a)fx(z)dz

n—oo R

:/ lim p(z)fx(z)dx
R

n—oo

=/Mﬂhwww
R

con lo cual se tiene que el teorema es vélido para cualquier funcién no ne-
gativa g.

4. Funcién arbitraria: aplicando la definicién de parte negativa y positiva
de una funcién de Borel, se tiene que g(w) = g4 (w) — g—(w), con g4 y g—
funciones no negativas. Entonces aplicando el anterior resultado, se tiene

| arx@)ap = [ gi@xie) ds

[o-x@nir = [ g @@
Q R
Por consiguiente

/ ))dP — / ))dP =

Aég+($)fx($)d$'—.A;Q—(x)fx(x)dx

(2.5)

Por la linealidad de las integrales, se tiene que

/[9+— -l (X (w))dP = /9+— ) fx(z) dx

Y con esto se tiene la demostracién completa del teorema puesto que

Lé%ﬂ@MP=Aﬂwk@Mx O
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Noétese que cuando la funcién g es la funcién idéntica, se tiene que las dos defini-
ciones de esperanza coinciden. Es decir

E(X):/Rxfx(x)dx:/QXdP (2.6)

3. Discusion

En este manuscrito se ha probado que, efectivamente, las dos definiciones de es-
peranza coinciden. Existen otras formas de probar este resultado; sin embargo,
aqui quisimos hacerla de una forma clara, de acuerdo a los procedimientos clasicos
de la teoria de la medida.

Notese que la igualdad de las dos esperanzas es una consecuencia de la ley del
estadistico inconsciente dada por el resultado 2.1. Cuando la funcién g se toma
distinta a la funcién identidad, se pueden probar otro tipo de igualdades que
resultan interesantes en el desarrollo de la teoria estadistica; por ejemplo, que las
dos definiciones de la funcién generadora de momento son iguales, o la definicién
de varianza.
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