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WIELOWYMIAROWE MODELE STEROWANIA ZAPASAMI
I ICH ZASTOSOWANIE

W artykule przeprowadzono matematyczna formalizacjg wielowymiarowych modeli sterowania zapa-
sami z wykorzystaniem procesow sum zmiennych losowych okre$lonych na tancuchu Markowa. Na
podstawie tej formalizacji okre$lono funkcjg ryzyka funkcjonowania wielowymiarowych modeli sterowa-
nia zapasami. Rozpatrzono réwniez zagadnienie analizy niezawodno$ci funkcjonowania oraz ustalenia
optymalnej struktury specjalnego systemu obstugi Markowa za pomoca okreslenia jego funkcji ryzyka.

Stowa kluczowe: sterowania zapasami, model wielowymiarowy, funkcja ryzyka, tancuch Markowa,
system obstugi

Model zaprezentowany w niniejszym artykule uogolnia klasyczne modele stero-
wania zapasami, jak réwniez moze si¢ okaza¢ pozytecznym w matematycznej forma-
lizacji niektérych zagadnien teorii ubezpieczen, teorii niezawodnosci, teorii obstugi
masowej, matematyki finansowej, teorii ryzyka itp. [1]-[4].

Zatozmy, ze na przestrzeni probabilistycznej {2, @, P} okreslony zostat jedno-
rodny tancuch Markowa z dyskretnym czasem 77(n), n =0, 1, 2, ... i skonczonym zbio-
rem stanow E = {1, 2, ... N} oraz ze

P=lpyl,i € E,j € E;py= P{n(n+1)=j/n(n) =i}
jest stochastyczna macierza prawdopodobienstw przejs¢ tancucha 77(n), natomiast
T=A{m, M, ..., iy}, m=P{n0)=i},i e E
jest jego rozktadem poczatkowym. Niech f;k) ,j=1,2,...N,k=0,1, .. bedzie rodzi-

na niezaleznych od tancucha Markowa 77(n) nieujemnych zmiennych losowych, nie-
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zaleznych miedzy soba dla réznych k oraz takich, iz rozkltady zmiennych losowych
§;k) nie zaleza od k. Oznaczmy U ,(x) = P{f}k) <x} dystrybuant¢ zmiennej losowej

§f.k) (j=1,2, .., N). Zalézmy dalej, iz 71, 7, ... 3 niezaleznymi, nieujemnymi zmien-
nymi losowymi o tym samym rozktadzie:
H({)=P{r<t},t>0.

Zmienne te sg niezalezne zaré6wno od tancucha Markowa 7(n), jak i od zbioru
zmiennych losowych §j(" ). Natomiast

S =n+tn+t..+75,(S0)=0)

jest prostym procesem odnowy. Niech v,(j), j =1, 2, ..., N oznacza liczbg trafien tan-
cucha Markowa 7(¢) w stan j € E w interwale czasu [0, n], tzn.

vl = D 2nt) =41, j=1,2, .., N,
k=0

gdzie y[A] indykator zdarzenia losowego A. Ponadto

v, ()

&n, )= D EPlnly=j1= D&Y, j=1,2,..., N,
k=1 k=1

Niech Z = {Z,, Z,, ..., Zy} bedzie N-wymiarowym wektorem o dodatnich wspot-
rzednych. Wtedy moment czasu u(Z), okreslony réwnos$cia

.....

gdzie u(Z, j) = min{n: &n, j) > Z;} bedziemy nazywa¢ momentem przekroczenia
wielowymiarowego stochastycznego procesu.
Funkcja

R(t, 2) = P{S(u(2)) < 1t},1=0 M

moze by¢ traktowana jako funkcja ryzyka dla nastgpujacego wielowymiarowego mo-
delu sterowania zapasami.

Rozpatrzmy magazyn, w ktéorym magazynowane sa towary N typoéw, ktorych
wstepny zapas okre$la si¢ wektorem Z = {Z,, Z,, ..., Zy}. Zgloszenia wptywaja do
modelu w przypadkowych momentach czasu: S(1), S(2), ..., S(k), ..., przy czym inter-
waty czasu 7; = S(1), = S12) - S(), ..., . = S(k) — S(k — 1), ... pomiedzy kolejnymi
zgloszeniami s3 niezaleznymi, nieujemnymi zmiennymi losowymi o takim samym
rozktadzie prawdopodobienstwa. Magazyn funkcjonuje w srodowisku, ktore moze sig
znajdowa¢ w jednym sposrdd N roéznych standw. Jezeli w momencie S(k) wptynigcia
k-tego zgloszenia §rodowisko znajduje si¢ w stanie j, to k-te w kolejnosci zgloszenie
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wymaga towaru j-tego typu w ilosci 5}") ,(=1,2,.,N,k=0,1,2,..). Zmiana sta-

néw zewnetrznych srodowiska odbywa si¢ w sposob przypadkowy. Jezeli n(1), n(2),
..., (k) sa stanami Srodowiska w momentach S(1), S(2), ..., S(k) wptynigcia kolejnych
zgloszen, to rozklad stanu srodowiska 7(k + 1) w momencie S(k + 1), pod warunkiem,
ze warto$¢ 7(k) jest znana, zalezy tylko od n(k) i nie zalezy od wartosci 7(1), n(2), ...,
n(k —1). Zatozmy, ze magazyn istnieje po to, by realizowaé zapotrzebowanie na roz-
wazane dobra w przedziale czasu [0, T]. Bedziemy mowili, ze w momencie S(k) €
[0, T] w rozwazanym modelu powstaje sytuacja ,,awarii”, jezeli zgloszenie, ktore
wplyneto, nie moze by¢ zrealizowane w pelnym wymiarze.

Funkcja ryzyka dla rozwazanego modelu bedziemy nazywali prawdopodobienstwo
AT, 7y, Zs, ..., Zy) powstania sytuacji ,,awarii” w przedziale czasu [0, 7] pod warun-
kiem, ze wstgpny zapas poszczegélnych dobr okresla si¢ wektorem Z = {Z,, Z,, ...,
Zy}. Latwo mozna sig przekonac, ze

o(T,2,,2, ... 2y)=R(T, Z),
natomiast funkcja
o*T,21,2y, ... Zy)=1-R(T, Z)
okresla prawdopodobienstwo skutecznego funkcjonowania magazynu.
Poniewaz zmienne losowe é‘;k), j=1,2, .. N, podobnie jak i 7 sa nieujemne,

mozna wprowadzi¢ odpowiednie transformacje Laplace’a uy(s), j = 1, 2, ..., N, h(w)
dla rozktadow Uj(x),j =1, 2, .., N, H(t) rozpatrywanych zmiennych losowych:

u(s)=E@e™ )= Te‘”‘dU (), @)

0
h(w)= E(e ™) = Te_W’dH(t) ) 3)

0

Oznaczmy przez
r*(w, Zi, Zyy .., Zy) = Te_W'd,R(t,Zl,Zz, v Z,), 4)
0
r(W, Sy oy SN) = TT...Te_S‘Z‘ TN R (W, 2y e Z)AZ s oy dZ, (5)
00 0

Twierdzenie 1. Prawdziwa jest nastgpujaca rownos¢:

r(w, 81, 82, ..., Sy) = TP[E — A(w, 51, s, ..., SN)]le(Sl, 82y +eey SN, (6)
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gdzie E — jednostkowa macierz wymiaru N x N; @(w, si, Sz, ..., Sy) = [Dy(w, 5))],
i,j=1,2, .., N—macierz wymiaru N x N, ktorej elementy sa okre§lone rownoscia

d)ij(wa s;) =Dj h(w) ugs;);

D(w, s, $2, ..., sy) = diag[Di(w, s1, $2, ..., S8)], 1 =1, 2, ..., N — diagonalna macierz
wymiaru N x N, na ktorej glownej przekatnej znajduja sig funkcje postaci:

1—u,(s;)
818y et Sy ’

Di(w, 51, 82, ... s8) = h(w)

oraz [ — wektor kolumnowy wymiaru N zlozony z jedynek.

Aby wykaza¢ prawdziwos¢ relacji (6), wprowadzimy macierz X7, Z) = [R(T, Z)],
i € E,j € E, ztozona z warunkowych rozkladow momentéw powstania w magazynie
pierwszej awaryjnej sytuacji. Indeksy j € E, i € E rozktadu R(T, Z) oznaczaja, iz
sytuacja awaryjna zostala spowodowana brakiem towaru j-tego rodzaju, pod warun-
kiem, ze 77(0) = i. Okreslimy réwniez zbidr warunkowych dystrybuant:

{F\'(T,Z,,...2y),i € E,j e E}, n=0,1,..,
gdzie:

FYNT,Z,,..sZy) = P{S(n) < T, &n, 1) < Z,,

s 1, N) < Zy, n(n + 1) = jin(0) = i};
oraz zbior warunkowych warto$ci oczekiwanych, okreslonych wzorem
Fy 7 (w,sy,nsy) = Bl Wm0 yp(n1) = 1 3(0) =11].
Rozwazajac podobnie jak przy wyprowadzeniu twierdzenia w [5], otrzymujemy
réwnos¢:
I?(")(w,sl,...,sN) II?("_U(W, S1seeesSy) DW, S, ooy SN),

gdzie I?(")(w,sl,...,sN) = ll?,j(")(w,sl,...,sN)J, iek jekE n=0,1,.. przy czym

F©® (w,s,,58,,...5y) = P. Na podstawie warunkowych rozktadow R(T, Z), i € E,
J € E, okreslimy funkcje r;*(w, Zi, Z,, ..., Zy) (podobnie do funkcji r*(w, Z,, ..., Zy)
(4)) oraz ry(w, s1, S>, ..., Sy) (podobnie do funkcji r(w, sy, s, ..., sy) (5)). Wprowadzimy
macierz (?)(w,sl,sz,...sN) = [ry(w, s1, 82, ..., Sy)], i € E, j € E. Wtedy, analizujac fakt

zaj$cia w tym samym czasie zdarzen S(u(Z)) < T, oraz n(u(Z)) = j, wystepujacych
w definicji rozktadu R(T, Z), otrzymujemy nastgpujaca rownosc:
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0
OW,S|,8,,...8y) = ZF(’H)(W,SI,sz,...sN)D(w,sl,sz,...sN) .

n=1

Biorac pod uwagg oczywista relacj¢ R(7, Z) = nO(T, Z,, ..., Zy)I oraz wynikajaca

z zalozen modelu zbiezno$¢ szeregu macierzowego ZCD(W, 81585,..8y)" , dostaniemy
n=0
ostateczne uzasadnienie rownosci (6).

Zat6zmy teraz, ze mamy do czynienia z systemem obstugi Markowa, ktory moze
funkcjonowa¢ w dwoch trybach: 1) trybie ,,pasywnym”, gdy system jest pusty i czeka
na kolejne zgloszenie oraz 2) trybie ,,aktywnym”, gdy system wykonuje kolejne zgto-
szenie. Intensywnos$ci strumienia wptywajacych do systemu zgloszen oraz procesu
obstlugi zgloszen sa rowne odpowiednio A oraz u. Funkcjonowanie systemu potrze-
buje pewnego surowca i wstepnie posiadana ilo$¢ jego zapasu jest rowna M. Prawdo-
podobienstwo tego, iz w interwale czasu [¢, ¢ + Af] powstanie konieczno$¢ wykorzy-
stania jakiej$ ilosci posiadanego zapasu wynosi vAf + o(Af), gdzie v> 0 jest dodatnia
liczba, natomiast symbol o(Af) oznacza, iz lim olan

A0 At
wa, ktorej rozktad zalezy od trybu, w ktérym system si¢ znajduje w momencie ¢. Dla
trybu 1) jest to zmienna losowa & o dystrybuancie K(x), dla trybu 2) natomiast —
zmienna losowa ¢ o dystrybuancie D(x). Nalezy zatem taczny zasob surowca M po-
dzieli¢ na dwie czgsdci Z, oraz Z,, ktore moga by¢ wykorzystane odpowiednio w trybie
1) oraz 2).

System musi funkcjonowaé w przedziale czasu [0, T'] oraz R(T, Z,, Z,) oznacza
prawdopodobienstwo powstania sytuacji ,,awarii” systemu, czyli sytuacji, gdy w ja-
kim$ momencie ¢ € [0, T'] zabraknie surowca.

Wprowadzimy punktowy proces stochastyczny S(k), £ = 1, 2, ... momentow kolej-
nych tankowan systemu, zakladajac, ze S(0) = 0. Oznaczmy réwniez przez z, = S(k) —
Stk—1), k=1, 2, ... interwaly czasu migdzy kolejnymi tankowaniami. Przy zatozeniach
przyjetych wobec badanego systemu, 7, o, ..., %, ... beda niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o takim samym rozkladzie wykladniczym z parametrem v. Oznacza to, iz

HH=1-¢e",t>0

=0. Ilo$¢ ta jest zmienna loso-

oraz

v

hw)=E(e™™) = )
V+w

Oznaczmy przez m(f), t > 0 tryb, w jakim znajduje si¢ system w czasie f. Wtedy
m(f), t 2 0 bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z ciaglym czasem, o dwoch
ewentualnych stanach: m(¢) € [1, 2], (,,1” oznacza tryb 1), ,,2” oznacza tryb 2). Niech
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pi) = P{m(1) =jim(0) =i}, i,j €[l,2]

oznacza funkcje¢ przej$¢ procesu m(t), oraz

nn)=mS(n)), n=1,2, ...

Wtedy 7(n), n =1, 2, ... bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z dyskretnym
czasem o dwoch stanach: 7(n) € [1, 2]. Poniewaz moment S(1) = 7; jest niezalezna
od procesu m(f) zmienna losowa o wykladniczym rozkladzie z parametrem v, stosujac
wigc wzor okreslajacy prawdopodobienstwo catkowite, otrzymujemy

o0

py= Pln(n+1)= j/n(n) =i} = Pim(r) = j/tm(0) = i}=v[e™" p,(0)dt .
0

Zatem

pif:‘ﬁij(v) , Lj= 1,2,

gdzie p,(s)= _[ e p;(D)dt, i, j =1, 2 sa transformacjami Laplace’a funkcji przej$¢
0

procesu m(t). Zapisujac dla funkcji przej$¢ p;(f) procesu m(¢) uktad rézniczkowych
rownan Kolmogorowa, a pdzniej dokonujac w tym uktadzie transformacji Laplace’a,
otrzymujemy dla macierzy P = [p;], i, j = 1, 2, prawdopodobienstw przejs¢ tancucha
n(n), nastgpujacy wzor:

v+ u A
p= v+u+d v+u+i
Y7, v+A |

v+u+d v+u+i

Przyjmijmy dla przyktadu, ze zmienna losowa & ma rozktad wyktadniczy z para-
metrem k, a zmienna losowa ¢ ma rozkltad wykladniczy z parametrem d. Wtedy od-
k

oraz Us(x) = D(x) =1 —e*,
k+s

powiednio U(x) = K(x) = 1 — ™, uy(s) = E(e™*) =

d . . . . L
u(s) = E(e™) :E' Jest oczywistym, ze spelnione zostaly wszystkie zalozenia

twierdzenia 1. Na jego podstawie za pomoca bezposrednich obliczen otrzymujemy
nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Jezeli zmienna losowa £ ma rozktad wyktadniczy z parametrem £,
zmienna losowa ¢ ma rozktad wyktadniczy z parametrem d oraz w momencie czasu
t = 0 system znajduje sig w trybie 1), to funkcje
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0

Hw, 51, $2) = j Ie_s‘z‘ % UeW’cue(t,zl,ZZ)}IZZCJZ1
00

0
mozna przedstawi¢ wzorem:

V[(v+w)(d +s,)— Bwd]
s, (v + w)2 (k+s)(d + s,V (w,s,,5,)

r(w, 81, 82) =

+ Bvik
51V WA+ WK+ 5)(d + )V (:51,5)
gdzie
V(w, s1,85) =1 ——2 A+ D)k +5) +k(v+p)(d +5,)
viw (v A+ )kt s)d +sy)
P
v+w)’ (k+s)(d+s,)’
oraz
p-_ "V
V+A+u

Bedziemy mowili, iz rozpatrywany system ma optymalna strukture, jezeli podziatu
M = Z, + Z, posiadanego zasobu surowca dokonano w taki sposob, ktory maksymalizuje
prawdopodobienstwo skutecznego funkcjonowania systemu. Znajomo$¢ funkcji ryzyka
R(T, Z, Z,) pozwala sprowadzi¢ zagadnienie okreslenia optymalnej struktury badanego
systemu do znalezienia minimum funkcji s(x) = R(T, x, M — x) w przedziale x € [0, M].

Warto rowniez podkresli¢, ze twierdzenie 2 ma bardziej ogolny charakter i po-
zwala okresli¢ funkcje ryzyka R(7, Z;, Z,) nie tylko dla wyktadniczego rozktadu
zmiennych losowych &1 £ Zastepujac funkcje u(s), ux(s) przez transformacje Lapla-
ce’a dla innych rozktadow, otrzymamy odpowiednie dla tych rozktadow wnioski.
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The multivariate models of the reserves control and their applications

The multidimensional stock control that functions in a random Markov environment is considered. The
mathematical formalization of this model was considered with the use of sums of the random variables de-
fined on the Markov chains. The authors introduce a definition of risk function of the type of downside risk
measures and find the explicit formulas for its determinations. The example of the application of these for-
mulas is provided: the tasks of the reliability and optimal configuration for the queueing problem are re-
garded. The formulas defining the function by the system parameters were obtained
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