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Модели «копула» 
в приложении к задачам финансов1

… в центре нижнего яруса (органа) помещаются … 
механизм соединений или копуляций клавиатур…

Еженедельник «Музыка», № 22, 1911 г.

Цель данной статьи – ознакомить читателя с аппаратом моделей «копу-
ла», продемонстрировать возможности его приложения к таким финансовым 
задачам, как оценка риска, его хеджирование, выбор оптимального инвестици-
онного портфеля, оценка стоимости сложных финансовых инструментов и по-
строение моделей дюрации. Для этой цели вначале подробно описывается поня-
тие «копула» и приводятся ее основные семейства. Затем разбираются вопросы 
оценки и проверки качества инференции полученных моделей. Дается анализ 
эмпирических работ по применению копул в обозначенных задачах финансов. 
В заключении освещаются основные проблемные области, требующие дальней-
шей разработки.
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1. Введение
В современной финансовой литературе широко используют-

ся показатели линейной взаимосвязи (например, в оптимизации  – 
(Lintner, 1965; Samuelson, 1969; Merton, 1973;   Markowitz, 1990); 
в хеджировании – (Cecchetti et al., 1988;  Myers, Hanson, 1996); в оцен-
ке рисков – (RiskMetrics, 1996)), однако есть ряд научных результатов, 
говорящих о неадекватности такого подхода (в том числе в связи с не-
нормальностью распределения, что обсуждается в (Clemen, Reilly, 
1999;  Embrechts et al., 1999;  Ane, Kharoubi, 2003)). Данный вывод отно-
сится и к оценке рисков как к отдельной группе финансовых перемен-
ных. В частности, в (Alexander, Pezier, 2003, р. 26) отмечено, что мера 
линейной корреляции может применяться для агрегирования рисков 
только на краткосрочном временном промежутке, на длительном же 
ее использование некорректно, так как имеют место экстремальные 
явления и проявления высокой степени зависимости. 

Наиболее элегантным решением проблемы негауссовского 
характера распределения случайных величин (включая финансовые 
риски) являются копулы. При этом заметим, что копулы уже нашли 
успешное применение при моделировании природных явлений (на-
пример, по океанологии: см. работу (Michele de et al., 2007)), при ис-
следовании способов перемешивания данных как средства защиты 
базы данных (подробнее см. (Sarathy et al.,  2002)), при анализе микро-
экономических данных (Smith, 2003; Genius, Strazzera, 2004;  Sun et al., 
2008;  Kim et al., 2007). 

1 Автор выражает благодарность С.А. Айвазяну за научное руководство при подготовке данной статьи и Ф.Т. Але-
скерову за подробные комментарии по работе. Отдельное спасибо А.Н. Кулаковой за поиск музыкальной парал-
лели с копулами. Автор также признателен коллегам за обсуждение доклада с предварительными наработками  
по теме на первом Российском экономическом конгрессе-2009, в частности А.С. Козлову.
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Копула – это функция, позволяющая перейти от одномерных 
(частных) распределений случайных величин к совместному рас-
пределению. Необходимо заметить, что для решения задачи оценки 
многомерного распределения могут быть также использованы такие 
подходы, как многомерные GARCH-модели (подробнее см. (Bauwens 
et al., 2006)); модели с переключающимися режимами корреляции 
(threshold-correlation models) (Houle, 2008); условные распределения 
(Walter et al., 2004). Подчеркнем, что предметом данной работы явля-
ется описание моделей «копула» и их применения в решении финан-
совых задач без сравнения их эффективности в соотношении с  вы-
шеописанными альтернативными подходами.

Изучение моделей «копула» представляет особую актуальность 
ввиду законодательных инициатив по регулированию рисков коммерче-
ских банков и контролю уровня достаточности их капитала. Весной 2009 г. 
базельский комитет по банковскому надзору выделил копулы как один из 
наиболее корректных способов оценки рисков (BCBS, 2009, p. 28). 

Структура статьи выглядит следующим образом. В разд. 2 дает-
ся определение модели «копула» и приводятся ее основные семейства; 
в разд. 3 – подходы к оценке данных моделей; в разд. 4 – методы диа-
гностики качества инференции полученных моделей; в разд. 5 – основ-
ные эмпирические приложения моделей «копула» к задачам финансов. 
В разд. 6 обсуждаются вопросы, которые открывают дальнейшие на-
правления исследований.

2. Обзор моделей

2.1. Определение копулы
Пусть 1X  и 2X  – случайные величины, функции распределения 

вероятности которых определены на множествах A и B соответствен-
но. Будем обозначать реализацию i случайной величины j как ( )jx i . 

Будем называть функцию 1 2( , )C X X  возрастающей по каждой 
переменной 1X  и 2X , если для нее выполняется следующее условие 

при (1) (2)j jx x≤ :

1 2 1 2 1 2 1 2( (2), (2)) ( (1), (1)) ( (2), (1)) ( (1), (2)) 0C x x C x x C x x C x x+ − − ≥ .	 (1)

Введем понятие подкопула 1 2( , )C X X  как двумерную функцию 
двух переменных2 1X  и 2X , определенную на множестве A B× , [0;1]A∈  
и [0;1]B∈ , с областью значений [0;1]  и удовлетворяющую условиям:

1) ограничение снизу, т.е. 1 2( , ) 0C X X = , если : 0ii X∃ = ;

2) 1 2( , ) iC X X X= , если : 1jj i X∀ ≠ = ;

3) возрастание по каждой переменной. 

Тогда копула – это подкопула в случае [0;1]A =  и [0;1]B = . 
При страховых (актуарных) вычислениях и при оценке стои-

мости сложных производных финансовых инструментов часто имеют 
дело с копулой дожития 1 2( , )C X X



, которая определяется по формуле:
2 В данном случае не требуется, чтобы 1X  и 2X  были случайными величинами. 
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( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ; 1 ( , )C X X P X x X x X X C X X= > > = + − +


.	 (2)

Таким образом, любая копула обладает следующими свойствами.

1. Ограниченность

10 ( ,..., ) 1.nC x x≤ ≤ 	 (3)

2. Наличие границ Фреше–Хефдинга (Frechet–Hoeffding)

Max(0, 1) ( , ) Min( , ).u v C u v u v+ − ≤ ≤ 	 (4)

3. Упорядоченность (доминирование). Копула 2C  доминирует 
над копулой 1C , или 1 2C C , в случае когда 1,..., nx x∀  выполняет-
ся неравенство 1 1 2 1( ,..., ) ( ,..., )n nC x x C x x≤ .

Использование копул для восстановление многомерного со-
вместного распределения основано на выводах теоремы Шкляра, вве-
денной в (Sklar, 1959).

Теорема Шкляра. Пусть H – совместная функция распределения 
двух случайных величин x, y, которые имеют частные функции распределения 
F и G соответственно. Тогда существует такая копула C, что для любого x, y 
можно записать:

: ( , ) [ ( ); ( )] , ( ; )С H x y C F x G y x y∃ = ∀ ∈ −∞ +∞ 	 (5)

Причем если функции F и G непрерывны, то копула C единственна; 
в противном случае копула C может быть всегда определена на обла-
сти значений F и G. И наоборот, если C – копула, а F и G – частные 
(маргинальные) функции распределения, то функция H, определен-
ная выше, является функцией совместного распределения с аргумен-
тами F и G.

2.2. Основные семейства копул
Выделяют несколько основных семейств копул: эллипсообраз-

ные, архимедовы, экстремальные. Прежде чем перейти к рассмотре-
нию отдельных семейств копул, необходимо ввести такие понятия, как 
«независимая копула» и «полноценная копула».

Независимая копула, или копула произведения (product copula), 
соответствует случаю независимости случайных величин и определя-
ется следующим образом:

( )1 2 1 2; ;...; ... ,m mC u u u u u u=
	

	 (6)

где iu  – обратная функция распределения случайной величины i.

Полноценная копула (comprehensive copula) – это копула, кото-
рая включает границы Фреше–Хефдинга и случай независимой копу-
лы как частные случаи значений параметров.

Эллипсообразные копулы (гауссовская и Стьюдента) про-
исходят из аналитических форм записи многомерного гауссовского 
распределения и распределения Стьюдента. Они позволяют восста-
навливать симметричные совместные распределения. Необходимо 
заметить, что для получения многомерного нормального распреде-
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ления необходимо взять гауссовскую копулу и гауссовские частные 
распределения, а для распределения Стьюдента – копулу Стьюдента 
(t-копулу) и частные распределения Стьюдента с одинаковым числом 
степеней свободы. 

В своей работе К. Александер и Дж. Пезье подчеркивают, что 
использование гауссовской копулы допустимо только в случае, когда 
зависимость случайных величин может быть в полной мере отражена 
линейной корреляцией (Alexander, Pezier, 2003,  р. 72).

Архимедовы копулы можно представить в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2; ;...; ...m mC u u u u u u−= ϕ ϕ +ϕ + +ϕ   ,	 (7)

где iu  – обратная функция распределения случайной величины i,
ϕ  – функция-генератор копулы. 

Свое название архимедовы копулы получили из-за аналогии с 
архимедовой аксиомой. Архимедова аксиома постулирует, что для лю-
бых двух целых положительных чисел a и b всегда найдется такое чис-
ло n, что будет верно соотношение na b> . Для копулы введем следую-
щие обозначения: 1

Cu u=  и 1 ( ; )n n
C Cu C u u+ = . Тогда ( ), 0;1u v∀ ∈  : n

Cn u v∃ > , 
что аналогично аксиоме Архимеда (доказательство данного факта см. 
в (Nelsen, 2006, р. 115, 122)).

Основными архимедовыми копулами являются копулы Клэй-
тона, Гумбеля, Франка, Али-Микаэля-Хака (их формы записи см. 
в (Nelsen, 2006, р. 116–121)).

Экстремальные копулы созданы на основе одномерных зако-
нов распределения экстремумов. Для них должно выполняться соот-
ношение  (Bouye, 2002, р. 5):

( ) ( )1 2 1 2; ;...; ; ;...; 0.t t t t
m mC u u u C u u u t= ∀ > 	 (8)

В статье (Ghoudi, Khoudraji, Rivest, 1998) дается обзор двумер-
ных экстремальных копул Галамбоса, Гумбеля (первого и второго ти-
пов), Маршалла–Олкина.

Другие копулы. В отдельную категорию можно вынести та-
кие семейства, которые не относятся ни к одному из выше указан-
ных. Так, копулы Плаке и Фарли–Гумбеля–Моргенштерна (FGM) не 
являются копулами ни эллипсообразных распределений, ни экстре-
мальных значений. В их функциональной форме так же невозможно 
выделить функцию-генератор, как в архимедовых. При этом копула 
Фарли–Гумбеля–Моргенштерна, имея достаточно простую функцио-
нальную форму, позволяет моделировать несильную степень зависи-
мости, из-за чего ее реже используют в финансовых приложениях, 
чем остальные.

Копула Плаке была образована алгебраическим способом, ког-
да на основе аналитических таблиц вычислялась степень зависимости 
столбцов от строк (подробнее см. (Nelsen, 2006, p. 89–91)). Необходи-
мо добавить, что копула Плаке является полноценной копулой.

Модели «копула» в приложении к задачам финансов
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2.3. Многомерные копулы
Копулы получили распространение в вопросах финансов бла-

годаря возможности моделировать более широкий характер взаимос-
вязи, чем позволяет многомерный нормальный закон. Особенную 
свободу дают архимедовы копулы. Тем не менее данное преимуще-
ство копул имеет и обратную сторону. Большинство архимедовых ко-
пул определяются одним параметром. Это служит основным пунктом 
критики данных моделей, так как даже идеалистический многомер-
ный закон насчитывает   0,5 ( 1)n n −  параметров ковариационной ма-
трицы, где n – размерность распределения. Поэтому исследователи 
начали искать пути разрешения «проблемы одного параметра» при 
моделировании совместных распределений высокой размерности. 
Ниже будут приведены четыре пути решения, найденные в совре-
менных исследованиях автором: иерархические, парные, сводные 
и факторные копулы.

2.3.1. Иерархические копулы
В работе (Savu, Trede, 2006) авторы обобщают теорию по-

строения иерархических архимедовых копул, которые позволяют 
моделировать более гибкую структуру зависимости случайных ве-
личин. Возьмем простой случай иерархической копулы3 С3,2 от пяти 

случайных величин X1,…, X5.  Допустим для наглядности, что первые 

три переменные X1, X2, X3 тесно взаимосвязаны друг с другом, т.е. их 

совместное распределение подчиняется функциональной форме ко-

пулы С1,1; а X4, X5 – взаимосвязаны между собой, т.е. описываются ко-

пулой С2,1. Тогда можно записать: С3,2 (X1,…, X5) = С3,2 (С1,1(X1, X2, X3); 

С2,1(X4, X5)). Как указано в работе (Whelan, 2004),  такого рода иерар-

хические копулы называются частично вложенными (partially nested). 

Если бы совместное распределение имело следующее представление  

С(X1,…, X5)=С4,4(X1, С3,3(X2, С2,2(X3, С1,1(X4, X5))), то такие иерархические 

копулы назывались бы полностью вложенными (fully nested), так как лю-
бая копула более высокого уровня включает все копулы более нижних 
уровней.

Для того чтобы иерархия копул соответствовала совместному 
многомерному распределению, помимо условия монотонности функ-
ции генератора архимедовой копулы необходимо, чтобы степень за-
висимости (значение параметра копулы) снижалась с ростом уровня 
иерархии. В работе (Hofert, 2008,  р. 5169, table 3) перечислены допу-
стимые комбинации копул, удовлетворяющие условию монотонности 
генератора для образования иерархических копул. Наиболее часто 
среди допустимых М. Хоферт отмечает комбинации с участием копулы 
Клэйтона и копулы Али-Микаэля-Хака.

3 При обозначении иерархических копул будем руководствоваться следующими обозначениями: в нижнем ин-
дексе вначале указывается номер копулы, а после запятой – уровень иерархии.

Г.И. Пеникас
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Заинтересовавшиеся в этом подходе читатели могут ознакомить-
ся с работой (Okhrin et al., 2009), в которой описываются свойства архи-
медовых копул и дается расчет индексов зависимости хвостов (tail depen-
dence index) многомерного распределения для иерархических копул.

2.3.2. Парные копулы
В работе (Aas et al., 2009) предлагается альтернативный вари-

ант решения проблемы одного параметра в многомерных копулах. 
Фактически вместо иерархии совместного распределения копула 
представляется в виде произведения парных условных копул. Для луч-
шего понимания идеи приведем пример из (Aas et al., 2009). 

Пусть ( )1 2|f x x  – это условная плотность распределения слу-
чайной величины 1x  при реализации случайной величины 2x ; ( )iF x  – 
функция распределения; ( ) ( )1 2;c F x F x    – плотность копулы совмест-
ного распределения двух случайных величин 1x  и 2x . Тогда условную 
плотность можно записать через копулу как

( ) ( ) ( ) ( )1 2 12 1 2 1| ; ,f x x c F x F x f x=   
двойную условную плотность величины 1x :

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 13|2 1 2 3 2 1 2| , | ; | |f x x x c F x x F x x f x x=     	 (9)

или, согласно полученному ранее выводу:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 13|2 1 2 3 2 12 1 2 1| , | ; | ; ;f x x x c F x x F x x c F x F x f x=        	 (10)

трехмерную плотность распределения (по принципу условных парных 
копул):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3 12 1 2 23 2 3

13|2 1 2 3 2

, , ; ;

| ; | .

f x x x f x f x f x c F x F x c F x F x

c F x x F x x

= ×      
×   

	
(11)

Данную запись (11) можно использовать для подстановки 
в функцию максимального правдоподобия. Таким образом, здесь зави-
симость будет моделироваться тремя параметрами, так как плотность 
совместного распределения разложена на три копулы.

В подтверждение эффективности предложенного подхода авторы 
(Aas et al., 2009) рассматривают четырехмерное совместное распределе-
ние финансовых доходностей, очищенное от эффектов гетероскедастич-
ности. В работе показано, что парные копулы Стьюдента точнее описыва-
ют эмпирические данные, чем четырехмерная копула Стьюдента.

2.3.3. Сводные копулы
Другим подходом, также не привязанным единственно к ар-

химедовых копулам, как и парные копулы, являются сводные копулы. 
В  работе (Laforge, 2008a) обосновывается способ их построения как 
комбинации двумерных, на основании выводов из теоремы Кимбер-
линга для архимедовых копул (данный способ носит название пред-
ставление Дарсоу–Нгиена–Олсена).

Модели «копула» в приложении к задачам финансов
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Поскольку произведение двух копул С1 и С2 можно разложить 
по формуле 1

1 2
1 2

0

( , ) ( , )
( )( , ) ,

C x t C y tС С x y dt
t t

∂ ∂


∂ ∂∫
то выполняется следующее равенство

1
1

1
0

( , )( , )
( ,..., ) ... ,n

n
C x tC x tС x x dt

t t
∂∂


∂ ∂∫ 	 (12)

или в терминах плотности копулы
1

1
1

11 0

( ,..., )
( ,..., ) ( , ) .

...

n n
n

n i
in

C x x
с x x c x t dt

x x 

∂
 

∂ ⋅ ⋅∂ ∏∫ 	 (13)

Ч. Лафорж показывает, что если трехмерную копулу всегда можно раз-
ложить на три двумерные, то при наличии трех двумерных, являющих-
ся производными одной и той же многомерной, восстановить много-
мерную возможно лишь при выполнении следующего условия:

1 (1) (2)
(3) 1 2

1 2
0

( , ) ( , )
( , )

C x t C x tС x x dt
t t

∂ ∂


∂ ∂∫ .	 (14)

В работе (Laforge, 2008b) демонстрируется переход от класси-
ческой копулы к M- и W-сводным копулам. Для их построения исполь-
зуется понятие сводной переменной x такой, что:

1

1
10

( , )( , )( ; ,..., ) .
n

i
n

i

C y tC x tС x y y dt
t t=

∂∂
=

∂ ∂∏∫ 	 (15)

И понятие верхней границы Фреше–Хефдинга принимает вид
( , ) ( , ) min( , )С x t M x t x t= = .	 (16)

Тогда верно следующее преобразование верхней границы интеграла:

1
10

( ; ,..., ) ( , )
x n

n i
i

с x y y c y t dt
=

= ∏∫ .	 (17)

2.3.4. Факторные копулы
Среди альтернативных подходов к решению проблемы одного 

параметра интерес представляют факторные копулы, поскольку по-
зволяют заложить в модель многомерного распределения количество 
параметров большее, чем в ковариационной матрице многомерного 
нормального закона. Данный подход подробно освещается в статье 
(Liebscher, 2008). Поясним основное содержание этого метода. Для 
этого введем необходимые обозначения.

Пусть [ ] [ ]1,..., : 0;1 0;1d
kС С →  – копулы, являющиеся функциями 

отображения из d-мерного единичного куба на закрытый интервал 
единичной длины; [ ] [ ]: 0;1 0;1jig →  – функции, которые либо строго 
возрастают, либо тождественно равны единице ( 1,..., ;j k= 1,...,i d= ); 

[0;1]v∈ ; [0;1]ix ∈  – случайная величина (аргумент функции копулы), 
равная обратному значению кумулятивной функции распределения. 
Сформулируем два ключевых требования к функции jig :
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1) ( )
1

;
k

ji
j
g v v

=

=∏  

2) ( ) ( )
0

lim 0ji jiv
g v g

→+
= .

Э. Лейбшер показывает, что следующая функциональная форма также 
будет являться копулой:

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1

,..., ,...,
k

d j j jd d
j

C x x C g x g x
=

=∏ .	 (18)

Как видно из функциональной формы (18), число копул k, на 
которые разбивается совместное распределение, не зависит от его 
размерности d. Э. Лейбшер предложил данный подход для моделиро-
вания разнообразных форм асимметрии совместного распределения, 
которые не достижимы при стандартных формах архимедовых копул. 
Практические приложения метода можно обнаружить в работе (Lau-
rent, Gregory, 2003), где исследуется оценка стоимости производных 
финансовых инструментов. 

3. Подходы к оценке моделей «копула»

Существует несколько альтернативных методов для решения 
задачи моделирования совместного распределения с учетом теоре-
мы Шкляра. Фактически множество комбинаций определяется воз-
можностью параметрической и непараметрической оценки копулы и 
частных распределений. Все варианты можно обобщить в три метода: 
параметрический, полупараметрический и непараметрический.

3.1. Параметрический метод
Данный класс методов предполагает параметризацию как част-

ных распределений, так и копулы. Если базовый подход MLE (Maxi-
mum Likelihood Estimation) максимизирует функцию правдоподобия 
одновременно по частным распределениям и по копуле, то метод «от 
частных распределений» (Inference for Margin – IFM) разбивает оцен-
ку на два этапа: вначале – параметризацию частных распределений, 
затем – копулы.

3.2. Полупараметрический метод
Полупараметрический метод также предполагают двухэтапную 

оценку копулы. Но на первом этапе вместо параметрической оценки 
частных распределений берутся эмпирические распределения, а на 
втором – происходит параметрическая оценка копулы.

В работе (Kim et al., 2007) показано, что полупараметрический 
метод (SP – semi-parametric) дает более состоятельные и устойчивые 
(робастные) оценки, чем параметрические методы в случаях, когда 
вид частного распределения не известен и, как следствие, когда воз-
никает угроза их неверной спецификации. О ключевой роли оценки 
частных распределений в моделировании совместных распределений 
также пишет Д. Фантаццини (Fantazzini, 2009a).

Модели «копула» в приложении к задачам финансов



32

3.3. Непараметрический метод
Среди непараметрических методов оценки копул можно выде-

лить два подхода: на основе оценки эмпирической копулы и ядерных 
оценок. Первый подход предполагает оценку функции распределения 
эмпирической копулы ( ( / , / )nC i n j n ), которая отражает число случаев, 
когда исходы случайных величин одновременно попали в выбранную 
ячейку сетки разбиения всего множества вероятностного простран-
ства (подробнее см. в (Nelsen, 2006,  p. 219). Второй подход предпола-
гает непараметрические (включая ядерные) оценки и для частных рас-
пределений. Примеры приложения метода представлены в (Liebscher, 
2005;  Kiwitt, Neumeyer, 2008).

4. Вопросы инференции

Прежде чем перейти к проверке качества инференции конкрет-
ной модели «копула», Д. Берг (Berg, 2009, p. 16) предлагает восполь-
зоваться результатами Ф. Хуффера и К. Парка, которые предложили 
тест для проверки многомерной эллипсообразности распределения 
(Huffer, Park, 2007). Одним из приложений данной методики является 
проверка многомерной нормальности распределения. Таким образом, 
проверив исходное распределение на эллипсообразность, становит-
ся возможным ответить на вопрос, принадлежит ли искомая копула к 
классу эллипсообразных или нет. 

Тем не менее мне не доводилось пока встретить работы, при-
менявшие тест на эллипсообразную симметричность при работе с 
копулами. Наибольшее распространение получили критерии, сфор-
мулированные на основе значения функции максимального прав-
доподобия  – критерии Акаике (AIC) и Шварца (BIC). Вторыми по 
частоте применения являются тесты оценки дистанции до эмпири-
ческой копулы. Третьими – тесты на основе трансформации Розен-
блатта. 

4.1. Критерии Акаике и Шварца
Многие работы по приложению копул основывают выбор 

модели на критериях Акаике и Шварца (например, (Savu, Ng, 
2005; Patel, Pereira, 2008)). Тем не менее, будучи самым простым 
и интуитивным, данный подход является методологически некор-
ректным, потому что критерии Акаике и Шварца предполагают 
одинаковую функциональную форму моделей, отличающихся чис-
лом переменных (Канторович, 2002, с. 252). Поэтому единствен-
ное, что возможно в этом случае, – сравнить копулы Стьюдента с 
разным числом степеней свободы на основе критериев AIC и BIC. 
Выбирать между копулами разных семейств и, как следствие, раз-
ных функциональных форм методологически некорректно. В под-
тверждение этого утверждения в работе (Aas et al., 2009, p. 194) по-
казано, что сравнение копул Стьюдента и Клэйтона по критерию 
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максимума функции правдоподобия невозможно (фактически, 
сравнение по критериям AIC и BIC), так как они не имеют единой 
функциональной формы, будучи невложенными (non-nested). 

4.2. Оценка дистанции до эмпирической копулы
В работе (Genest, Remillard, 2004) предлагается тест для анали-

за качества подгонки копулы к фактическому совместному распределе-
нию. Тест проверяет, не является ли исходное многомерное распре-
деление связкой независимых случайных величин. В этом случае если 
нулевая гипотеза оказывается верной, то совместное распределение 
моделируется независимой копулой.

В работе (Remillard, Scaillet, 2009) авторы ставят целью сравне-
ние структур зависимости пар двумерных наборов данных. Для этого 
оцениваются уровни значимости для теста Крамера-фон-Мизеса, осно-
ванного на сопоставлении значений двух эмпирических копул. В рабо-
те подчеркнуто, что поскольку метод бутстрэпа неприменим в случае 
теста Крамера-фон-Мизеса, оценка уровней значимости проводится 
на основе метода Монте-Карло. 

4.3. Тесты на основе трансформации Розенблатта
В 1952 г. М. Розенблатт (Rosenblatt, 1952) впервые предложил 

трансформировать многомерный случайный вектор в равномерно 
распределенный единичный куб, по размерности совпадающий с 
первоначальным вектором. Приложение подхода трансформации 
Розенблатта к оценке качества инференции было дано в (Dobric, 
Schmid, 2007). Фактически при этом оценивается дистанция от пре-
образованного случайного вектора до независимой копулы. Суще-
ственная удаленность от независимой копулы не позволяет принять 
нулевую гипотезу о том, что независимая копула лежит в основе ис-
следуемых данных.

В качестве завершения обзора тестов на качество инферен-
ции моделей «копула» интересно проанализировать три работы, 
посвященные детальному сравнению разных тестов (Genest, Re-
millard, Beaudoin, 2009; Savu, Trede, 2008;   Berg, 2009). Прежде 
всего эти исследователи считают, что мощность любого теста рас-
тет с ростом числа наблюдений, ростом размерности распределе-
ния и ростом степени взаимосвязи исследуемых переменных. При 
этом в (Genest, Remillard, Beaudoin, 2009; Berg, 2009) подчерки-
вается важная роль нулевой и альтернативной гипотез. В частно-
сти, Д.  Берг отмечает, что проводить статистические тесты, где 
нулевой гипотезой является предположение о том, что исследуе-
мая копула является архимедовой, получается эффективнее, чем 
в случаях, когда нулевая гипотеза предполагает эллипсообразную 
копулу. Все авторы сходятся в том, что наилучшим тестом может 
являться в общем случае оценка дистанции до эмпирической ко-
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пулы. Но расхождение мнений возникает в используемой мере 
дистанции. Так, Д. Берг предпочитает тест на основе статистики 
Андерсона–Дарлина (Anderson, Darling, 1954). К. Женест с колле-
гами отмечают, что введенная в 1954 г. авторами функция взвеши-
вания ( )1/ [ 1 ]u u−  (где u – случайная величина), призванная давать 
больший вес значениям хвостов распределения в рассчитываемой 
статистике, не подтверждает своего свойства при экспериментах 
с копулами (Genest, Remillard, Beaudoin, 2009, р. 13, point с)). Поэ-
тому в (Genest, Remillard, Beaudoin, 2009) предпочтение отдается 
тестам на основе статистики Крамера-фон-Мизеса, которые, по 
мнению этих авторов, более состоятельны, чем  статистика Кол-
могорова–Смирнова для одного и того же случайного процесса.

5. Эмпирические приложения

Рассмотрим пять основных приложений моделей «копула» 
к задачам финансов: построение модели дюрации, оценку стоимости 
производных финансовых инструментов, оценку рисков портфеля 
активов, выбор оптимальной структуры инвестиционного портфеля 
и хеджирование риска.

5.1. Построение модели дюрации
В финансах модели дюрации появляются в работах (Savu, 

Ng, 2005; Ng, 2008). Дюрация – это время между подачей торго-
вых заявок (сделок) на бирже. Так, если базой (Savu, Ng, 2005) 
являются только поданные заявки, то для (Ng, 2008) – заявки и 
заключенные сделки. Если массив первого исследования насчи-
тывает 60 тысяч наблюдений за две недели, то второго – уже 400 
тысяч за три месяца. Фактически копула используется для моде-
лирования зависимости между временными отсечками смежных 
заявок.  Так, в работе (Savu, Ng, 2005) авторы приходят к выводу, 
что ретроспективный прогноз, проведенный ими на данных вто-
рой недели, более точен по моделям «копула» (особенно по смеси 
копул), чем по моделям, предполагающим многомерную нормаль-
ность распределения. Тем не менее ими не отвергается возмож-
ность наличия зависимости не только между смежными заявками, 
но и между более удаленными. Это указывает на потребность мо-
делирования копулы большей размерности. Продолжая идею мо-
делирования смеси копул, в (Ng, 2008) оценивается динамическая 
смесь копул Клэйтона и копулы дожития Клэйтона, где вес копу-
лы авторегрессионно зависит от веса в прошлом периоде. У.  Нг 
показывает, что модель дает статистически более устойчивые ре-
зультаты (оценка ожидаемой дюрации меньше и ее стандартное 
отклонение ниже), чем традиционная модель, предполагающая 
многомерную нормальность, и чем модель смеси копул со стати-
ческой структурой.
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5.2. Оценка стоимости производных финансовых инструментов 
Важно отметить особое место копул в оценке справедливой 

стоимости производных финансовых инструментов, которая зависит 
от вероятности наступления совместного события, связанного с дви-
жениями цен нескольких активов или с дефолтом нескольких заемщи-
ков. То есть это относится к барьерным опционам и кредитным дери-
вативам (включая залоговые долговые обязательства – Collateralized 
Debt Obligations – CDO)4. 

5.3. Оценка рисков портфеля активов
Статьи по оценке рисков можно разделить на три группы, ана-

лизирующие: 1) страховые риски; 2) ценовые риски изменения стои-
мости портфеля ценных бумаг; 3) банковские риски.

Оценка страховых рисков, возможно, является одной из первых 
финансовых областей приложения копул, начавшая свое исчисление от 
работы (Frees, Valdez, 1998), в которой моделируется двумерное распре-
деление параметров страховых случаев. Из трех рассмотренных копул 
предпочтение отдано копуле Гумбеля на основе теста на качество под-
гонки, хотя ретроспективного прогноза авторами проведено не было. 

Работа (Tang, Valdez, 2006) по своей сути продолжает направ-
ление анализа, начатое в работе (Frees, Valdez, 1998), и посвящена 
анализу требований достаточности капитала страховой компании на 
покрытие непредвиденных потерь от подписанного (underwritten) 
бизнеса по страхования (т.е. от обязательств по заключенным догово-
рам страхования). Авторы работы рассматривают копулы эллипсоо-
бразных распределений, так как они позволяют учесть всю ковариаци-
онную матрицу при описании зависимости нескольких переменных в 
отличие от одного параметра, используемого в архимедовых копулах. 
Недостатком, присущим также и работе (Frees, Valdez, 1998),  является 
отсутствие ретроспективного анализа получаемых прогнозов, что мо-
жет объясняться коротким временным рядом наблюдений (19 точек).

Исследования ценового риска (Ane, Kharoubi, 2003;  Chollete, 
Heinen, 2006; Kole et al., 2006; Cech, 2006;   Фантаццини, 2008; Fan-
tazzini, 2009b) во многом похожи друг на друга и отличаются лишь 
используемыми данными и незначительными вариациями в технике 
(параметрический и полупараметрический подходы к оценке копул). 
В большинстве исследований предпочтение отдается копулам эллип-
сообразных распределений, поскольку при больших размерностях 
распределения последние представляют исследователю большую гиб-
кость за счет оценки ковариационной матрицы. Тем не менее работа 
(Ane, Kharoubi, 2003) является классической, поскольку подтверждает, 
что рынок акций наилучшим образом описывается копулой Клэйтона. 
«Классика» в данном случае соответствует тому, что копула Клэйтона 
характеризуется зависимостью нижних (левых) хвостов распределе-
ния, что соответствует зависимости в движении цен финансовых ак-

4 Исследованию вопросов оценки стоимости опционов посвящены работы: (Cherubini, Luciano, 2000;  Cherubini 
et al., 2004; Goorbergh van den et al., 2005), пример оценки кредитных деривативов можно увидеть в работе 
(Masala, Menzietti, Micocci, 2005).
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тивов, обнаруженной после кризиса 1998 г. Ф. Лонгином и Б. Солни-
ком (Longin, Solnik, 1998). Данные исследователи отметили, что ценам 
акций характерно одновременно падать, но не расти.

При моделировании банковских рисков стоит выделить три 
работы (Rosenberg, Schuermann, 2006; Morone et al., 2007; Jouanin et 
al., 2004). Если первые две статьи представляют результаты комплекс-
ного эмпирического расчета совокупного риска банка, но третья – об-
суждает вопросы измерения отдельных рисков, не сводя их к оценке 
совокупного. Несмотря на то что работы ориентированы на разные 
типы данных (первая – на данные по крупнейшим банкам, вторая и 
третья – на данные одного банка), интересно их сопоставить с точки 
зрения подходов к выбору копулы для агрегирования рисков. Авто-
ры этих работ единодушны в том, что достаточным условием являет-
ся использование гауссовской копулы или копулы Стьюдента, хотя 
в (Jouanin, Ribouler, Roncalli, 2004) отмечается, что для цели стресс-
тестирования целесообразно воспользоваться экстремальной архиме-
довой копулой Гумбеля, характеризующейся наличием зависимости 
верхних (правых) хвостов распределения.

5.4. Выбор оптимальной структуры инвестиционного портфеля
Новым направлением развития теории инвестиционного порт-

феля является приложении копул к моделированию многомерных рас-
пределений в задачах оптимизации структуры портфеля. Здесь сто-
ит отметить такие работы, как (Hennessy, Lapan, 2002; Natale, 2006; 
Алексеев и др., 2006). В частности, в (Hennessy, Lapan, 2002) рассма-
триваются архимедовы копулы для моделирования многомерного рас-
пределения, лежащего в основе задачи оптимизации портфеля при 
максимизации функции ожидаемой полезности. Авторы считают, что 
отдельные выводы микроэкономического анализа в части поведения 
оптимизирующего портфель субъекта можно перенести как условие 
на функцию-генератор архимедовой копулы. 

Если работа (Hennessy, Lapan, 2002) носила теоретический 
характер, то исследование (Natale, 2006) является эмпирическим и 
построено на основе одиннадцатимерного распределения месячных 
доходностей акций. В данной работе аппарат копул (в частности, ко-
пула Клэйтона) использован для моделирования связки совместного 
распределения, с привлечением теории экстремальных значений для 
восстановления частных распределений. Существенным упущением 
работы является отсутствие обоснования выбора копулы. 

Несмотря на выбор, сделанный Ф. Натале (Natale, 2006) в поль-
зу копулы Клэйтона, в другом исследовании (Алексеев и др., 2006) авто-
ры предпочли копулу Али-Микаэля-Хака, выбирая из нее копулы Клэй-
тона и других,  при оптимизации портфеля акций на основе данных 
о ежедневных котировках. Они отказались от копулы Клэйтона из-за 
того, что она, по их мнению, характеризуется зависимостью верхних 
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хвостов. В действительности авторы рассматривали копулу дожития 
Клэйтона, которая, как и вероятность дожития в страховании, равна 
единице за вычетом значения обычной копулы Клэйтона с зависи-
мостью нижних хвостов. Данное методологическое несоответствие 
могло в существенной степени обусловить предпочтение копулы Али-
Микаэля-Хака перед копулой (дожития) Клэйтона при выборе наилуч-
шей для описания исходных данных.

Стоит также отметить работу, в которой анализируется эф-
фект разных мер риска на оптимальную структуру инвестиционного 
портфеля и показано, что эмпирическое многомерное распределение 
доходностей не соответствует гауссовской копуле (Adam, Houkari, 
Laurent, 2007, р. 11–12).

5.5. Хеджирование риска
Задача хеджирования риска инвестиционного портфеля – это 

частный случай задачи портфельной оптимизации. При хеджирова-
нии риска целевой минимизируемой функцией служит мера разбро-
са (дисперсия) стоимости инвестиционного портфеля в отличие от 
функции совокупной доходности, которая максимизируется в общей 
постановке задачи о выборе оптимального инвестиционного портфе-
ля. Отталкиваясь от предположения о многомерной нормальности 
распределения цен текущих (хеджируемых) и срочных (хеджирую-
щих) контрактов, можно использовать меру ковариации (см.  напри-
мер, (Cecchetti, Cumby, Figlewski, 1988)) для определения оптимальной 
доли второго актива для минимизации дисперсии стоимости совокуп-
ного инвестиционного портфеля. Тем не менее, как показано в рабо-
тах (Hsu et al.,  2007; Lai et al., 2009), предположение о нормальности 
распределения цен не соответствует действительности. 

Так, в работе (Hsu et al., 2007) модели «копула» сравниваются 
с моделями DCC-, CCC-GARCH. Оценка копул проводится полностью 
параметрическим способом. В основе исследования лежат дневные 
данные биржевых индексов и фьючерсов на них за период 2.01.1995–
31.10.2005. Авторы исследуют применение копул к моделям прямого 
и перекрестного хеджирования. Первый тип операций предполага-
ет заключение срочных сделок на базовый актив, тогда как второй – 
на актив, динамика цен которого сонаправлена с динамикой цены 
базового актива. В итоге авторы делают вывод о том, что копулы 
оказываются более эффективными при определении оптимального 
хеджирующего соотношения, причем гауссовская копула является 
таковой для операций прямого хеджирования, а копула Гумбеля – 
для перекрестного.

В статье (Lai et al., 2009), основываясь на ежедневных данных 
о котировках пяти индексов стран Юго-Восточной Азии и фьючерсов 
на них за период 01.01.1998–10.06.2005, показано преимущество ис-
пользования копул в хеджировании, поскольку это позволяет повы-
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сить среднюю доходность инвестиционного портфеля и снизить его 
вариацию по сравнению с традиционными методами определения 
оптимального хеджирующего соотношения. Подобно (Hsu et al., 2007) 
в части моделирования прямого хеджирования, авторы отмечают, что 
особенно эффективной оказалась гауссовская копула и копула Стью-
дента и что использование копул целесообразно на высоковолатиль-
ных рынках (например, Корея, Тайвань), тогда как на стабильных (на-
пример, Япония, Сингапур) традиционные стратегии, основанные на 
методе наименьших квадратов, оказываются достаточными.

Обобщая выводы, заметим, что во всех рассмотренных работах 
был подтвержден негауссовский характер изучавшихся совместных 
распределений (даже в случаях выбора гауссовской копулы частные 
распределения были негауссовскими, что не позволяет утверждать 
о наличии совместного многомерного гауссовского распределения).

6. Открытые вопросы

В работе был проведен обзор как теоретической, так и эмпи-
рической базы приложений моделей «копулы». Несмотря на то что во-
прос их применения кажется достаточно изученным, существует ряд 
проблем, которые требуют дальнейшей проработки. 

В частности, в (Genest, Nešlehová, 2007) показано, что неедин-
ственность результатов тестов инференции связана с неединствен-
ностью копулы при использовании дискретных данных. Это связано 
с наличием скачков в значении частных эмпирических функций рас-
пределения. Поэтому теорема Шкляра оказывается неприменимой, 
поскольку в теореме предполагалась непрерывность случайных вели-
чин. Итогом становится неединственность оценки копулы, что име-
ет ряд проявлений, которые необходимо дополнительно учитывать 
при работе с дискретными данными. Согласуясь с выводами Маршал-
ла (Marshall, 1996),   Ч. Женест и Дж.  Нешлехова признают, что зна-
чение параметра копулы зависит от частных распределений (Genest, 
Nešlehová, 2007, р. 490). По их мнению, не следует применять методы 
инференции, основанные на ранговом преобразовании данных, и аб-
солютная зависимость случайных величин не всегда находит отраже-
ние в максимальных по модулю значениях коэффициента ранговой 
корреляции.

В дополнение к проблеме дискретных данных исследователю 
необходимо принимать во внимание возможность изменения приро-
ды процесса, генерирующего данные, т.е. наличие структурных сдви-
гов в первичных данных. Вопрос структурных сдвигов достаточно 
широко проработан в литературе, посвященной анализу временных 
рядов (подробнее о тестах на проверку его наличия см. обзор (Пер-
рон, 2005)). Поскольку в финансовых задачах, посвященных оценке 
риска и ценообразованию, исследователь имеет дело с многомерны-
ми финансовыми рядами, возникает потребность в исследовании 
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структурного сдвига в совместных распределениях. Среди первых 
наработок в России можно выделить статью (Бродский и др., 2009),  
в которой предлагается модель непараметрической оценки струк-
турного сдвига в копуле. В работе приводятся критические значения 
статистики для копул Клэйтона и Гумбеля, анализируются ошибки 
первого и второго рода, предложенный тест проверяется на эмпи-
рических финансовых данных с динамикой процентных ставок. Не-
смотря на наличие существенного результата, остается потребность 
в объединении тестов на наличие структурных сдвигов в частных 
распределениях и в копуле. 

Подводя итог, можно констатировать, что дискретные данные, 
формирующие базу для анализа и моделирования копул, с одной сто-
роны, порождают неединственность оценки копулы, а с другой сторо-
ны – могут привести к смещенным оценкам при некорректном учете 
явлений структурных сдвигов как в частных распределениях, так и в 
копуле. Данные вопросы однозначно требуют ответов для развития 
теории копул, но выходят за рамки текущего обзора.
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Financial Applications of Copula-Models

The paper aims at introducing copula-models’ concepts and its application 
to solving such financials programs as risk measurement, risk hedging, portfolio 
optimization, derivatives pricing and duration models evaluation. For the purpose 
the copula definition is firstly introduced. Then different copula families,   model 
estimation and inference techniques are discussed. A detailed review of relevant 
literature is provided. Finally the unresolved issues are presented that might well 
become the subjects of further research.
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